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دستگاه حل برای مثبت نیمه معین / مثبت نیمه معین شͺافت تکراری روش های
خطͬ معادلات

مسعودی٢ محسن و سالͺویه١∗ خجسته داود
گیلان دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده کاربردی، ریاضͬ گروه ١,٢

khojasteh@guilan.ac.ir, masoudi_mohsen@phd.guilan.ac.ir

معادلات دستگاه حل برای تکراری روش های از تاریخچه ای ابتدا سخنرانͬ، این در چͺیده.
تمرکز ͬ کج هرمیت و هرمیتͬ شͺافت تکراری روش روی سپس ͬ کنیم. م مرور را خطͬ
/ مثبت نیمه معین شͺافت تکراری روش و داده تعمیم را روش این به نوعͬ و کرده
آنها ضرائب ماتریس که دستگاه هایی برای روش این ͬ دهیم. م ارائه را مثبت نیمه معین
از شͺافت ͷی ͷکم با ارائه شده روش است. استفاده قابل هستند، غیرهرمیتͬ مثبت معین
به عنوان هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی و مثبت نیمه معین ماتریس دو به ضرایب ماتریس
پیش حالت ساز و کرده بررسͬ را روش همͽرایی شرایط ͬ آید. به دست م انتقال، ماتریس

ͬ کنیم. م مطالعه را به دست آمده

مقدمه .١
خطͬ معادلات دستگاه

Au = b, A ∈ C
n×n, b ∈ C

n, (١ . ١)
غیرهرمیتͬ مثبت معین و نامنفرد تُنُک، بزرگ، ابعاد از A ماتریس آن در که بͽیرید درنظر را
که دارند وجود زیادی تکراری روش های است. هرمیتͬ) مثبت معین A + A∗ (ماتریس
نیست. شده تضمین آنها همͽرایی اما کرد، استفاده (١ . ١) دستگاه حل برای آنها از ͬ توان م
(HSS) ͬ کج هرمیت و هرمیتͬ شͺافت تکراری روش [٢] در همͺارانش و بای ،٢٠٠٣ سال در
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مسعودی م. و سالͺویه خجسته د.

HSS تکراری روش همͽراست. شرطͬ هیچ بدون که کردند ارائه (١ . ١) دستگاه حل برای را
ͬ شود م نوشته زیر به صورت خلاصه به طور

{

(αI +H)u(k+ ١٢ ) = (αI − S)u(k) + b,

(αI + S)u(k+١) = (αI −H)u(k+ ١٢ ) + b,

ͬ کج هرمیت و هرمیتͬ بخش های به ترتیب S = (A−A∗)/٢ Hو = (A+A∗)/٢ آن در که
نسخه های و گرفت قرار ͬ دانان ریاض توجه مورد به سرعت روش این .α > ٠ و هستند A
و مثبت معین شͺافت ،[١] در همͺارانش و بای مثال، برای نمودند. ارائه را آن از مختلفͬ
در کردند. ارائه را (NSS) ͬ کج هرمیت و نرمال شͺافت روش [٣] در و (PSS) ͬ کج هرمیت
تكراری روش مقاله، این در نمود. ارائه GHSS نام با HSS روش از تعمیم ͷی بنزی ،[۴]
روش ͬ کنیم. م ارائه (١ . ١) حل برای را ١(PPS) مثبت نيمه معين / مثبت نیمه معین شͺافت

شد. ذکر پیش تر که است روش هایی همۀ از تعمیم ͷی PPS تکراری
ε(A) و ρ(A) ،σ(A) ،N (A) نمادهای از ،A ∈ C

n×n ماتریس هر برای نمادها:
A ماتریس ویژۀ بردارهای همۀ مجموعۀ و طیفͬ شعاع طیف، پوچ، فضای برای به ترتیب
تجزیۀ Q = U∗DU و هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی Q ∈ C

n×n اگر ͬ کنیم. م استفاده
ͬ کنیم. م تعریف Q ١٢ = U∗D

١٢U به صورت را Q ١٢ آنگاه باشد، Q ماتریس شور
PPS تکراری روش .٢

به صورت شͺافتͬ دارای A ماتریس که کنید فرض
A = P١ + P٢, هستند مثبت معین نیمه P١, P٢ ∈ C

n×n, (٢ . ١)
مثبت نیمه معین / مثبت نیمه معین شͺافت دارای A ماتریس ͬ گوییم م در این صورت، باشد.

بͽیرید در نظر را زیر شͺافت دو اکنون، است.
A =(Q+ P٢)− (Q− P١) = (Q+ P١)− (Q− P٢),

ماتریس دو هر که است بدیهͬ است. دلخواه هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی Q آن در که
را زیر تکراری روش ،HSS روش همانند اکنون، هستند. نامنفرد Q + P١ و Q + Pسازیم٢ ͬ م

{

(Q+ P٢)u(k+ ١٢ ) = (Q− P١)u(k) + b,

(Q+ P١)u(k+١) = (Q− P٢)u(k+ ١٢ ) + b,
(٢ . ٢)

ͬ نامیم. م PPS را روش این است. اولیه حدس ͷی u(٠) ∈ C
n آن در که

معین P١ اگر دراین صورت، .Q = αI و باشد ͬ کج هرمیت ماتریس ͷی P٢ کنید فرض
P١ اگر ͬ شود. م تبدیل (PSS) HSS روش به PPS روش باشد، مثبت) (معین هرمیتͬ مثبت
تبدیل NSS روش به PPS روش باشد، مثبت معین و (P١P ∗١ = P ∗١ P١) نرمال ماتریس ͷی
به طوری که شود نوشته A = H١ + H٢ + S به صورت A ماتریس اگر همچنین، ͬ شود. م
دهیم قرار و هستند ͬ کج هرمیت S ماتریس و متقارن مثبت نیمه معین H٢ و H١ ماتریس های

1Positive semidefinite / Positive semidefinite Splitting (PPS)
٣



خطͬ معادلات دستگاه حل برای مثبت نیمه معین / مثبت نیمه معین شͺافت تکراری روش های

روش بنابراین، ͬ آید. م به دست GHSS تکراری روش آنگاه P٢ = H٢ + S و P١ = Hاست.١ GHSS و ،PSS ،NSS ،HSS روش های از تعمیمͬ PPS
داریم (٢ . ٢) از uk+ ١٢ حذف با

uk+١ = Guk + c,

آن در که
G = (Q+ P١−(١(Q− P٢)(Q+ P١−(٢(Q− P١),

آن در که ،A = M −N که دید ͬ توان م .c = ٢(Q+ P١−(١Q(Q+ P١−(٢b و
M =

١
٢(Q+ P٢)Q−١(Q+ P١), N =

١
٢(Q− P٢)Q−١(Q− P١),

یعنͬ همͽراست، PPS روش شرایطͬ تحت که ͬ دهیم م نشان .G = M−١N به علاوه و
ماتریس ویژۀ مقادیر دراین صورت، .ρ(G) < ١

M−١A = I −G,

را M ماتریس ͬ توان م بنابراین، دارند. قرار ١ شعاع و (١, ٠) مرکز به دایره ای درون در
تکراری روش ͷی در این صورت، برد. به کار (١ . ١) دستگاه برای پیش حالت ساز ͷی به عنوان

خطͬ معادلات دستگاه حل برای ،GMRES الͽوریتم مانند کرایلف، زیرفضای بر مبتنͬ
M−١Au = M−١b,

ندارد، دستگاه حالت در تأثیری ١
٢ ضریب اینکه به توجه با داشت. خواهد مناسبی سرعت

به صورت را PPS پیش حالت ساز ͬ توان م
P := (Q+ P٢)Q−١(Q+ P١),

آن در که Ĝ = (I + P̂١−(١(I + P̂١−(٢(I − P̂٢)(I − P̂١) کنید فرض گرفت. درنظر
بنابراین .P̂i := Q−

١٢PiQ
−

١٢ ،i = ١, ٢ به ازای
σ(G) = σ(Q−

١٢ (I + P̂١−(١(I − P̂٢)(I + P̂١−(٢(I − P̂١)Q
١٢ )

= σ(Q−
١٢ (I + P̂١−(١(I + P̂١−(٢(I − P̂٢)(I − P̂١)Q

١٢ )

= σ(Q−
١٢ ĜQ

١٢ ) = σ(Ĝ).

کنیم. ثابت را زیر قضایای و لم ͬ توانیم م اکنون،
اگر باشد. (٢ . ١) به صورت شͺافتͬ دارای و مثبت معین ماتریس ͷی A کنید فرض .٢ . ١ لم
آنگاه ،x∗(P١ + P ∗١ )x > ٠ اگر به علاوه، .|λ| ≤ ١ آنگاه باشد، G ویژۀ زوج ͷی (λ, x)

.|λ| < ١
و باشد (٢ . ١) شͺل به شͺافت ͷی دارای A مثبت معین ماتریس کنید فرض .٢ . ٢ قضیه







m١(x) := x∗

(

I + Â∗Â+ P̂٢P̂١ + P̂ ∗١ P̂ ∗٢ + P̂ ∗١ P̂ ∗٢ P̂٢P̂١
)

x,

m٢(x) := x∗

(

Â+ Â∗ + Â∗P̂٢P̂١ + P̂ ∗١ P̂ ∗٢ Â
)

x,

۴



مسعودی م. و سالͺویه خجسته د.

داشت خواهیم x̂ ∈ ε(Ĝ) هر برای دراین صورت، .Â = Q−
١٢AQ−

١٢ آن در که
m١(x̂) ≥ m٢(x̂) ≥ ٠, m١(x̂) > ٠,

و
ρ(G) = max

x̂∈ε(Ĝ)

√

m١(x̂)−m٢(x̂)
m١(x̂) +m٢(x̂)

.

.m٢(x̂) > ٠ باشیم داشته ،x̂ ∈ ε(Ĝ) هر برای اگر تنها و اگر ρ(G) < ١ بنابراین،
اگر دارد. (٢ . ١) به صورت شͺافتͬ که باشد مثبت معین A ماتریس کنید فرض .٢ . ٣ قضیه

.ρ(G) < ١ آنگاه ،ε(G) ⊆ N (P١) ∪N (P٢ + P ∗٢ )
(٢ . ١) به صورت شͺافتͬ به  طوری که باشد مثبت معین A ماتریس کنید فرض .۴ . ٢ نتیجه
مثبت معین ماتریس هر به ازای PPS روش آنگاه باشد، برقرار زیر شرایط از ͬͺی اگر دارد.

همͽراست: Q هرمیتͬ
باشد؛ ͬ کج هرمیت P٢ ماتریس •

.N (P١) ∪N (P٢ + P ∗٢ ) = C
n •

بنابراین، نیست. یͺتا دلخواه، ماتریس ͷی برای مثبت نیمه معین / مثبت نیمه معین شͺافت
ارائه زمان در نوشت. ͬ توان م متنوعͬ PPS تکراری روش های دلخواه ماتریس ͷی برای
ͬ شود. م بیان انتقال ماتریس و ،P٢ ،P١ ماتریس های انتخاب مناسبِ شیوه های سخنرانͬ،
ایدۀ با شد. خواهد ارائه PPS پیش حالت ساز کارایی دادن نشان برای عددی نتایج همچنین،
شͺافتͬ ͬ توان م کاربردی مسائل از برخͬ برای مثبت، نیمه معین / مثبت نیمه معین شͺافت 
بیشتری کارائͬ از اما ͬ شوند، نم تولید پیشین روش های از هیچͺدام توسط که نوشت را

است. برخوردار
قدردانͬ .٣

ͬ شود. م مالͬ حمایت ۴٠٠۶٣٠٠ شماره با (INSF) ایران علوم ملͬ بنیاد توسط مقاله این
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مشکلات و کاربردها مولد: مصنوعی هوش تا رایانشی شناسی زبان از
∗ نصیری الدین جلال

ایران. مشهد، مشهد، فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم گروه

پردازش رایانشی، زبانشناسی حوزه های در چشمگیری پیشرفت های اخیر، دهه های در چکیده.
وجود با تحقیقاتی، زمینه سه این است. پیوسته وقوع به مولد مصنوعی هوش و طبیعی زبان
بهبود و توسعه در نحوی به یک هر و دارند یکدیگر با تنگاتنگی ارتباط بنیادین تفاوت های
حوزه ها این با مرتبط چالش های و کاربردها بررسی به سخنرانی این در داشته اند. نقش دیگری
از استفاده با انسانی زبان های سازی مدل و مطالعه به رایانشی زبانشناسی پرداخت. خواهیم
دستوری قوانین زبانی، ساختارهای بر رایانشی شناسی زبان می پردازد محاسباتی روش های
انسانی زبان های علمی تر و دقیق تر سازی مدل در سعی و است متمرکز زبانشناختی نظریه های
کامپیوتر بین تعامل به که است مصنوعی هوش از شاخه ای (NLP)طبیعی زبان پردازش دارد.
انسانی زبان تولید و تفسیر درک، مانند وظایفی شامل حوزه این می پردازد انسانی زبان و
که دارد کار و سر مدل هایی و الگوریتم ها توسعه با مستقیم طور به طبیعی زبان پردازش دارد.
و تشخیص ماشینی، ترجمه مانند کاربردهایی در و هستند انسانی زبان تولید و تحلیل به قادر
می گیرد. قرار استفاده مورد جستجو موتورهای بهبود و احساسات تحلیل و تجزیه گفتار، تولید
متن، نظیر جدید محتوای ایجاد بر است، مصنوعی هوش از شاخه ای که مولد مصنوعی هوش
شبکه های مانند تکنیک هایی از استفاده با حوزه این دارد. تمرکز ویدیو حتی و موسیقی تصویر،
بالا کیفیت با نتایجی (GPT) مثل بزرگ زبانی مدل های و (GANs)تخاصمی مولد عصبی
کاربردهای است. نزدیک بسیار انسانی خروجی های به موارد از بسیاری در که کند تولید
حتی و رسانه ها در نوآوری هنری، طراحی خودکار، محتوای تولید شامل مولد مصنوعی هوش
(LLMs)بزرگ زبانی مدل های و مولد مصنوعی هوش می باشد. ویدیویی بازی های توسعه
تصویر، متن، تولید برای مولد مصنوعی هوش دارند مختلف زمینه های در گسترده ای کاربردهای
و ویدیویی بازی های تبلیغات هنری آثار خلق در که می شود استفاده ویدیو و صدا موسیقی،
و تحلیل ماشینی ترجمه در نیز بزرگ زبانی مدل های دارد. نقش خلاقانه محتواهای تولید
و نویسی برنامه کد تولید متون تصحیح و تکمیل سوالات به پاسخگویی متون خلاصه سازی
افزایش ماشین و انسان تعاملات بهبود با فناوری ها این می روند. کار به متنی داده های تحلیل
ایجاد مختلف حوزه های در توجهی قابل تاثیرات محتوا تولید و زبان پردازش در دقت و کارایی
هدف پرداخت. خواهیم چالش ها و کاربردها این جزئیات بررسی به سخنرانی، این در کرده اند.
پردازش رایانشی، زبانشناسی آینده به نسبت جانبه چند و جامع دیدگاهی ارائه بررسی، این از
بهره برداری احسن نحو به فناوری ها این از بتوان تا است مولد مصنوعی هوش و طبیعی زبان

رساند. حداقل به را احتمالی مشکلات و نمود

سخنران ∗

۶



٧

ریاضی آنالیز



آن پایداری بررسی و کسری حسابان پایه بر کم هزینه تکرار روش یک معرفی
∗ 1 مکاری ماندانا

ایران همدان، اسلامی، آزاد دانشگاه همدان، واحد ریاضی، گروه 1

m
−
moccari@yahoo.com

می شود. ارایه فرناندو کسری تکرار روش کانفورمبل کسری مشتق پایه بر مقاله این در چکیده.
نشان می شود. استفاده حقیقی اولیه حدس های با همگرایی صفحات از آن پایداری بررسی برای
حوزه های همچنین کرد. محاسبه را ریشه ها همه می توان حقیقی اولیه مقادیر با که می شود داده

می شود. ترسیم نواز چشم و دقیق جزییات بالا، وضوح با جذب

پیش گفتار .١
غیرخطی معادلات حل جهت مفیدی منبع عنوان به که است زیادی سالیان کسری حساب
استفاده با معادلات ریشه های یافتن جهت متفاوتی تکرار روش های می گیرد. قرار استفاده مورد
[١] منبع به می توان بیشتر گاهی آ برای که شده اند، مدل ریمن-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق از
مشتق نام به کسری مشتق از جدیدی نوع اخیر سال های در کرد. مراحعه آن در موجود منابع و
را کلاسیک مشتق ویژگی های از خیلی کسری مشتق این شده است. ارایه [٢] توسط کانفورمبل
چپ مشتق می گیریم. نظر در می شود، شروع a نقطه از که را f : [a,+∞) → R تابع دارد.

می شود: تعریف زیر صورت به α, a, x ∈ R که α ∈ (0, 1] مرتبه از f تابع کانفورمبل
(T a

αf)(x) = lim
ϵ→0

f(x+ ϵ(x− a)1−α)− f(x)

ϵ
.

مشتق ضمن در شود. می گفته α-مشتق پذیر f تابع آنگاه باشد، داشته وجود حد این اگر
این در داد. نشان می توان نیز (T a

αf)(x) = (x − a)1−αf ′(x) صورت به را کانفورمبل
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 65F10; Secondary 26A33,

54A20.
. پایداری همگرایی، صفحات کانفورمبل، کسری مشتق کلیدی. واژگان

سخنران ∗

٨



مکاری م.
همگرایی مرتبه که می شود ثابت می شود. ارایه کانفورمبل مشتق برحسب فرناندو تکرار روش مقاله
جذب حوزه های و همگرایی صفحات از استفاده با آن پایداری هست. ٣ کلاسیک حالت مشابه آن
مقالاتی به نسبت جدید شیوه ای به مولف به علاوه، می شود. بررسی a و α مختلف مقادیر برحسب

می آورد. بدست را همگرایی شرایط بهترین شده است، ارایه قبلا که
پژوهش دست آورد های .٢

فرناندو تکراری روش [١] مرجع مشابه ،f تابع کانفورمبل تیلور بسط به توجه با بخش این در
می شود. محاسبه آن همگرایی مرتبه سپس و ارایه کانفورمبل کسری مشتق پایه بر

x̄ شامل بازه این که باشد، I ⊆ R بازه روی پیوسته حقیقی تابعی f که کنیم فرض .٢ . ١ قضیه
α ∈ (0, 1] مرتبه از f(x) کانفورمبل کسری مشتق (T a

αf)(x) همچنین است. f(x) ریشه
همچنین نباشد. صفر x̄ در و باشد پیوسته (T a

αf)(x) کنیم فرض می شود. شروع a از که است
کسری فرناندو روش همگرایی مرتبه آنگاه می گیریم، نظر در x̄ نزدیک اولیه حدس یک را x0

است: ٣ حداقل می شود داده نشان زیر صورت به که α ∈ (0, 1] مرتبه از کانفورمبل
(٢ . ١)



















yk = a+

(

(xk − a)α − α
f(xk)

(T a
αf)(xk)

)
1

α

,

xk+1 = a+

(

(xk − a)α − α
2f(xk)

(T a
αf)(xk) + (T a

αf)(yk)

)
1

α

, k = 0, 1, . . . .

می آید: بدست زیر صورت به نیز خطا معادله
ek+1 =

1

2

(

2c22 + c3
) (

α2(x̄− a)2(α−1)
)

e3k +O
(

e4k
)

,

cj =
1

j!αj

(T a
αf)

(j)(x̄)

(T a
αf)(x̄)

, j = 2, 3, . . . .

دو مرتبه [١] مرجع در که است کانفورمبل نیوتن روش همان (٢ . ١) روش اول گام برهان.
همان در که کانفورمبل تیلور بسط از استفاده با می توان ادامه در بدست آمده  است. آن همگرایی
□ آورد. بدست روش برای را ٣ همگرایی مرتبه شده است، اشاره آن به مرجع

a = −4 (ج) a = −2 (ب) a = 1 (آ)
a متفاوت مقادیر برای f(x) تابع همگرایی صفحات .١ شکل

٩



کسری حسابان برپایه کم هزینه تکرار روش یک

a = −2 (ج)

a = −0.8 (ب)

a = 1 (آ)
a متفاوت مقادیر برای g(x) تابع همگرایی صفحات .٢ شکل

پایداری تحلیل .٣
جذب های حوزه و همگرایی صفحه های از استفاده با ٢ . ١ کسری تکرار روش پایداری بررسی

توابع کنید. مراجعه [٣] مرجع به آن ها به مربوط قضایای و تعاریف برای می شود. انجام
f(x) = 2x3/2 + x5/2 − 0.17x2 − 0.3x+ 3

√
x− 0.5,

g(x) = −x4 − 1.65x3 + 0.6x+ 0.3,

تعداد باشند. داشته مختلط ریشه های هم و حقیقی ریشه های هم که شده است انتخاب طوری
شده است. گرفته نظر در دینامیکی صفحات از کدام هر رسم برای 400 × 400 تقسیم نقاط
برای همچنین و دارد قرار عمودی محور روی ها y و افقی محور روی xها جذب، حوزه های در
محور روی و −3 ≤ x ≤ 3 بازه در حقیقی اولیه حدس های x محور روی همگرایی صفحات
به مربوط جذب حوزه های و همگرایی صفحات در رنگ هر دارد. قرار α ∈ (0, 1] مقادیر yها
می دهند. نشان را ریشه ها جذب حوزه های در قرمز نقطه های هاست. ریشه از یکی به همگرایی
تاثیر آنها در که می دهند نشان را g(x) f(x) و همگرایی صفحات ترتیب به ٢ و ١ شکل های
می آن مناسب انتخاب و a از استفاده کرد. مشاهده ریشه ها به همگرایی بر می توان را a انتخاب
جذب حوزه های ترتیب به نیز ۴ و ٣ شکل های دهد. نتیجه را ریشه ها به همگرایی بهترین تواند

هستند. واگرایی نقاط دهنده نشان تصاویر همه در مشکی قسمت های هستند. g(x) f(x) و

a = −2 و x0 = −1 برای فرناندو کانفورمبل تکرار روش عددی نتایچ .١ جدول
α x̄ |f(xi)| تکرارها تعداد ACOC تابع

0.44 x̄1 = −1.01356− 1.42631i 3.89995× 10−8 14 2.98235 f(x)
0.73 x̄2 = −1.01356 + 1.42631i 2.7967× 10−10 7 3.0084 f(x)
0.51 x̄3 = 0.0276726 7.6358× 10−5 11 2.70846 f(x)
0.04 x̄1 = −1.46605 7.62807× 10−8 5 2.95447 g(x)
0.09 x̄4 = 0.671493 3.64526× 10−8 11 2.70358 g(x)
0.55 x̄3 = −0.427722 + 0.348992i 1.58042× 1011 11 2.81259 g(x)
0.57 x̄2 = −0.427722− 0.348992i 9.52619× 10−10 7 2.82388 g(x)

١٠



مکاری م.
عددی تحلیل .۴

می شود، انتخاب همگرایی صفحه های کمک به که اولیه ای مقدار از استفاده با قسمت این در
مقدار اولیه، حدس ریشه، به رسیدن تا تکرارها تعداد ١ جدول در می آید. بدست توابع ریشه های

شده است. گزارش ،[۴] در شده تعریف ACOC و  α، a آخر، تکرار ازای به تابع

a = −4, α = .05 (د) a = −2, α = .5 (ج) a = 1, α = .95 (ب) a = 1, α = .25 (آ)
همگرایی بر α و a انتخاب تاثیر و f(x) تابع جذب حوزه های .٣ شکل

مشکی نقاط کاهش و روش

a = −4, α = .1 (د) a = −.8, α = .9 (ج) a = −.8, α = .8 (ب) a = 1, α = .35 (آ)
همگرایی بر α و a انتخاب تاثیر و g(x) تابع جذب حوزه های .۴ شکل

مشکی نقاط کاهش و روش
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معادلات سیستم حل برای بهینه بین گامی نقطه سه با تک گامی بلوکی روش یک
متغیر طول گام با سخت

٢ نیاسر بیشه مرتضی و ∗ ١ خضیراوی سعیده
کاشان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی کاربردی، گروه ١,٢

saeedeh.khaziravi65@gmail.com
mbish@kashanu.ac.ir

بهینه بین گامی نقطه سه با جدید بلوکی تک گامی روش یک داریم سعی مقاله این در چکیده.
و صفر پایداری مانند روش مشخصه های دهیم. ارائه سخت دیفرانسیل سیستم های حل برای
استفاده متغیر طول گام تکنیک یک از روش بهتر عملکرد منظور به می شود. بررسی سازگاری

است. موردنظر روش کارآیی و دقت بیانگر عددی نتایج می کنیم.

پیش گفتار .١
دیفرانسیل معادله

u
′

(t) = w(t, u) (١ . ١)
w : [t٠, tN ]× Rm → و u ∈ Rm و t ∈ [t٠, tN ] آن در که u(t٠) = u٠ اولیه شرایط  با
یکتایی و وجود که لیپشیتز شرط در w(t, u) تابع می کنیم فرض بگیرید. نظر در را می باشد Rm

مسائل از بسیاری مدلسازی برای معادله این از .[١] می کند صدق می کند، تضمین را جواب
یک داریم قصد مقاله این در است. شده استفاده وشیمی برق مکانیک، رشته های در کاربردی
از کنیم. اعمال جواب تقریب برای و بیابیم بهینه بین گامی نقطه سه با تک گامی بلوکی روش
یک و ندارد را دالکوئیست محدودیت های که کرد اشاره نکته این به می توان بلوکی روش  مزایای

2024 Mathematics Subject Classification. Primary 47J55; Secondary
65L05,65L20.
خطا وکنترل ۴ -تخمین متغیر گام ٣ -طول سخت ٢ -معادلات معمولی دیفرانسیل ١ -معادلات کلیدی. واژگان
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نیاسر بیشه م. و خضیراوی س.

روش های از می آورد. دست به نقطه چندین در را جواب مقدار همزمان و است خودآغازگر روش
نسبی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و تاخیری دیفرانسیل معادلات حل برای می توان بلوکی

.[٢] کرد استفاده نیز

بین گامی نقطه سه با بلوکی روش .٢
باشد مفروض [t٠, tN ] بازه از t٠ < t١ < ... < tN صورت به دلخواه افراز یک فرض می کنیم
u(t) ≃ r(t) =

∑۵
j=٠ ajtj صورت به را (١ . ١) معادله تقریبی جواب . h = tj+١ − tj و

و tn نقطه در u(t) درونیابی با .u′

(t) ≃ r
′

(t) =
∑۵

j=١ jajtj−١ آنگاه می گیریم. درنظر
معادلات ٠ < c١ < c٢ < c٣ < ١ که tn و tn+١ ، tn+c٣ ، tn+c٢ ، tn+c١ نقاط در u′

(t)
می شوند: حاصل زیر

r(tn) = un, r
′

(tn+j) = wn+j j = ٠, c١, c٢, c٣, ١.

صفر مخالف فوق دستگاه دترمینان کرد. بازنویسی ماتریسی فرم به می توان را فوق معادلات
و r(t) در جایگذاری و aj ضرائب یافتن و دستگاه حل با یکتاست. جواب دارای لذا داریم:است، t = tn + xh متغیر تغییر اعمال

u(tn + xh) ≃ r(tn + xh) = α٠(x)un+
h(β٠(x)wnβc١(x)wn+c١ + βc٢(x)wn+c٢ + βc٣(x)wn+c٣ + β١(x)wn+١) (٢ . ١)

که می شود، حاصل x و c٣ ،c٢ ،c١ برحسب {βi(x)}i=٠,c١,c٢,c٣,١ و α٠(x) = ١ آن در که
بهینه مقادیر یافتن برای ادامه در می کنیم. خودداری انها آوردن از ضرائب بودن پرحجم دلیل به
در تقریب فرایند ادامه برای که چرا شود، کمینه un+١ در برشی خطای ست کافی c٣ و c٢ ، cو١ x = ١ نظرگرفتن در با این کار برای داریم. احتیاج un+١ مقدار به فقط بعدی زیربازه های

که: می شود نتیجه un+١ با متناظر رابطه روی تفاضل خطی عملگر اعمال

L١[u(tn), h] =
١٠c١c٢c٣ − ۵(c١c٢ + c١c٣ + c٢c٣) + ٣(c١ + c٢ + c٣)− ٢

٧٢٠٠ h۶u(۶)(tn) +O(h٧).

کنیم. صفر را فوق رابطه در پیشرو ضریب ست کافی بهینه، دقت با روش یک یافتن برای
صورت، به جواب ها از یکی یافت. پیشرو ضریب صفرشدن برای می توان جواب بی نهایت
می کنیم. استفاده آن از ادامه در ما که است، c٣ =

١
٢ +

٢١√٢ و c٢ =
١
٢ و c١ =

١
٢ − بلوکی٢١√٢ روش ،x = c١, c٢, c٣, ١ گرفتن نظر در با و (٢ . ١) در جایگزینی و مقادیر این اختیار با

١٣



سخت معادلات سیستم برای بلوکی روش
می شود: حاصل زیر به صورت

un+١ =
h

١٢٠٠ (−١٣۶wn+c١ + ۵٩٠wn+c٢ + ۴۴١wn+c٣ + ١٣۶wn+١)

un+c١ = un +
h

٢١١۶٨٠٠
(

۴(٢١√٨١٩٢ − ٢٢١١٣)wn + ۶٣(۶١٧۴ − ٢١√١٠٩١)wn+c١+

+ ۶٣(۶١٧۴ − ٢١√١٠٩١)wn+c١ + ٢)٢٠۶٠١٩ − ۵۶٩۶√٢١)wn+c٢ ۵۶٧(۶٨۶ − ١۴٢١√٩)wn+c٣

+۴(٢١√٨١٩٢ − ٣٧٨۶٣)wn+١
)

;

un+c٢ = un +
h

۴٨٠٠ (−٩٣٢wn + ۶٣(۵√٢١ + ١۴)wn+c١ + ١١٨٠wn+c٢ + ۶١)٣۴ − ۵√٢١)wn+c٣

+ ٣٨٨wn+١);

un+c٣ = un +
h

٢١١۶٨٠٠
(

−۴(٢١√٨١٩٢ + ٢٢١١٣)wn + ۵۶١)٧۴٢١√٩ + ۶٨۶)wn+c١

+٢٠(۵۶٩۶√٢١ + ٢۶٠١٩)wn+c٢ + ۶٢١√١٠٩١)٣ + ۶١٧۴)wn+c٣ + ۴(٢١√٨١٩٢ + ٣٧٨۶٣)wn+١
)

.(٢ . ٢)
از تقریبی wn+j و u(tn+j) از تقریبی un+j مقاله این سرتاسر در که باشید داشته توجه
،un+١ مقادیر فوق، دستگاه حل با می توان un داشتن فرض با است. w(tn+j, u(tn+j))

بعدی زیربازه برای را فرآیند همین un+١ داشتن با آورد. به دست را un+c٣ و un+c٢ ،un+cمی یابد.١ ادامه بازه پایانی نقطه به رسیدن تا فرآیند این آید. به دست un+٢ تا می کنیم اعمال
روش آنالیز .٣

قرار بررسی مورد پایداری مطلق ناحیه و همگرایی صفرپایداری، سازگاری، بخش این در
بسط تیلور اعمال از پس می کنیم، اعمال (٢ . ٢) روی را تفاضل خطی عملگر ابتدا در می گیرند.

می شود: حاصل زیر به صورت خطی تفاضل عملگر در پیشرو ضریب جملات، ساده سازی و
Θ۶ =

(٢۵h۶u(۶)(tn)
١٧٠۶٩٨٧۵ ,−h۶u(۶)(tn)

٧١۶٨٠ ,
٢۵h۶u(۶)(tn)

١٧٠۶٩٨٧۵ , ٠
)T

مشخصه چندجمله ای طرفی از است. سازگار روش لذا است ۵ حداقل مرتبه  دارای روش پس
ρ(z) ریشه های که می شود مشاهده می باشد. ρ(z) = z٣(z − ١) به صورت روش اول نوع
صفرپایداری، و سازگاری به بنا لذا است. صفرپایدار روش پس می کنند، صدق ریشه شرط در
روش ماتریسی شکل ابتدا روش، پایداری مطلقا ناحیه بررسی برای بود. خواهد همگرا روش
ضرایب ماتریس های S̄ و R̄ آن در که می کنیم بازنویسی R̄Un = hS̄U

′

n به صورت را (٢ . ٢)
جایگذاری، با و است) مختلط عددی η ) u

′

= ηu فرض با ادامه در هستند. بلوکی روش
به صورت نیز S(z) ویژه مقادیر .ηh = z آن در که رسید خواهیم Un+١ = S(z)Un رابطه به
ناحیه مطلقا پایداری طرفی از می آید. به دست {٠, ٠, ٠, ۵z۴ + ١٩٨z٣ + ٢٠٧۶z٢ + ١٠٠٨٠z + ٢٠١۶٠

۵z۴ − ١٩٨z٣ + ٢٠٧۶z٢ − ١٠٠٨٠z + صفحه{٢٠١۶٠ چپ نیمه که آنجایی از .|ρ(S(z))| < ١ به ازای آن که است صفحه مختلط از نقاطی روش
است. پایدار -A روش لذا دارد، قرار S = {z ∈ C : |ρ(S(z))| < ١} ناحیه در مختلط

طول گام کنترل استراتژی .۴
p = ۴ مرتبه با عددی روش از [٣] در گرفته شده به کار روش بنابه گام طول  کنترل منظور به
EST ضریب ادامه، در می کنیم. استفاده u∗

n+١ = un+
h

٣٢ (٧wn+c١ +١٨wn+c٢ +٧wn+c٣ ) به صورت
١۴
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فرض با است. ماکسیمم نرم ∥.∥ آن در که می کنیم تعریف EST = ∥un+١ − u∗

n+١∥ صورت به را
آن گاه EST ≤ ATOL چنانچه است. شده تعریف پیش از مطلق خطای که ATOL داشتن
به hnew = ٢hold جدید گام طول با و است قبول قابل [tn, tn+١] روی شده حاصل نتایج
نیست قبول قابل شده حاصل نتایج آن گاه EST > ATOL چنانچه می رویم. بعدی گام سراغ
آن در که می شود تکرار hnew = µhold

(

ATOL

EST

)

١
١ + p به صورت جدید گام طول با مرحله این و

است. کننده تنظیم عامل ٠ < µ < ١
عددی نتایج .۵

در [٠, ٢] بازه در را زیر سخت و غیرخطی اول، مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم .١ . ۵ مثال
.[۴] بگیرید نظر

u
′

١(x) = −١٠٠٠۴u١(t) + ١٠٠٠٠u٢(t)۴ u(٠)١ = ١
u
′

٢(x) = u١(t)− u٢(t)(١ + u٢(t)٣) u(٠)٢ = ١
ازای به خطا بیشینه .u٢(t) = e−t و u١(t) = e−۴t از است عبارت سیستم این دقیق جواب

است. مشاهده قابل ١ جدول در مختلف پارامترهای

[٠, ٢] فاصله در خطا بیشینه :١ جدول
Max error for proposed method Max error for ode١۵s method

ATOL u١ u٢ u١ u٢١٠−۴ ٢٫۴١٠٨ × ١٠−۶ ١٫٠٠٣۵ × ١٠−۶ ٠٫٠٠١١ ١٫۴۴٢١ × ١٠۵
٣−١٠ ١٫٧٣٢۴ × ١٠−۵ ١٫٢٨٠٠ × ٧−١٠ ٠٫٠٠١١ ١٫٠٣۴۶ × ١٠−۴
٢−١٠ ١٫۵۴۴۴ × ١٠−۴ ١٫۶٩٧٢ × ١٠−۶ ٠٫٠٠٢٩ ٨٫٣۵٣۵ × ١٠−۴
١−١٠ ١٫۴٨۶۴ × ٣−١٠ ٢٫٧۶٠٧ × ١٠−۵ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠٠٨

۵ × ١−١٠ ٧٫۴۴۴١ × ٣−١٠ ۴٫۵۴۴٧ × ١٠−۵ ٠٫٠٢٢٨ ٠٫٠٢١۵
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آن پایداری بررسی و کسری حسابان پایه بر کم هزینه تکرار روش یک معرفی
∗ 1 مکاری ماندانا

ایران همدان، اسلامی، آزاد دانشگاه همدان، واحد ریاضی، گروه 1

m
−
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می شود. ارایه فرناندو کسری تکرار روش کانفورمبل کسری مشتق پایه بر مقاله این در چکیده.
نشان می شود. استفاده حقیقی اولیه حدس های با همگرایی صفحات از آن پایداری بررسی برای
حوزه های همچنین کرد. محاسبه را ریشه ها همه می توان حقیقی اولیه مقادیر با که می شود داده

می شود. ترسیم نواز چشم و دقیق جزییات بالا، وضوح با جذب

پیش گفتار .١
غیرخطی معادلات حل جهت مفیدی منبع عنوان به که است زیادی سالیان کسری حساب
استفاده با معادلات ریشه های یافتن جهت متفاوتی تکرار روش های می گیرد. قرار استفاده مورد
[١] منبع به می توان بیشتر گاهی آ برای که شده اند، مدل ریمن-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق از
مشتق نام به کسری مشتق از جدیدی نوع اخیر سال های در کرد. مراحعه آن در موجود منابع و
را کلاسیک مشتق ویژگی های از خیلی کسری مشتق این شده است. ارایه [٢] توسط کانفورمبل
چپ مشتق می گیریم. نظر در می شود، شروع a نقطه از که را f : [a,+∞) → R تابع دارد.

می شود: تعریف زیر صورت به α, a, x ∈ R که α ∈ (0, 1] مرتبه از f تابع کانفورمبل
(T a

αf)(x) = lim
ϵ→0

f(x+ ϵ(x− a)1−α)− f(x)

ϵ
.

مشتق ضمن در شود. می گفته α-مشتق پذیر f تابع آنگاه باشد، داشته وجود حد این اگر
این در داد. نشان می توان نیز (T a

αf)(x) = (x − a)1−αf ′(x) صورت به را کانفورمبل
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 65F10; Secondary 26A33,

54A20.
. پایداری همگرایی، صفحات کانفورمبل، کسری مشتق کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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همگرایی مرتبه که می شود ثابت می شود. ارایه کانفورمبل مشتق برحسب فرناندو تکرار روش مقاله
جذب حوزه های و همگرایی صفحات از استفاده با آن پایداری هست. ٣ کلاسیک حالت مشابه آن
مقالاتی به نسبت جدید شیوه ای به مولف به علاوه، می شود. بررسی a و α مختلف مقادیر برحسب

می آورد. بدست را همگرایی شرایط بهترین شده است، ارایه قبلا که
پژوهش دست آورد های .٢

فرناندو تکراری روش [١] مرجع مشابه ،f تابع کانفورمبل تیلور بسط به توجه با بخش این در
می شود. محاسبه آن همگرایی مرتبه سپس و ارایه کانفورمبل کسری مشتق پایه بر

x̄ شامل بازه این که باشد، I ⊆ R بازه روی پیوسته حقیقی تابعی f که کنیم فرض .٢ . ١ قضیه
α ∈ (0, 1] مرتبه از f(x) کانفورمبل کسری مشتق (T a

αf)(x) همچنین است. f(x) ریشه
همچنین نباشد. صفر x̄ در و باشد پیوسته (T a

αf)(x) کنیم فرض می شود. شروع a از که است
کسری فرناندو روش همگرایی مرتبه آنگاه می گیریم، نظر در x̄ نزدیک اولیه حدس یک را x0

است: ٣ حداقل می شود داده نشان زیر صورت به که α ∈ (0, 1] مرتبه از کانفورمبل
(٢ . ١)



















yk = a+

(

(xk − a)α − α
f(xk)

(T a
αf)(xk)

)
1

α

,

xk+1 = a+

(

(xk − a)α − α
2f(xk)

(T a
αf)(xk) + (T a

αf)(yk)

)
1

α

, k = 0, 1, . . . .

می آید: بدست زیر صورت به نیز خطا معادله
ek+1 =

1

2

(

2c22 + c3
) (

α2(x̄− a)2(α−1)
)

e3k +O
(

e4k
)

,

cj =
1

j!αj

(T a
αf)

(j)(x̄)

(T a
αf)(x̄)

, j = 2, 3, . . . .

دو مرتبه [١] مرجع در که است کانفورمبل نیوتن روش همان (٢ . ١) روش اول گام برهان.
همان در که کانفورمبل تیلور بسط از استفاده با می توان ادامه در بدست آمده  است. آن همگرایی
□ آورد. بدست روش برای را ٣ همگرایی مرتبه شده است، اشاره آن به مرجع

a = −4 (ج) a = −2 (ب) a = 1 (آ)
a متفاوت مقادیر برای f(x) تابع همگرایی صفحات .١ شکل
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کسری حسابان برپایه کم هزینه تکرار روش یک

a = −2 (ج)

a = −0.8 (ب)

a = 1 (آ)
a متفاوت مقادیر برای g(x) تابع همگرایی صفحات .٢ شکل

پایداری تحلیل .٣
جذب های حوزه و همگرایی صفحه های از استفاده با ٢ . ١ کسری تکرار روش پایداری بررسی

توابع کنید. مراجعه [٣] مرجع به آن ها به مربوط قضایای و تعاریف برای می شود. انجام
f(x) = 2x3/2 + x5/2 − 0.17x2 − 0.3x+ 3

√
x− 0.5,

g(x) = −x4 − 1.65x3 + 0.6x+ 0.3,

تعداد باشند. داشته مختلط ریشه های هم و حقیقی ریشه های هم که شده است انتخاب طوری
شده است. گرفته نظر در دینامیکی صفحات از کدام هر رسم برای 400 × 400 تقسیم نقاط
برای همچنین و دارد قرار عمودی محور روی ها y و افقی محور روی xها جذب، حوزه های در
محور روی و −3 ≤ x ≤ 3 بازه در حقیقی اولیه حدس های x محور روی همگرایی صفحات
به مربوط جذب حوزه های و همگرایی صفحات در رنگ هر دارد. قرار α ∈ (0, 1] مقادیر yها
می دهند. نشان را ریشه ها جذب حوزه های در قرمز نقطه های هاست. ریشه از یکی به همگرایی
تاثیر آنها در که می دهند نشان را g(x) f(x) و همگرایی صفحات ترتیب به ٢ و ١ شکل های
می آن مناسب انتخاب و a از استفاده کرد. مشاهده ریشه ها به همگرایی بر می توان را a انتخاب
جذب حوزه های ترتیب به نیز ۴ و ٣ شکل های دهد. نتیجه را ریشه ها به همگرایی بهترین تواند

هستند. واگرایی نقاط دهنده نشان تصاویر همه در مشکی قسمت های هستند. g(x) f(x) و

a = −2 و x0 = −1 برای فرناندو کانفورمبل تکرار روش عددی نتایچ .١ جدول
α x̄ |f(xi)| تکرارها تعداد ACOC تابع

0.44 x̄1 = −1.01356− 1.42631i 3.89995× 10−8 14 2.98235 f(x)
0.73 x̄2 = −1.01356 + 1.42631i 2.7967× 10−10 7 3.0084 f(x)
0.51 x̄3 = 0.0276726 7.6358× 10−5 11 2.70846 f(x)
0.04 x̄1 = −1.46605 7.62807× 10−8 5 2.95447 g(x)
0.09 x̄4 = 0.671493 3.64526× 10−8 11 2.70358 g(x)
0.55 x̄3 = −0.427722 + 0.348992i 1.58042× 1011 11 2.81259 g(x)
0.57 x̄2 = −0.427722− 0.348992i 9.52619× 10−10 7 2.82388 g(x)

١٨



مکاری م.
عددی تحلیل .۴

می شود، انتخاب همگرایی صفحه های کمک به که اولیه ای مقدار از استفاده با قسمت این در
مقدار اولیه، حدس ریشه، به رسیدن تا تکرارها تعداد ١ جدول در می آید. بدست توابع ریشه های

شده است. گزارش ،[۴] در شده تعریف ACOC و  α، a آخر، تکرار ازای به تابع

a = −4, α = .05 (د) a = −2, α = .5 (ج) a = 1, α = .95 (ب) a = 1, α = .25 (آ)
همگرایی بر α و a انتخاب تاثیر و f(x) تابع جذب حوزه های .٣ شکل

مشکی نقاط کاهش و روش

a = −4, α = .1 (د) a = −.8, α = .9 (ج) a = −.8, α = .8 (ب) a = 1, α = .35 (آ)
همگرایی بر α و a انتخاب تاثیر و g(x) تابع جذب حوزه های .۴ شکل

مشکی نقاط کاهش و روش
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معادلات سیستم حل برای بهینه بین گامی نقطه سه با تک گامی بلوکی روش یک
متغیر طول گام با سخت

٢ نیاسر بیشه مرتضی و ∗ ١ خضیراوی سعیده
کاشان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی کاربردی، گروه ١,٢
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بهینه بین گامی نقطه سه با جدید بلوکی تک گامی روش یک داریم سعی مقاله این در چکیده.
و صفر پایداری مانند روش مشخصه های دهیم. ارائه سخت دیفرانسیل سیستم های حل برای
استفاده متغیر طول گام تکنیک یک از روش بهتر عملکرد منظور به می شود. بررسی سازگاری

است. موردنظر روش کارآیی و دقت بیانگر عددی نتایج می کنیم.

پیش گفتار .١
دیفرانسیل معادله

u
′

(t) = w(t, u) (١ . ١)
w : [t٠, tN ]× Rm → و u ∈ Rm و t ∈ [t٠, tN ] آن در که u(t٠) = u٠ اولیه شرایط  با
یکتایی و وجود که لیپشیتز شرط در w(t, u) تابع می کنیم فرض بگیرید. نظر در را می باشد Rm

مسائل از بسیاری مدلسازی برای معادله این از .[١] می کند صدق می کند، تضمین را جواب
یک داریم قصد مقاله این در است. شده استفاده وشیمی برق مکانیک، رشته های در کاربردی
از کنیم. اعمال جواب تقریب برای و بیابیم بهینه بین گامی نقطه سه با تک گامی بلوکی روش
یک و ندارد را دالکوئیست محدودیت های که کرد اشاره نکته این به می توان بلوکی روش  مزایای

2024 Mathematics Subject Classification. Primary 47J55; Secondary
65L05,65L20.
خطا وکنترل ۴ -تخمین متغیر گام ٣ -طول سخت ٢ -معادلات معمولی دیفرانسیل ١ -معادلات کلیدی. واژگان

.
سخنران ∗

٢٠



نیاسر بیشه م. و خضیراوی س.

روش های از می آورد. دست به نقطه چندین در را جواب مقدار همزمان و است خودآغازگر روش
نسبی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و تاخیری دیفرانسیل معادلات حل برای می توان بلوکی

.[٢] کرد استفاده نیز

بین گامی نقطه سه با بلوکی روش .٢
باشد مفروض [t٠, tN ] بازه از t٠ < t١ < ... < tN صورت به دلخواه افراز یک فرض می کنیم
u(t) ≃ r(t) =

∑۵
j=٠ ajtj صورت به را (١ . ١) معادله تقریبی جواب . h = tj+١ − tj و

و tn نقطه در u(t) درونیابی با .u′

(t) ≃ r
′

(t) =
∑۵

j=١ jajtj−١ آنگاه می گیریم. درنظر
معادلات ٠ < c١ < c٢ < c٣ < ١ که tn و tn+١ ، tn+c٣ ، tn+c٢ ، tn+c١ نقاط در u′

(t)
می شوند: حاصل زیر

r(tn) = un, r
′

(tn+j) = wn+j j = ٠, c١, c٢, c٣, ١.

صفر مخالف فوق دستگاه دترمینان کرد. بازنویسی ماتریسی فرم به می توان را فوق معادلات
و r(t) در جایگذاری و aj ضرائب یافتن و دستگاه حل با یکتاست. جواب دارای لذا داریم:است، t = tn + xh متغیر تغییر اعمال

u(tn + xh) ≃ r(tn + xh) = α٠(x)un+
h(β٠(x)wnβc١(x)wn+c١ + βc٢(x)wn+c٢ + βc٣(x)wn+c٣ + β١(x)wn+١) (٢ . ١)

که می شود، حاصل x و c٣ ،c٢ ،c١ برحسب {βi(x)}i=٠,c١,c٢,c٣,١ و α٠(x) = ١ آن در که
بهینه مقادیر یافتن برای ادامه در می کنیم. خودداری انها آوردن از ضرائب بودن پرحجم دلیل به
در تقریب فرایند ادامه برای که چرا شود، کمینه un+١ در برشی خطای ست کافی c٣ و c٢ ، cو١ x = ١ نظرگرفتن در با این کار برای داریم. احتیاج un+١ مقدار به فقط بعدی زیربازه های

که: می شود نتیجه un+١ با متناظر رابطه روی تفاضل خطی عملگر اعمال

L١[u(tn), h] =
١٠c١c٢c٣ − ۵(c١c٢ + c١c٣ + c٢c٣) + ٣(c١ + c٢ + c٣)− ٢

٧٢٠٠ h۶u(۶)(tn) +O(h٧).

کنیم. صفر را فوق رابطه در پیشرو ضریب ست کافی بهینه، دقت با روش یک یافتن برای
صورت، به جواب ها از یکی یافت. پیشرو ضریب صفرشدن برای می توان جواب بی نهایت
می کنیم. استفاده آن از ادامه در ما که است، c٣ =

١
٢ +

٢١√٢ و c٢ =
١
٢ و c١ =

١
٢ − بلوکی٢١√٢ روش ،x = c١, c٢, c٣, ١ گرفتن نظر در با و (٢ . ١) در جایگزینی و مقادیر این اختیار با

٢١



سخت معادلات سیستم برای بلوکی روش
می شود: حاصل زیر به صورت

un+١ =
h

١٢٠٠ (−١٣۶wn+c١ + ۵٩٠wn+c٢ + ۴۴١wn+c٣ + ١٣۶wn+١)

un+c١ = un +
h

٢١١۶٨٠٠
(

۴(٢١√٨١٩٢ − ٢٢١١٣)wn + ۶٣(۶١٧۴ − ٢١√١٠٩١)wn+c١+

+ ۶٣(۶١٧۴ − ٢١√١٠٩١)wn+c١ + ٢)٢٠۶٠١٩ − ۵۶٩۶√٢١)wn+c٢ ۵۶٧(۶٨۶ − ١۴٢١√٩)wn+c٣

+۴(٢١√٨١٩٢ − ٣٧٨۶٣)wn+١
)

;

un+c٢ = un +
h

۴٨٠٠ (−٩٣٢wn + ۶٣(۵√٢١ + ١۴)wn+c١ + ١١٨٠wn+c٢ + ۶١)٣۴ − ۵√٢١)wn+c٣

+ ٣٨٨wn+١);

un+c٣ = un +
h

٢١١۶٨٠٠
(

−۴(٢١√٨١٩٢ + ٢٢١١٣)wn + ۵۶١)٧۴٢١√٩ + ۶٨۶)wn+c١

+٢٠(۵۶٩۶√٢١ + ٢۶٠١٩)wn+c٢ + ۶٢١√١٠٩١)٣ + ۶١٧۴)wn+c٣ + ۴(٢١√٨١٩٢ + ٣٧٨۶٣)wn+١
)

.(٢ . ٢)
از تقریبی wn+j و u(tn+j) از تقریبی un+j مقاله این سرتاسر در که باشید داشته توجه
،un+١ مقادیر فوق، دستگاه حل با می توان un داشتن فرض با است. w(tn+j, u(tn+j))

بعدی زیربازه برای را فرآیند همین un+١ داشتن با آورد. به دست را un+c٣ و un+c٢ ،un+cمی یابد.١ ادامه بازه پایانی نقطه به رسیدن تا فرآیند این آید. به دست un+٢ تا می کنیم اعمال
روش آنالیز .٣

قرار بررسی مورد پایداری مطلق ناحیه و همگرایی صفرپایداری، سازگاری، بخش این در
بسط تیلور اعمال از پس می کنیم، اعمال (٢ . ٢) روی را تفاضل خطی عملگر ابتدا در می گیرند.

می شود: حاصل زیر به صورت خطی تفاضل عملگر در پیشرو ضریب جملات، ساده سازی و
Θ۶ =

(٢۵h۶u(۶)(tn)
١٧٠۶٩٨٧۵ ,−h۶u(۶)(tn)

٧١۶٨٠ ,
٢۵h۶u(۶)(tn)

١٧٠۶٩٨٧۵ , ٠
)T

مشخصه چندجمله ای طرفی از است. سازگار روش لذا است ۵ حداقل مرتبه  دارای روش پس
ρ(z) ریشه های که می شود مشاهده می باشد. ρ(z) = z٣(z − ١) به صورت روش اول نوع
صفرپایداری، و سازگاری به بنا لذا است. صفرپایدار روش پس می کنند، صدق ریشه شرط در
روش ماتریسی شکل ابتدا روش، پایداری مطلقا ناحیه بررسی برای بود. خواهد همگرا روش
ضرایب ماتریس های S̄ و R̄ آن در که می کنیم بازنویسی R̄Un = hS̄U

′

n به صورت را (٢ . ٢)
جایگذاری، با و است) مختلط عددی η ) u

′

= ηu فرض با ادامه در هستند. بلوکی روش
به صورت نیز S(z) ویژه مقادیر .ηh = z آن در که رسید خواهیم Un+١ = S(z)Un رابطه به
ناحیه مطلقا پایداری طرفی از می آید. به دست {٠, ٠, ٠, ۵z۴ + ١٩٨z٣ + ٢٠٧۶z٢ + ١٠٠٨٠z + ٢٠١۶٠

۵z۴ − ١٩٨z٣ + ٢٠٧۶z٢ − ١٠٠٨٠z + صفحه{٢٠١۶٠ چپ نیمه که آنجایی از .|ρ(S(z))| < ١ به ازای آن که است صفحه مختلط از نقاطی روش
است. پایدار -A روش لذا دارد، قرار S = {z ∈ C : |ρ(S(z))| < ١} ناحیه در مختلط

طول گام کنترل استراتژی .۴
p = ۴ مرتبه با عددی روش از [٣] در گرفته شده به کار روش بنابه گام طول  کنترل منظور به
EST ضریب ادامه، در می کنیم. استفاده u∗

n+١ = un+
h

٣٢ (٧wn+c١ +١٨wn+c٢ +٧wn+c٣ ) به صورت
٢٢



نیاسر بیشه م. و خضیراوی س.

فرض با است. ماکسیمم نرم ∥.∥ آن در که می کنیم تعریف EST = ∥un+١ − u∗

n+١∥ صورت به را
آن گاه EST ≤ ATOL چنانچه است. شده تعریف پیش از مطلق خطای که ATOL داشتن
به hnew = ٢hold جدید گام طول با و است قبول قابل [tn, tn+١] روی شده حاصل نتایج
نیست قبول قابل شده حاصل نتایج آن گاه EST > ATOL چنانچه می رویم. بعدی گام سراغ
آن در که می شود تکرار hnew = µhold

(

ATOL

EST

)

١
١ + p به صورت جدید گام طول با مرحله این و

است. کننده تنظیم عامل ٠ < µ < ١
عددی نتایج .۵

در [٠, ٢] بازه در را زیر سخت و غیرخطی اول، مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم .١ . ۵ مثال
.[۴] بگیرید نظر

u
′

١(x) = −١٠٠٠۴u١(t) + ١٠٠٠٠u٢(t)۴ u(٠)١ = ١
u
′

٢(x) = u١(t)− u٢(t)(١ + u٢(t)٣) u(٠)٢ = ١
ازای به خطا بیشینه .u٢(t) = e−t و u١(t) = e−۴t از است عبارت سیستم این دقیق جواب

است. مشاهده قابل ١ جدول در مختلف پارامترهای

[٠, ٢] فاصله در خطا بیشینه :١ جدول
Max error for proposed method Max error for ode١۵s method

ATOL u١ u٢ u١ u٢١٠−۴ ٢٫۴١٠٨ × ١٠−۶ ١٫٠٠٣۵ × ١٠−۶ ٠٫٠٠١١ ١٫۴۴٢١ × ١٠۵
٣−١٠ ١٫٧٣٢۴ × ١٠−۵ ١٫٢٨٠٠ × ٧−١٠ ٠٫٠٠١١ ١٫٠٣۴۶ × ١٠−۴
٢−١٠ ١٫۵۴۴۴ × ١٠−۴ ١٫۶٩٧٢ × ١٠−۶ ٠٫٠٠٢٩ ٨٫٣۵٣۵ × ١٠−۴
١−١٠ ١٫۴٨۶۴ × ٣−١٠ ٢٫٧۶٠٧ × ١٠−۵ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠٠٨

۵ × ١−١٠ ٧٫۴۴۴١ × ٣−١٠ ۴٫۵۴۴٧ × ١٠−۵ ٠٫٠٢٢٨ ٠٫٠٢١۵

مراجع
1. P. Henrici, Discrete Variable Methods in ODEs, (Wiley, Nef York, 1962))
2. R. Higinio, A. Kaur and V. Kanwar, Using a cubic B-spline method in conjunc-

tion with a one-step optimized hybrid block approach to solve nonlinear partial
differential equations, Computational and Applied Mathematics 41 (2022), no.
1, 34.

3. U.M. Ascher and L.R. Petzold, computer methods for ordinary differential equa-
tions and differential algebraic equations, society for industrial and applied math-
ematics(SIAM), publishian (1998).

4. R. Higinio and M. Ajani Rufai, A new one-step method with three intermedi-
ate points in a variable step-size mode for stiff differential systems, Journal of
Mathematical Chemistry 61 (2023), no. 4, 673-688.

٢٣



دیفرانسیل معادله شامل اولیه-مرزی مقدار مسئله بررسی و حل برای اسپکترال روش
غیرموضعی عمومی مرزی شرایط با اول مرتبه جزئی

∗ گلنبر عبادپور جواد
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ebadpour.j@gmail.com
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شامل اولیه مقدار مسأله حل برای اسپکترال روش بر مبتنی ما روش مقاله این در چکیده.
ابتدا که شده اند بیان مکان و زمان به نسبت آن مشتقات که اول مرتبه جزئی دیفرانسیل معادله
می شود ساخته آن اسپکترال مسئله اولیه-مرزی، مقدار مسئله از لاپلاس تبدیل از استفاده با
شرایط و می باشد مکان متغیرهای و پارامتر برحسب معادله شامل مرزی مقدار مسئله یک که
تعمیم دیفرانسیل معادله شامل مرزی مقدار مسئله یک صورت به اسپکترال مسئله این مرزی
را الحاقی معادله انتگرالی تبدیلات از استفاده با درمی آید پارامتر شامل ریمان یافته-کوشی
دست به را سازگاری شرایط سپس و رسیده اساسی جواب به آن حل با و می آوریم دست به

می رسیم. مسأله جواب به نتیجه در و آورده

پیش گفتار .١
بر علاوه آنها در که هستند مهندسی و فیزیک مسائل ریاضی مدل مرزی - اولیه مقدار مسائل
روش های می شود. داده نیز زمان به نسبت اولیه شرایط مکان، متغیرهای به نسبت مرزی شرایط
آنها به کتابی کلاسیک مباحث در که دارد وجود مسائل این حل برای مختلفی تقریبی و تحقیقی
بررسی برای بسیاری محققین و مؤلفین توسط اخیراً نیز پیشرفته ای روش های می شود. پرداخته
جداسازی روش های از استفاده آنها مهمترین که ([۵] و [٣]) است شده ارائه مسائل این حل و
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گلنبر عبادپور ج.
هم مستقلی روش های البته است تقریبی جواب های ساختن منظور به انتگرالی تبدیلات و متغیرها
که شده اند ارائه مسائل این حل و بررسی برای ... و کانترویچ گالرکین، آدومیان، تجزیه روش مثل
تبدیل مقاله، این اصلی هدف بنابراین .[۵] هستند تقریبی و عددی روش های صورت به عموماً
مسئله که می باشد پارامتر شامل مرزی مقدار مسئله یک به شده داده اولیه مرزی مقدار مسئله

.[٢] می شود نامیده اسپکترال

اولیه-مرزی مقدار مسأله ریاضی بیان .٢
می کنیم: معرفی زیر صورت به را اصلی مسأله

∂u(x, t)

∂t
=

∂u(x, t)

∂x٢
+ i

∂u(x, t)

∂x١
+ a(x)u(x, t)

+f(x, t) x ∈ D ⊆ R
٢, t > ٠ (٢ . ١)

از: عبارتند اولیه مقدار و مرزی شرایط که
α١(x١)u (x١, γ١(x١), t) + α٢(x١)u (x١, γ٢(x١), t) = α(x, t), x١ ∈ [a١, b(٢ . ٢)[١

u(x, ٠) = φ(x) x ∈ D. (٢ . ٣)

(اسپکترال) کمکی مسئله ساختن .٣
اولیه-مرزی مقدار مسئله یک از حاصل اسپکترال مسئله ساختن برای مختلفی روش های
این در است. جدا متغیرهای روش همان یا فوریه روش از استفاده با آنها مهمترین که دارد وجود
از منظور، این به می دهیم. انجام لاپلاس انتگرالی تبدیل از استفاده با را اسپکترال مسئله مقاله
محاسبات اعمال از بعد و می گیریم لاپلاس تبدیل (٢ . ٣) مرزی شرایط و (٢ . ٢) معادله طرفین

می رسیم زیر روابط به مساله روی خاص




∂ũ(x, λ)

∂x٢
+ i

∂ũ(x, λ)

∂x١
− λũ(x, λ) = F (x, λ)

α١(x)ũ(x١, λ١(x١), λ) + α٢(x١)ũ(x١, γ٢(x١), λ) = α̃(x١, λ)
(٣ . ١)

(٣ . ١) دیفرانسیل معادله طرفین به را V یعنی V مزدوج باشد. دلخواهی تابع V کنید فرض
می گیریم انتگرال D ناحیه در و می کنیم ضرب

(ℓũ, v) =

∫

D

∂ũ

∂x٢
V (x, λ)dx+ i

∫

D

∂ũ(x, λ)

∂x١
V (x, λ)dx

− λ

∫

D

ũ(x, λ)V (x, λ)dx

= . . .
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اولیه مقدار مسئله بررسی و حل برای اسپکترال روش

می رسیم زیر رابطه به کردن ساده از پس و گاوس-آستروگرادسکی قضیه از استفاده با
ℓ∗V ≡ −

∂V (x, λ)

∂x٢
+ i

∂V (x, λ)

∂x١
− λV (x, λ)

= g(x) (٣ . ٢)
می باشد. (٣ . ١) اسپکترال معادله الحاقی همان (٣ . ٢) رابطه

آمده دست به الحاقی معادله اساسی جواب محاسبه .۴
تعریف به توجه با می پردازیم. الحاقی معادله اساسی جواب محاسبه به قسمت این در اکنون
حاصل زیر تساوی دهیم، قرار (٣ . ٢) معادله در را فوق جواب اگر که داریم انتظار اساسی جواب

شود
ℓ∗V (x− ξ, λ) = δ(x− ξ) (١ . ۴)

اساسی جواب محاسبه برای مختلفی روش های است. دیراک دلتای تابع δ(x − ξ) آن در که
است لاگرانژ پارامترهای تغییر روش از بیشتر عادی دیفرانسیل معادلات جواب که دارد وجود

.[۴]
برای روش این می کنیم. محاسبه فوریه تبدیل از استفاده با را اساسی جواب مقاله این در
به الحاقی معادله تکینی های منظم سازی به و است مناسبی روش جزئی دیفرانسیل معادلات

می رسیم: زیر اساسی جواب

V (x− ξ, λ) =
١

٢πi ·
e−iλ(x١ − ξ١) + τ [(x١ − ξ١) + i(x٢ − ξ٢)]

x١ − ξ١ + i(x٢ − ξ٢)
(٢ . ۴)

سازگاری شرایط محاسبه .۵
D ناحیه در سپس و کرده ضرب V در را (٣ . ١) رابطه طرفین شرایط این محاسبه برای
به دیراک دلتای خاصیت از استفاده و گواس-آستروگرادسکی دستور اعمال با و می گیریم انتگرال

می رسیم: است زیر صورت به که سازگاری شرایط
١
٢ ũ(ξ١, γk(ξ١), λ) =

∫

D

F (x, λ)V (x١ − ξ١, x٢ − γk(ξ١), λ)dx

−

∫ b١

a١
ũ(x١, γ١(x١), λ)V (x١ − ξ١, γ١(x١)− γk(ξ١), λ)

·[iγ′١(x١)− ١]dx١ −
∫ b١

a١
ũ(x١, γ٢(x١), λ)

·V (x١ − ξ١, γ٢(x١)− γk(ξ١), λ)[١ − iγ′٢(x١)]dx١ ξ١ ∈ (a١, b١), k = ١, ٢
کرد مطرح را زیر قضیه می توان بنابراین
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گلنبر عبادپور ج.
و باشد لیاپانف مرز با R٢ در مستوی کراندار ناحیه D اگر .١ . ۵ قضیه

Γ = D \D = Γ١ ∪ Γ٢
و باشند هولدر دسته از p = ١, ٢ ،αp(x١) و پیوسته توابع α(x١, t) و f(x, t) ،α(x) و
(٣ . ١) معادله جواب هر صورت این در باشند، ضعیف تکینی هستی های kp(x١, ξ١) و k(x, ξ)

می کنند. صدق (١ . ۵) ضروری شرایط در
رسید. معادله جواب به توان می [١] روند همان با ضروی شرایط از استفاده با

مراجع
جواب، یگانگی اثبات و یافته تعمیم ریمان - کوشی معادله سازگاری شرایط آوردن دست به گلنبر، عبادپور جواد . ١

زنجان. دانشگاه ١۴٠٢ شهریور ١ - ٣، ایران ریاضی کنفرانس چهارمین و پنجاه
2. B. Costa, Spectral Methods for Partial Differential Equations, A Mathematical

Journal 6 (2004), no. 4 ,1-32
3. M. Jahanshahi and M. Sajjadmanesh, A New Method for Investigation and Rec-

ognizing of Self-Adjoint Boundary Value Problem, Journal of Contemporary Ap-
plied Mathematics 2 (2012), no. 1.

4. K. Atkinson, D. Chien and O. Hansen, A Spectral method for elliptic equation:
The Dirichlet Problem, Advances in Computational Mathematics 33 (2010), 169-
189.

5. J. Shen, T. Tang and L. Wang, Spectral Methods: Algorithms, Analysis and
Applications, Springer-Verlag, 2011.
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جزئͬ ͬͺدینامی سیستم های جزئͬ نیمͽروه در نتایجͬ
٢ توتکابنͬ اکبری محمد و ∗ ١ گودرزی هانیه
گیلان دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه ١,٢

hanieh.godarzi74@gmail.com
tootkaboni.akbari@gmail.com

فضای ͷی X هرگاه ͬ شود م نامیده ͬͺدینامی سیستم ͷی (X, {Ts}s∈S) زوج چͺیده.
هنگامیͺه مقاله این در ما باشد. نیمͽروه ͷی سیستم اکشن {Ts}s∈S و فشرده ͷتوپولوژی
سیستم رفتار ͬ کند، م اثر X از قسمتͬ روی نیمͽروه این و است جزئͬ نیمͽروه ͷی اکشن

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را

پیش گفتار .١
گوییم S روی فیلتر ͷی را S های زیرمجموعه تمام از U خانواده S دلخواه نیمͽروه برای
که A ∈ U هر برای و باشد خود اعضای از متناهͬ اشتراک شامل و نباشد تهͬ شامل U اگر
نباشد. دیͽری فیلتر هیچ در مشمول که است فیلتری S روی ابرفیلتر ͷی .B ∈ U ، A ⊆ B

تولیدشده توپولوژی همراه به که دهیم مͬ نمایش βS با را S روی ابرفیلترها تمام خانواده
هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی {A : = {U ∈ βS : A ∈ U} : A ⊆ S} توسط
فشرده نیمͽروه ͷی به را آن و شود مͬ داده توسیع βS به S نیمͽروه عمل است. فشرده
برای x 7→ λs(x) = sx : βS → βS چپ های انتقال یعنͬ کند. مͬ بدل ͷتوپولوژی
p ∈ βS هر برای x 7→ rp(x) = xp : βS → βS راست های انتقال نیز و s ∈ S هر

.[۵] اند، پیوسته
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,

34K20, 39B82.
متصل قطعه ای به طورجزئͬ ، مینیمال سیستم ، استون‐چخ فشرده سازی ، جزئͬ نیمͽروه کلیدی. واژگان

. (P.S.P.D.S) جزئͬ نیمͽروه جزئͬ ͬͺدینامی سیستم  ،
سخنران ∗
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توتکابنͬ م.ا. و ه.گودرزی
بتواند عمل بطوریͺه کرد تحدید مشخص مجموعه زیر ͷی به را طبیعͬ عمل ͬ توان م
نیمͽروه ͷی ͬ نامند. م جزیی عمل های را ساختار هایی چنین ، کند رفتار خوبی به همچنان
تعریف ∗ : D ⊆ S × S → S به صورت آن عمل به طوریͺه است (S, ∗) زوج ͷی جزئͬ،
تعریف x ∗ y که است این با معادل (x, y) ∈ D زوج ، x, y ∈ S برای به طوریͺه ͬ شود م
باهم سپس و شود تعریف نیز x∗(y∗z) آنگاه باشد شده تعریف (x∗y)∗z اگر و است شده
مطالعه ی در ٣ هایندمن و ٢ بلس ،١ برگلسون توسط ١٩٩۴ سال در مفهوم این باشند. برابر
از .[٢] نهاد، ریاضیات عرصه ی به پا ، متغیر حروف روی آزاد نیمͽروه برای افراز قضایای
نظریه و رسته ها نظریه اطلاعات، نظریه شاخه های به ͬ توان م جزئͬ عمل کاربردهای جمله

.[١] کرد، اشاره کدگذاری
ͬ شوند. م بیان زیر صورت به جزئͬ نیمͽروه اولیه خواص [٣] مرجع در

تعریف σ(x) = σS(x) = {y ∈ S : است شده تعریف x∗y} مجموعه ،x ∈ S برای
برای آنگاه باشد N ناتهͬ و متناهͬ زیر مجموعه های گردایه ی Pf (N) کنید فرض ͬ شود. م

،H ∈ Pf (S).است σ(H) =
∩

s∈H σ(s)

.σ(H) ̸= ∅ ، H ∈ Pf (S) هر برای اگر اگر و تنها  ͬ شود م گفته ۴ بسنده (S, ∗)
همچنین

ͬ شود. م تعریف δS =
∩

x∈S cℓβS(σ(x)) =
∩

H∈Pf (S)
cℓβS(σ(H))

به ارث  برده شده توپولوژی تحت فشرده راست ͬͺتوپولوژی نیمͽروه ͷیβS از δS زیرمجموعه
جزئͬ نیمͽروه ͷی ، نیمͽروه هر مثال،  به عنوان ببینید). را [۴] از ٢ . ١٠ قضیه ) ͬ باشد م βS از
A,Bکه ∈ Pf (N) هر برای هرگاه است جزئͬ نیمͽروه ͷی (Pf (N),

⊎

) دیͽر مثال است.
همچنین باشد. برقرار A⊎

B = A ∪ B رابطه  کند، صدق A ∩ B = ∅ شرط در
ͬ باشد. م ͬ بسنده جزئ نیمͽروه (Pf (N),

⊎

)
برای اگر ͬ نامیم م چپ ایده آل را I ⊆ S باشد. جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض
برای اگر ͬ نامیم م ایده آل راست I همچنین باشد. x ∗ y ∈ I ،x ∈ S و y ∈ I ∩ σ(x)

و راست ایده آل هرگاه ͬ نامیم م آل ایده ͷی را I باشد. x ∗ y ∈ I ،y ∈ σ(x) و x ∈ I

S چپ ایده آل ͷی L هرگاه ͬ نامیم م مینیمال چپ ایده آل را S زیر مجموعه L باشد. چپ
راست ایده آل .J = L آنگاه J ⊆ L که Sباشد از دیͽری چپ ایده آل ͷی J اگر و باشد
{y ∈ S | است شده تعریف x ∗ y} گردایه  کنید فرض ͬ شود. م تعریف مشابه مینیمال
نیمͽروه است. ͬ بسنده جزئ نیمͽروه ͷی (S, ∗) آنگاه باشد، متناهͬ مقطع خاصیت دارای
مینمال چپ ایده آل ، خودتوان ، K(δS) دو طرفه ایده آل کوچͺترین چپ، ایده آل دارای δS
نمایش E(δS) = {e ∈ δS : e ∗ e = e} ̸= ∅ با را خودتوان ها همه گردایه ͬ باشد. م
آنگاه باشد δS مینیمال راست ایده آل R و δS مینیمال چپ ایده آل L کنید فرض ͬ دهیم. م

ͬ باشند). م خودتوان دارای R و L از هرکدام (بنابراین است گروه ͷی L ∩R

ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬͺتوپولوژی ͬͺدینامی سیستم  حال
1Bergelson
2Blass
3Hindman
4adequate
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جزئͬ ͬͺدینامی سیستم

شرایط دارای هرگاه ͬ نامیم م ͬͺدینامی سیستم ͷی را (X, {Ts}s∈S) زوج ͷی .١ . ١ تعریف
باشد. زیر

باشد. فشرده هاسدورف فضای X (١
باشد. نیمͽروه S (٢

باشد. پیوسته Ts : X → X نگاشت s ∈ S هر برای (٣
باشد. برقرار Ts ◦ Tt = Tst شرط s, t ∈ S هر برای (۴

(X, {Ts}s∈S) ͬͺدینامی سیستم برای است. ͬͺدینامی سیستم ͷی (βS, {λs}s∈S) مثال عنوان به
ͷی کند. صدق Ts[Y ] ⊆ Y شرط در هرگاه ͬ نامیم م ۵ پایا را X از Y مجموعه زیر ͷی
نباشد. X از ناتهͬ بسته محض پایا زیرمجموعه هیچ دارای هرگاه ͬ نامیم م مینیمال را سیستم
از مینیمال زیرسیستم ͷی (L, {λs}s∈S) دراینصورت باشد βS چپ آل ایده L کنید فرض

ͬ باشد. م (βS, {λs}s∈s) ͬͺدینامی سیستم
ͬ کنیم. م تعریف Orb(x, T ) = {Ts(x) : s ∈ S} به صورت را سیستم از نقطه هر مدار
جزئͬ نیمͽروه جزئͬ ͬͺدینامی سیستم ͷی را (X, {Ts}s∈S) ͬͺدینامی سیستم .١ . ٢ تعریف

باشد. زیر شرایط دارای اگر ͬ نامیم م (P.S.P.D.S)

باشد. جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) و فشرده هاسدورف فضای ͷی X (١
و ناتهͬ باشد L(x) = {s ∈ S : است شده تعریف s ∗ x} ، x ∈ βS هر برای (٢

باشد. متناهͬ مقطع خاصیت دارای {L(x) : x ∈ X} گردایه ی
ͬ کنیم م تعریف ،s ∈ S هر برای (٣

Dom(Ts) = {x ∈ X : Ts(x) = است شده تعریف s ∗ x}
ͬ باشد. م X از فشرده ناتهͬ زیرمجموعه ͷی که

باشد. پیوسته Ts : Dom(Ts) → X نگاشت ، s ∈ S هر ازای به (۴
شرط آنگاه باشد شده تعریف s ∗ t اگر ، x ∈ X و s, t ∈ S هر ازای به (۵

باشد. برقرار Ts ◦ Tt(x) = Ts∗t(x)

ͬ کنیم. م Orb(x)تعریف = {Ts(x) : s ∈ L(x)}صورت به را سیستم از نقطه هر مدار
در ، A ⊆ S و باشد فشرده بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض .١ . ٣ تعریف

: اینصورت
H ∈  ، p ∈ βS هر برای هرگاه ͬ نامیم م ۶ متصل جزئͬ به طور را A مجموعه (١

.R(H) ⊆ ∪t∈Ht
−١A که باشد موجود به قسمͬ Pf (L(p))

هر برای و p ∈ βS هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٧ ضخیم جزئͬ به طور را A مجموعه (٢
.F ∗ t ⊆ A که باشد موجود به قسمͬ t ∈ R(F ) ،F ∈ Pf (L(p))

5invariant
6partially syndetic
7partially thick
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توتکابنͬ م.ا. و ه.گودرزی

H ∈ ،s ∈ S هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٨ متصل قطعه ای جزئͬ به طور را A مجموعه (٣
T ∈ R(H) متناهͬ ناتهͬ مجموعه هر برای که باشد موجود به قسمͬ Pf (R(s))

.T ∗ x ⊆
∪

t∈H t−١A به طوریͺه باشد موجود s ∈ R(T ) ،
.A ⊆ S و باشد بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض .۴ . ١ قضیه

نباشد. متصل جزئͬ به طور S \ A هرگاه است ضخیم جزئͬ به طور A مجموعه (١

نباشد. ضخیم جزئͬ به طور S \ A هرگاه است متصل جزئͬ به طور A مجموعه (٢
موارد آنگاه .p ∈ δR(S) و باشد بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض .۵ . ١ قضیه

معادلند. زیر
.p ∈ K(βS) (١

است. متصل جزئͬ به طور {s ∈ S : s−١A ∈ p} ، A ∈ p هر برای (٢
.p ∈ (βS ∗ q) ∗ p ،q ∈ L(p) هر برای (٣

جزئͬ (S, ∗) نیمͽروه ͬ کنیم. م تعریف L(H) =
∩

s∈H L(s) ،H ∈ Pf (S) برای
R(x) = {s ∈ ͬ کنیم م معرفͬ همچنین باشد. L(H) ̸= ∅ هرگاه ͬ نامیم م چپ بسنده

.S : است شده xتعریف ∗ s}

ͬ نامیم م راست ͬͺتوپولوژی چپ بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی را (S, ∗, τ)تایی سه .۶ . ١ تعریف
نگاشت و ͷتوپولوژی فضای ͷی (S, τ) ، چپ بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) هرگاه

ضابطه با rs : L(s) → S

پیوسته باشد. x ∈ L(s) و s ∈ S هر برای rs(x) = x ∗ s

فشرده راست ͬͺتوپولوژی چپ بسنده جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض .١ . ٧ قضیه
.E(S) ̸= ∅ آنگاه، باشد.

روی جزئͬ توابع تمام مجموعه باشد. فشرده ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنید فرض
ͬ دهیم م نشان زیر به صورت را X

ΞX
X = {f : Df ⊆ X → X : است تابع ͷی f}.

تعریف f(x) ∈ Dg و x ∈ Df برای g◦f(x) = g(f(x)) توابع ترکیب f, g ∈ ΞX
X برای

L(f) = {g ∈ ،f ∈ ΞX
X هر برای و است جزئͬ نیمͽروه ͷی (ΞX

X , ◦) آنگاه ͬ کنیم. م
است. شده تعریف g ◦ f ،g ∈ L(f) هر برای حقیقت در ͬ باشد. م ΞX

X : Rf ⊆ Dg}
ͷی τ∞ = τX ∪{{∞}, X ∪{∞}} آنگاه ͬ کنیم م ∞Xتعریف = X ∪{∞} همچنین
هاوسدورف ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X∞, τ∞) و است X∞ روی هاوسدورف توپولوژی
تابع ،f ∈ ΞX

X هر برای ∞Xاست. تنها ی نقطه ͷی ∞ که است واضح ͬ باشد. م فشرده
ضابطه ی با f∞ : X∞ → X∞

f∞(x) =

{

f(x) x ∈ Df

∞ x /∈ Df .

ͬ شود. م تعریف
8partially piecewise syndetic
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جزئͬ ͬͺدینامی سیستم
باشد. فشرده هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنید فرض .١ . ٨ لم

است. جزئͬ نیمͽروه ͷی (ΞX
X , ◦) (١

است. دوسویی φ : f 7→ f∞ : ΞX
X → XX∞

∞ تابع (٢
.φ(f ◦ g) = φ(f) ◦ φ(g) داریم f ∈ L(g) هر و g ∈ ΞX

X هر برای (٣
φ : ΞX

X → X∞
X∞ ازآنجاکه τ = {φ−١(U) : XX∞

∞ در است {Uباز کنید فرض
است. فشرده هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی حاصلضربی توپولوژی ∞Xبا

X∞ و دوسویی
همسان ریخت XX∞

∞ و ΞX
X بنابراین است پیوسته φ و ΞX

X روی توپولوژی ͷی τ آنجاییͺه از
x ∈

∩∞
n=١ Domfn هر برای اگر همͽراست f ΞXبه

X در نقطه وار به طور {fα}α∈I تور هستند.
باشد برقرار زیر رابطه ی

limαfα(x) = f(x) ⇐⇒ limαφ(fα)(x) = φ(f)(x).

جزئͬ نیمͽروه ͷی ΞX
X آنگاه، باشد. فشرده ͬͺتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١ . ٩ لم

است. راست ͬͺتوپولوژی
λf ،f ∈ ΞX

X هر برای آنگاه باشد ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنید فرض .١ . ١٠ قضیه
باشد. پیوسته f تنها اگر و اگر است پیوسته

(P.S.P.D.S)ͷی را (X, {Ts}s∈S) سیستم باشد. جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض
هر برای و باشد مینیمال (P.S.P.D.S) (X, {Ts}s∈S) هرگاه ͬ نامیم م جهانͬ مینیمال
φ : X → Y پوشا پیوسته تابع ،(Y, {Rs}s∈S) چون دیͽری مینیمال (P.S.P.D.S)

شود. برقرار s ∈ S هر برای Rs ◦ φ = φ ◦ Ts شرط که باشد موجود به قسمͬ
(P.S.P.D.S) مینیمال چپ Lایده آل و جزئͬ نیمͽروه ͷی (S, ∗) کنید فرض .١ . ١١ قضیه
y ∈ برای باشد، مینیمال (P.S.P.D.S) ͷی (Y, {Rs}s∈S) اگر باشد. (βS, {λs}s∈S)

مینیمال جزئͬ نیمͽروه ͬͺدینامی سیستم توسیع ͷی (L, {λs}s∈S) زوج ،L ⊆ L(y) و Y
ͬ باشد. م (Y, {Rs}s∈S)

ͷی ΞX
X در {Ts : s ∈ S} بستار آنگاه باشد، (P.S.P.D.S) ͷی (X, {Ts}s∈S) اگر

نشان زیر لم ͬ نامیم. م (P.S.P.D.S) ٩ جزئͬ پوششͬ نیمͽروه که ͬ باشد م جزئͬ نیمͽروه
معرفͬ منظور بدین است. (P.S.P.D.S) ͷی نمادین های سیستم از خاصͬ نوع ͬ دهد م

ͬ کنیم م
.Ω =

∪

∅≠A⊆S{٠, ١}A نیز و {٠, ١}A = {f : A → {٠, ١} : است {fتابع
Ts : {٠, ١}L(s)∗s → تابع s ∈ S هر برای باشد. بسنده جزئͬ نیمͽروه (S, ∗) کنید فرض .١ . ١٢ لم
(Ω, {Ts}s∈S) آنگاه، ͬ کنیم. م تعریف را Ts(f)(t) = f(t∗s) = f ◦ρs(t) ضابطه با Ω
زیر رابطه ،f ∈ {٠, ١}L(s)∗s و p ∈ R(s) ،s ∈ S برای ͬ باشد. م (P.S.P.D.S) ͷی

ͬ باشد. م برقرار
(Tp(f))(s) = ١ ⇔ {t ∈ S : f(t) = ١} ∈ s ∗ p.

9partial enveloping semigroup
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آمیخته عملگر یک الحاقی عملگر
٢ رضایی حمید و ∗ ١ پور اسدی میثم

یاسوج دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه ١,٢
Asadipour.mey@yu.ac.ir

rezaei@yu.ac.ir

الحاقی عملگر ابردوری، دوگان عملگرهای وجود علیرغم که ایم داده نشان مقاله این در چکیده.
ای آمیخته دوگان عملگر هیچ دیگر بیان به و نیست آمیخته عملگر یک آمیخته، عملگر یک

ندارد. وجود

پیش گفتار .١
مدار یک دارای که است ای پیوسته خطی، عملگرهای مطالعه و بررسی درواقع ابردوری مفهوم
باناخ فضای یک X کنیم فرض مطلب شدن تر روشن برای هستند. زمینه باناخ فضای در چگال
ابردوری را T ∈ B(X) عملگر دراینصورت باشد، C مختلط اعداد میدان روی پذیر تفکیک
باشد، چگال X در T عملگر تحت x مدار x ∈ X ناصفر بردار یک حداقل ازای به هرگاه گوییم

دیگر عبارت به
Orb(T, x) := {T kx; k ∈ N} = X.

است ابردوری T عملگر که کرد مشاهده توان می بئر، کاتگوری قضیه از کاربرد یک عنوان به
U ناتهی باز زیرمجموعه دو هر ازای به صریح طور به یا باشد توپولوژیک ترایای اگر فقط و اگر
است. ناتهی T n(U) ∩ V اشتراک که طوری به دارد وجود n مثبت صحیح عدد ،X از V و
های زیرمجموعه براساس را ابردوری عملگر توان می پذیر تفکیک باناخ فضاهای روی بنابراین
مذکور فضاهای روی آمیخته عملگرهای تعریف برای ای انگیزه مطلب این و کرد معرفی X باز

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
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رضایی ح. و پور اسدی م.

ناتهی باز زیرمجموعه دو هر ازای به هرگاه گوییم آمیخته عملگر یک را T ∈ B(X) شود. می
اشتراک n > N هر ازای به که طوری به است موجود N مثبت صحیح عدد ،X از V و U

را سوال این آمیخته و توپولوژیک ترایای عملگرهای تعاریف تشابه باشد. ناتهی T n(U) ∩ V

مشاهده برای نباشد؟ آمیخته که دارد وجود توپولوژیک ترایای عملگر یک آیا که کند می مطرح
موارد بهتر درک برای زیر نمودار بنابراین کرد. مراجعه [٣] به توان می سوال این به مثبت پاسخ

است. مناسب فوق
توپولوژیک ترایای عملگر ⇏ آمیخته عملگر ⇒ توپولوژیک ترایای عملگر ⇔ ابردوری عملگر

می X روی K توپولوژیک ترایای عملگر و T, S آمیخته عملگر دو وجود فرض با همچنین
و توپولوژیک ترایای ترتیب به T ⊕ S و T ⊕ K عملگرهای که کرد مشاهده راحتی به توان
و اگر است آمیخته T ∈ B(X) عملگر که است اهمیت حائز ای نکته بیان هستند. آمیخته

باشد. نامتناهی بعد دارای X پذیر تفکیک باناخ فضای اگر فقط
و توپولوژیک ترایای ابردوری، عملگرهای درباره هایی ویژگی از بیشتر اطلاع کسب برای

بود. خواهند مفید [٣] و [٢] مراجع آنها میان ارتباط و آمیخته
عملگر آیا که داد خواهیم پاسخ سوال این به معین، مجموعه یک معرفی با بعد بخش در
T ∗ و T عملگر دو هر اگر که توضیح این با باشد؟ آمیخته دوگان که دارد وجود T ∈ B(X)

انگیزه بیان جهت به گوییم. (آمیخته) ابردوری دوگان را T عملگر آنگاه باشند، (آمیخته) ابردوری
دوگان عملگر یک وجود [۴] مقاله نویسنده که ضروریست مطلب این توضیح مذکور سوال بررسی
پذیر تفکیک آن دوگان فضای که نامتناهی بعد با پذیر تفکیک باناخ فضای هر روی ابردوری

است. کرده اثبات را است
پژوهش دست آورد های .٢

که دهیم پاسخ سوال این به که داریم قصد بخش این در شد بیان قبل بخش در که طور همان
باشد؟ آمیخته دوگان که دارد وجود T ∈ B(X) عملگر آیا

LT (x) نماد با که را T عملگر تحت x ∈ X بردار حدی مجموعه ابتدا سوال این به پاسخ برای
عملگر هیچ که داد خواهیم نشان مجموعه این کمک به سپس و کنیم می معرفی دهیم می نمایش
،X∗ فضای روی T ∗ عملگر که طوری به ندارد وجود X پذیر تفکیک باناخ فضای روی آمیخته

باشد. آمیخته

x بردار حدی مجموعه صورت این در .x ∈ X بردار و T ∈ B(X) کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
یک ازای به که است y ∈ X بردارهای همه شامل و دهیم می نشان LT (x) نماد با را T تحت

است. y به همگرا {T knx}n دنباله مثبت، صحیح اعداد از {kn}n اکید صعودی دنباله
درواقع بعد قضیه کرد. مراجعه [١] به توان می تعریف این درباره بیشتر اطلاعات کسب برای

بالاست. تعریف برحسب ابردوری عملگر برای ابردوری بردار یک توصیف
٣۵



آمیخته عملگر یک الحاقی عملگر
ابردوری بردار یک x صورت دراین .x ∈ X بردار و T ∈ B(X) کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه

.LT (x) = X اگر فقط و اگر است T برای
مثبت حقیقی عدد کنیم فرض همچنین است. T برای ابردوری بردار یک x کنیم فرض برهان.
تنها نقطه فاقد و باناخ فضای یک X اینکه به توجه با اند. شده داده k نامنفی صحیح عدد و r

بنابراین است
B(T kx, r) ∩X \ {T kx} ̸= ∅.

که طوری به دارد وجود kr > k صحیح عدد درنتیجه
T krx ∈ Orb(T, x) ∩B(T kx, r)

اینکه به توجه با .Orb(T, x) ⊆ LT (x) اینکه یا و T kx ∈ LT (x) که آنست معنی به این و
بسته از درنتیجه است، Orb(T, x) مدار مجموعه حدی نقاط مجموعه درواقع LT (x) مجموعه

شمول آن بودن
X = Orb(T, x) ⊆ LT (x)

است. کامل اثبات بنابراین و است بدیهی قضیه دیگر جهت در اثبات شود. می حاصل
□

بود. خواهد مفید قبل، قضیه از زیر نتیجه مقاله، این اصلی هدف حصول برای
ناصفر بردار صورت دراین است. ابردوری دوگان T ∈ B(X) عملگر کنیم فرض .٢ . ٣ نتیجه

است. ناتهی LT ∗(x∗) مجموعه که طوری به دارد وجود X∗ از x∗

کرد. معرفی مقاله این اصلی قضیه توان می را زیر قضیه
بردار هر ازای به آنگاه است. آمیخته عملگر یک T ∈ B(X) عملگر کنیم فرض .۴ . ٢ قضیه

است. تهی مجموعه یک LT ∗(x∗) مجموعه x∗ ∈ X∗ ناصفر
مجموعه x∗ ∈ X∗ ناصفر بردار یک از به کنیم می فرض تناقض یک به رسیدن برای برهان.
صحیح اعداد شامل {kn}n صعودی اکیداً دنباله یک ٢ . ١ تعریف بنابر است. ناتهی LT ∗(x∗)

به را M عدد توان می و همگرا X∗ در {(T ∗)knx∗}n دنباله که طوری به دارد وجود مثبت
باز مجموعه دو اکنون گرفت. درنظر دنباله این کران یک عنوان

U = {x ∈ X; ∥x∥ < ١}, V = (x∗)−١
(

B(٠,M)

)c

طوری به کند می تضمین را N مثبت صحیح عدد وجود T عملگر بودن آمیخته و گرفته نظر در را
صحیح عدد اگر اکنون است. ناتهی Tm(U) ∩ V اشتراک m > N صحیح هر ازای به که
وجود x ∈ U بردار آنگاه ،kn ⩾ N که طوری به گرفته درنظر بزرگ کافی اندازه به را n مثبت

تناقض این و T knx ∈ V طوریکه به دارد
M < |⟨T knx, x∗⟩| = |⟨x, (T ∗)knx∗⟩| ⩽ ∥(T ∗)knx∗∥

مجموعه یک LT ∗(x∗) مجموعه x∗ ∈ X∗ ناصفر بردار هر ازای به بنابراین دهد. می نتیجه را
است. تهی

□
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داد. ارائه را ۴ . ٢ قضیه و ٢ . ٣ نتیجه به توجه با را زیر نتیجه توان می اکنون

نیست. آمیخته عملگری ،X فضای روی آمیخته عملگر هر الحاقی عملگر .۵ . ٢ نتیجه
مراجع
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عملگری جبرهای روی خطی نگاشت های بررسی
∗ ١ مختاری حسین امیر

بیرجند دانشگاه فردوس، مهندسی و فنی دانشکده
a.mokhtari@birjand.ac.ir

با H هیلبرت فضای روی استاندارد جبرعملگری یک A ⊆ B(H) کنید فرض چکیده.
خطی نگاشت های همه مقاله، این در باشد. بسته الحاقی عمل به نسبت و یک از بزرگتر بعد
می شوند. مشخص کامل طور به می کنند صدق زیر خاصیت در که δ, τ : A −→ B(H)

A,B ∈ A, AB∗ = ٠ =⇒ Aτ(B)∗ + δ(A)B∗ = ٠

پیش گفتار .١
شرکت پذیر را جبرها همه و مختلط اعداد روی برداری فضاهای و جبرها همه ، ١ مقاله این در
δ : A −→ M خطی نگاشت باشد، -دومدول A یک M و جبر یک A اگر می گیریم. درنظر

داشته باشیم a, b ∈ A هر برای هرگاه نامیده می شود اشتقاق یک
δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b)

زیر شرط در که نگاشت هایی خواص و توصیف به میتوانیم اشتقاق ها، به مربوط مسائل بین از
کنیم. اشاره می کنند صدق

a, b ∈ A, ab = ٠ =⇒ aδ(b) + δ(a)b = ٠.
عناصر در اشتقاقات مانند *-جبرها روی خطی نگاشت های سازی مشخصه مسئله اخیراً،
است. آمده ادامه در حالات این از یکی که است قرارگرفته بررسی مورد حالت چندین در متعامد

2020 Mathematics Subject Classification. 47L10, 47C10, 47B49, 47B47.
. متعامد عناصر *-جبر، اشتقاق، استاندارد، جبرعملگری کلیدی. واژگان
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مختاری ا.
باشد خطی نگاشت یک δ : A −→ B و B زیرجبر -* یک A و *-جبر یک B کنیم فرض

بگیریم. نظر در δ روی را زیر شرایط و
a, b ∈ A, ab∗ = ٠ =⇒ aδ(b)∗ + δ(a)b∗ = ٠ (١ . ١)
a, b ∈ A, a∗b = ٠ =⇒ a∗δ(b) + δ(a)∗b = ٠ (١ . ٢)

نگاشت یک δ و A = L١(G),B = M(G) که حالتی برای را بالا شرایط [٣] در قهرمانی
است. قرارداده بررسی مورد است پیوسته خطی

با کنند صدق (١ . ١) خاصیت در که δ : A −→ B پیوسته خطی نگاشت های ،[٢] مقاله در
نگاشت که شد داده نشان و قرارگرفت بررسی مورد B = A∗∗ و جبر C∗ یک A این که فرض
هر برای که طوری به است موجود υ ∈ A∗∗ عنصر و d : A −→ A∗∗ پیوسته *-اشتقاق

.δ(a) = d(a) + υa باشیم داشته a ∈ A

اصلی نتایج .٢
مشخص را A خودتوان های خطی ترکیبات همه مجموعه Υ(A) و جبر یک A کنیم فرض
است. آمده [۴] در اثباتش که داریم نیاز بعدی لم به مقاله این اصلی نتیجه اثبات منظور به کند.
برداری فضای یک X و ١ یکه عنصر با یکدار جبر یک A کنیم فرض [٣ . ١ قضیه ،۴] .٢ . ١ لم
کند. صدق زیر شرط در a, b ∈ A برای که باشد دوخطی نگاشت یک φ : A×A −→ X و

ab = ٠ =⇒ φ(a, b) = ٠
داریم x ∈ Υ(A) و a ∈ A هر برای آنگاه

φ(a, x) = φ(ax, ١), φ(x, a) = φ(١, xa)
مساوی یا بزرگتر بعد با H هیلبرت فضای در استاندارد عملگر جبر یک را A بخش این آخر تا
می دهیم. ارائه را مقاله اصلی قضیه حال است. بسته الحاقی عملیات تحت که می گیریم درنظر ٢
در A,B ∈ A برای که باشند خطی نگاشت های δ, τ : A −→ B(H) اگر .٢ . ٢ قضیه

کنند صدق زیر شرط
AB∗ = ٠ =⇒ Aτ(B)∗ + δ(A)B∗ = ٠,

باشیم داشته A ∈ A هر برای که طوری به موجودند R, S, T ∈ B(H) توابع آنگاه
δ(A) = AS −RA; τ(A) = T ∗A− AS∗

می دهیم. ارائه را مشابهی قضیه درادامه
در A,B ∈ A برای که باشند خطی نگاشت های δ, τ : A −→ B(H) اگر .٢ . ٣ قضیه

کنند صدق زیر شرط
A∗B = ٠ =⇒ A∗τ(B) + δ(A)∗B = ٠,

داریم A ∈ A هر برای که طوری به موجودند R, S, T ∈ B(H) توابع آنگاه
δ(A) = S∗A− AR∗; τ(A) = AT − SA

٣٩



عملگری جبرهای روی خطی نگاشت های

قضایای واقع در که است آمده [١] در آن اثبات که می شود حاصل زیر نتیجه قبل قضیه دو از
می باشد. [۴ . ٢ قضیه ،١] از گسترشی قبل

می گیریم. درنظر را δ : A −→ B(H) خطی نگاشت .۴ . ٢ نتیجه
کند صدق زیر شرط در δ اگر (١

AB∗ = ٠ =⇒ Aδ(B)∗ + δ(A)B∗ = ٠,
ReS ∈ و A ∈ A هر برای که آن چنان موجودند R, S ∈ B(H) نگاشت های آنگاه

داریم Z(B(H))

δ(A) = AS −RA.

کند صدق زیر شرط در δ اگر (٢
A∗B = ٠ =⇒ A∗δ(B) + δ(A)∗B = ٠,

ReS ∈ و A ∈ A هر برای که آن چنان موجودند S, T ∈ B(H) نگاشت های آنگاه
داریم Z(B(H))

δ(A) = AT − SA.
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ای زاویه -فاصله P مبنای بر باناخ فضاهای برای هندسی ثابت یک
٢ پور دادی فرزاد و ∗ ١ حجتی نادر

کرمان پیشرفته وفناوری صنعتی تکمیلی تحصیلات دانشگاه نوین، های وفناوری علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه ١,٢
n.hojati@student.kgut.ac.ir

f.dadipour@kgut.ac.ir

مفهوم مبنای بر باناخ فضاهای برای هندسی ثابت یک معرفی ضمن مقاله این در چکیده.
اینکه بررسی با همچنین کنیم. می تعیین را آن وپائین بالا های کران ای، زاویه فاصله - p
کران اخذ که این و است داخلی ضرب فضاهای برای سازی مشخصه یک پائین کران اخذ
بالا های کران این دهیم می نشان دهد، می رخ l∞ باناخ فضای به منتسب ثابت برای بالا
تحدب مدول با شده معرفی ثابت رابطه پایان در باشند. می ممکن انتخاب بهترین پائین و

آوریم. می دست به را زمینه فضای

پیش گفتار .١
ثابت معرفی قبیل: از هندسی های ثابت با مرتبط مفاهیم به پرداختن متمادی سالیان طول در
مورد فضای هندسی های ویژگی بررسی شده، تعریف های ثابت گسترش دار، نرم فضاهای برای
تا باناخ فضاهای رده از مربوطه فضای جایگاه تعیین همچنین و آن ثابت تعیین مبنای بر بحث
ثابت معرفی مسیرهای از یکی است. بوده حوزه این پژوهشگران توجه مورد هیلبرت فضاهای

باشد. می تابعی های نامساوی تحلیل مبنای بر هندسی های
صورت به یکه، بردارهای برای مثلثی نامساوی از بهبودی عنوان به ویلیامز و دانکل نامساوی

داریم. x, y ∈ X صفر غیر عنصر دو هر برای X دار نرم فضای هر [١]در شد. بیان زیر
w

w

w

w

x

∥x∥
−

y

∥y

w

w

w

w

∥ ≤
۴∥x− y∥

∥x∥+ ∥y∥
(١ . ١)
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پور دادی ف. و حجتی ن. ٢
مورد سالیان طول در که دارد متنوعی های معکوس و ها تعمیم بهبودها، دانکل-ویلیامز نامساوی
فضاهای هندسه مطالعه همچنین گرفته، قرار متعددی وپژوهشگران محققان بررسی و مطالعه
توجه مورد آن در رفته کار به های نسبت و واجزاء دانکل-ویلیامز نامساوی مبنای بر باناخ
به (١ . ١) نامساوی در اگر که دادند. نشان واسمایلی کرک است. شده واقع حوزه این علاقمندان
کوچکترین رسیم. می هیلبرت فضاهای برای سازی مشخصه یک به دهیم قرار را ٢ عدد ۴ جای
که آن برای است. معیاری شود، جایگزین (١ . ١) نامساوی در ۴ جای به تواند می که عددی
سال در را عدد این است. دور یا نزدیک هیلبرت فضای به میزان چه زمینه فضای دهد، نشان
کردند. تعریف زیر صورت وبه نامیده ویلیامز دانکل ثابت [٢] همکارانشان و ملادو آقای ٢٠٠٨

(١ . ٢)
DW (X) := sup{

∥x∥+ ∥y∥

∥x− y∥

w

w

w

w

x

∥x∥
−

y

∥y

w

w

w

w

: x, y ∈ X, x ̸= ٠, y ̸= ٠, x ̸= y}

اگر DW (X) = 2 و 2 ≤ DW (X) ≤ 4 باناخ فضای هر در که آوردند بدست همچنین
محدود با و٢٠٢۴ ٢٠٢٣ سال در همکارانشان و فو اخیراً باشد. هیلبرت فضای X اگر فقط و
سینگر تعامد الساقین، متساوی تعامد معنای به که بردارهایی به (١ . ٢) رابطه در بردارها کردن
و DWI(X), DWS(X) جدید های ثابت معرفی ضمن عمودباشند، برهم بیرخوف تعامد و
مطالعه به و آورده بدست را ها ثابت این پایین و بالا های کران باناخ، فضاهای برای DWB(X)

. پرداختند[٣] زمینه فضاهای هندسه

اصلی نتایج .٢
می معرفی دانکل-ویلیامز ثابت گسترش عنوان به را DWp,q(X) ثابت ابتدا بخش این در
انتخاب بهترین ها کران این که دهیم می نشان آن، وپایین بالا های کران یافتن ضمن و کنیم
و آوریم می دست به را دار نرم فضاهای از طیفی DWp,q(X) ثابت علاوه به باشند. می ممکن
آوری یاد به نخست اما نماییم. می بررسی تحدب مدول با را نوتعریف ثابت این رابطه ادامه در
فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض پردازیم. می ای زاویه -فاصله p و ای زاویه فاصله مفاهیم
صورت به x, y ∈ X صفر غیر برادر دو بین کلارکسون فاصله یا ای زاویه فاصله باشد، دار نرم
ای زاویه -فاصله p ٢٠٠۶مالیگراندا سال در شود. می تعریف α[x, y] :=

w

w

w

x
∥x∥

− y

∥y

w

w

w

صورت به ای زاویه فاصله از تعمیمی عنوان به را x, y ∈ X صفر غیر دوبردار بین (p ∈ R)
داد. ارائه زیر

αp[x, y] :=

w

w

w

w

x

∥x∥١−p
−

y

∥y∥١−p

w

w

w

w

کنید فرض کنیم، می تعریف (X, ∥.∥) دار نرم فضای برای را DWp,q(X) ثابت ادامه در
می قرار y و x صفر غیر و متمایز دوبردار هر ازای به باشند، مفروض q > 0 و p ∈ [0, 1)
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٣ دانکل-ویلیامز ثابت گسترش
دهیم:

fp,q(x, y) :=
(∥x∥(١−p)q + ∥y∥(١−p)q)

١
q

∥x− y∥
αp[x, y] (٢ . ١)

کنیم: می تعریف چنین را DWp,q(X) ثابت اینک
DWp,q(X) := sup{fp,q(x, y) : x, y ∈ X, x ̸= ٠, y ̸= ٠, x ̸= y} (٢ . ٢)

DW0,1(X) = DW (X) که شود می مشاهده (٢ . ٢) و (٢ . ١) ،(١ . ٢) روابط به توجه با
q > 0 و p ∈ [0, 1) عدد هر به را دانکل-ویلیامز ثابت مفهوم ،DWp,q(X) ثابت لذا و
DWp,q(X) ثابت برای پایین و بالا های کران تعیین ضمن زیر قضیه در دهد. می گسترش
مشخصه را داخلی ضرب فضاهای رده نوتعریف، ثابت این برای پایین کران اخذ دهیم می نشان

کند. می سازی
دلخواه را q > 0 و p ∈ [0, 1) و باشد دار نرم فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢ . ١ قضیه

باشند: می برقرار زیر های گزاره گیریم. می
DWp,q(X) ∈ [2

1

q , 2
1

q (2− p)] (i)
شود. القا داخلی ضرب یک از ∥.∥ نرم اگر فقط و اگر DWp,q(X) = 2

1

q (ii)
کران عنوان 2به 1

q (2 − p) عدد دهیم می نشان DWp,q(l
محاسبه(∞ ضمن بعدی مثال در

است. ممکن انتخاب بهترین DWp,q(X) بالای
گیریم. می نظر در زیر نرم با را کراندار های دنباله همه بر مشتمل l∞ باناخ فضای .٢ . ٢ مثال
yt = (1−t, 1+t, ...) و x = (1, 1, ...) کنیم فرض (x = (ξj)j∈N)∥x∥ = sup|ξj|

j∈N

داریم. آنگاه است، کوچک کافی اندازه به و دلخواه مثبت عدد t آن در که
DWp,q(l

∞) = 2
1

q (2− p)

تحدب مدول با DWp,q(X) ثابت بین رابطه دار نرم های نامساوی از استفاده با ادامه در
پردازیم. می دار نرم فضاهای تحدب مدول مفهوم یادآوری به نخست اما کنیم می بررسی را [۴]

ضابطه با δX : [0, 2] −→ [0, 1] تابع است. مفروض (X, ∥.∥) دار نرم فضای
δX(ϵ) := inf{1− ∥1

2
(x+ y)∥ : x, y ∈ BX , ∥x− y∥ ≥ ϵ}

دایره اینکه سنجش برای معیاری توان می را تحدب مدول شود، می نامیده X تحدب مدول
می تعیین طول، هم وترهای همه ازای به معیار این انگاشت. است، گرد چقدر زمینه فضای یکه
آورد. می دست به را کمینه فاصله و دارند فاصله یکه کره تا چقدر وترها این میانی نقطه که کند

آوریم. می بدست را DWp,q(X) ثابت و تحدب مدول بین ارتباط ادامه در
داریم آنگاه p ∈ [0, 1), q ∈ (0, 1] و باشد باناخ Xفضای اگر .٢ . ٣ قضیه

DWp,q(X) ≤ sup
٠≤t≤٢

min
{

٢ ١
q
+١ − ٢ ١

q δX(t), ٢ ١
q + ٢ ١

q t
}

.
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گروه ها نظریه دیدگاه از ماکسیمال ناوردای آماره خودتوانی ویژگی
شمس∗ مهدی

کاشان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
mehdishams@kashanu.ac.ir

ماکسیمالی ناوردای آماره با هم وردا براوردگرهای ترکیب می شود ثابت مقاله این در چکیده.
برای پایان، در می دهد. را گروه عمل خنثی عضو می شود، ساخته هم وردا براوردگر روی از که

می شود. داده تعمیم مسئله این ضعیف، هم وردای براوردگر

مقدمه .١
بهینه براوردگرهای کردن پیدا برای روش هایی دنبال به آماره، توسط داده ها کردن خلاصه از پس
ساختن برای روشی [٢] ایتون است. ناوردایی اصول از استفاده روش ها این از یکی که هستیم
برای را ایتون روش [۵] شمس داد. ارائه هم وردا تابع یک حسب بر ماکسیمال ناوردای آماره
بین رابطه مقدماتی، مفاهیم بیان از بعد مقاله، این در داد. گسترش ضعیف هم وردای براوردگرهای
ناوردای آماره خودتوانی ویژگی همچنین و متناظر هم وردای براوردگر با ماکسیمال ناوردای آماره
پیدا ماکسیمال ناوردای آماره  های درایه  های بین رابطه طریق این از و شده مشخص ماکسیمال

می شود. داده تعمیم ضعیف هم وردای براوردگرهای برای حالت این پایان در می شود.
پیوسته (g١, g٢) → g١g−١٢ ضابطه با G به G×G روی تابع آن در که ∗ عمل با G گروه
را X حالت این در عمل کند، X فضای روی گروه این اگر نامند. توپولوژیکی گروه را است
را Gx = {g × x : g ∈ G} مجموعه ،X مانند G-فضا یک برای می نامند. G-فضا
می نامند x در G ثابت ساز را Gx = {g : g × x = x} مجموعه و x ∈ X روی G مدار
داده نشان ⊗ و × با ترتیب به آنها روی G گروه وعمل باشند G-فضا دو Y و X اگر .[١]

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 54H11; Secondary 62F10.
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شمس م.
برای اگر G-هم ورداگویند، را f صورت، این در باشد، اندازه پذیر f : X → Y تابع و شود
ضعیف G-هم وردای را f تابع .[٢] f(g × x) = g ⊗ f(x) ،x ∈ X و g ∈ G هر
،x ∈ X و g ∈ G هر برای که باشد داشته وجود αf ∈ Aut(G) خودریختی اگر گویند،
و g ∈ G هر برای اگر G-نا ورداگویند، را f تابع .[۵] f(g × x) = αf (g) ⊗ f(x)

هرگاه گویند، ماکسیمال ناوردای را f G-ناوردای تابع .[۴] f(g × x) = f(x) ،x ∈ X
G-تک وردا را f تابع .x١ = g × x٢ ،g ∈ G یک برای دهد نتیجه f(x١) = f(x٢)
هر برای هرگاه است، آزاد X روی G عمل .[۵] Gx = Gf(x) ،x ∈ X هر برای هرگاه گویند،
برای این بر بنا (و یک برای هرگاه است، انتقالی X روی G عمل .[١] Gx = {e} ،x ∈ X
داشته وجود g ∈ G یک ،x, x′ ∈ X هر برای دیگر عبارت به .X = Gx ،x ∈ X تمام)
Gx = G ،x ∈ X هر برای هرگاه است، بدیهی X روی G عمل .[١] x′ = g × x که باشد
gx نماد با را g × x نظیر گروه عمل نشویم، ابهام دچار که مواقعی در است، ذکر قابل .[١]

می دهیم. نشان
هم وردا توابع کمک به ماکسیمال ناوردای آماره محاسبه برای روشی زیر قضیه در ،[٢] ایتون

کرد. ارائه
ناوردای آماره یک f(x) = (τ(x))−١x تابع ،τ : X → G هم وردای تابع برای .١ . ١ لم

.[٢] است ماکسیمال
هم وردای براوردگرهای توسط ماکسیمال ناوردای آماره های یافتن برای ١ . ١ لم تعمیم زیر قضیه

است. ضعیف
g ∈ G هر برای یعنی باشد، ضعیف هم وردای δ : X → G تابع کنید فرض .١ . ٢ قضیه
تابع صورت این در ،β(g) = (α(g))−١g ∈ Gx ،α ∈ Aut(G) یک و x ∈ X و

.[۵] است ماکسیمال ناوردای آماره یک f(x) = (δ(x))−١x

و هم وردا f : X → Y اگر صورت این در باشند، G-فضا سه ،Z و Y ،X اگر .١ . ٣ گزاره
k١ = h ◦ f : X → Z صورت این در باشد، ماکسیمال ناوردای h : Y → Z و تک وردا

است. ماکسیمال ناوردای
بودن خودتوان ویژگی و ماکسیمال ناوردای با هم وردا توابع ترکیب .٢

جهت این از و می کنند ایجاد X روی یکسانی مداری تجزیه ماکسیمال ناوردای آماره های
ضربی) (گروه مقیاس و جمعی) (گروه مکان خانواده یعنی زیر، مثال دو هستند. یکدیگر معادل

می سازد. روشن را مطلب
ضابطه با X = R

n روی G = R جمعی گروه مکان، پارامتر با خانواده یک در .٢ . ١ مثال
،x = (x١, ..., xn) ∈ R

n که می کند عمل µ×x = x+µen = (x١ +µ, ..., xn+µ)هم وردای براوردگرهای به کارگیری و ١ . ١ لم از استفاده با .en = (١, ..., ١) ∈ R
n و µ ∈ R

ماکسیمال ناوردای آماره های ترتیب به ،δ٢ (x) = xn و δ١ (x) = x̄

f١(X) = (δ١(X))−١
X = X− X̄en = (X١ − X̄, ..., Xn − X̄)
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گروه ها نظریه دیدگاه از ماکسیمال ناوردای آماره خودتوانی ویژگی

ساخته f٢(X) = (δ٢(X))−١
X = X−Xnen = (X١ −Xn, ..., Xn−١ −Xn, ٠) و

با هم وردا براوردگر ترکیب می شود مشاهده می کنند. تولید X روی یکسانی افرازهای که می شوند
و δ١(f١(x)) = ٠ یعنی می دهد، را ٠ یعنی جمعی گروه خنثی عضو ماکسیمال ناوردای آماره
رابطه f١ ماکسیمال ناوردای آماره با δ١ هم وردای براوردگر ترکیب حقیقت در .δ٢(f٢(x)) = ٠
با برابر آماره درایه های میانگین که می کند تعیین را ماکسیمال ناوردای آماره  های درایه  های بین
که f٢ ◦ f٢(x) = f٢(x) و f١ ◦ f١(x) = f١(x) همچنین هست. جمعی گروه خنثی عضو
خود برابر خودش، با تابع (ترکیب هستند خودتوان fi ماکسیمال ناوردای آماره های می دهد نشان
یک k(a١, ..., an−١, ٠) = (a٢ − a١, ..., an−٢ − an−١, an−١) تابع چون و است) تابع
ایجاد f٣(X) = (X١ −X٢, X٢ −X٣, ..., Xn−١ −Xn) و f٢(X) بین یک به یک تناظر
و کرد استفاده ١ . ٣ گزاره از می توان اکنون است. ماکسیمال ناودردای نیز f٣(X) لذا و می کند
f٠(x) = (x(١), ..., x(n))به صورت ،f٠ : Rn → R

n G-هم وردای و G-تک وردا تابع برای
k١(X) = f١ ◦ f٠(X) = (X(١) − X̄, ..., X(n) − X̄) که می شود حاصل نتیجه این
ناوردای نیز k٢(X) = f٢ ◦ f٠(X) = (X(١) − X(n), ..., X(n−١) − X(n), ٠) و
،δ١(k١(x)) = ١

n

n
∑

i=١
(x(i) − x̄) = ٠ که می شود مشاهده مشابه، به طور هستند. ماکسیمال

.k٢ ◦ k٢(x) = k٢(x) و k١ ◦ k١(x) = k١(x) ،δ٢(k٢(x)) = ٠
روی G = R

+ ضربی گروه مقیاس، پارامتر با خانواده یک در .٢ . ٢ مثال
X = R

n − {x ∈ R
n : x١ = ... = xn}

و x = (x١, ..., xn) ∈ R
n آن در که می کند عمل σ × x = (σx١, ..., σxn) به صورت

و δ٣ (x) =
√

∑n
i=١ x٢

i هم وردای براوردگرهای به کارگیری و ١ . ١ لم از استفاده با .σ > ٠
f٣(X) = f٣◦f٠(X) =

(

X١√
∑n

i=١ X٢
i

, ..., Xn√
∑n

i=١ X٢
i

)

ترتیب به ،δ۴ (x) = x(n)−x(١)
یک هر که هستند ماکسیمال ناوردای آماره های f۴(X) =

(

X١
X(n)−X(١) , ...,

Xn

X(n)−X(١)

) و
می شود مشاهده به راحتی هستند. هم با یک به یک تناظر در و کرده تولید یکسانی σ-جبر
.f۴ ◦ f۴(x) = f۴(x) و f٣ ◦ f٣(x) = f٣(x) ،δ۴(f۴(x)) = ١ ،δ٣(f٣(x)) = ١
k٣(X) = f٣ ◦f٠(X) =

(

X(١)√
∑n

i=١ X٢
i

, ...,
X(n)√
∑n

i=١ X٢
i

)

آماره های ،١ . ٣ گزاره از استفاده با
هستند. ماکسیمال ناوردای نیز k۴(X) = f۴ ◦ f٠(X) =

(

X(١)
X(n)−X(١) , ...,

X(n)

X(n)−X(١)

) و
روی توپولوژیکی گروه یک که کلی حال در را ٢ . ٢ و ٢ . ١ مثال های تعمیم می خواهیم اکنون

کنیم. مطرح می کند عمل تصادفی متغیر فضای
f(x) = (δ(x))−١x ،f : X → X و هم وردا تابع یک δ : X → G اگر .٢ . ٣ قضیه
و هم وردا دلخواه تابع هر برای و f ◦ f = f ،δ(f(x)) = e آن گاه باشد، ماکسیمال ناوردای

.δ (f(τ(x))) = e ،τ : X → X تک وردای
می شود. تحلیل و بررسی [٣] نیل مسئله در ٢ . ٣ قضیه کاربرد بعدی، مثال در
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شمس م.

(X١, Y١), . . . , (Xn, Yn)
i.i.d.∼ fX,Y (x, y) = (σe−σx)( ١

σe
− y

σ ) کنید فرض .۴ . ٢ مثال
و X = R

+ × R
+ روی G = R

+ − {٠} گروه عمل اگر .x, y, σ > ٠ آن در که
و g × (z١, z٢) = (g−١z١, gz٢) ،y ∈ Y و (z١, z٢) ∈ X ،g ∈ G هر برای Y = R

+

δ(z١, z٢) =

√
z٢/z١

ψ(
√
z١z٢)

به صورت δ : X → G G-هم وردای توابع رده باشد، g ⊗ y = gy

تابع ،١ . ١ لم به توجه با است. گروه روی دلخواه تابع یک ψ : G → G که هستند
ماکسیمال ناوردای f(z١, z٢) = (δ(z١, z١−((٢(z١, z٢) =

( √
z١z٢

ψ(
√
z١z٢)

,
√
z١z٢ψ

(√
z١z٢

)

)

.f (f(z١, z٢)) = f(z١, z٢) و δ (f(z١, z٢)) = ١ یعنی است، برقرار ٢ . ٣ قضیه نتیجه های و
و هم وردا تابع δ(z١, z٢) =

√

z٢/z١ ،ψ(g) = ١ ،g ∈ G هر برای که حالتی در
به اکنون است. آن با متناظر ماکسیمال ناوردای آماره f(z١, z٢) = (

√
z١z٢,

√
z١z٢)

برای یعنی است، ١ درجه همگن تابع ζ که τ(z١, z٢) = ζ
(

√

z٢/z١
)

هم وردای تابع کمک
مشاهده به راحتی رسید. مشابه نتایج به می توان نیز ζ(λx) = λζ(x) ،λ ∈ R

+ و x هر
ناوردای آماره ،١ . ١ لم کمک به τ هم وردای تابع روی از حال هست. هم وردا τ که می شود
همچنین بود. خواهد f(z١, z٢) =

(

ζ
(

√

z٢/z١
)

z١, z٢
ζ
(√

z٢/z١
)

)

به صورت ماکسیمال
.f (f(z١, z٢)) = f(z١, z٢) و τ (f(z١, z٢)) = ١

می دهیم. گسترش ضعیف هم وردای حالت در را ٢ . ٣ قضیه اکنون
.f ◦ f = f و δ(f(x)) ∈ Gx ،x ∈ X هر برای ،٢ . ٣ قضیه شرایط تحت .۵ . ٢ قضیه

.δ (f(τ(x))) ∈ Gx ،τ : X → X تک وردای و هم وردا دلخواه تابع هر برای همچنین
،x ∈ X و g ∈ G هر برای که این شرط است، Xآزاد فضای Gروی گروه که خاص حالت در
به یا α(g) = g ،g ∈ G هر برای که که می شود این به منجر (α(g))−١g ∈ Gx = {e}
،x ∈ X هر برای و بود خواهد هم وردا همان ضعیف، هم وردای تابع و α = ١G دیگر عبارت

می شود. تبدیل ٢ . ٣ قضیه به ۵ . ٢ قضیه ،δ(f(x)) ∈ Gx = {e}
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رتبه دار مجموعه نمونه گیری گونه  دو اساس بر ایکس گاما توزیع پارامتر بیز برآوردیابی
نابرابر نمونه  اندازه با

∗ ٢ میرمصطفائی کامل سیدمحمدتقی و ١ ده چراغی رحیمی امید
مازندران دانشگاه آمار، گروه ١,٢
orahimi55@gmail.com

m.mirmostafaee@umz.ac.ir

نمونه گیری روش از استفاده با ایکس گاما توزیع پارامتر بیز برآوردیابی مقاله، این در چکیده.
می گیرد. قرار بررسی و بحث مورد نابرابر نمونه اندازه با مینیمم و ماکسیمم رتبه دار مجموعه
ماکسیمم رتبه دار مجموعه نمونه گیری بر مبتنی برآوردگرهای مقاله، شبیه سازی نتایج اساس بر

دارد. مطرح شده نمونه گیری طرح سه بین در عملکرد بهترین نابرابر نمونه اندازه با

پیش گفتار .١
مورد پژوهشگران توسط رتبه دار مجموعه نمونه گیری از جدیدی گونه های اخیر دهه های در
نابرابر نمونه اندازه با ماکسیمم رتبه دار مجموعه نمونه گیری است. گرفته قرار بررسی و مطالعه
این در که است شده پیشنهاد [٢] به نزدیک بسیار ایده ای با [٣] توسط که گونه هاست این از یکی
مبتنی تایی n نمونه یک استخراج برای دهیم. می نشان Max اختصاری نماد با را آن مقاله،
رتبه بندی از پس و می گیریم نظر در ١, ٢, . . . , n اندازه های به ترتیب به نمونه n ابتدا Max بر
انتخاب اندازه گیری برای نمونه هر از شده مرتب واحد بزرگ ترین نمونه ها، این از کدام هر تخمینی
در Max روش بر مبتنی مستخرج نمونه نمایانگر Z = {Zi; i = ١, . . . , n} اگر می شود.
حجم به نمونه ای از مرتب آماره امین i با Zi کامل رتبه بندی فرض تحت آن گاه باشد، چرخه یک
و F (x) آن در که است هم توزیع ،f(i:i)(x) = i f(x)[F (x)]i−١ احتمال چگالی تابع با i

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 62F15; Secondary: 65C60.
نابرابر، نمونه  اندازه  با ماکسیمم رتبه دار مجموعه نمونه گیری ایکس گاما، توزیع بیز، برآوردیابی کلیدی. واژگان

. نابرابر. نمونه  اندازه با مینیمم رتبه دار مجموعه نمونه گیری
سخنران ∗
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میرمصطفائی س.م.ت.ک. و ده چراغی رحیمی ا.
نمونه گیری می باشند. اصلی جامعه احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع ترتیب به f(x)
از پس که تفاوت این با است Max روش مانند نابرابر نمونه اندازه با مینیمم رتبه دار مجموعه
اندازه گیری برای نمونه هر از شده مرتب واحد کوچک ترین نمونه ها، از کدام هر تخمینی رتبه بندی
اگر می دهیم. نشان Min با اختصار به را نمونه گیری از سبک این مقاله، این در که می شود انتخاب
باشد، چرخه یک در Min روش بر مبتنی مستخرج نمونه نمایانگر Y = {Yi; i = ١, . . . , n}
چگالی تابع با i حجم به نمونه ای از مرتب آماره اولین با Yi کامل رتبه بندی فرض تحت آن گاه
نمونه گیری عملیات می توان است. هم توزیع ،f(١:i)(x) = i f(x)[١ − F (x)]i−١ احتمال
با عمر طول جدید توزیع های از یکی نمود. تکرار چرخه m فوق روش های از یک هر در را
شده معرفی [١٠] توسط که می باشد ایکس گاما توزیع نمایی، توزیع به نسبت بالاتر انعطاف پذیری
توزیع تابع و احتمال چگالی تابع آن گاه باشد، θ پارامتر با ایکس گاما توزیع دارای X اگر است.

می باشند زیر ترتیب به آن تجمعی
f(x; θ) =

θ٢
١ + θ

(١ +
θ

٢x٢)e−θx, x > ٠, θ > ٠,

F (x; θ) = ١ −
١ + θ + θx+ θ٢

٢ x٢
١ + θ

e−θx, x > ٠, θ > ٠.
اندازه با رتبه دار مجموعه نمونه گیری گونه  دو اساس بر ایکس گاما توزیع پارامتر کلاسیک برآوردیابی
برآوردیابی بررسی به ادامه، در است. گرفته قرار بررسی و مطالعه مورد [١] توسط نابرابر نمونه 

پردازیم. می Min و Max روش های بر مبتنی ایکس گاما توزیع پارامتر بیز

Min و Max روش های بر مبتنی بیزی استنباط .٢
شده استخراج نمونه یک Z = {Zji; i = ١, . . . , n; j = ١, . . . ,m} کنید فرض
و باشد Max روش بر مبتنـــی n٠ = m × n حجم به ایکس گاما توزیع از چرخه m در
توزیع آن که فرض با باشد. متناظر شده مشاهده نمونه نشان دهنده z = (z١١, z١٢, . . . , zmn)

صورت به b و a مثبت پارامترهای ابر با گاما توزیع ،θ برای پیشین

π(θ) =
ba

Γ(a)
e−bθθa−١ a > ٠, b > ٠. (٢ . ١)

است زیر صورت به z شرط به θ پسین چگالی تابع آن گاه باشد،

π(θ|z) =
θ٢mn+a−١

D(١ + θ)mn

( m
∏

j=١

n
∏

i=١

(١ +
θ

٢z٢
ji

)

)

e
−θ

(

b+
m∑

j=١
n∑

i=١
zji

)

×
m
∏

j=١

n
∏

i=١

[

١ −
١ + θ + θzji +

θ٢
٢ z

٢
ji

١ + θ
e−θzji

]i−١
, (٢ . ٢)
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ایکس گاما توزیع پارامتر بیز برآوردیابی
که

D =

∫ ∞

٠
θ٢mn+a−١
(١ + θ)mn

( m
∏

j=١

n
∏

i=١

(١ +
θ

٢z٢
ji

)

)

e
−θ

(

b+
m∑

j=١
n∑

i=١
zji

)

×

m
∏

j=١

n
∏

i=١

[

١ −
١ + θ + θzji +

θ٢
٢ z

٢
ji

١ + θ
e−θzji

]i−١
dθ.

L١(θ, θ̂) = (θ̂−θ)٢ صورت به را خطا مربع زیان تابع باشد، θ پارامتر برای برآوردگر یک θ̂ اگر
می شوند تعریف L٢(θ, θ̂) = ec(θ̂−θ) − c(θ̂− θ)− ١ صورت به [١١] لاینکس زیان تابع و
را لاینکس و خطا مربع زیان تابع های تحت θ پارامتر بیز برآوردهای باشد. می c ̸= ٠ آن در که

از عبارتند ترتیب به Max روش در
θ̂S.Max =

∫ ∞

٠
θπ(θ|z)dθ,

θ̂L.Max =
−١
c

log

(

∫ ∞

٠
e−cθπ(θ|z)dθ

)

.

می گیریم. بهره متروپلیس-هستینگز الگوریتم از بیز برآوردهای تقریب برای
پلیس-هستینگز مترو الگوریتم

می گیریم. نظر در ماکسیمم درستنمایی برآورد را θ٠ یعنی θ پارامتر اولیه مقدار اول: گام
صورت به شده بریده نرمال توزیع از را θ∗ ،θs−١ مقدار برای باشد، s = ١ کنید فرض دوم: گام

احتمال با سپس می کنیم. تولید N (θs−١, σ٢) I{θ>٠}

P = min

{

π (θ∗ | z) q (θs−١ | θ∗)
π (θs−١ | z) q (θ∗ | θs−١)

, ١
}

,

صورت این غیر در ،N (b, σ٢) I{x>٠} نمایانگر q(x|b) که ،θs = θ∗ می دهیم قرار
.θs = θs−١ می دهیم قرار

بزرگی مقدار S که می کنیم تکرار دیگر بار S−١ را دوم گام و s = s+١ می دهیم قرار سوم: گام
{θM+١, θM+٢, · · · , θS}سپس باشد، الگوریتم در برش Mنقطه کنید فرض است.

می باشد. شده تولید نمونه
ترتیب به لاینکس و خطا مربع زیان تابع های تحت θ پارامتر بیز برآوردگر تقریبی مقدارهای اکنون
آن در که است θ̂MHL.Max = −١

c
log
( ١
S∗

S
∑

s=M+١
e−cθs

)

, و θ̂MHS.Max = ١
S∗

S
∑

s=M+١
θs صورت به

تقریب های و θ پارامتر بیز برآوردهای می توان مشابه، رهیافتی با می باشد. S∗ = S − M

فاصله های [۴] شائو و چن روش کمک به همچنین آورد. به دست Min روش بر مبتنی را آن
یافت. θ برای باورپذیری
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میرمصطفائی س.م.ت.ک. و ده چراغی رحیمی ا.
شبیه سازی مطالعه .٣

یک آن ها مقایسه و مقاله در شده مطرح برآوردگرهای عملکرد ارزیابی برای بخش، این در
نمونه حجم و N = ٢٠٠٠ را شبیه سازی تکرارهای تعداد دادیم. انجام شبیه سازی مطالعه
را پارامتر مقدار همچنین ،(m,n) = (٣, ۶), (۴, ١٠) صورت به را m چرخه تعداد و n

صورت به و خطا مربع زیان تابع  تحت (ER) ریسک برآورد گرفتیم. نظر در θ = ٢, ٣
صورت به لاینکس زیان تابع تحت ریسک برآورد و ERSEL(θ̂) = ١

N

∑N

i=١(θ̂i − θ)٢

برآورد θ̂i که می شوند، محاسبه ERLEL(θ̂) = ١
N

∑N

i=١
(

ec(θ̂i−θ) − c(θ̂i − θ) − ١)
معیارهای شبیه سازی، این  در همچنین است. شبیه سازی ام i تکرار در θ برای آمده دست به
باورپذیری و مجانبی اطمینان فاصله های برای (CP) پوشش احتمال و (AW) طول متوسط
داخل در کلاسیک حالت برای نتایج که شده اند، گزارش ١ جدول در نتایج و شده اند محاسبه ٪٩۵
که گفت چنین می توان بیز و کلاسیک حالت دو هر در ١ جدول به توجه با است. آمده پرانتز
روش های به مربوط برآوردگرهای به نسبت بهتری عملکرد Max روش به مربوط برآوردگرهای
همچنین دارند. می شود) داده نشان SRS با اختصار به (که ساده تصادفی نمونه گیری و Min

است. دیگر طرح دو از کوچک تر Max روش بر مبتنی ٪٩۵ فاصله ای برآوردگرهای طول متوسط 
و [٨ ،٧] coda بسته های و [٩] R آماری نرم افزار کمک به شبیه سازی به مربوط محاسبات

است. شده انجام [۶] truncnorm

شبیه سازی عددی نتایج :١ جدول
θ (m,n) ERSEL ERLEL(c = +٠٫۵) ERLEL(c = −٠٫۵) AW CP
٢ (٣, ۶) SRS ٠٫١۶٩۴٧(٠٫١۶٨٣٣) ٠٫٠٢٠۶٩(٠٫٠٢٣۴٨) ٠٫٠٢١۶۶(٠٫٠١٩٣٠) ١٫۴۴۵٩٣(١٫۴٧١١١) ٠٫٩۵٢٠(٠٫٩۵۴٠)

Max ٠٫٠۴٨١١(٠٫٠۴٧۴٧) ٠٫٠٠۵٩٣(٠٫٠٠۶٠٨) ٠٫٠٠۶٠٩(٠٫٠٠۵٨٢) ٠٫٨۴٣۵٩(٠٫٨۵٣٨۶) ٠٫٩۴٩۵(٠٫٩۵٠٠)
Min ٠٫١۶٩٧١(٠٫١۶٧۵۶) (٠٫٠٢٣٨١)٠٫٠٢١٠٣ ٠٫٠٢١۵(٠٫٠١٩٠٣)٠ ١٫۴۵٠۴٧(١٫۴٧۵٢۴) ٠٫٩۵۵۵(٠٫٩۵٩٠)

(۴, ١٠) SRS ٠٫٠۶۵٨٨(٠٫٠۶۵٨۴) ٠٫٠٠٨١۵(٠٫٠٠٨۶٠) ٠٫٠٠٨٣٣(٠٫٠٠٧٩۵) ٠٫٩۴٢٣٨(٠٫٩۵۵۴۵) ٠٫٩٣۶۵(٠٫٩۴١٠)
Max ٠٫٠١۵۵۶(٠٫٠١۵۴٨) ٠٫٠٠١٩۴(٠٫٠٠١٩۵) ٠٫٠٠١٩۵(٠٫٠٠١٩٢) ٠٫۴٨٠٣۶(٠٫۴٨۴۴۶) ٠٫٩۴٩۵(٠٫٩۵٠٠)
Min ٠٫٠۶۴۶۵(٠٫٠۶۴٢۶) (٠٫٠٠٨٣٩)٠٫٠٠٧٩٩ ٠٫٠٠٨١٧(٠٫٠٠٧٧۵) ٠٫٩۴٧٨٢(٠٫٩۶٠۴٩) ٠٫٩۴۶۵(٠٫٩۴٩٠)

٣ (٣, ۶) SRS ٠٫٣٩٩٩٨(٠٫٣٩٧١۴) ٠٫٠۴٧٨٢(٠٫٠۵٩۶٣) ٠٫٠۵٢١۵(٠٫٠۴٣٧٨) ٢٫٢٨٢٧۵(٢٫٣٢۵۵۴) ٠٫٩۴٩٠(٠٫٩۵۵۵)
Max ٠٫١٣۴٣٧(٠٫١٣٢٣۵) ٠٫٠١۶۶٢(٠٫٠١٧۶٩) ٠٫٠١٧٠٠(٠٫٠١۵٧۶) ١٫٣۵۴١۴(١٫٣۶۵۴۴) ٠٫٩۴٢۵(٠٫٩۴٧٠)
Min ٠٫۴٠٩۶٣(٠٫۴٠۵٩۴) ٠٫٠۴٨۵۵(٠٫٠۶٠۶٨) ٠٫٠۵٣٧٨(٠٫٠۴۴٩٠) ٢٫٣٠٧٠٠(٢٫٣۵١۶٣) ٠٫٩۴٨۵(٠٫٩۵٢۵)

(۴, ١٠) SRS ٠٫١۶۵٩٣(٠٫١۶۵٢۴) ٠٫٠٢٠۴(٠٫٠٢٢٣٩)٣ ٠٫٠٢١٠۶(٠٫٠١٩۴٩) ١٫۵٠١١٢(١٫۵١٨٩١) ٠٫٩٣٨٠(٠٫٩۴٣٠)
Max ٠٫٠۴٠٠١(٠٫٠٣٩۵٨) ٠٫٠٠۴٩۶(٠٫٠٠۵٠٣) ٠٫٠٠۵٠۵(٠٫٠٠۴٨٩) ٠٫٧۶٠٣۶(٠٫٧۶٩٧۴) ٠٫٩۴٧٠(٠٫٩۴٧٠)
Min ٠٫١۶٨٢٩(٠٫١۶٧٣٠) ٠٫٠٢٠۶۴(٠٫٠٢٢٧٠) ٠٫٠٢١۴۴(٠٫٠١٩٧٠) ١٫۵١٨٣۶(١٫۵٣٧٧٨) ٠٫٩۴۶۵(٠٫٩۵٢٠)

نتیجه گیری .۴
رتبه دار مجموعه نمونه گیری طرح دو اساس بر ایکس گاما توزیع پارامتر برآوردیابی مقاله، این در
که گرفت نتیجه می توان شبیه سازی نتایج اساس بر گرفت. قرار بحث مورد نابرابر نمونه اندازه با
روش های به مربوط برآوردگرهای به نسبت بهتری عملکرد Max روش به مربوط برآوردگرهای
حاوی احتمالا نمونه یک ماکسیمم های که باشد دلیل این به شاید امر این دارند. SRS و Min

باشند. نمونه آن مینیمم های با مقایسه در ایکس گاما توزیع پارامتر مورد در بیشتری اطلاعات
ضعیف تری عملکرد نیز SRS طرح از حتی موارد اکثر در Min طرح که می شود مشاهده همچنین
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ایکس گاما توزیع پارامتر بیز برآوردیابی
نیز [۵] رتبه دار مجموعه نمونه گیری طرح منصفانه تر مقایسه برای که باشد بهتر شاید لذا دارد.

گردد. مقایسه مقاله این در شده مطرح طرح های با و گیرد قرار ارزیابی مورد
سپاس گزاری
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به می کند. ایفا ریاضی پیچیده مسائل حل و درک در مهمی بسیار نقش فضایی تفکر چکیده.
عنوان به افزوده واقعیت است. ضروری دانش آموزان برای مهارت این تقویت منظور، همین
دانش آموزان فضایی تفکر مهارت تقویت در توجهی قابل طور به می تواند نوین فناوری یک
فراهم مجازی محیط یک در را ریاضی مفاهیم با تعامل و تجربه امکان زیرا باشد، مؤثر
تولید مقاله، این اصلی هدف می کند. کمک مفاهیم این بهتر و عمیق تر درک به و می کند
این در است. هفتم پایه ریاضی کتاب شش فصل از بخشی برای افزوده واقعیت محتوای
با می شود. پرداخته مختلف زوایای در اشکال این به دانش آموز دید و منشورها بررسی به فصل
اسکچاپ مانند سه بعدی طراحی نرم افزارهای از بهره مندی و افزوده واقعیت فناوری از استفاده

یابد. ارتقا هفتم پایه ریاضی کتاب از بخش این آموزش شده سعی بلندر، و

پیش گفتار .١
حوزه نوین فناوری های به کارگیری در پیشرو موسسه ای نوین١ رسانه های غیرانتفاعی موسسه
و بررسی به که بود خورده گره افـق٢ گزارش های انتشار به موسسه این شهرت بود. پرورش و آموزش
به گزارش ها این می پرداخت. آموزش بر عمیق اثرگذاری پتانسیل با نوظهور فناوری های پیش بینی

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 97G40; Secondary 97R60,
97R40.

. افزوده واقعیت ریاضی، آموزش کلیدی. واژگان
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نیا ایزدی ح. و اشتهار، س. موحدنیا، ا.

پیرامون تصمیم گیری و برنامه ریزی در آموزشی مدیران و سیاستگذاران برای ارزشمند منابعی مثابه
داد، خاتمه خود فعالیت به ٢٠١٧ سال در موسسه این می کردند. عمل آموزش در فناوری آینده
موسسه می رود. شمار به ارزشمند میراثی همچنان آن، منتشرشده پژوهش های و دستاوردها اما
واقعیت و مجازی واقعیت فناوری به خود ٢٠٠٨ سال گزارش در نوین رسانه های غیرانتفاعی
نام می کند، دگرگون را آموزش ی آینده که نوظهوری فناوری عنوان به آن از و کرده اشاره افزوده

بود[١]. برده
هاروارد دانشگاه استاد ساترلند، ایوان شد. معرفی ١٩۶٠ دهه در بار اولین واقعیت افزوده فناوری
روی بر نصب شده نمایشگر٣ اولین است، کامپیوتر علوم حوزه در افراد تاثیرگذارترین از یکی که
پیرامون، محیط واقعی اجسام دیدن و تجربه کنار در کاربر سیستم، این طریق از کرد. ایجاد را سر
واقعی تصاویر به اضافه شده لایه یک به عنوان را کامپیوتر توسط تولیدشده گرافیک های یک سری

می کند. احساس و درک
فناوری این همکاران و آروانیتیس۴ شده است. مطرح واقعیت افزوده فناوری از مختلفی تعاریف
قابلیت که کرده اند معرفی کامپیوتر توسط تولیدشده محتواهای با واقعی دنیای ترکیب حاصل را
که معتقدند همکاران و بوور۵ . دارد[٢] واقعی زمان در را اجسام با تعامل و ردیابی تشخیص،
بیشتری واقعیت احساس کاربران تا می کند ترکیب واقعی دنیای با را مجازی دنیای فناوری، این
آن ها تاثیر و می شود انجام خاصی ابزارهای از استفاده با اغلب تغییرات، این داشته باشند.
نیاز محتوا و هدف عنصر دو به واقعیت افزوده در نیست[٣]. قابل مشاهده غیرمسلح چشم با
جغرافیایی، موقعیت تصویر، می تواند که هدف هوشمند عینک یا گوشی دوربین توسط ابتدا است.
تصاویر، همان که واقعیت افزوده محتوای سپس و می شوند شناسایی باشند، غیره و نوری عناصر
این در می شوند. اضافه هدف به هستند دیجیتالی محتواهای سایر و سه بعدی عناصر فیلم ها،
واقعیت در که می کند مشاهده خود گوشی در را محتواهایی کاربر شد اشاره که همان طور فناوری

ندارد. وجود

ریاضی آموزش در افزوده واقعیت کاربرد .٢
دانش آموزان تعامل و یادگیری به می تواند واقعیت افزوده از استفاده ریاضی، آموزش حوزه در
استفاده کند. تقویت را آن ها فضایی تفکر و کمک واقعی دنیای در سه بعدی مدل های با به ویژه
استفاده داده نشان مطالعات یافته است. افزایش دیگر پیچیده مفاهیم و هندسه در فناوری این از
در به ویژه ریاضیات به نسبت دانش آموزان نگرش و عملکرد بر مثبتی تأثیر واقعیت افزوده از
.[٧ ،۶] است داشته دارند، تمرکز انتزاعی هندسی مفاهیم و سه بعدی هندسه روی بر که کلاس هایی
یادگیری به واقعیت افزوده بر مبتنی محتواهای از استفاده که می کنند تأیید پژوهشگران این، بر علاوه
نیز ۶ ریاضیات و هنر مهندسی، فناوری، علوم، در آن ها انگیزه و دانش افزایش دانش آموزان،

.[۵ ،۴] می کند کمک
3The Sword of Damocles
4P. Arvanitis
5M. Bower
6STEM
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هفتم پایه ریاضی کتاب ٧٢ صفحه از ۵ سوال :١ شکل

تصویر بهتر پردازش برای تغییرات ایجاد :٢ شکل

هفتم پایه ریاضی شش فصل آموزش برای افزوده واقعیت محتوای تولید .٣
کتاب از بخشی آموزش برای واقعیت افزوده محتوای از عملی نمونه یک تولید به بخش این در
هندسه حجم، به هفتم سال ریاضی کتاب از فصل این می پردازیم. ٢ شکل هفتم پایه ریاضی
دنبال هدف یک به عنوان دانش آموزان فضایی تفکر مهارت تقویت و دارد ارتباط منشورها و
آموزش برای واقعیت افزوده بر مبتنی محتوای یک آماده سازی نحوه اختصار به ادامه در می شود.
یکی روی بر همراه گوشی دوربین دادن قرار با چگونه که می دهیم نشان و می کنیم اشاره بخش این

می شود. ظاهر تصویر آن به مربوط سه بعدی محتوای زیر، تصاویر از
کار این شود. طراحی سه بعدی محتوای به صورت هدف تصویر باید ابتدا منظور این برای
شده انجام ٨ بلندر و ٧ اسکچاپ همانند سه بعدی مدل های طراحی نرم افزارهای از استفاده با
از تا داده تغییر کمی را بالاست اشکال از یکی که هدف تصویر بهتر، پردازش برای سپس است.
شکل اتصال برای شود. انجام بهتر همراه گوشی توسط آن شناسایی و شود خارج ساده حالت
جاوا برنامه نویسی زبان از کار این برای هستیم. برنامه نویسی نیازمند سه بعدی، محتوای و ٢
انجام دیدار وب سایت طراحی قالب در را آن و کرده استفاده Mind-ar فریم ورک و اسکریپت

7SketchUp
8Blender
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نیا ایزدی ح. و اشتهار، س. موحدنیا، ا.

دوربین به دسترسی و دیدار سایت وب به ورود :٣ شکل

گوشی دوربین به دسترسی ٣ شکل ،https://vr.did-ar.ir/3d وب سایت به ورود با داده ایم.
شود. ظاهر سه بعدی محتوای تا می دهیم قرار ٢ شکل روی بر را آن و کرده ایجاد را

گیری نتیجه .۴
آموزش حوزه در افزوده واقعیت کاربرد از عملی نمونه یک اختصار صورت به مقاله این در
فایل های تولید قدرتمند نرم افزارهای و تصویر ویرایش نرم افزارهای از استفاده با شد. ارائه ریاضی
انتشار به اقدام شده، طراحی وب سایت از استفاده با نهایتاً و کرده آماده را لازم محتوای سه بعدی،
است. افزوده واقعیت بر مبتنی محتوای تولید برای لازم خلاقیت اصلی، چالش نمودیم. آن
تخصص نداشتن طور همین و ریاضیات از گرافیک متخصصین و طراحان کافی اطلاع عدم
روی پیش چالش های از دیگر یکی گرافیک از ریاضی مدرسان و دبیران ریاضیدانان، لازم فنی
راه اندازی و طراحی نویسندگان تلاش حاصل است. ریاضی آموزش برای افزوده واقعیت توسعه
به را شده ایجاد سه بعدی فایل های وب سایت این طریق از می توان که است دیدار٩ وب سایت
محتوای ساخت نحوه مقدماتی صورت به مقاله این در کرد. تبدیل افزوده واقعیت محتوای
نیز دیگر کشورهای به مربوط پلتفرم های شد. بررسی دیدار وب سایت وسیله به افزوده واقعیت

نیستند. صرفه به مقرون بالا، هزینه و استفاده محدودیت دلیل به اما دارند وجود
مراجع

1. The New Media Consortium and EDUCAUSE Learning Initiative. The 2008
Horizon Report. An EDUCAUSE Program, 2008.

2. T.N. Arvanitis, A. Petrou, J.F. Knight, S. Savas, S. Sotiriou, M. Gargalakos,
E. Gialouri, Human factors and qualitative pedagogical evaluation of a mobile
augmented reality system for science education used by learners with physical
disabilities, Pers. Ubiquitous Comput. 13 (2009), no. 3, 243–250.

3. M. Bower, C. Howe, N. McCredie, A. Robinson, and D. and Grover, Augmented
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4. J. Garzón, and J. Acevedo, Meta-analysis of the impact of augmented reality on
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مدلسازی: مسئله یک حل در لاپلاس تبدیلات از مهندسی دانشجویان فهم بررسی
کنش شناسی آنالیز

٢ رادمهر فرزاد و ∗ ١ فرد رضوانی فائزه
مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، دانشکده ریاضی، آموزش دکتری دانشجو ١

Faezeh.rezvanifard@mail.um.ac.ir
نروژ تحقیقات و علوم دانشگاه ریاضی، آموزش رشته دانشیار ٢

farzad.radmehr@ntnu.no

کاربردهای که است دیفرانسیل معادلات در اساسی مفاهیم از یکی لاپلاس تبدیلات چکیده.
کنش شناسی آنالیز ابزار از استفاده با مقاله، این در دارد. مهندسی مختلف رشته های در متعددی
در لاپلاس تبدیلات از مهندسی دانشجویان فهم ،(ATD) ١ تعلیمی شناسی انسان نظریه در
ایجاد در دانشجویان که می دهند نشان نتایج شده است. بررسی مدلسازی مسئله یک حل
توانمند معنادار مدل یک ساخت برای مدار و لاپلاس تبدیلات در خود دانش میان ارتباط
توضیح در آن ها که داد نشان دانشجویان با گرفته صورت مصاحبه های نتایج همچنین نیستند.
مدلسازی مسائل ریاضی اساتید که می شود پیشنهاد نیستند. توانمند خود تکنیک های توجیه و
معادلات میان پلی تا نمایند مطرح دیفرانسیل معادلات تدریس هنگام را مهندسی با مرتبط
شرکت برای را دانشجویان باید اساتید همچنین، شود. ایجاد مهندسی دروس و دیفرانسیل
مسائل حل در رفته بکار تکنیک های کنار در ریاضی استدلال های بر مبتنی گفتمان های در
نماید. کمک ریاضی مفاهیم از دانشجویان درک افزایش به می تواند رویکرد این نمایند. تشویق

مقدمه .١
به آن تبدیل با که است دیفرانسیل معادلات حل در مؤثر تکنیک های از یکی لاپلاس تبدیلات
در متفاوتی کاربردهای دارای لاپلاس تبدیلات .[۴] می کند ساده تر را آن حل جبری، عبارت یک
بیشتر زمان دامنه در آن ریاضی مفهوم دیفرانسیل معادلات دروس در است. مهندسی و ریاضیات
بررسی برای ابزاری به عنوان لاپلاس تبدیلات مهندسی، دروس در اما می گیرد. قرار توجه مورد

2010 Mathematics Subject Classification. 97I99.
. مهندسی دانشجویان مدلسازی، لاپلاس، تبدیلات کنش شناسی، آنالیز کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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قرار مطالعه مورد فرکانس و زمان دامنه در مختلف ورودی های به خطی سیستم های واکنش
زیادی شمار برای مهندسی و ریاضی دروس میان ارتباط که شده است باعث تفاوت این می گیرد.
مسائل به خود ریاضی دانش انتقال در آن ها نتیجه در نباشد. مشخص مهندسی دانشجویان از
مناسبی تعادل می توان مدلسازی مسائل از استفاده با شوند. روبرو چالش هایی با واقعی دنیای
مهم ابزارهای از یکی .[۵] نمود برقرار مهندسی دروس و ریاضیات مفاهیم از انتزاعی درک بین
ATD چارچوب در (PA) ١ کنش شناسی آنالیز دانشجویان ریاضی دانش تحلیل و تجزیه برای
سوالات شامل عملی بخش است. ٣ نظری و ٢ عملی بخش دو شامل کنش شناسی هر است.
نظری بخش شوند. استفاده سوالات حل برای می توانند که است τتکنیک هایی و T مختلف
استفاده شده تکنیک که می کند فراهم را گفتمانی تکنولوژی، است. Θ نظریه و θ تکنولوژی شامل
از استفاده با مختلفی پژوهش های می کند[٢]. توجیه را تکنولوژی ها نظریه، و می دهد توضیح را
به عنوان کرده اند. بررسی مسائل حل هنگام را دانشجویان استدلال های و تکنیک ها ابزار، این
با مشتق برمفهوم مبتنی ریاضی و مکانیک سوال دو در دانشجویان درک بررسی با [٣] مثال،
انتقال در اما کردند عمل موفق مکانیک سوال حل در دانشجویان که دریافتند AP از استفاده

بودند. مواجه مشکل با ریاضی زمینه در ارائه شده سوال به خود کنش شناسی
تحقیق روش .٢

انجام دوم نویسنده نظارت تحت که است اول نویسنده دکتری رساله از بخشی حاضر پژوهش
گروه سه عملکرد به مربوط یافته های مقاله، این در موجود، صفحه محدودیت به توجه با شده است.
(١ (شکل لاپلاس تبدیلات با مرتبط مدلسازی سوال یک حل در مهندسی دانشجویان از نفره دو
در و کنند گفتمان یکدیگر با خود تکنیک های مورد در شد گفته دانشجویان به شده است. گزارش

نمایند. بحث نظری) (قسمت آن ها پذیرش و استفاده دلیل مورد

(٣٢٨ صفحه (کرایه چیان، مصاحبه در شده انتخاب سوال :١ شکل

نتایج .٣
توجه با سوال خواندن از پس دانشجویان است. سوال از دانشجویان فهم ،PA از بخش اولین
یعنی کنم؟... چیکار باید رو این نمیشم ”متوجه شده بودند: سردرگمی دچار آن ها اظهارات به
که باشد این می تواند سردرگمی این علت .(C (گروه داره؟“ ربط سوال این به لاپلاس تبدیلات
رو چیزی چنین امتحان سوالات و تکلیف ها ”در بود: ناآشنا سوالاتی چنین حل دانشجویان برای

1Praxeology analysis
2Praxis
3Logos
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مهندسی دانشجویان کنش شناسی آنالیز
معادله یک یا کنیم حساب رو مختلف توابع لاپلاس تبدیل بتونیم ما کافیه فقط نمی خوان. ما از
مسئله نظری و عملی قسمت دو در گروه سه هر .(A (گروه کنیم“ حل روش این با رو دیفرانسیل
I = Q

t
رابطه به خود تکنیک در A گروه دانشجویان شدند. روبرو چالش هایی با مدلسازی

به dI = dQ

dt
نادرست رابطه از نوشتند. را LdI

dt
رابطه القاگر در جریان برای و کردند اشاره

تکنولوژی بیان در گروه این کردند. استفاده زمان با جریان تغییر نرخ نمایش برای I = dQ

dt
جای

گروه نبودند. موفق دیفرانسیل معادله صورت به آن نمایش و خود ذهنی مدل میان موجود رابطه
رابطه ای هیچ نتوانستند و شدند مشکل دچار مدار به مرتبط تکنیک های و روابط یادآوری در C
(فیزیک) قبلی دروس در مدار با مرتبط مباحث از برخی شدن حذف مشکل این دلیل بنویسند.
می دونم فقط من شده بود. حذف ما برای القاگر با مرتبط قسمت های اون نمیاد. یادم ”اینا بود:
کردند. اشاره جداگانه IC = Q

V
Vو = I

C
،Q = CV رابطه های به ابتدا B گروه خازنه“. c

را U = ١
٢LI٢ + ١

٢CV ٢ رابطه شده، نوشته رابطه های و مدار با مرتبط قوانین به توجه با آن ها
ذخیره شده انرژی نشان دهنده ترتیب به ١

٢CV ٢ و ١
٢LI٢ ، U آن ها گفتمان به توجه با که نوشتند

مدل سوال، در شده داده  مقادیر و معادله در V = I
C

رابطه جایگذاری با بود. خازن و القاگر در
دیفرانسیل معادلات با مدل این ارتباط ایجاد برای آن ها نوشتند. U = ۵I٢ + ۵I صورت به را
بکارگیری در گروه این کردند. بازنویسی U = ۵q′′ + ۵q′ صورت به را رابطه I = dq

dt
فرض با

نرخ درنظرگرفتن به محدود آن ها تکنولوژی و شدند اشتباه دچار القاگر و خازن با مرتبط تکنیک
بود. مرتبط نظریه ای ارائه بدون جریان شدت برای تغییرات

لاپلاس، تبدیلات از استفاده با دیفرانسیل معادله حل در C و A گروه دو عملکرد بررسی برای
آن ها از شد. داده آن ها به I = dQ

dt
رابطه و LdI

dt
+ Q

C
= E(t) (٢) پایه دیفرانسیل معادله

دیفرانسیل معادله شفاف سازی در گروه دو هر دهند. توضیح را روابط این که شد خواسته ابتدا
اشتباه به ابتدا A گروه دانشجویان نبودند. موفق نظری قسمت به مرتبط موجود ارتباط های و
در جایگذاری و I = dQ

dt
به توجه با گروه دو هر بردند. پی dI = dQ

dt
رابطه ی فرض در خود

تکنیک های از استفاده با کردند سعی و نوشتند را Ld٢Q
dt٢ + Q

C
= E(t) (١) معادله ،LdI

dtاز C و A (گروه معادله طرفین از گروه سه هر کنند. حل را آن لاپلاس تبدیلات با مرتبط
ویژگی های از استفاده در دانشجویان گرفتند. لاپلاس ((١) معادله از B گروه و (٢) معادله
از استفاده در A گروه نداشتند. مشکلی معادله چپ سمت لاپلاس محاسبه برای لاپلاس تبدیل
صورت به آن ابتدا و شدند روبرو مشکل با لاپلاس تبدیل ویژگی های و لاپلاس تبدیل جدول
مقداری چه نبودند مطمئن اما نمودند محاسبه L {١٠٠ − ١٠٠u١٠(t)} = ١٠٠

s
− ١٠٠ e−as

sتکنیک به اشاره با و جزوه در حل شده مشابه مثال چند بررسی از پس آن ها نمایند. a جایگزین را
C گروه و B گروه کنند. جایگزین را ١٠ عدد a جای به گرفتند تصمیم تکنولوژی ارائه بدون استاد
گروه های بنویسند. را ساید هوی تابع لاپلاس تبدیل توانستند جزوه و لاپلاس جدول به مراجعه با
استفاده کسر تفکیک از ،q(t) آوردن بدست برای رسیدند. Q(s) به ساده سازی از پس C و A
اشاره با لاپلاس، تبدیل جدول از استفاده و لاپلاس تبدیل معکوس از استفاده با سپس و نموده
دلتا (تابع ناهمگن اولیه مقدار دیفرانسیل معادله با مرتبط حل شده مثال و دوم انتقال قضیه به
به را آن q(t) محاسبه از پس A گروه در دانشجویان آوردند. بدست را q(t) جزوه در دیراک)
در دانشجویان بود. سوال مورد جریان شدت که صورتی در گرفتند درنظر مسئله جواب عنوان
دچار گیری مشتق فرآیند در آن ها گرفتند. مشتق q(t) از جریان شدت آوردن بدست برای C گروه
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آوردن بدست برای استفاده شده تکنیک در آن ها تشخیص حال، این با شدند. محاسباتی اشتباه
معادله به ساده سازی از پس نیز، B گروه می شود. نظرگرفته در تکنولوژی عنوان به جریان شدت
دلیل به آن حل ادامه از و دست یافتند ١٠٠

s
− ١٠٠ e−١٠s

s
= L {Q} (۵s٢ + ۵s)− ۵s− ۵

لاپلاس) تبدیلات روش با اولیه مقدار مسائل حل در اساسی (تکنیک کسر تفکیک در مشکل
بشه لاپلاس با اصلا نکنم فکر کنیم؟... حل چطوری میشه سخت خیلی این ” شدند: منصرف
و A گروه دو هر توسط استفاده شده تکنیک های لاپلاس“. با میشه سخت خیلی یعنی کرد حل
نظری قسمت و بود حفظ شده الگوریتم های مبنای بر (٢) و (١) دیفرانسیل معادله حل هنگام B

بود. جزوه در حل شده سوال و جزوه به متمرکز بیشتر تکنیک ها با مرتبط
نتیجه گیری و بحث .۴

از مهندسی دانشجویان فهم درباره را یافته هایی ،ATD نظریه در PA طریق از مطالعه این
کنش شناسی تحلیل می دهد. ارائه مدلسازی مسائل حل در آن ها رویکردهای و لاپلاس تبدیلات
و ولتاژ) برای کرشهف (قانون مدار از خود دانش میان ارتباط برقراری در دانشجویان که داد نشان
است این ممکن دلایل از یکی بودند. مواجه مشکل با داده شده مدار توصیف برای مدل یک ساخت
می شوند روبرو مشکلاتی با تغییرات نرخ عنوان به ثابت مقدار یک مفهوم سازی در دانشجویان که
لاپلاس تبدیلات کنش شناسی میان موثر پلی می توان مهندسی، مدلسازی مسائل از استفاده با .[۵]
دانشجویان عملکرد بهبود به رویکرد، این کرد. ایجاد مهندسی کاربردهای و دیفرانسیل معادلات در
تبدیل با مرتبط دانشجویان مشکلات عمده .[۵] می کند کمک مدلسازی مسائل حل در مهندسی
بود لاپلاس معکوس تبدیل و لاپلاس جدول از استفاده کسر، تفکیک ساید، هوی تابع لاپلاس
بر خود تکنیک های توضیح در مهندسی دانشجویان همچنین، است. همسو [۴] مطالعه با که
یادگیری بر آن ها به عبارت دیگر، داشتند. تمرکز استاد توسط ارائه شده تکنیک های و فرمول جزوه،
و توضیح دانشجویان نظر از زیرا داشتند. بیشتری توجه نظری قسمت به نسبت عملی قسمت
این بنابراین نیست انتظار مورد نهایی امتحان و تکالیف حل در استفاده شده تکنیک های توجیه
این امیدواریم است. راستا یک در [٣] پژوهش با یافته ها این نیستند. اهمیت حائز مطالب
قضایای و استدلال ها بر مبتنی فعالیت های از نماید تشویق را دیفرانسیل معادلات اساتید یافته ها
یادگیری به دانشجویان اهمیت افزایش به منجر می تواند امر این نمایند. استفاده بیشتر ریاضی

شود. ریاضی تکنیک های به مرتبط نظری قسمت
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دانش به ریاضیات آموزش و مصنوعی هوش آموزش بخشی اثر توامان افزایی هم
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∗ ١ پورمحمدباقر لطیفه
طباطبایی علامه دانشگاه رایانه، و ریاضی آمار، دانشکده کامپیوتر، گروه ١
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و آموزش حوزه در مهم موضوع یک به عنوان آموزان دانش به هوش مصنوعی آموزش چکیده.
ذهنی های توانمندی شامل حوزه، این در اساسی چالش های است. مطرح جامعه در فناوری
ریاضیات آموزش آموزان است. دانش برای الگوریتمیک و خلاق تفکر نیاز، مورد منطقی و
از است. موثر ها چالش این از گذر در آنان علمی های توانمندی تقویت و آموزان دانش به
بازی های تعاملی، روش های از استفاده طریق از بالا کیفیت با ریاضیات آموزش امروزه طرفی
نه تنها ها آن شکل، این به آموزش ارائه با است. پذیر امکان هوشمند های پلتفرم و آموزشی
مسئله حل و محاسباتی تفکر خلاقیت، قدرت بلکه کرد، خواهند کسب را فنی مهارت های
و آموزان دانش شغلی توسعه در مهم نقشی آموزش ها این کرد. خواهند تقویت نیز را خود
هوش آموزش متقابل نقش بر تمرکز رو این از می کنند. ایفا جامعه در فناوری پیشرفت
دانش مندی بهره در یکدیگر بر امر دو این توام افزایی هم و ریاضیات آموزش و مصنوعی
این تفصیلی بررسی به مقاله این در است. گذار اثر آنان آموزشی کیفیت افزایش و آموزان

است. شده پرداخته پیشنهادی راهکارهای ارائه و موضوع

مقدمه .١
مهم حوزه دو به عنوان برنامه نویسی و هوش مصنوعی ارتباطات، و اطلاعات فناوری عصر در
زمینه در افراد آموزش به نیاز تکنولوژی، روزافزون رشد با هستند. مطرح پیشرفت به رو و
فرآیندهای درگیر که افرادی به مفاهیم این آموزش می شود. احساس پیش از بیش هوش مصنوعی
تاثیر افراد علمی زمینه پیش میان این در است. برخوردار بسیاری اهمیت از هستند، آموزشی

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 97B80; Secondary 68T01,
97C40, 97C70.

. STEM رویکرد ریاضیات، آموزش مصنوعی، هوش آموزش کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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مصنوعی هوش آموزش باشد. می مصنوعی هوش آموزش مقوله با آنها رویارویی نحوه بر میتقیم
مدل و مسئله حل های حل راه بر تمرکز و مختلف مسائل در الگوریتمیک و خلاق تفکر نیازمند

است. ممکن آموزان دانش به ریاضی آموزش بر تمرکز با ها توانمندی این که است سازی
آموزان دانش با ارتباط در آن از گیری بهره و هوش مصنوعی آموزش اهمیت و ضرورت .٢

تغییرات در کلیدی نقش مدرن، دنیای بزرگ پیشرفت های از یکی به عنوان هوش مصنوعی
نیز کودکان به هوش مصنوعی مفاهیم و اصول آموزش اما دارد. فرهنگی و اقتصادی اجتماعی،
فناوری های با تا می دهد امکان آنها به نه تنها آموزش این است. برخوردار چشمگیری اهمیت از
تقویت را آنها خلاقیت و همکاری مسئله، حل انتقادی، تفکر می تواند بلکه شوند، آشنا بهتر آینده
در آموزان دانش بر هوش مصنوعی یادگیری بخشی اثر دهنده نشان شده انجام مطالعات کند.
اکتشاف، و کنجکاوی به تشویق ذهنی، مهارت های تقویت آینده، برای آمادگی همچون مواردی
خدمات و فریلنسری رشد ارزی، درآمدهای و صادرات ارتقا هوش مصنوعی، صنعت توسعه
مدیریت در هوش مصنوعی خدمات هوش مصنوعی، ادوات و اپلیکیشن ها توسعه هوش مصنوعی،
برنامه نویسی و هوش مصنوعی آموزش بنابراین، .[۴] باشد می جامعه واقعی مشکلات و مسائل
بازار بر زیادی مثبت تأثیرات بلکه می کند کمک آنان فردی توانایی های توسعه به نه تنها کودکان به
جوامع تربیتی و آموزشی اولویت های در باید مبحث این دارد. فناوری توسعه و ملی اقتصاد کار،
فازبندی نیازمند پایه از مصنوعی هوش بکارگیری و آموزش جهت منظور بدین گیرد. قرار مدنظر

باشیم. می زیر فازهای در کودکان به هوش مصنوعی آموزش
فاز روزمره، زندگی با ارتباط - دوم فاز هوش مصنوعی، اصلی مفاهیم با اولیه آشنایی - اول فاز

پیچیده تر مهارت های توسعه - چهارم فاز کاربردی، پروژه های - سوم
طریقی به الگو تشخیص و الگوریتم مانند هوش مصنوعی، پایه ای مفاهیم باید ابتدا فازها این در
به روزمره زندگی در هوش مصنوعی کارکرد چگونگی سپس شده داده آموزش بازی محور و ساده
مفاهیم آموزش جهت مفاهیم این از ادامه در و شود آموخته آموزان دانش به محور مثال صورت
های بازی ساخت سپس و عمیق یادگیری و عصبی شبکه های جمله از مصنوعی هوش پیشرفته
و آینده در هوش مصنوعی اهمیت به توجه با که است واضح پر شود. استفاده آموزشی هوشمند
به می تواند آموزان دانش به هوش مصنوعی آموزش ارتقا آن، با مرتبط توانمندی های به جامعه نیاز
خلاقیت مسئله، تحلیل انتقادی، تفکر مهارت های و شود منجر پرورش و آموزش در بزرگ تحولی
مفید آینده در آموزان دانش زندگی  جوانب همه در مهارت ها این .[۵] کنند تقویت را همکاری و
اقتصاد کار، بازار بر زیادی مثبت تأثیرات فردی توانایی های این توسعه که آنجا از بود. خواهند
مدنظر آموزان دانش تربیتی و آموزشی اولویت های در باید مبحث این دارد، فناوری توسعه و ملی

گیرد. قرار
هوش مصنوعی هدفمند آموزش .٣

که است رایانه علوم از شاخه ای ، Artificial Intelligence (AI) یا هوش مصنوعی
و سیستم ها ایجاد هوش مصنوعی، اصلی هدف دارد. تمرکز هوشمند ماشین های تولید روی بر
نیازمند انسانی هوش به که داشته باشند را وظایفی انجام توانایی که است کامپیوتری برنامه های
عملکرد مشابه عملکردی بتوانند ماشین ها که است این هوش مصنوعی از هدف واقع، در است.
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فرآیند به نیز برنامه نویسی .[۵] باشند یادگیری و مسائل حل به قادر و داشته باشند را انسان مغز
استفاده با برنامه نویسان دارد. اشاره کامپیوتری سیستم های برای الگوریتم ها و دستورات نوشتن
را سیستم ها که می کنند پیاده سازی و طراحی را الگوریتم هایی و دستورات گوناگون، زبان های از
ادراک و استدلال یادگیری، پایه سه بر هوش مصنوعی می کنند. آماده خاصی وظایف انجام برای
با مستقیمی ارتباط آموزان دانش در مفاهیم این با کار توانمندی ایجاد و آموزش است. استوار

دارد. آموزان دانش در ریاضیات آموزش از حاصل های توانمندی

آموزان دانش به هوش مصنوعی آموزش در اساسی چالش های .۴
آن ها پیشرفت مانع می تواند که است مواجه چالش هایی با کودکان به هوش مصنوعی آموزش
مناسب، آموزشی منابع کمبود فنی، مفاهیم دشواری سطح از عبارت چالش ها این از برخی شود.
آموزش به نیاز مناسب، آموزشی منابع و تجهیزات به نیار تعاملی، آموزشی راهکارهای به نیاز
چالش پر و دشوار می تواند آموزان دانش به هوش مصنوعی آموزش باشند. می والدین و معلمان
لازم های زیرساخت تامین و ملی آموزشی ریزی برنامه نیازمند فوق شده بیان های چالش باشد.
آموزش نیازمند تعاملی راهکارهای تامین و فنی مفاهیم دشواری جمله از دیگر برخی باشد. می
استفاده با و باشد می ریاضیات آموزش جمله از لازم آموزشی های پایه تقویت و مرتبط مفاهیم
چالش ها این می توان بازی گونه، فضاهای ایجاد و مناسب منابع تهیه جذاب، و ساده روش های از
به می تواند آموزان دانش به ریاضیات آموزش کرد. تبدیل آموزان دانش رشد برای فرصتی به را
فراهم و فناوری آینده ی برای را آن ها و کند کمک مسئله حل و خلاقیت محاسباتی، تفکر در آن ها

.[١] کند آماده مصنوعی هوش آموزش جهت لازم های زمینه نمودن

هوش مصنوعی یادگیری برای پیش نیازی به عنوان ریاضیات فراگیری .۵
با هوش مصنوعی یادگیری مسیر در اساسی پیش نیازی و پایه به عنوان ریاضیات آموزش
و سراسری کنکور در ریاضیات درصد آمارهای بررسی با و است روبه رو گوناگون چالش هایی
معرفی به بخش، این در نمود. کشف را درس این در دانشجویان ضعف می توان آزمون ها، سایر

می پردازیم: آنها حل در هوش مصنوعی مهم نقش و چالش ها این
ریاضیاتی مفاهیم تفهیم •

دانش آموز هر نیازهای با متناسب فراگیری •

دانش آموزان توجه جلب •

ریاضیات تدریس ماهر معلمان توسعه •
دانش آموزان مؤثرتر تعامل به می توان ریاضیات، آموزش با آن ترکیب و هوش مصنوعی از استفاده با
این یافت[٢]. دست پیش رو هوش مصنوعی یادگیری برای آنها بهتر آمادگی و ریاضیات با
یادگیری به سوی مؤثر مسیری و کرده کمک درسی مواد و دانش آموزان بین مؤثر تعامل به ترکیب

می آورد. فراهم هوش مصنوعی
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ریاضیات و مصنوعی هوش متقابل اثربخشی .۶

اثر مصنوعی، هوش آموزش و ریاضی آموزش خصوص در شده ذکر چالش های به توجه با
پایه عنوان به ریاضیات طرفی از است. مشهود کاملا ریاضیات و مصنوعی هوش متقابل بخشی
طرف از و است موثر مصنوعی هوش مفاهیم درک در نیاز مورد های توانمندی ایجاد جهت ای
آموزان دانش برای را ریاضیات یادگیری هوشمند ابزارهای ایجاد با تواند می مصنوعی هوش دیگر
هوشمند های بازی طراحی راستا این در نماید. تبدیل ای مرحله صورت به ساده و جذاب امری به
متوسط مقدماتی، سطح أساس بر و توامان صورت به مصنوعی هوش و ریاضیات مفاهیم آموزنده
پیشنهاد آموزان دانش به آموزش برای جدید و خلاقانه های پلتفرم طراخی همچنین و پیشرفته و
آموزش های ارائه بر علاوه بتوانند که شوند طراحی به گونه ای باید ها پلتفرم و ها بازی این می شود.
برای را دشواری مختلف سطوح در عملی پروژه های و تمرین ها انجام امکان مفید، و کاربردی
آموزان دانش آموزشی سفر آغاز برای را منحصربه فرد و خلاقانه پلتفرمی کند. فراهم آموزان دانش
به هیجان انگیز بازی های با را کودکان بلکه نمی پردازد، آموزش به تنها پلتفرم این کنید. تصور
سوق عملی تمرین های و پروژه ها ساخت به سوی را آن ها و می کند دعوت هوش مصنوعی تجربه
با متناسب ابزارهای و متنوع و جذاب آموزش تعاملی، یادگیری اصول از استفاده با می دهد.
استفاده با همچنین، می کند. فراهم آنها برای را شگفتی هایی پلتفرم این آموزان، دانش سنی سطح
مفاهیم با جذاب و هیجان انگیز بازی هایی قالب در کودکان تعاملی، یادگیری و گیمیفیکیشن از
یاد را جدید مهارت های بیشتری انگیزه و اشتیاق با و می شوند آشنا هوش مصنوعی و ریاضیات
داستان های می توانند کودکان انیمیشن، و تعاملی داستان سرایی ترکیب با طرفی، از .[٣] می گیرند
ایجاد برای ریاضیات در منطق وقوانین مصنوعی هوش اصول از و بسازند را خود خلاقانه
خلاقانه پلتفرم چنین طراحی با .[٢] استفاده کنند داستان ها در جذاب رخدادهای و شخصیت ها
هوش مصنوعی و ریاضیات آموزش به هیجان و خلاقیت بازی، از پر دنیایی در کودکان جذابی، و
(علم، STEM رویکرد .[۶] می دهند رشد بیشتری سرعت با را خود توانایی های و می شوند وارد
هوش مصنوعی آموزش در تکاملی، یادگیری رویکرد یک به عنوان ریاضیات) و مهندسی تکنولوژی،
علمی، مفاهیم ترکیب با رویکرد این می کند. ایفا مهمی بسیار نقش آموزان دانش به برنامه نویسی و
تفکر و مسائل حل نقادانه، تفکر یادگیری به را دانش آموزان ریاضیات، و مهندسی تکنولوژی،
زمینه در STEM یادگیری می کند. ترغیب برنامه نویسی و هوش مصنوعی زمینه های در خلاقانه
شده آشنا هوش مصنوعی پایه ای مفاهیم با تا می دهد را امکان این آموزان دانش به هوش مصنوعی
هوش مصنوعی مفاهیم دادن ارتباط با کنند. پیدا آن کاربردهای و کارکردها از عمیق تری درک و
حتی و کرده درک را مختلف مدل های و الگوریتم ها می توانند دانش آموزان ریاضی، مفاهیم به
کاربردی، پروژه های و عملی تجربه های طریق از کنند. پیاده سازی و طراحی را آن ها خودشان
خود توانایی های به و کرده بررسی را هوش مصنوعی مفاهیم مستقل به طور می توانند دانش آموزان

کنند. پیدا اعتماد زمینه این در
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ریاضیات و مصنوعی هوش افزایی هم
نتیجه گیری .٧

محاسباتی، تفکر توسعه برای بی نظیر فرصت یک آموزان، دانش به هوش مصنوعی آموزش
مهارت ها این آموزش با است. جامعه در فناوری پیشرفت و مسئله حل خلاقیت، مهارت های
این در بسازند. را فناوری به مسلط و هوشمند نسلی تا بود خواهند قادر آن ها آموزان، دانش به
ریاضیات و هوش مصنوعی آموزش برای نوین ایده هایی و راهکارها چالش ها، بررسی به مقاله
در اساسی چالش های از یکی شد. پرداخته یکدیگر بر زمینه دو این متقابل نقش بررسی و
صورت به باید مفاهیم این است فنی مفاهیم پیچیدگی آموزان، دانش به هوش مصنوعی آموزش
تا شود نهادینه آنان تفکر و استدلال نحوه در و تدریس نوجوانان و کودکان برای جذاب و ساده
صورت به ریاضیات آموزش کنند. درک را لازم مهارت های و شوند آشنا فناوری دنیای با بتوانند
از استفاده و کارگاه ها برگزاری باشد. می چالش این مدیریت راههای از یکی کامل و صحیح
هوش مصنوعی توامان یادگیری در آموزان دانش به می تواند آموزشی بازی های و تعاملی روش های
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رضایتمندی عملکرد بهبود برای معکوس تامين زنجيره در چند هدفه ریاضی مدل ارائه
جغرافيایی بعد از سرویس دهی عمليات خصوص در مشتری
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ایران صنعت و علم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده ریاضی، گروه استادیار ١
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و است شده طراحی تایر معکوس و رو  به  جلو تامین زنجیره یک تحقیق، این در چکیده.
در با چند محصولی چند دوره ای، چند هدفه، مختلط صحیح عدد خطی برنامه ریزی مدل یک
مفهوم ادغام از جدیدی ایده علاوه بر این، است. شده داده توسعه قطعیت عدم گرفتن نظر
مدل سازی ساختار در و گردیده پیشنهاد تامین زنجیره مدیریت و مشتری با ارتباط مدیریت
دنبال به را پیشنهادی راهکار بر مبتنی چندهدفه   مدل یک سپس است. شده گنجانده ریاضی

می کنیم. حل شده بازنگری چندگزینه ای هدف برنامه ریزی رویکردهای و قوی بهینه سازی

پیش گفتار .١
پاسخگویی جهت فرایندها از ترکیبی رو به جلو) تامین زنجیره کلاسیک، شکل (در تامین زنجیره
تولیدکنندگان، تامین کنندگان، مانند احتمالی نهادهای همه شامل که است مشتری درخواست به
شامل تامین زنجیره  مدیریت است. تجاری فروشندگان و خرده فروشان انبار، نقل، و حمل
جهت عملکرد بهبود هدف با هماهنگ و یکپارچه صورت به تامین زنجیره اعضای تمام هدایت
از بسیاری در معکوس لجستیک شبکه های گذشته، دهه در است. بیشتر سود و بهره وری ارتقا
است عبارت معکوس لجستیک داشته اند. چشمگیری رشد مختلف صنایع در تامین زنجیره های
نهایی محصولات نیمه ساخته، موجودی خام، مواد جریان کنترل و اجرا برنامه ریزی، موثر فرایند از
هدف با مبدا، نقطه به مصرف نقطه از هزینه، لحاظ از موثر صورت به آنها به مربوط اطلاعات و
عنوان به تامين زنجيره و معکوس لجستيک هزينه های .[١] مناسب دفع یا ارزش مجدد خلق
مدل روی بر محققان ،٢٠٢٣ سال در می گيرند. قرار استفاده مورد علم و صنعت در مترادف

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 91B76; Secondary 91B60.
. سرویس دهی عمليات مشتری، رضایتمندی معکوس، لجستیک تامین، زنجیره کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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که [٢] همکارانش و دینگ مدل سازی های به می توان جمله از شدند. متمرکز معکوس لجستیک
و بوت یا است ساز و ساخت در دایره ای اقتصاد برای معکوس و روبه جلو لجستیک مبنای بر
اهداف به دستیابی برای دایره ای اقتصاد در معکوس لجستیک نقش مبنای بر که [٣] همکارانش
می کند ارائه متخصصان برای را ارزشمند بینش چندین مقاله این نمود. اشاره است پایدار توسعه
اقتصاد یک پایدار) تدارکات و مسئولانه مصرف ضایعات، (کاهش معکوس لجستیک طریق از تا

می کند. کمک نیز متحد ملل سازمان پایدار توسعه اهداف به تحقیق این نمایند. ایجاد دایره ای
ریاضی مدل سازی .٢

می کنیم. معرفی را زیر نمادهای ابتدا مدل سازی انجام برای
شاخص ها.

:j توزیع؛ مراکز ثابت مکان های فهرست :i تولیدی؛ کارخانه های ثابت مکان های فهرست :l
ترکیبی؛ مراکز برای بالقوه مکان های فهرست :k جمع آوری؛ مراکز بالقوه مکان های فهرست
برای موجود بالقوه مکان های فهرست :n ٢؛ و ١ نوع مشتریان ثابت مکان های فهرست :m

. ٣ نوع مشتریان ثابت مکان های فهرست :o بازیافت؛ کارخانه های
تصمیم گیری. متغیر های

محصول مقدار :Q′

p′nt t؛ دوره در l تولیدی کارخانه توسط شده تولید p محصول مقدار :Qpltارسال p محصول مقدار :ABplit t؛ دوره در n بازیافت کارخانه توسط شده تولید p′ بازیافتی
از شده ارسال p محصول مقدار :ACplkt t؛ دوره در i توزیع مرکز به l تولید کارخانه از شده
مرکز از شده ارسال p محصول مقدار :ADpimt t؛ دوره در k هیبریدی مرکز به l تولید کارخانه
به k هیبریدی مرکز از شده ارسال p محصول مقدار :AEpkmt t؛ دوره در m مشتری به i توزیع
هیبریدی مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AFpmkt t؛ دوره در m مشتری
دوره در j جمع آوری مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AGpmjt t؛ دوره در k
:AIpjnt t؛ دوره در i توزیع مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AHpmit t؛
:AJpint t؛ دوره در n بازیافت کارخانه به j جمع آوری مرکز از شده ارسال p محصول مقدار
مقدار :AKpknt t؛ دوره در n بازیافت کارخانه به i توزیع مرکز از شده ارسال p محصول مقدار
مقدار :ALp′not ؛ t دوره در n بازیافت کارخانه به k هیبریدی مرکز از شده ارسال p محصول
سطح :ANplts t؛ دوره در o مشتری به n بازیافت کارخانه از شده ارسال p′ بازیافتی محصول
پشتیبان سفارش سطح :BOmpts s؛ سناریو تحت t دوره در l کارخانه در p محصول موجودی
و صفر متغیرهای Wn و Zk ،Yj ،Xi s؛ سناریو تحت t دوره در p محصول برای m مشتری
کارخانه و k هیبریدی ،j جمع آوری ،i توزیع مراکز اگر هستند یک ترتیب به که می باشند یک
و OE ،OD ،OC ،OB ،OA می باشند؛ صفر این صورت غیر در و باشند باز n بازیافت
E ،D ،C ،B ،A گزینه های اگر می باشند یک ترتیب به که هستند یک و صفر متغیرهای OF

داده p رایگان محصول کل تعداد :FFpmt هستند؛ صفر این صورت، غیر در و باشند فعال F و
.t دوره در مشتری به شده

پارامترها.
حسب بر p′ بازیافتی محصول واحد قیمت :PAp′t t؛ دوره در p محصول واحد قیمت :PPptتامین واحد هزینه :RCp′t t؛ دوره در p محصول تولید هزینه و تامین واحد :PCpt t؛ دوره در تن
محصول برای m مشتری تقاضای :Dmpts t؛ دوره در تن حسب بر p′ بازیافتی محصول تولید و
تن به p بازیافتی محصول برای o مشتری تقاضای کاهش :D′

op′ts s؛ سناریو تحت t دوره در p
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کارخانه از شده ارسال p محصول برای واحد نقل و حمل هزینه :TDpt s؛ سناریو تحت t دوره در
ارسال p محصول برای واحد نقل و حمل هزینه :TRpt t؛ دوره در هیبریدی توزیع/ مراکز به تولید
نقل و حمل هزینه :TOp′t t؛ دوره در بازیافت کارخانه های به جمع آوری/هیبرید مراکز از شده
دوره در ٣ نوع مشتریان به بازیافت کارخانه های از شده ارسال p′ بازیافتی محصول برای واحد
افتتاح برای ثابت هزینه :FCCj هیبریدی؛ به i توزیع مرکز تبدیل برای ثابت هزینه :ICi t؛
ثابت هزینه :FCn k؛ هیبریدی مرکز کردن باز برای ثابت هزینه :FCHk j؛ جمع آوری مرکز
درگیری بدون می توان که شده استفاده محصولات تعداد :αt n؛ بازیافت کارخانه افتتاح برای
هر در کشور در محصولات مصرف میزان میانگین :γ کرد؛ برخورد t زمانی دوره در آنها با مشتری
رایگان جدید محصول یک داشتن برای مشتریان که شده ای استفاده محصولات تعداد :β دوره؛
کارخانه بین فاصله :DBlk i؛ توزیع مرکز و l تولید کارخانه بین فاصله :DAli برگردانند؛ باید
:DDjn n؛ بازیافت کارخانه و k هیبریدی مرکز بین فاصله :DCkn k؛ هیبریدی مرکز و l تولید
کارخانه و i توزیع مرکز بین فاصله :DEin n؛ بازیافت کارخانه و j آوری جمع مرکز بین فاصله
ظرفیت حداکثر :MXCj o؛ مشتری و n بازیافت کارخانه بین فاصله :DFno n؛ بازیافت
:XCFk j؛ جمع آوری مرکز از استفاده قبول قابل ظرفیت حداقل :MNCj j؛ جمع آوری مرکز
ظرفیت حداقل :NCFk جلو؛ جهت در محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز ظرفیت حداکثر
مرکز ظرفیت حداکثر :XCRk جلو؛ جهت در محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز قبول قابل
قابل ظرفیت حداقل :NCRk عقب؛ جهت در شده مصرف محصولات دریافت در k هیبریدی
ظرفیت حداکثر :UFi عقب؛ جهت در شده مصرف محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز قبول
هیبریدی به عقب جهت در که i توزیع مرکز ظرفیت حداکثر :URi جلو؛ جهت در i توزیع مرکز
:CNns s؛ سناریو تحت l تولیدی کارخانه در p محصول تولید ظرفیت :CAPpls شد؛ تبدیل
محصولات واحد تعداد تغییر ماتریس :MMp′p s؛ سناریو تحت n بازیافت کارخانه ظرفیت
جلو؛ به رو جهت در محصولات برای شاخص :P تن؛ حسب بر محصول اجزای معادل وزن به
فهرست :a دوره ها؛ برای شاخص :t معکوس؛ جهت در بازیافتی محصولات برای شاخص :P ′

واحد موجودی نگهداری شده تمام بهای :HHplt سناریوها؛ برای شاخص :s CRM؛ گزینه های
در p محصول واحد پشتیبان سفارش هزینه :CBOpt t؛ دوره در l تولیدی کارخانه در p محصول
COF و COE ،COD ،COC ،COB بزرگ؛ کافی اندازه به مثبت عدد یک :M t؛ دوره
تأثیر بردار :α = [αA, αB, αC , αD, αE, αF ] F؛ و E ،D ،C ،B گزینه هزینه ترتیب به

است. مشتری رضایت بر شده تعریف CRM گزینه های تاثیر سطح نشان دهنده
کلی رضایت رساندن حداکثر به کل، سود رساندن حداکثر به شده ارائه مدل اصلی اهداف
که مشتریانی و شود افتتاح است قرار که مجموعه ای بین کل فاصله رساندن حداقل به و مشتری
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می باشند. زیر شرح به می گردانند باز بیشتر را خود شده استفاده محصولات
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∑

p

∑

m

CBOptBOmpts

−

(

∑

t

∑

p

∑

m

FFpmtPPptOA
)

− COB ×OB)− (COC ×OC)− (COD ×OD),

MaxF٢ =
١
γ
V (U(α)), (٢ . ٢)

تابعی V و می شود گرفته نظر در مشتری رضایت سطح محاسبه برای تابعی U(α) آن در که
نظر در با را مشتریان از شده دریافت شده مصرف محصولات کل مقدار که است شده فرض خطی

می کند. حساب مشتری رضایت گرفتن
(٢ . ٣)

MinF٣ =
∑

t

∑

p

∑

m

∑

k

AFpmktDGmk +
∑

t

∑

p

∑

m

∑

j

AGpmjtDHmj

+
∑

t

∑

p

∑

m

∑

i

AHpmitDImi

شامل نیز مدل این بهینه سازی، و برنامه ریزی رویکرد مدل هر مانند به که باشید داشته توجه
نمود: تقسیم قسمت سه به می توان را آنها که می باشد محدودیت هایی

موجودی و جریان در تعادل از اطمینان برای که محدودیت) ١١) تعادل محدودیت های •

می شوند، استفاده است فرآیند کل در محصولات
سیستم ظرفیت های اعمال و تعریف برای که محدودیت) ١٠) ظرفیت محدودیت های •

می گردند، ارائه
مدل یکپارچگی و ثبات حفظ منظور به که محدودیت) ١٢) نقل و حمل محدودیت های •

نقل و حمل عدم کننده تضمین و می گردند ارائه نقل و حمل شبکه پیوند های با رابطه در
است. غیرمرتبط مکان های بین

فوق مساله کارایی اما نمی باشد امکان پذیر اینجا در محدودیت ها تمام ذکر که باشید داشته توجه
توسط NSGAII الگوریتم توسط تصادفی و عینی مثال چند برای محدودیت ها گرفتن نظر در با

است. آمده دست به آن از جالبی نتایج و است شده انجام نویسنده
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معکوس تامين زنجيره در هدفه چند ریاضی مدل ارائه
نتیجه گیری .٣

و استراتژیک تصمیمات در CRM مفهوم گنجاندن تحقیق، این در اصلی چالش های از
زیر دلایل به استراتژیک تصمیمی عنوان به شبکه طراحی به خصوص، است. SCM تاکتیکی
کارآمدی و موثر روابط تا سازد می قادر را شرکت خوب شبکه یک طراحی اول، است. توجه مورد
با می توان را جدیدی اقدام برنامه های ،CRM گرفتن نظر در با دوم، باشد. داشته خود مشتریان با
همکاری برای مشتریان انگیزه به می تواند که کرد تعریف مشتری رضایت رساندن حداکثر به هدف
نیاز گرفتن نظر در سوم، کند. کمک معکوس جریان در نهایی محصولات جمع آوری در SC با
متمایز جهانی رقابتی بازار در را SC می تواند است مشتری ارزش افزایش معنای به که مشتری
تبدیل معادل قوی همتای یک به را آن پیشنهادی، سناریو بر مبتنی مدل حل برای اینرو، از کند.
کارآمد راه حل یک آوردن دست به برای شده تجدیدنظر گزینه ای چند برنامه ریزی روش یک و کرده
شامل تایر صنعت از مطالعه ای کارایی، بررسی برای شد. گرفته کار به مدل هدف تابع سه با
است شده انجام پیشرو تایر SC شبکه در اصلی مشتری هشت و توزیع مرکز دو تولید، کارخانه
بررسی نمونه مقایسه  ای جداول و شکل ها ارائه امکان کنفرانس، صفحات محدودیت جهت (به

نیست). شده
مراجع

1. Z. Lu and N. Bostel, A facility location model for logistics systems including
reverse flows: The case of remanufacturing activities, Comput. Oper. Res. 34
(2007), 299–323.

2. L. Ding, T. Wang and P.W. Chan, Forward and reverse logistics for circular
economy in construction: A systematic literature review, J. Cleaner Production.
388 (2023), no. 135981.

3. A.S. Butt, I. Ali and K. Govindan, The role of reverse logistics in a circular
economy for achieving sustainable development goals: a multiple case study of
retail firms, Product. Plan. Control. (2023) 1-13.
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سیمپسون روش از استفاده با LR فازی اعداد مقایسه ی برای بهبودیافته کر نامساوی تقریب
مقدم٣ قربانی خاطره و ،٢ قنبری رضا ،∗ ١ راهدار سحر

مشهد مشهد، فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده دکتری دانشجوی ١
s.rahdar@mail.um.ac.ir

مشهد مشهد، فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده علمی هیئت عضو ٢
rghanbari@um.ac.ir

تهران خوارزمی، دانشگاه مصاحب، دکتر ریاضی تحقیقات موسسه علمی هیئت عضو ٣
k.ghorbani@khu.ac.ir

تاکنون فازی، بهینه سازی الگوریتم های در فازی اعداد مقایسه ی گسترده ی کاربردهای وجود با چکیده.
برای شده شناخته روش های جمله از است. نشده ارائه فازی عددهای مقایسه ی برای فراگیری روش
روش از استفاده با می خواهیم مقاله این در ما است. یافته بهبود کر روش فازی، عدد دو مقایسه ی
برای مستقیمی فرمول و بزنیم تقریب را یافته بهبود کر روش در موجود انتگرال های سیمپسون، تقریبی
مختلف انواع از مثال هایی روی بر را آمده بدست فرمول سپس دهیم. ارائه LR فازی اعداد مقایسه
آن کاربرد به می توان پیشنهادی فرمول مهم کاربردهای از انتها، در سازی کنیم. پیاده LR فازی اعداد

نمود. اشاره بهینه سازی الگوریتم های در

مقدمه .١
مدیریت منظور به هستند. همراه ابهام و قطعیت عدم با اغلب اطلاعات کنونی متغیر و پیچیده دنیای در
مهم چالش های از یکی . می شود گرفته کار به قدرتمند ابزار یک عنوان به فازی منطق قطعیت، عدم این
کر .[٣] می کند ایفا حیاتی نقش علمی کاربردهای از بسیاری در که است فازی اعداد مقایسه زمینه، این در
ارائه فازی عدد دو مقایسه برای روش یک فازی، ماکزیمم محاسبه و گسترش اصل از استفاده با ،[٢] در ١

محاسبه به نیاز بدون که طوری به پرداختند، کر روش بهبود به ،[١] در همکاران و قنبری سپس است. کرده
که آن جا از ببینید). [١] در را (جزئیات کرد مقایسه هم با را LR فازی عدد دو می توان فازی، ماکزیمم
مستقیم محاسبه ی و است انتگرال تعدادی شامل [١] LR فازی اعداد مقایسه ی برای بهبودیافته کر فرمول

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. سیمپسون تقریب یافته، بهبود کر روش ،LR فازی اعداد کلیدی. واژگان
سخنران ∗

Kerre١
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در است، همراه زیادی چالش های با اغلب بالا، دقت به نیاز و ریاضی ذاتی پیچیدگی دلیل به انتگرال ها
فازی اعداد مقایسه ی برای بسته فرمول یک انتگرال، تقریب روش های از استفاده با تا برآمدیم آن صدد
روش های از بسیاری به نسبت محاسباتی کارایی و بالا دقت ترکیب با سیمپسون روش کنیم. ارائه LR
روش این از انتگرال تقریب برای ما لذا می دهد، ارائه پایدارتری و دقیق تر نتایج انتگرال، تقریب دیگر
سازی پیاده LR فازی اعداد از مختلفی انواع روی بر را آمده بدست فرمول ادامه در می کنیم. استفاده

کرد. خواهیم
مقدماتی تعریف های .٢

عضویت: تابع با Ã فازی مجموعه یک [٣] .٢ . ١ تعریف

µ
Ã
(x) =

{
L( b−x

α
), x ≤ b,

R(x−b
β

), x ≥ b,
(٢ . ١)

[٠, ١] به R+ از ناافزایشی تابع یک (R مشابه طور (به L آن، در که می نامند LR فازی عدد یک
نماد با را عدد این .٠ < L(x) < ١ ،x ̸= ٠, ١ برای و L(١) = ٠ و L(٠) = ١ که است
پهنای ترتیب به β و α میانی، مقدار b ،LR فازی عدد نمایش در می دهند. نشان Ã = (b/α/β)LR

می شوند. نامیده تولید توابع R و L توابع و هستند Ã راست پهنای و چپ
است Ã = (AL, AR) صورت به Ã LR فازی عدد دیگر نمایش ،٢ . ١ تعریف اساس بر .٢ . ٢ توجه

هستند. Ã فازی عدد راست و چپ سمت توابع ترتیب به AR و AL که
α = b−a که می شود داده نمایش Ã = (a/b/c)LR صورت به LR فازی عدد ادامه، در .٢ . ٣ توجه

.β = c− b و
LR دلخواه فازی عدد دو Ñ = (a′/b′/c′)LR و M̃ = (a/b/c)LR کنید فرض [١] .۴ . ٢ تعریف

داریم: b ≤ b′ اگر هستند،

r(M̃, Ñ) =

∫ b

min(a,a′)
(M̃(z)− Ñ(z))dz +

∫ b′

b

∣∣∣M̃(z)− Ñ(z)
∣∣∣ dz

+

∫ max(c,c′)

b′
(Ñ(z)− M̃(z))dz.

(٢ . ٢)

LR دلخواه فازی عدد دو Ñ = (a′/b′/c′)LR و M̃ = (a/b/c)LR کنید فرض [١] .۵ . ٢ تعریف
.M̃ ≥ Ñ اینصورت، غیر در M̃ ≤ Ñ آن گاه r(M̃, Ñ) ≥ ٠ اگر هستند،

یافته بهبود کر روش در سیمپسون تقریب از استفاده .٣
استفاده (٢ . ٢) فرمول انتگرال های تقریب برای سیمپسون تقریبی روش از می خواهیم بخش این در

نماییم.
هستند، LR دلخواه فازی عدد دو Ñ = (a′/b′/c′)LR و M̃ = (a/b/c)LR کنید فرض .٣ . ١ قضیه

داشت: خواهیم را زیر حالت های سیپسون تقریب از استفاده با صورت این در
آن گاه: c ≤ a′ اگر اول: حالت
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r(M̃, Ñ) =
٢
٣ [(b− a)ML(

a+ b

٢ ) + (c− b)MR(
b+ c

٢ )

+ (b′ − a′)NL(
a′ + b′

٢ ) + (c′ − b′)NR(
b′ + c′

٢ )]

+
١
۶ [c− a+ c′ − a′].

آن گاه: b = b′ اگر دوم: حالت

r(M̃, Ñ) =
ā− a

۶ [ML(a)−NL(a) + ۴(ML(
ā+ a

٢ )−NL(
ā+ a

٢ ))

+ML(ā)−NL(ā)] +
b− ā

۶ [ML(ā)−NL(ā) + ۴(ML(
ā+ b

٢ )

−NL(
ā+ b

٢ ))] +
c− b

۶ [۴(NR(
b+ c

٢ )−MR(
b+ c

٢ )) +NR(c)

−MR(c)] +
c̄− c

۶ [NR(c)−MR(c) + ۴(NR(
c̄+ c

٢ )−MR(
c̄+ c

٢ ))

+NR(c̄)−MR(c̄)].

.c = min(c, c′) و c̄ = max(c, c′) ،a = min(a, a′) ،ā = max(a, a′) که
آن گاه: a′ ≤ b و b′ ≤ c ،b < b′ اگر سوم: حالت

r(M̃, Ñ) =
ā− a

۶ [ML(a)−NL(a) + ۴(ML(
ā+ a

٢ )−NL(
ā+ a

٢ )) +ML(ā)

−NL(ā)] +
b− ā

۶ [ML(ā)−NL(ā) + ۴(ML(
ā+ b

٢ )−NL(
ā+ b

٢ ))

+ ١ −NL(b)] +
x̄− b

۶ [١ −NL(b) + ۴(MR(
b+ x̄

٢ )−NL(
b+ x̄

٢ ))

+MR(x̄)−NL(x̄)] +
b′ − x̄

۶ [NL(x̄)−MR(x̄) + ۴(NL(
x̄+ b′

٢ )

−MR(
x̄+ b′

٢ )) + ١ −MR(b
′)] +

c− b′

۶ [١ −MR(b
′) + ۴(NR(

b′ + c

٢ )

−MR(
b′ + c

٢ )) +NR(c)−MR(c)] +
c̄− c

۶ [NR(c)−MR(c)

+ ۴(NR(
c̄+ c

٢ )−MR(
c̄+ c

٢ )) +NR(c̄)−MR(c̄)]

.x̄ = b′c−ba′

(b′−a′)+(c−b) که
،b < b′) و (b ≤ a′ و b′ ≤ c ،b < b′) ،(c ≤ b′ و a′ ≤ b ،b < b′) دیگر حالت سه برای

می آید. دست به جداگانه صورت به بسته ای فرمول  قبل، حالت مشابه (c ≤ b′ و b ≤ a′
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عددی نتایج .۴
بازه یک در LR فازی عدد ۵٠٠ روی بر را آن ها ما پیشنهادی، فرمول های عملکرد ارزیابی برای
[−۵٠٠, ۵٠٠] بازه از تصادفی صورت به مطالعه این در استفاده مورد فازی اعداد کردیم. اجرا مشخص
Ryzen ۵ پردازنده مشخصات با لپ تاپ یک روی بر پیاده سازی ها و محاسبات تمامی شدند. انتخاب
در نتایج از قسمتی است. شده سازی پیاده ٣٫١١ ورژن پایتون افزار نرم محیط در و گیگابایت ١۶ رم و

است. شده داده نشان (١) جدول

فازی عدد دو مقایسه :١ جدول
M̃ فازی عدد Ñ فازی عدد rk مقدار rs مقدار

(−٢۴١/− ٢٠۴/١۴٧)LR (٨١/١١٣/٣٩٨)LR ٣٩٨٫٧٣٨٩ ٣٩٨٫٧٣٨٩
(−۴٢۴/− ٣٩۶/− ٧٧)LR (−١٩٣/− ١٧٢/۴٠٣)LR ۵٠٣٫٨٠٨۵ ۵٠٣٫٨٠٨۵
(−٣۴٩/− ٣٢٠/١۵١)LR (−١٣٧/− ١٠٩/۴۵٠)LR ۴٣١٫۵٩٠٩ ۴٣١٫۵٩٠٩
(−١٨٣/− ١٣۵/− ۵٣)LR (٢١٢/٢۴٨/۴٣٩)LR ٢٠٨٫٢۵ ٢٠٨٫٢۵
(−٩٠/− ۵١/٣٣۵)LR (٢٠٠/٢٢٢/٣۵٠)LR ٢٨٣٫٣٣٩٣ ٢٨٣٫٣٣٩٣

(٢ . ٢) فرمول از استفاده با شده محاسبه r(M̃, Ñ) مقدار ترتیب به چهارم و سوم ستون جدول، این در
است. سیمپسون از استفاده با پیشنهادی بسته فرمول و

نتیجه گیری .۵
بهبودیافته، کر فرمول در موجود انتگرال های برای تقریبی سیمپسون، روش از استفاده با مقاله، این در
آن کاربردهای از که است O(1) پیچیدگی دارای تقریب این آوردیم. بدست LR فازی اعداد مقایسه برای

کرد. اشاره بهینه سازی مسائل حل به توان می
مراجع

[1] R. Ghanbari, Kh. Ghorbani-Moghadam and N. Mahdavi-Amiri, A variables neighborhood
search algorithm for solving fuzzy quadratic programming problems using modified Kerre’s
method, Soft Comput. (2019), no. 23, 12305–12315.

[2] X. Wang , E.E. Kerre, Reasonable properties for the ordering of fuzzy quantities (II),
Fuzzy Sets Syst. (2001), no. 118, 387–405.

[3] H.J. Zimmermann, Fuzzy set theory and its applications, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 2001.
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رضایتمندی عملکرد بهبود برای معکوس تامين زنجيره در چند هدفه ریاضی مدل ارائه
جغرافيایی بعد از سرویس دهی عمليات خصوص در مشتری

∗ ١ کعبی نژاد پرستو
ایران صنعت و علم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده ریاضی، گروه استادیار ١

parastookabinejad@iust.ac.ir

و است شده طراحی تایر معکوس و رو  به  جلو تامین زنجیره یک تحقیق، این در چکیده.
در با چند محصولی چند دوره ای، چند هدفه، مختلط صحیح عدد خطی برنامه ریزی مدل یک
مفهوم ادغام از جدیدی ایده علاوه بر این، است. شده داده توسعه قطعیت عدم گرفتن نظر
مدل سازی ساختار در و گردیده پیشنهاد تامین زنجیره مدیریت و مشتری با ارتباط مدیریت
دنبال به را پیشنهادی راهکار بر مبتنی چندهدفه   مدل یک سپس است. شده گنجانده ریاضی

می کنیم. حل شده بازنگری چندگزینه ای هدف برنامه ریزی رویکردهای و قوی بهینه سازی

پیش گفتار .١
پاسخگویی جهت فرایندها از ترکیبی رو به جلو) تامین زنجیره کلاسیک، شکل (در تامین زنجیره
تولیدکنندگان، تامین کنندگان، مانند احتمالی نهادهای همه شامل که است مشتری درخواست به
شامل تامین زنجیره  مدیریت است. تجاری فروشندگان و خرده فروشان انبار، نقل، و حمل
جهت عملکرد بهبود هدف با هماهنگ و یکپارچه صورت به تامین زنجیره اعضای تمام هدایت
از بسیاری در معکوس لجستیک شبکه های گذشته، دهه در است. بیشتر سود و بهره وری ارتقا
است عبارت معکوس لجستیک داشته اند. چشمگیری رشد مختلف صنایع در تامین زنجیره های
نهایی محصولات نیمه ساخته، موجودی خام، مواد جریان کنترل و اجرا برنامه ریزی، موثر فرایند از
هدف با مبدا، نقطه به مصرف نقطه از هزینه، لحاظ از موثر صورت به آنها به مربوط اطلاعات و
عنوان به تامين زنجيره و معکوس لجستيک هزينه های .[١] مناسب دفع یا ارزش مجدد خلق
مدل روی بر محققان ،٢٠٢٣ سال در می گيرند. قرار استفاده مورد علم و صنعت در مترادف

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 91B76; Secondary 91B60.
. سرویس دهی عمليات مشتری، رضایتمندی معکوس، لجستیک تامین، زنجیره کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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کعبی نژاد پ.
که [٢] همکارانش و دینگ مدل سازی های به می توان جمله از شدند. متمرکز معکوس لجستیک
و بوت یا است ساز و ساخت در دایره ای اقتصاد برای معکوس و روبه جلو لجستیک مبنای بر
اهداف به دستیابی برای دایره ای اقتصاد در معکوس لجستیک نقش مبنای بر که [٣] همکارانش
می کند ارائه متخصصان برای را ارزشمند بینش چندین مقاله این نمود. اشاره است پایدار توسعه
اقتصاد یک پایدار) تدارکات و مسئولانه مصرف ضایعات، (کاهش معکوس لجستیک طریق از تا

می کند. کمک نیز متحد ملل سازمان پایدار توسعه اهداف به تحقیق این نمایند. ایجاد دایره ای
ریاضی مدل سازی .٢

می کنیم. معرفی را زیر نمادهای ابتدا مدل سازی انجام برای
شاخص ها.

:j توزیع؛ مراکز ثابت مکان های فهرست :i تولیدی؛ کارخانه های ثابت مکان های فهرست :l
ترکیبی؛ مراکز برای بالقوه مکان های فهرست :k جمع آوری؛ مراکز بالقوه مکان های فهرست
برای موجود بالقوه مکان های فهرست :n ٢؛ و ١ نوع مشتریان ثابت مکان های فهرست :m

. ٣ نوع مشتریان ثابت مکان های فهرست :o بازیافت؛ کارخانه های
تصمیم گیری. متغیر های

محصول مقدار :Q′

p′nt t؛ دوره در l تولیدی کارخانه توسط شده تولید p محصول مقدار :Qpltارسال p محصول مقدار :ABplit t؛ دوره در n بازیافت کارخانه توسط شده تولید p′ بازیافتی
از شده ارسال p محصول مقدار :ACplkt t؛ دوره در i توزیع مرکز به l تولید کارخانه از شده
مرکز از شده ارسال p محصول مقدار :ADpimt t؛ دوره در k هیبریدی مرکز به l تولید کارخانه
به k هیبریدی مرکز از شده ارسال p محصول مقدار :AEpkmt t؛ دوره در m مشتری به i توزیع
هیبریدی مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AFpmkt t؛ دوره در m مشتری
دوره در j جمع آوری مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AGpmjt t؛ دوره در k
:AIpjnt t؛ دوره در i توزیع مرکز به m مشتری از شده ارسال p محصول مقدار :AHpmit t؛
:AJpint t؛ دوره در n بازیافت کارخانه به j جمع آوری مرکز از شده ارسال p محصول مقدار
مقدار :AKpknt t؛ دوره در n بازیافت کارخانه به i توزیع مرکز از شده ارسال p محصول مقدار
مقدار :ALp′not ؛ t دوره در n بازیافت کارخانه به k هیبریدی مرکز از شده ارسال p محصول
سطح :ANplts t؛ دوره در o مشتری به n بازیافت کارخانه از شده ارسال p′ بازیافتی محصول
پشتیبان سفارش سطح :BOmpts s؛ سناریو تحت t دوره در l کارخانه در p محصول موجودی
و صفر متغیرهای Wn و Zk ،Yj ،Xi s؛ سناریو تحت t دوره در p محصول برای m مشتری
کارخانه و k هیبریدی ،j جمع آوری ،i توزیع مراکز اگر هستند یک ترتیب به که می باشند یک
و OE ،OD ،OC ،OB ،OA می باشند؛ صفر این صورت غیر در و باشند باز n بازیافت
E ،D ،C ،B ،A گزینه های اگر می باشند یک ترتیب به که هستند یک و صفر متغیرهای OF

داده p رایگان محصول کل تعداد :FFpmt هستند؛ صفر این صورت، غیر در و باشند فعال F و
.t دوره در مشتری به شده

پارامترها.
حسب بر p′ بازیافتی محصول واحد قیمت :PAp′t t؛ دوره در p محصول واحد قیمت :PPptتامین واحد هزینه :RCp′t t؛ دوره در p محصول تولید هزینه و تامین واحد :PCpt t؛ دوره در تن
محصول برای m مشتری تقاضای :Dmpts t؛ دوره در تن حسب بر p′ بازیافتی محصول تولید و
تن به p بازیافتی محصول برای o مشتری تقاضای کاهش :D′

op′ts s؛ سناریو تحت t دوره در p
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معکوس تامين زنجيره در هدفه چند ریاضی مدل ارائه
کارخانه از شده ارسال p محصول برای واحد نقل و حمل هزینه :TDpt s؛ سناریو تحت t دوره در
ارسال p محصول برای واحد نقل و حمل هزینه :TRpt t؛ دوره در هیبریدی توزیع/ مراکز به تولید
نقل و حمل هزینه :TOp′t t؛ دوره در بازیافت کارخانه های به جمع آوری/هیبرید مراکز از شده
دوره در ٣ نوع مشتریان به بازیافت کارخانه های از شده ارسال p′ بازیافتی محصول برای واحد
افتتاح برای ثابت هزینه :FCCj هیبریدی؛ به i توزیع مرکز تبدیل برای ثابت هزینه :ICi t؛
ثابت هزینه :FCn k؛ هیبریدی مرکز کردن باز برای ثابت هزینه :FCHk j؛ جمع آوری مرکز
درگیری بدون می توان که شده استفاده محصولات تعداد :αt n؛ بازیافت کارخانه افتتاح برای
هر در کشور در محصولات مصرف میزان میانگین :γ کرد؛ برخورد t زمانی دوره در آنها با مشتری
رایگان جدید محصول یک داشتن برای مشتریان که شده ای استفاده محصولات تعداد :β دوره؛
کارخانه بین فاصله :DBlk i؛ توزیع مرکز و l تولید کارخانه بین فاصله :DAli برگردانند؛ باید
:DDjn n؛ بازیافت کارخانه و k هیبریدی مرکز بین فاصله :DCkn k؛ هیبریدی مرکز و l تولید
کارخانه و i توزیع مرکز بین فاصله :DEin n؛ بازیافت کارخانه و j آوری جمع مرکز بین فاصله
ظرفیت حداکثر :MXCj o؛ مشتری و n بازیافت کارخانه بین فاصله :DFno n؛ بازیافت
:XCFk j؛ جمع آوری مرکز از استفاده قبول قابل ظرفیت حداقل :MNCj j؛ جمع آوری مرکز
ظرفیت حداقل :NCFk جلو؛ جهت در محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز ظرفیت حداکثر
مرکز ظرفیت حداکثر :XCRk جلو؛ جهت در محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز قبول قابل
قابل ظرفیت حداقل :NCRk عقب؛ جهت در شده مصرف محصولات دریافت در k هیبریدی
ظرفیت حداکثر :UFi عقب؛ جهت در شده مصرف محصولات دریافت در k هیبریدی مرکز قبول
هیبریدی به عقب جهت در که i توزیع مرکز ظرفیت حداکثر :URi جلو؛ جهت در i توزیع مرکز
:CNns s؛ سناریو تحت l تولیدی کارخانه در p محصول تولید ظرفیت :CAPpls شد؛ تبدیل
محصولات واحد تعداد تغییر ماتریس :MMp′p s؛ سناریو تحت n بازیافت کارخانه ظرفیت
جلو؛ به رو جهت در محصولات برای شاخص :P تن؛ حسب بر محصول اجزای معادل وزن به
فهرست :a دوره ها؛ برای شاخص :t معکوس؛ جهت در بازیافتی محصولات برای شاخص :P ′

واحد موجودی نگهداری شده تمام بهای :HHplt سناریوها؛ برای شاخص :s CRM؛ گزینه های
در p محصول واحد پشتیبان سفارش هزینه :CBOpt t؛ دوره در l تولیدی کارخانه در p محصول
COF و COE ،COD ،COC ،COB بزرگ؛ کافی اندازه به مثبت عدد یک :M t؛ دوره
تأثیر بردار :α = [αA, αB, αC , αD, αE, αF ] F؛ و E ،D ،C ،B گزینه هزینه ترتیب به

است. مشتری رضایت بر شده تعریف CRM گزینه های تاثیر سطح نشان دهنده
کلی رضایت رساندن حداکثر به کل، سود رساندن حداکثر به شده ارائه مدل اصلی اهداف
که مشتریانی و شود افتتاح است قرار که مجموعه ای بین کل فاصله رساندن حداقل به و مشتری
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می باشند. زیر شرح به می گردانند باز بیشتر را خود شده استفاده محصولات

MaxF١s (٢ . ١)
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∑

t

(

∑

i

∑

m

ADpimt +
∑

k

∑

m

AEpkmt

)

PPpt +
∑

i

∑

p′

∑

n

∑

o

ALp′notPAp′t

−

∑

t

∑

p

∑

l

PCptQplt −

∑

t

∑

n

∑

p′

RCp′tQ
′

p′nt −

∑

t

∑

p′

∑

n

∑

o

TOp′tALp′notDFno

−

∑

p

∑

t

TRpt

(

∑

k

∑

n

AKpkntDCkn +
∑

j

∑

n

AIpjntDDjn +
∑

i

∑

n

AJpintDEin

)

−

∑

p

∑

t

TDpt

(

∑

l

∑

i

ABplitDAli +
∑

l

∑

k

ACplktDBlk

)

−

∑

j

FCCjYj −

∑

k

FCHkZk

−

∑

n

FCnWn −

∑

i

ICiXi −

∑

t

∑

p

∑

l

HHpltINplts −

∑

t

∑

p

∑

m

CBOptBOmpts

−

(

∑

t

∑

p

∑

m

FFpmtPPptOA
)

− COB ×OB)− (COC ×OC)− (COD ×OD),

MaxF٢ =
١
γ
V (U(α)), (٢ . ٢)

تابعی V و می شود گرفته نظر در مشتری رضایت سطح محاسبه برای تابعی U(α) آن در که
نظر در با را مشتریان از شده دریافت شده مصرف محصولات کل مقدار که است شده فرض خطی

می کند. حساب مشتری رضایت گرفتن
(٢ . ٣)

MinF٣ =
∑

t

∑

p

∑

m

∑
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AFpmktDGmk +
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∑
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∑
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AGpmjtDHmj

+
∑
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∑

p

∑

m

∑

i

AHpmitDImi

شامل نیز مدل این بهینه سازی، و برنامه ریزی رویکرد مدل هر مانند به که باشید داشته توجه
نمود: تقسیم قسمت سه به می توان را آنها که می باشد محدودیت هایی

موجودی و جریان در تعادل از اطمینان برای که محدودیت) ١١) تعادل محدودیت های •

می شوند، استفاده است فرآیند کل در محصولات
سیستم ظرفیت های اعمال و تعریف برای که محدودیت) ١٠) ظرفیت محدودیت های •

می گردند، ارائه
مدل یکپارچگی و ثبات حفظ منظور به که محدودیت) ١٢) نقل و حمل محدودیت های •

نقل و حمل عدم کننده تضمین و می گردند ارائه نقل و حمل شبکه پیوند های با رابطه در
است. غیرمرتبط مکان های بین

فوق مساله کارایی اما نمی باشد امکان پذیر اینجا در محدودیت ها تمام ذکر که باشید داشته توجه
توسط NSGAII الگوریتم توسط تصادفی و عینی مثال چند برای محدودیت ها گرفتن نظر در با

است. آمده دست به آن از جالبی نتایج و است شده انجام نویسنده
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نتیجه گیری .٣

و استراتژیک تصمیمات در CRM مفهوم گنجاندن تحقیق، این در اصلی چالش های از
زیر دلایل به استراتژیک تصمیمی عنوان به شبکه طراحی به خصوص، است. SCM تاکتیکی
کارآمدی و موثر روابط تا سازد می قادر را شرکت خوب شبکه یک طراحی اول، است. توجه مورد
با می توان را جدیدی اقدام برنامه های ،CRM گرفتن نظر در با دوم، باشد. داشته خود مشتریان با
همکاری برای مشتریان انگیزه به می تواند که کرد تعریف مشتری رضایت رساندن حداکثر به هدف
نیاز گرفتن نظر در سوم، کند. کمک معکوس جریان در نهایی محصولات جمع آوری در SC با
متمایز جهانی رقابتی بازار در را SC می تواند است مشتری ارزش افزایش معنای به که مشتری
تبدیل معادل قوی همتای یک به را آن پیشنهادی، سناریو بر مبتنی مدل حل برای اینرو، از کند.
کارآمد راه حل یک آوردن دست به برای شده تجدیدنظر گزینه ای چند برنامه ریزی روش یک و کرده
شامل تایر صنعت از مطالعه ای کارایی، بررسی برای شد. گرفته کار به مدل هدف تابع سه با
است شده انجام پیشرو تایر SC شبکه در اصلی مشتری هشت و توزیع مرکز دو تولید، کارخانه
بررسی نمونه مقایسه  ای جداول و شکل ها ارائه امکان کنفرانس، صفحات محدودیت جهت (به

نیست). شده
مراجع
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نامعین متقارن مختلط خطی معادلات دستگاه حل برای جدید تکراری روش یک
∗ سالکویه خجسته داود

گیلان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه
khojasteh@guilan.ac.ir

نامعین متقارنِ مختلط خطی معادلات دستگاه از رده ای حل برای تکراری روش یک چکیده.
برای روش این تولیدشدۀ پیش حالت ساز از همگراست. شرطی هیچ بدون که می کنیم ارائه
که می دهند نشان عددی نتایج می کنیم. استفاده GMRES تکراری روش همگرایی تسریع

است. کاراتر شده اند، ارائه اخیراً که پیش حالت سازی چند از آمده به دست پیش حالت ساز

مقدمه .١
خطی معادلات دستگاه

Ax ≡ (W + iT )x = b, (١ . ١)
(SPD) متقارن مثبت معین W١,W٢, T ∈ R

n×n ماتریس های آن در که بگیرید درنظر را
از بسیاری حل در دستگاه ها این گونه است. نامعین W = W١ − W٢ ماتریس اما هستند،
SPD نیز W ماتریس زمانی که .[٢] می شوند ظاهر هلم هولتز معادلۀ حل مثل کاربردی مسائل
ارجاع شده منابع و [١] (مرجع دارد وجود (١ . ١) دستگاه حل برای زیادی بسیار روش های است
حل برای زیادی تکراری روش های است نامعین W ماتریس حالتی که برای اما ببینید). را آن در
و اکسلسون کردند. معرفی را MPNS تکراری روش [۴] در وو و لی ندارد. وجود دستگاه این
شرطی هیچ بدون که کردند ارائه (١ . ١) دستگاه حل برای تکراری روش سه [٢] در همکارانش
GMRES تکراری روش همگرایی بهبود برای مربوطه پیش حالت سازهای از و هستند همگرا
[۵] در به ترتیب MCRI و VPMHSS تکراری روش دو اخیراً کردند. استفاده دستگاه حل برای
قوی کافی اندازۀ به (١ . ١) دستگاه  حل برای ارائه شده روش های از هیچکدام شده اند. ارائه [٣] و

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 65F10, 65F50.
. پیش حالت ساز همگرایی، تکراری، روش متقارن، مثبت معین نامعین، کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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سالکویه خجسته د.

ارائه جدید روش تکراری یک مقاله این در هستند. کارا آمده به دست پیش حالت های اما نیستند،
پیش حالت سازهای از اغلب مربوطه پیش حالت ساز و همگراست شرطی هیچ بدون که می شود

است. کاراتر [۵ ،٣ ،٢] در ارائه شده
برای .(i =

√
−١) می کنیم استفاده موهومی واحد نمایش برای i نماد از مقاله، این در

طیف و طیفی شعاع برای به ترتیب σ(A) و ρ(A) نمادهای از A دلخواه مربعی ماتریس
می شود. داده نمایش A∗ با A ماتریس هرمیتی ترانهادۀ همچنین می کنیم. استفاده A ماتریس

می شوند. داده  نشان ℑ(z) و ℜ(z) با به ترتیب z مختلط عدد موهومی و حقیقی قسمت
(١ . ١) حل برای جدید تکراری روش یک .٢

می نویسیم زیر به صورت را (١ . ١) دستگاه .α > ٠ کنید فرض
(

W١ + (α + i)T)x =
(

W٢ + αT
)

x+ b. (٢ . ١)
می توان که است (−W١ +W٢ − iT )x = −b دستگاه با معادل (١ . ١) دستگاه طرفی، از

نوشت زیر به صورت را آن
(

W٢ + (α− i)T)x =
(

W١ + αT
)

x− b. (٢ . ٢)
(١ . ١) دستگاه حل برای را زیر تکراری روش (٢ . ٢) و (٢ . ١) رابطه های از استفاده با اکنون،

می کنیم ارائه
{

(

W١ + (α + i)T)x(k+ ١٢ ) =
(

W٢ + αT
)

x(k) + b,
(

W٢ + (α− i)T)x(k+١) =
(

W١ + αT
)

x(k+ ١٢ ) − b,
(٢ . ٣)

را روش این است. دستگاه جواب برای اولیه حدس یک x(٠) و ، k = ٠, ١, ٢, . . . آن در که
داشت خواهیم (٢ . ٣) معادلۀ از ،x(k+ ١٢ ) حذف با می نامیم. ١DSPI 

x(k+١) = Gx(k) + c,

G =
(

W٢ + (α− i)T)−١(
W١ + αT

)(

W١ + (α+ i)T)−١(
W٢ + αT

) آن در که
.c = −i(W٢ + (α− i)T)−١

T
(

W١ + (α + i)T)−١
b و است روش تکرار ماتریس

α > ٠ هر به ازای آنگاه باشند، SPD ،W١,W٢, T ∈ R
n×n ماتریس های اگر .٢ . ١ قضیه

همگراست. (١ . ١) دستگاه جواب به شرطی هیچ بدون DSPI روش
ماتریس با DSPI روش تکرار ماتریس برهان.

G̃ =
(

W٢ + (α− i)T)G(

W٢ + (α− i)T)−١

=
(

W١ + αT
)(

W١ + (α + i)T)−١(
W٢ + αT

)(

W٢ + (α− i)T)−١

= T
١٢
(

Ŵ١ + αI
)(

Ŵ١ + (α + i)I)−١(
Ŵ٢ + αI

)(

Ŵ٢ + (α− i)I)−١
T−

١٢

= T
١٢ ĜT−

١٢ ,

1Double-Splitting Iteration
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نامعین متقارن مختلط خطی معادلات دستگاه حل برای جدید تکراری روش یک

Ĝ به طوری که = Ĝ١Ĝ٢ و ،j = ١, ٢ ،Ŵj = T−
١٢WjT

−
١٢ آن در که است متشابه

Ĝ١=
(

Ŵ١ + αI
)(

Ŵ١ + (α + i)I
)

−١
, Ĝ٢ =

(

Ŵ٢ + αI
)(

Ŵ١ + (α− i)I
)

−١
.

داریم بنابراین،
ρ(G) = ρ(G̃) = ρ(Ĝ) ≤ ∥Ĝ٢∥١∥Ĝ٢∥٢. (۴ . ٢)

ازطرفی
∥Ĝ٢٢∥١ = ρ(Ĝ∗١Ĝ١)

= ρ
((

Ŵ١ + (α− i)I)−١(
Ŵ١ + αI

)٢(
Ŵ١ + (α + i)I)−١)

= max
µ∈σ(Ŵ١)

∣

∣

∣

∣

(α + µ)٢
(µ+ (α− i))(µ+ (α + i))

∣

∣

∣

∣

= max
µ∈σ(Ŵ١)

(α + µ)٢
(α + µ)٢ + ١ .

که می گیریم نتیجه لذا، .µ > ٠ که است ذکر به لازم
∥Ĝ٢∥١ ≤ max

µ∈σ(Ŵ١)

(α + µ)
√

(α + µ)٢ + ١ =: δ١(α) < ١. (۵ . ٢)
داریم مشابه، به طور

∥Ĝ٢∥٢ ≤ max
η∈σ(Ŵ٢)

(α + η)
√

(α + η)٢ + ١ =: δ٢(α) < ١. (۶ . ٢)
داشت خواهیم (۶ . ٢) و (۵ . ٢) ،(۴ . ٢) رابطه های از ازاین رو،

ρ(G) ≤ ∥Ĝ٢∥١∥Ĝ٢∥٢ = δ١(α)δ٢(α) < ١,
□ می کند. کامل را قضیه اثبات که

آن در که می شود تولید A = Mα −Nα شکافت توسط DSPI روش که دید می توان
Mα = −١

i
(

W١ + (α + i)T)T−١(W٢ + (α− i)T),
Nα = −١

i (W١ + αT )T−١(W٢ + αT ).

در M−١
α A = I − M−١

α Nα ویژۀ مقادیر ازاین رو، .G = M−١
α Nα داریم بنابراین،

به عنوان را Mα ماتریس می توان درنتیجه، دارند. قرار ١ شعاع به و (١, ٠) به مرکز دایره ای
دستگاه روی تأثیری −١/i ضریب چون برد. به کار (١ . ١) دستگاه برای پیش حالت ساز یک
پیش حالت ساز ماتریس بنابراین، کرد. چشم پوشی آن از می توان ندارد، پیش حالت سازی شده

به صورت می توان را DSPI توسط تولیدشده
Pα =

(

W١ + (α + i)T)T−١(W٢ + (α− i)T),
یک باید کرایلف، زیرفضای بر مبتنی تکراری روش یک از تکرار هر در Pα به کارگیری در نوشت.

شود. انجام زیر صورت به می تواند که شود، حل Pαr = s به صورت دستگاه
٩٠



سالکویه خجسته د.
.Pαr = s دستگاه حل . ١ .1الگوریتم Solve (W1 + (α + i)T ) p = s for p

2. Comput q = Tp
3. Solve (W2 + (α− i)T ) r = q for r

نوشت زیر معادل و حقیقی به شکل می توان را الگوریتم این از ١ گام زیردستگاه
B١x ≡

(

W١ + αT −T
T W١ + αT

)(

ℜ(p)
ℑ(p)

)

=

(

ℜ(s)
ℑ(s)

)

. (٢ . ٧)
پیش حالت ساز می توان هستند، SPD ،W١ + αT و T ماتریس های اینکه به توجه با

P١ =
(

W١ + αT −T
T W١ + (٢ + α)T

)

,

مقادیر .[٢ ،١] برد به کار (٢ . ٧) دستگاه برای است، معروف PRESB پیش حالت ساز  به که را،
با می توان را (٢ . ٧) دستگاه بنابراین، دارند. قرار [٠٫۵, ١] بازۀ در P−١١ B١ ماتریس ویژۀ
این از تکرار هر در کرد. حل GMRES تکراری روش از استفاده با و P١ پیش حالت ساز
انجام زیر به شکل می تواند که شود حل P١[v;w] = [e; f ] به صورت دستگاه یک باید روش

شود.
.P١[v;w] = [e; f ] دستگاه حل . ٢ الگوریتم

1. Solve (W1 + (1 + α)T ) u = e+ f for u
2. Solve (W1 + (1 + α)T )w = f − Tu for q
3. compute v = u− w.

در ٢ و ١ گام های زیردستگاه های بنابراین، است. SPD ،W١ + (١ + α)T ماتریس
استفاده با نادقیق به صورت یا چولسکی تجزیۀ از استفاده با دقیق به صورت می توان را ٢ الگوریتم 
می توان نیز را ١ الگوریتم از ٣ گام دستگاه ترتیب، به همین کرد. حل مزدوج گرادیان الگوریتم از
DSPI روش پیش حالت ساز که می دهند نشان آمده به دست عددی نتایج کرد. حل مشابه به طور

است. کاراتر MCRI و VPMHSS پیش حالت ساز های از
مراجع
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آن خواص و نرمال ماتريس هاي هم مربع
٢ نطامي عطيه و ∗ ١ نظري علي محمد
اراك دانشگاه علوم، دانشکده ریاضی، گروه ١,٢

a-nazari@araraku.ac.ir
atiyeh.nezami@gmail.com

خواص از تعدادی نامنفرد نرمالِ ماتریس یک برای که داریم آن بر سعی مقاله این در چکیده.
مزدوج ترانهاده وارون حاصل ضرب با است برابر ماتریس یک هم مربع بیابیم. را آن هم مربع
ترانهاده بین ضربی جابجایی خاصیت نرمال ماتریس یک برای چون آن. خود در ماتریس یک
ماتریس دو هم مربع بارۀ در جالبی خواص خاطر به همین دارد وجود ماتریس خود و آن مزدوج

می پردازیم. آن ها بررسی به مقاله این در که آید می بوجود جابجایی پذیر نرمال

پیش گفتار .١
ماتریس هر که است واضح .A∗A = AA∗ باشیم داشته هرگاه است نرمال A ماتریس
که داد نشان می توان به سادگی و است نرمال ماتریس یک حقیقی) حالت در هرمیتی(متقارن
آن قطری پذیری خاصيت به مي توان نرمال، ماتریس جالب خواص از نمی باشد. برقرار آن عکس
اصلی قطر روی درایه های که است قطری ماتریس یک ماتریس این شور تجزیه یعنی كرد. اشاره
ماتریس های همین موضوعات کاربردی ترین از یکی شاید هستند. نرمال ماتریس ویژۀ مقادیر آن
فقط و اگر مورد ٣٧ تعداد به که دارد وجود قضیه ای [٢] کتاب در فقط و فقط و باشند نرمال
كار خواص اين از زيادي تعداد است. نموده اشاره باشد، نرمال ماتریس یک این که برای اگر
زياد تعداد و قضيه اين است. ايكراموف١ دادانجانويچ حكيم روس تاجيك تبار شهير رياضي دان

2020 Mathematics Subject Classification. 15A29; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. جابجايي يذيري، نرمال، ماتريس هاي هم مربع، کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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نظامي ع. و نظري ل. ع.

در نرمال ماتریس های كه دارد آن از حكايت نرمال ماتريس هاي مورد در شده نوشته مقالات
تعیین در است. داشته قرار ریاضی دانان توجه مورد چقدر یکم و بیست قرن و بیستم قرن طول

.[۵ ،۴ ،٣] است استفاده مورد بسیار هم مربع ماتریسی همنهشتی
خاصیت داشت خواهد بدنبال را دیگری خواص باشد برقرار اگر که خاصیت هایی از یکی
مورد در را جالبی نکات که است جابجایی پذیری خاصیت اختصار به یا ضربی جابجایی پذیری
از تعدادی بررسی به سعی مقاله این در که کرد خواهد ایجاد آن هم مربع های و نرمال ماتریس های

داشت. خواهیم آن ها
ماتریسی جابجایی پذیری و هم مربع .٢

با A نامنفرد ماتریس هم مربع٢ باشد. n مرتبۀ از نامنفرد و مربعی ماتریسی A کنیم فرض
می شود تعریف زیر به صورت [١] از ٢ · ۴ بخش در و شده داده نمایش CA

CA = A−∗A. (٢ . ١)
داریم: هم مربع مورد در را زیر مطالب خاص ماتریس های مورد در

A اگر و است، همانی ماتریس آن هم مربع آن گاه باشد، نامنفرد و هرمیتی ماتریس یک A اگر
همانی ماتریس منهای ماتریس یک آن هم مربع آن گاه باشد، نامنفرد و پادهرمیتی ماتریس یک

است.
.CA = A٢ آن گاه باشد، یکانی ماتریس یک A اگر .٢ . ١ قضیه

است. یک با برابر یکانی ماتریس هم مربع ویژۀ مقادیر .٢ . ٢ نتیجه
ماتریس آن هم مربع ماتریس صورت این در باشد نامنفرد و نرمال ماتریس یک A اگر .٢ . ٣ قضیه

بود. خواهد یکانی ماتریس یک
AB =) باشند جابجایی پذیر و نامنفرد نرمال، ماتریس دو B و A کنیم فرض .۴ . ٢ قضیه
وارون پدیر P (B) و P (A) ماتریس دو آن برای که P (x) چندجمله ای هر برای آن گاه ،(BA

داریم باشند،
،A(P (B))−١ = (P (B))−١A, (i)

،A(P (B))∗ = (P (B))∗A (ii)
،ACP (B) = CP (B)A (iii)
،ACP (A) = CP (A)A (iv)

،CACP (B) = CP (B)CA (v)
.CAB = CACB (vi)
.CAn = (CA)

n (vii)
است واضح است. P (B)A−١ ماتریس طرف دو هر وارون که می دهیم نشان (i) برهان.

که
(AP (B)−١)(P (B)A−١) = In, (P (B)A−١)(AP (B)−١) = In, (٢ . ٢)
2Cosquare
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آن خواص و نرمال ماتريس هاي هم مربع
ماتریس دو جابجایی پذیری خاصیت به توجه با دیگر طرف از

(P (B)−١A)(P (B)A−١) = P (B)−١(AP (B))A−١

= P (B)−١(P (B)A)A−١ = (P (B)−١P (B))(AA−١) = In, (٢ . ٣)
.[٢] از ٩ . ١ قضیۀ ٣۵ قسمت (ii)

(iii)
ACP (B) = A(P (B)∗−P (B))

= (AP (B)∗−)P (B)

= (P (B)∗A−١−(١P (B), (۴ . ٢)
می دهیم نشان کار این برای .P (B)∗A−١ = A−١P (B)∗ که می دهیم نشان حال
P (B)∗A−١AP (B)−∗ = که است واضح .AP (B)∗− با است برابر طرف دو هر وارون

داریم (ii) به توجه با دیگر طرف از و In
A−١P (B)∗AP (B)∗− = A−١AP (B)∗P (B)∗− = In,

داشت خواهیم (۴ . ٢) رابطۀ در جایگزینی با حال
ACP (B) = (A−١P (B)∗)−١P (B) = A−١(P (B)∗)−١P (B)) = A−١CP (B).

است. بدیهی بالا قسمت به توجه با (iv)
می شود نتیجه بالا قسمت های به توجه با هستند جابجایی پذیر B و A ماتریس دو چون (v)
دو که داد نشان می توان به سادگی هستند، جابجایی پذیر نیز B∗− و A ماتریس که

هستند. جابجایی پذیر نیز CB و CA ماتریس
(vi)

CAB = (AB)−∗(AB) = (BA)−∗(AB) = B−∗A−∗(BA)

= B−∗(B ∗ A−١)∗A∗ = B−∗(A−١B∗)∗A∗

= (B−∗B)(A−∗A) = CBCA = CACB.

می شود. حاصل اثبات ساده استقرای یک با (vii)
□

است. یک با برابر نرمال و نامنفرد ماتریس هر هم مربع تکین مقادیر همۀ .۵ . ٢ قضیه
یکانی ماتریس یک نرمال و نامنفرد ماتریس یک هم مربع چون ٢ . ٣ قضیۀ به توجه با برهان.
□ است. ١ یکانی ماتریس های ویژۀ مقادیر قدرمطلق زیرا است، بدیهی اثبات رو این از است،

می  گیریم: نظر در را زیر ماتریس .۶ . ٢ مثال

A =







١ ١ − i ١ + ٢ i
١ + ٢ i ١ ١ − i

١ − i ١ + ٢ i ١






.
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نظامي ع. و نظري ل. ع.
چون

AA∗ = A∗A =







٨ ١ ١
١ ٨ ١
١ ١ ٨






,

است. نرمال ماتریس این پس
داریم همچنین

CA =







٣١
٣۵ + ١/۵ i −

٩
٣۵ + ١/۵ i ۶

٣۵ + ١/۵ i
۶
٣۵ + ١/۵ i ٣١

٣۵ + ١/۵ i −
٩
٣۵ + ١/۵ i

−
٩
٣۵ + ١/۵ i ۶

٣۵ + ١/۵ i ٣١
٣۵ + ١/۵ i






.

دهیم قرار اگر

B = A+ A٢ =







٨ + ٢ i i ٣ + ۴ i
٣ + ۴ i ٨ + ٢ i i

i ٣ + ۴ i ٨ + ٢ i






,

خاصیت خودش از هرچندجمله ای با A نرمال ماتریس [١] در قضیه ای به بنا صورت این در
قسمت های تمام دارند. جابجایی پذیری خاصیت B و A ماتریس دو رو این از دارد، جابجایی

نمود. حاصل توان می را ۴ . ٢ قضیه
مراجع

1. R.A. Roger and Ch.R. Johnson, Matrix Analysis, cambridge university press,
Second edition first published, 2013.

2. F. Zhang, Matrix Theory Basic Results and Techniques, Second Edition, Springer
New York, 2013.

3. Kh.D. Ikramov and A.M. Nazari, A Rational Algorithm for Checking the Con-
gruence of Unitoid Matrices, Numerical Analysis and Applications 14 (2021),
no. 2, 145–154.

4. Kh.D. Ikramov, On the Congruent Selection of Jordan Blocks from a Singular
Square Matrix, Sib. Zh. Vych. Mat. 21 (2018), no. 3, 255–258.

5. Kh.D. Ikramov and A.M. Nazari, A Heuristic Rational Algorithm for Checking
the Congruence of Normal Matrices, Computational Mathematics and Mathe-
matical Physics 60 (2020), no. 10, 1601–1608.
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انتگرال و دیفرانسیل معادلات عددی حل



با نفت حفاری زیست- محیطی غیرخطی تابعی دیفرانسیل معادله جواب بهینه سازی
هم محلی روش از استفاده

٢ بهزادی صدیق شادان و ∗ ١ گروه ای فاطمه
ایران قزوین، واحد اسلامی آزاد دانشگاه آمار، و ریاضی گروه ١,٢

ghervehi@qiau.ac.ir
shadan_behzadi@yahoo.com

حین در زیست-محیطی عوامل رعایت ضرورت و اهمیت به توجه با مقاله این در چکیده.
خطی غیر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله بررسی به چاه، از نفت استخراج و حفاری
برای محاسباتی خطای حداقل و بالا همگرایی سرعت با مناسب عددی روش ارائه و فوم،
و متعامد جمله ای های چند با محلی هم روش سازی پیاده با پردازیم. می بهینه جواب تعیین
مقایسه و بررسی مورد را آمده بدست تقریبی جواب دقت بودن، بهینه بوباکر، و ژاکوپی نرمال

می دهیم. قرار

پیش گفتار .١
بار اولین که است مشخص بسیار ساختار یک با پیچیده مایع یا نرم ماده از نمونه ای مایع، فوم
محصولات و غذایی مواد در فوم ها از استفاده .[۶] شد بیان نوزدهم قرن در جوزف فلات توسط
ظروف، لباس، (برای کننده تمیز مواد در حتی است، رایج لوسیون و کرم مانند شخصی مراقبت
آتشنشانی، شیمیایی، و غذایی صنایع در فوم ها از .[۴ ،۵] دارد کاربرد خراش) بردن بین از
می شود استفاده نیز مواد ساختار علم و معدنی مواد پردازش وزن، سبک کوستیک آ پوشش در
فوم های از استفاده واخیرا شده است بیان پلیمری فوم های از زیادی کاربرد حاضر حال در .[٢ ،١]

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
مشتقات با دیفرانسیل معادله ژاکوپی، بوباکرو متعامد جمله ای های چند هم محلی، عددی روش کلیدی. واژگان

. حفاری فوم غیرخطی جزئی
سخنران ∗
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بهزادی صدیق ش. و گروه ای ف.

خاک شدن آلوده .[٣] است شده مطرح است آلومینیوم مانند فلزاتی از شده ساخته فوم که فلزی
این مزایای جمله از شود. زیست محیط به آسیب سبب می تواند آن مشتقات یا و خام نفت به
مته عمر شدن طولانی تر حفاری، بالای سرعت حفاری، حین در سازند از گاز و نفت تولید روش

.[٣] است کنده ها بهتر انتقال و
حفاری فوم غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله معرفی .٢

معادله
ut(x, t) + ٢u٢(x, t)ux(x, t)− u٢

x(x, t)dt−
١
٢uxx(x, t)u(x, t) = ٠, (٢ . ١)

است. شده تعریف u(x, ٠) = g(x) = −√
c tanh (

√
cx) اولیه شرط با

روش ژاکوپی. متعامد پایه با محلی هم روش از استفاده با فوم معادله عددی حل .٢ . ١
مشتقات با معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات عددی حل برای نابجایی روش یک هم محلی،
نقاط از تعدادی و مشخص فضای یک انتخاب با روش این در است. انتگرال معادلات و جزئی
تقریب بوباکر، و ژاکوپی متعامد پایه های با ضرایب تعیین با را معادله جواب تعریف، دامنه در

زنیم. می
باشد: می زیر صورت به ژاکوپی متعامد چندجمله ای

un(x, t) = w(x)w(t)
n

∑

i=٠
aip

α,β
i (x)pα,βi (t), α, β > −١, (٢ . ٢)

w(x) =
(١ − x)α

(١ + x)β
,

(

p
α,β
i

)(m)

(t) =
١
m!

(i+ α + β +m)p
(α+m,β+m)
i−m (t), i ≥ m.

ux = w(t)

[

w
′

(x)
n

∑

i=٠
aip

α,β
i (x)pα,βi (t) + w(x)

n
∑

i=٠
ai

(

p
α,β
i (x)

)′

p
α,β
i (t)

]

,

uxx = w(t)

[

w
′′

(x)
n

∑

i=٠
aip

α,β
i (x)pα,βi (t) + ٢w′

(x)
n

∑

i=٠
ai

(

p
α,β
i (x)

)′

p
α,β
i (t)

+ w(x)
n

∑

i=٠
ai

(

p
α,β
i (x)

)′′

p
α,β
i (t)

]

,

داشت: خواهیم فوق روابط جایگذاری با و گرفته انتگرال t متغیر به نسبت (٢ . ٢) معادله ازطرفین

u(x, t) =

∫ t

a

−٢u٢(x, t)uxdt+

∫ t

a

u٢
x(x, t)dt+

١
٢
∫ t

a

uxx(x, t)u(x, t)dt.

(٢ . ٣)
٩٨



زیست- محیطی... غیرخطی تابعی دیفرانسیل معادله جواب بهینه سازی
می شود: حاصل زیر غیرخطی دستگاه و

− ٢[EHZij + E٢Yij
]

Eij +
١
٢
[

(G)Zij + ٢HYij + EZij]Mij

+ ٢HYijDij +
(

H٢Zij + E٢(aiBij)
٢)Kij − EaiAijFij = ٠. (۴ . ٢)

چندجمله ای بوباکر . متعامد پایه با هم محلی روش از استفاده با فوم معادله عددی حل .٢ . ٢
می شود: تعریف زیر صورت به بوباکر

Bn(x) =

ξ
∑

p=٠
(n)

[

(n− ۴p)
(n− p)

C
p
n−p

]

(−١)pxn−٢p, (۵ . ٢)

است. جمله ای دو ضریب Cp
n و ξ(n) = ⌊n٢⌋ آن در که

ux(x, t) =
N
∑

n=٠

∑

m=٠
βnmΨ

n
′

m(x, t), uxx(x, t) =
N
∑

n=٠

∑

m=٠
βnmΨ

n
′′

m (x, t),

u(x, t) =

∫ t

a

−٢u٢(x, t)ux(x, t)dt+

∫ t

a

u٢
x(x, t)dt+

∫ t

a

١
٢uxx(x, t)u(x, t)dt.

است: زیر صورت به غیرخطی دستگاه و

u(x, t) =

∫ t

a

−٢(Vij)
٢.Wijdt+

∫ t

a

(Wij)
٢dt+

∫ t

a

١
٢Lij.Vijdt,

u(x, t) = V (x, t) +W (x, t) + L(x, t).

جواب یکتایی و وجود بررسی .٣
٠ < α < ١ هرگاه است یکتا و فرد به منحصر جواب دارای (٢ . ١) مسئله

α = T (L١ + L٢ + L٣)

کنیم: فرض
−٢u٢(x, t)ux(x, t) = F١(u(x, t)),

u٢
x(x, t) = F٢(u(x, t)),

١
٢uxx(x, t)u(x, t) = F٣(u(x, t)), ٠ ≤ t ≤ T, ∀x ∈ J = [٠, T ].

می کنند. صدق لیپ شیتز شرط در F٣ و F٢ ،F١ توابع
٩٩



بهزادی صدیق ش. و گروه ای ف.
عددی های روش همگرایی بررسی .۴

زیر سری صورت به آمده بدست تقریبی جواب .١ . ۴ قضیه
V (x, t) =

∞
∑

n=٠

∞
∑

m=٠
βnmΨ

n
′

m(x, t)

همگراست. (٢ . ١) معادله دقیق جواب به بوباکر متعامد پایه با محلی هم روش به
شود: می تعیین زیر صورت به (٢ . ١) معادله مطلق خطای بالای کران .٢ . ۴ قضیه

||En(x, t), ٠|| ≤ c١
n−z+١
١ − z

+ c٢n−z+١.

عددی مثال .۵
مذکور عددی روش های توسط که می دهیم، قرار بررسی مورد را عددی مثال یک بخش، این در

است. شده ارائه زیر صورت به متلب، و Mathematica 12.1 نویسی کد برنامه های با
توقف: معیار با

ut(x, t) + ٢u٢(x, t)ux(x, t)− u٢
x(x, t)dt−

١
٢uxx(x, t)u(x, t) = ٠,

u(x, ٠) = −
√
c tanh (

√
cx), ε = ١٣−١٠, α١ = ٠.۴۵٩٨۵٢,

α = ٠.٧, β = ٠.٣, c = ٠.٠٢.

Errors & CPU Time
(x, t) Cpu:١۴.۴٣٢٠٨٩ sec Cpu:١٨.٨٢۴٧۴۵ sec Cpu:٢٧.٩۶٨۵١۴ sec

Boubaker polynomial Jacobi polynomial Matlab
(n = ١۴) (n = ٢٣) (n = ٣٢)

(٠.١٣, ٠.١۴) ۴.١٢٠٩٨٧٧E − ٠١٢ ۶.١٢٣۴٨٨E − ٠١٢ ٧.١٣۵۶٢٢۵E − ٠١٢
(٠.٢٣, ٠.١٧) ۴.٢۵۵۴٢٣٨E − ٠١٢ ۶.٢٣۵۵٨٧E − ٠١٢ ٧.٣۴٣١٢٧٨E − ٠١٢
(٠.۵٢, ٠.۴۵) ۵.١٣۴٧٨٩٢E − ٠١٢ ۶.٨٩٠١٣۵E − ٠١٢ ٨.٠۴٣٩۵١١E − ٠١٢
(٠.٩٣, ٠.۶١) ۵.۶٧۴۶٠٩۵E − ٠١٢ ٧.۴۶١٨٩٣E − ٠١٢ ٨.٧۴٨٧۶١٣E − ٠١٢

نتیجه گیری .۶
پایه با هم محلی روش توسط آمده بدست عددی تقریبی جواب که کردیم مشاهده مقاله این در
جواب به بالاتری همگرایی سرعت با و است دقیقتر کمتر، Cpu time و گام تعداد با بوباکر
مقدار هرچه و است کمتری محاسباتی پیچیدگی دارای روش این که می دهد نشان نتایج می رسد.
از یکی که معادلات از دسته این روی تاکنون می گردد. حاصل بهتری نتایج می شوند کوچکتر x, t
عددی کار است، نفت حفاری و زیست محیط در دیفرانسیل معادلات پیچیده ترین و پرکاربردترین

است. نگرفته صورت چندانی
١٠٠



زیست- محیطی... غیرخطی تابعی دیفرانسیل معادله جواب بهینه سازی
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و ویتا-لوکاس چندجمله ای های بکارگیری با زمان-کسری انتشار معادله عددی حل
باقیمانده توانی سری روش

سجادمنش مجتبی
بناب دانشگاه علوم، دانشکده کامپیوتر، علوم و ریاضی گروه

زمان- انتشار معادله حل برای عددی روش یک ،٢٠٢٠ سال در همکارانش و بایراک چکیده.
توانی سری روش و چبیشف هم محلی روش از استفاده با را اولیه مرزی- شرایط با کسری
دقت و کمتر محاسبات انجام با ولی اخیر مساله همان مقاله، این در دادند. ارائه باقیمانده
نقاط به عنوان آن ریشه های و انتقال یافته ویتا-لوکاس چندجمله ای های از استفاده با بیشتر
باقیمانده توانی سری روش از ادامه، در می شود. بررسی مساله سازی گسسته برای هم محلی
نیز و مساله سازی گسسته از حاصل معمولی کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای
کارایی، درنهایت، می شود. استفاده -اولیه مرزی شرایط از حاصل جبری معادلات دستگاه
می شود. داده نشان عددی مثال های برخی ارائه با آن بالای دقت نیز و روش اجرای در سادگی

مقدمه .١
زمان-کسری انتشار مساله عددی حل مقاله، این اصلی هدف

Dα
t u(x, t) = K(x)uxx(x, t) + F (x, t), ٠ < x < L, ٠ < t < T, (١ . ١)

u(x, ٠) = φ(x), ٠ ≤ x ≤ L (١ . ٢)
u(٠, t) = ψ١(t), u(L, t) = ψ٢(t), ٠ ≤ t ≤ T (١ . ٣)

می باشند. معلوم F (x, t) و K(x) توابع و α ∈ (٠, ١] آن در که بوده
است گرفته قرار مطالعه و بررسی مورد ریاضیدانان از بسیاری توسط زمان-کسری انتشار مساله
در آن معکوس و شیهو تبدیل بکارگیری با (VITM) وردشی تکرار روش به می توان جمله آن از که
لژاندر طیفی روش و متناهی تفاضلات روش با به ترتیب فضا و زمان برحسب گسسته سازی ،[١]

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 35R11; Secondary 65M70,
65N12.

. باقیمانده توانی سری روش ویتا-لوکاس، چندجمله ای های زمان-کسری، انتشار معادله کلیدی. واژگان
١٠٢



سجادمنش م.
(DPG−EF ) پیوسته متناهی عنصر و ناپیوسته پترو-گالرکین روش دو از مرکب روش ،[٢] در

نمود. اشاره [۴] در جدید تفاضلی روش یک و [٣] در
چبیشف چندجمله ای های از استفاده با عددی روش یک [۵] در همکارانش و بایراک اخیراً
عددی روش های برخی با مقایسه در که دادند پیشنهاد باقیمانده توانی سری روش و انتقال یافته
دارد. بالایی دقت و کارایی ،[۶] در (MHPM) شده اصلاح هموتوپی آنالیز اختلال روش مانند
به دقت با انتقال یافته ویتا-لوکاس چندجمله ای های از استفاده با ولی مساله همان مقاله این در

می گیرد. قرار بررسی مورد اخیر روش به نسبت کمتر محاسبات و بیشتر مراتب
مقدماتی مفاهیم و تعاریف .٢

و n ∈ N ∪ {٠} برای ،V Ln(x) ،n درجه از ویتا-لوکاس چندجمله ای  .٢ . ١ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت x ∈ [−٢, ٢]

V Ln(x) = ٢ cos(nθ), θ = cos−١(x٢ ), θ ∈ [٠, π]
می شود: داده زیر رابطه با V Ln(x) چندجمله ای های توانی سری تحلیلی فرم .٢ . ٢ نکته

V Ln(x) =

⌈n٢ ⌉
∑

k=٠
(−١)k nΓ(n− k)

Γ(k + ١)Γ(n+ ١ − ٢k)xn−٢k, n = ٢, ٣, . . .
زیر به صورت [٠, L] بازه در V L∗

n(x) انتقال یافته ویتا-لوکاس چندجمله ای های .٢ . ٣ تعریف
می شوند: تعریف

V L∗

n(x) = V Ln

( ۴
L
x− ٢

)

.

می شود: داده زیر رابطه با V L∗

n(x) چندجمله ای های توانی سری تحلیلی فرم .۴ . ٢ نکته
V L∗

n(x) = ٢n
n

∑

k=٠
(−١)k ۴n−kΓ(٢n− k)

Γ(k + ١)Γ(٢n− ٢k + ١)xn−k, n = ٢, ٣, . . .
به صورت t = t٠ حول توانی سری بسط .۵ . ٢ تعریف

∞
∑

k=٠

m−١
∑

l=٠
fkl(x)(t− t٠)kα+l; ٠ ≤ m− ١ < α ≤ m, t ≥ t٠

می باشند. سری ضرایب fkl(x)ها، آن در که می شود نامیده چندگانه کسری توانی سری یک
مساله جواب کسری توانی سری بسط کنید فرض

Dα
t u(x, t) + L[x]u(x, t) +N [x]u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ [٠, L]× [٠, T )

f٠(x) = u(x, ٠) = f(x),

می باشند) x برحسب غیرخطی و خطی عملگرهای به ترتیب، N [x], L[x] و α ∈ (٠, ١] )
به صورت

u(x, t) =
∞
∑

n=٠
fn(x)

tnα

Γ(nα + ١) , دهیم: قرار هرگاه باشد.
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باقیمانده توانی سری روش و ویتا-لوکاس چندجمله ای های بکارگیری با زمان-کسری انتشار معادله عددی حل

uk(x, t) =
k

∑

n=٠
fn(x)

tnα

Γ(nα + ١) ,
Resk(x, t) = Dα

t uk(x, t) + L[x]uk(x, t) +N [x]uk(x, t)− g(x, t),

(RPSM) باقیمانده توانی سری روش از استفاده با می توان را ها fn(x) ضرایب این صورت، در
نمود. مشخص زیر صورت به

D
(n−١)α
t Resn(x, ٠) = ٠, n = ١, ٢, . . . , k

عددی مثال های و پیشنهادی روش سازی پیاده .٣
چندجمله ای های از استفاده با را (١ . ١)-(١ . ٣) زمان-کسری انتشار مساله تقریبی جواب ابتدا

می گیریم: درنظر زیر به صورت انتقال یافته ویتا-لوکاس
um(x, t) =

m
∑

i=٠
ci(t)V L

∗

i (x), (٣ . ١)
می کنیم: دنبال را زیر مراحل تقریبی، جواب محاسبه و (٣ . ١) در مجهول ضرایب یافتن به منظور

(١ مرحله
چندجمله ای های ریشه های هم محلی نقاط گرفتن درنظر با و (١ . ١) معادله در (٣ . ١) جایگذاری با
معادلات دستگاه (p = ١, ٢, . . . ,m− ١) xp به صورت V L∗

m(x) انتقال یافته ویتا-لوکاس
می شود: حاصل زیر معمولی mکسری

∑

i=٠
Dα

t ci(t)V L
∗

i (xp)

= K(xp)
m
∑

i=٢

i−٢
∑

j=٠
ci(t)

(−١)j۴i−j(٢i)Γ(٢i− j)Γ(i− j + ١)
Γ(j + ١)Γ(٢i− ٢j + ١)Γ(i− j − ١)Li−j

xi−j−٢
p

+ F (xp, t), (٣ . ٢)
(٢ مرحله

مساله، اولیه و مرزی شرایط در V L∗

i (x) چندجمله ای ریشه های هم محلی نقاط گرفتن درنظر با
می آید: به دست زیر صورت به جبری معادلات دستگاه یک































um(xp, ٠) = m
∑

i=٠
ci(٠)V L∗

i (xp) = φ(xp),

um(٠, t) = m
∑

i=٠
ci(t)V L

∗

i (٠) = ٢ m
∑

i=٠
ci(t)(−١)i = ψ١(t),

um(L, t) =
m
∑

i=٠
ci(t)V L

∗

i (L) = ٢ m
∑

i=٠
ci(t) = ψ٢(t),

(٣ . ٣)

(٣ مرحله
سری روش به (٣ . ٣) جبری معادلات دستگاه و (٣ . ٢) معمولی کسری معادلات دستگاه حل با
درنهایت، و (٣ . ١) بسط در (i = ٠, ١, ٢, . . . ,m) ci(t) مجهول ضرایب باقیمانده، توانی

می شود. حاصل (١ . ١)-(١ . ٣) مساله um(x, t) تقریبی جواب
١٠۴



سجادمنش م.
بگیرید. درنظر را زیر مرزی-اولیه شرایط با زمان-کسری انتشار مساله .٣ . ١ مثال

Dα
t u(x, t) = −

١
٢x٢uxx(x, t) + (x٢ − ٣x٣) tα+١

Γ(α + ٢) , ٠ < x, t < ١, (۴ . ٣)
u(x, ٠) = ٠, ٠ ≤ x ≤ ١ (۵ . ٣)
u(٠, t) = u(١, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١ (۶ . ٣)

،xp = ٠٫۵ ،V L∗٢(x) = ٠ معادله ریشه جایگذاری با و (٣ . ١) در m = ٢ ازای به . ١ مورد
معمولی کسری دیفرانسیل معادله ،(٣ . ٢)-(٣ . ٣) روابط در

Dα
t c٠(t)− c٠(t)− ٠٫٠٣١٢۵٠t+ ٠٫٠٣١٢۵٠ tα+١

Γ(α + ٢) = ٠ (٣ . ٧)
(RPSM) باقیمانده توانی سری روش بکارگیری با که شود می حاصل c(٠)٠ = ٠ اولیه شرط با

صورت به (۵ . ٣)-(۶ . ٣) مساله تقریبی جواب اولیه، مرزی- شرایط به توجه با نیز و
u٢(x, t) = ٠٫۵x(١ − x)

tα + ١
Γ(α + ٢) (٣ . ٨)

می شود. حاصل
،V L∗٣(x) = ٠ معادله ریشه های جایگذاری با و (٣ . ١) در m = ٣ ازای به مورد٢ .
معادلات دستگاه یک ،(٣ . ٢)-(٣ . ٣) روابط در ،x١ = ٠٫١۴۶۴۴٧, x٢ = ٠٫٨۵٣۵۵٣
توانی سری روش بکارگیری با که می شود حاصل اولیه، شرایط با معمولی کسری دیفرانسیل

به صورت مساله تقریبی جواب اولیه، مرزی- شرایط به توجه با نیز و ،(RPSM) باقیمانده
u٣(x, t) = x١)٢ − x)

tα + ١
Γ(α + ٢) (٣ . ٩)

می باشد. (۴ . ٣)-(۶ . ٣) مساله دقیق جواب با برابر که می آید به دست
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کششی ورق یک روی حرارت انتقال و مگنتوهیدرودینامیک جریان عددی بررسی
گویا لژاندر توابع بر مبتنی محلی هم عددی روش کمک به ناپایدار
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آرام مگنتوهیدرودینامیک سیال جریان یک عددی تحلیل و بررسی به تحقیق این در چکیده.
لایه معادلات می پردازیم. متغیر حرارتی شار و تابش با ناپایدار کششی ورق یک روی ناپایدار
پارامتر تابش، پارامتر شامل معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به زمان، به وابسته مرزی
ناپایداری پارامتر و مغناطیسی پارامتر پراندتل، عدد زمان، شاخص پارامتر فضا، شاخص
توابع توسط شده تولید پایه های بر مبتنی محلی هم روش توسط دستگاه این می شود. تبدیل
روش با حاصل دستگاه تقریبی جواب و شده تبدیل غیرخطی جبری دستگاه به گویا لژاندر

خواهدشد. آزموده پیشنهادی روش مثال، ارائه با پایان در می شود. محاسبه نیوتن تکراری

مدل معرفی و پیش گفتار .١
سیال یک در ور غوطه کششی ورقه یک روی را ناپایدار دوبعدی آرام مرزی لایه جریان یک
حاکم زمان به وابسته مرزی لایه معادلات می گیریم. نظر در را ناپذیر تراکم الکتریکی رسانای
دستگاه به ریاضی، سازی ساده و مناسب پارامترهای تعریف با انرژی، بقای و تکانه جرم، برای
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ضابط زاده س.م.
می دهد[١]: شکل تغییر زیر مرزی شرایط با معمولی دیفرانسیل معادلات

f ′′′ + f f ′′ − f ′٢ − S(
η

٢f ′′ + f ′)−Mf ′ = ٠,
١
Pr

(١ +R)θ′′ + fθ′ − rf ′θ − S(
η

٢θ′ +mθ) = ٠,
f(٠) = ٠, f ′(٠) = ٠, θ′(٠) = −١,
f ′ → ٠, θ → ٠ as η → ∞, (١ . ١)

S = α
c

به علاوه، می باشند.  بعد بدون حرارت درجه θ(η) و بعد بدون جریان تابع f(η) آن، در که
پارامتر m فضا، شاخص پارامتر r تابش، پارامتر R مغناطیس، Mپارامتر ناپایداری، پارامتر
بررسی به علاقه مندی عملی، و مهندسی کاربردهای در می باشند. پرانتل عدد Pr و زمان شاخص
ضریب تحلیل و تجزیه با حرارت انتقال ویژگی های و جریان رفتار قبیل از مهم فیزیکی کمیت های
بدون پارامتر دو این می باشد. (Nux) موضعی ناسلت عدد و (Cf) موضعی سطحی اصطکاک

می شوند: تعریف زیر به صورت بعد

Cf = −٢Re
−١٢
x f ′′(٠), Nux =

Re
١٢
x

θ(٠) ,
روش از استفاده با می کنیم سعی ادامه در می باشد. موضعی رینولدز عدد Rex = Ux

ν
آن در که

کنیم. ارائه بالا مدل برای تقریبی جواب گویا لژاندر توابع بر مبتنی محلی هم
محاسبات اجرای فرآیند .٢

حل برای هم محلی روش سپس و شده معرفی مختصر به صورت گویا لژاندر توابع ابتدا در
می گیرد. قرار استفاده مورد معادلات دستگاه

کامل مجموعه {Rn(η)}یک
∞

n=٠ گویای لژاندر توابع مجموعه گویا. لژاندر توابع .٢ . ١
L٢
ω([٠,∞)) = {v : [٠,∞) → R|v is measurable, ∥v∥ω < ∞} برای متعامد

تولید زیر بازگشتی رابطه توسط توابع این می باشد. ω(η) = ٢L
(η+L)٢ وزن تابع به نسبت

می شوند:
R٠(η) = ١, R١(η) =

η − L

η + L
,

Rn+١(η) = (
٢n+ ١
n+ ١ )(

η − L

η + L
)Rn(η)− (

n

n+ ١)Rn−١(η), n ≥ ١. (٢ . ١)
نوشت: زیر {Rn(η)}

∞

n=٠ از خطی ترکیب به صورت می توان را f(η) ∈ L٢
ω([٠,∞)) تابع هر

f(η) =
∞∑

n=٠
αnRn(η), αn =

⟨f,Rn(η)⟩ω
∥Rn(η)∥ω

. (٢ . ٢)
RN = span{R٠, R١, ..., RN} تقریب فضای می توان ، N مثبت عدد به ازای به علاوه،
داخلی ضرب به نسبت RN روی متعامد تصویر زیر(اپراتور تقریب اپراتور لذا گرفت. درنظر را

١٠٧



محلی هم عددی روش کمک به حرارت انتقال و مگنتوهیدرودینامیک جریان عددی بررسی
می باشد: موجود (⟨., .⟩ω وزن دار

PN [f(η)] =
N∑

n=٠
αnRn(η), ∀f ∈ L٢

ω([٠,∞)). (٢ . ٣)
می باشد. f(η) ∈ Hr

ω,A([٠,∞)) از مناسبی تقریب ،(٢ . ٣) که است شده ثابت [٢] در
و f(η) مجهول توابع اکنون مدل. حل برای گویا لژاندر محلی هم روش اجرای .٢ . ٢

می نویسیم: زیر گویای لژاندر توابع خطی ترکیب برحسب را (١ . ١) در θ(η)

f(η) ≃ f̃N١ =
N١∑

n=٠
fnRn(η), θ(η) ≃ θ̃N٢ =

N٢∑

n=٠
θnRn(η) (۴ . ٢)

دادن قرار با شوند. محاسبه باید و بوده مجهول ضرائب {θn}
N٢
n=٠ و {fn}

N١
n=٠ آن، در که

می شود: نتیجه زیر مانده توابع ،(١ . ١) در (۴ . ٢) تقریب های
Res١(η) = f̃ ′′′ + f̃ f̃ ′′ − f̃ ′٢ − S(

η

٢ f̃ ′′ + f̃ ′)−Mf̃ ′,

Res٢(η) =
١
Pr

(١ +R)θ̃′′ + f̃ θ̃′ − rf̃ ′θ̃ − S(
η

٢ θ̃′ +mθ̃). (۵ . ٢)
هم نقاط به عنوان {η٢,j}N٢

n=٠ و {η١,j}N١
n=٠ نقطه دسته دو مجهول، ضرائب محاسبه برای

گویا توابع (ریشه های گویا لژاندر رادو گاوس نقاط مجموعه اینجا، در می گیریم. نظر در محلی
مانده توابع دادن قرار صفر مساوی با می شوند. انتخاب (RNk+١(τ) +RNk

(τ), k = ١, ٢
یک {η٢,j}N٢

n=٠ و {η١,j}N١
n=٠ درونی نقطه N٢ − ١ و N١ − ١ در Res٢(η) و Res١(η)حاصل مجهول N١ +N٢ − ٢ و معادله N١ +N٢ − ٢ با غیرخطی جبری معادلات دستگاه

بنابراین می شود. اعمال مستقیم به صورت (١ . ١) در موجود مرزی شرایط به علاوه، می شود.
شد: خواهد نتیجه زیر غیرخطی معادلات دستگاه

Res١(η١,j) = ٠, j = ١, ٢, ..., N١ − ١,
Res٢(η٢,j) = ٠, j = ١, ٢, ..., N٢ − ١,
f̃N(٠)١ = ٠,
f̃ ′

N(٠)١− ١ − λ(١ +
١
β
)f̃ ′′

N(٠)١ = ٠,
θ̃′N(٠)٢ + ١ = ٠,
lim
η→∞

θ̃N٢ = ٠. (۶ . ٢)
،limη→∞

dRn(η)
dη

= ٠, n = ٠, ١, ٢, ..., N١ داریم گویا لژاندر توابع برای دیگر، سوی از
تحقیق، این در می شود. تضمین مسئله مرزی شرط برقراری و limη→∞

df̃N١
dη

= ٠ بنابراین
است. شده استفاده نیوتن تکراری روش از (۶ . ٢) غیرخطی جبری دستگاه حل برای
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ضابط زاده س.م.
همگرایی و عددی نتایج .٣

به کار (١ . ١) عددی جواب های آوردن به دست جهت قبل بخش پیشنهادی روش بخش این در
پارامترهای و شده محاسبه جواب های مسئله، پارامترهای از برخی تغییر با لذا می شود. گرفته
در شده گزارش نتایج با نتایج این است. شده گزارش شکل١ و جدول١ در ١

θ(٠) و −f ′′(٠)
نظر در N١ = N٢ = N = ٢۵ و L = ١۵ محاسبات، این در می باشد. مقایسه قابل [٣ ،١]
پارامترها همه داشتن نگه ثابت با جدول٢ در پیشنهادی روش عددی همگرایی است. شده گرفته
شده داده نشان N تغییر و (S = ٠٫٨, P r = ١,M = ٠,m = ١, R = ٠٫۵, r = ١)
می کند. تأیید شده ذکر مدل با مواجهه در را روش این بودن آمیز موفقیت اشکال و جداول است.

.r و R ،Pr ،M ، S مختلف مقادیر ازای به ١
θ(٠) و −f ′′(٠) شده محاسبه مقادیر :١ جدول

S M Pr R r m −f ′′(٠) ١
θ(٠)٠٫٨ ١٫٠ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۶١٠٧٠۵ ٠٫٩۶۴۶۴٧

١٫٢ ١٫٠ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫٧٠٢۵١۴ ١٫٠٧۴۵٠٢
١٫٠ ٠٫٠ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫٣٢٠۵٢٢ ١٫٠۵۴٣١١
١٫٠ ١٫٠ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۶۵٧١٣٠ ١٫٠٢١۴۵٣
١٫٠ ٠٫۵ ٠٫٧ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ٠٫٨۴٧۴٠٠
١٫٠ ٠٫۵ ٣٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫٩٠۶۴۴٣
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٠٫٠ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫٣٠٠١٢۶
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ١٫٠ ١٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ٠٫٨٨١٠٩٩
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٠٫۵ ٢٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫٢٢٩٢۶٧
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٠٫۵ ٣٫٠ ١٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫۴٠٧١٣٠
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٢٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫٣۴۴٨٠٩
١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٠٫۵ ١٫٠ ٣٫٠ ١٫۴٩٨٣٩۴ ١٫۵٨۵۶٣١

.Nمختلف مقادیر |(η)max|Res٢به ازای |(η)max|Res١و شده محاسبه مقادیر :٢ جدول
max|Res١(η)| max|Res٢(η)|

N = ۵ ٧٫٨١٠٩٨٩ × ٣−١٠ ٣٫٧٨١٣٠٨ × ١٠۴−٣
N = ١٠ ١٫٣۶٣٢٧١ × ١٠−۴ ٢٫٢٢٠٨٣٩ × ١٠۴−٣
N = ١۵ ۵٫١٣٠٩٣٣ × ١٠−۵ ٢٫٧۵۵۵٠٩ × ١٠۴−۵
N = ٢٠ ١٫٣۵٣۶۶۶ × ١٠−۶ ١٫۴٩٣۶۴٣ × ١٠۴−۶
N = ٢۵ ۶٫٧۵١۶٨٨ × ٩−١٠ ۵٫۴٣٧٧۵٣ × ١٠۴−٨
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ناهمسانی با اتورگرسیو تصادفی تلاطم مدل با تهران بورس کل شاخص برآورد
تلاطم شرطی واریانس

٢ یحیوی پارسا و ∗ ١ مدرسی نویده
طباطبایی علامه دانشگاه رایانه، و ریاضی آمار، دانشکده مالی، ریاضیات گروه استادیار ١

n.modarresi@atu.ac.ir
طباطبایی علامه دانشگاه رایانه، و ریاضی آمار، دانشکده مالی، ریاضیات دکتری دانشجو ٢

p _ yahyavi@atu.ac.ir

تلاطم یا بازده تغییرات روند برای تا می کنند تلاش همواره سهام بازار در سرمایه گذاران چکیده.
راستا این در باشند. داشته مدت بلند و مدت کوتاه پیش بینی های خود نظر مورد سهم قیمت
داده های با که می شود فرض ثابت تلاطم تلاطم آنها در که شده اند معرفی GARCH مدل های
خطای تلاطم، در موجود شرطی ناهمسانی واریانس به توجه عدم دارد. مغایرت بازار واقعی
تلاطم تلاطم تصادفی تلاطم مدل های در می دهد. افزایش را مدل این پیش بینی های از حاصل
که نمی کنند استفاده حال لحظه مشاهده از دارایی بازده پیش بینی در اما می شود فرض تصادفی
رفع جهت در می شود. مدل ها این خطای افزایش موجب حال لحظه مشاهده از استفاده عدم
و SHARV شرطی ناهمسانی با اتورگرسیو تصادفی تلاطم مدل مقاله، این در مشکلات این
برای را مدل می کنیم. معرفی می دهد پوشش خوبی به را اهرمی ویژگی که آن نامتقارن نوع
مدل پارامتر های منظور، این به و داده برازش تهران بهادار اوراق بورس کل شاخص داده های
معرفی مدل که می دهد نشان نتایج می کنیم. برآورد نمایی درست ماکزیمم شبه روش به را
خطا میانگین معیار با آن متقارن حالت با مقایسه در را بهتری برازش نامتقارن حالت در شده

می دهد.
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یحیوی پارسا و مدرسی نویده
پیش گفتار .١

مدت بلند و مدت کوتاه پیش بینی در توانایی مالی بازار های در سرمایه گذاری در اصل مهم ترین
سرمایه گذاری سبد های از بسیاری در که دارایی هایی جمله از است. معامله مورد دارایی های بازده
سرمایه گذاری نتایج در بسزایی تاثیر آن بازده پیش بینی رو این از و است سهام می رود بکار
هستند. زمانی سری های آنها مهم ترین جمله از که دارد گوناگونی ابزار سهام بازده کردن مدل دارد.
طیف می توانند دارند که انعطاف پذیری و پیاده سازی راحتی علت به زمانی سری های از استفاده
٣ اهرمی اثر و ٢ خوشه بندی خاصیت یا ١ ناهمسانی جمله از سهام قیمت ویژگی های از وسیعی
بالایی اهمیت از نظر مورد داده های برازش برای مناسب مدل دقیق انتخاب دهند. پوشش را
سهام بازده کردن مدل برای متغیر زمان تلاطم با زمانی سری های از جهت همین به است. برخوردار
یافته تعمیم شرطی واریانس ناهمسانی با اتورگرسیو مدل ١٩٨٢ سال در انگل می شود. استفاده
از پیاده سازی راحتی علت به مدل  این خانواده .[٢] کرد معرفی را متغیر تلاطم با ۴(GARCH)
دقت از می شود فرض ثابت آنها تلاطم تلاطم که آنجایی از اما هستند برخوردار فراوان محبوبیت
تلاطم مدل های بررسی به [٣] شوارتز و لانگ استف مشکل این رفع برای نیستند. برخوردار بالایی
تمام در که دومی خطای پرداختند. می کنند فرض تصادفی را تلاطم تلاطم که ۵(SV) تصادفی
لحظه مشاهدات و اطلاعات از استفاده عدم دارد، وجود SV و GARCH خانواده مدل های
و تاریخی داده های مبنای بر تلاطم و بازده پیش بینی شده، معرفی مدل های تمام در است. حال
برای tام لحظه اطلاعات از استفاده عدم می شود. محاسبه حال زمان از قبل گام یک تا تغییرات
در .[١] می دهد کاهش را مدل دقت و افزایش را پیش بینی خطای ١+tام لحظه بازده پیش بینی
معرفی را ۶RT-GARCH زمانی سری ٢٠١٧ سال در اسمتنا مشکل این کردن برطرف راستای
واریانس همچنان ولی می شود استفاده پیش بینی برای نیز حال لحظه اطلاعات از آن در که کرد
مدل از سهام بازده کردن مدل برای پژوهش این در .[۴] می کند فرض ثابت را تلاطم شرطی
ASHARV آن نامتقارن نوع و ٧(SHARV) واریانس ناهمسانی با اتورگرسیو تصادفی تلاطم
واریانس ناهمسانی مانند سهام بازده ذاتی های ویژگی می تواند مدل این ساختار می کنیم. استفاده
مدل های معرفی به بعد بخش در .[۵] دهد پوشش خوبی به را اهرمی اثر و تلاطم تلاطم شرطی
تاریخی داده های از استفاده با و می پردازیم ASHARV یعنی آن نامتقارن نوع و SHARV
درستنمایی ماکزیمم شبه برآورد روش به مدل پارامتر های از تخمینی تهران، بورس کل شاخص
خطای میانگین می دهد نشان شده ارائه روش های خطای مقایسه می آوریم. بدست ٨(QMLE)
شبیه سازی و بوده SHARV مدل از کمتر سهام بازده داده های کردن مدل در ASHARV مدل

می دهد. ارائه را مالی بازار مشاهدات به نزدیک تر و دقیق تر نتایجی آن، تحت بازده
Heteroskedasticity١

Clustering property٢
Leverage effect٣

Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity۴
Stochastic volatility۵

Real-time GARCH۶
Stochastic heteroskedastic autoregressive volatility٧

Quasi-maximum likelihood estimation٨
١١٣



واریانس ناهمسانی با اتورگرسیو تصادفی تلاطم مدل
مدل معرفی .٢

تلاطم، در شرطی واریانس ناهمسانی گرفتن نظر در با RT-GARCH مدل ایده مبنای بر
می شوند تعریف زیر صورت به ترتیب به ASHARV(1,1,1) و SHARV(1,1,1) مدل های

rt = σtϵt

σ٢
t

= βσ٢
t−١ +

(

α + ψσ٢
t−١

)

ϵ٢
t

متناهی چهارم مرتبه گشتاور با استاندارد نرمال توزیع با مستقل تصادفی متغیر های ϵt آن در که
ناهمسانی که است ψσ٢

t−١ϵ٢
t

عبارت مدل، نوآوری .σ٢٠ > ٠ و β > ٠ ،(ϕ, ψ) ≥ ٠ و باشد
است، فرد تابعی σtϵt و E[ϵ٣

t
] = ٠ اینکه به توجه با می دهد. نشان را تلاطم در شرطی  واریانس

در SHARV مدل واقع در .E[rt|Ft−١] = ٠ داریم و است ٩ مارتینگل تفاضلی دنباله rt
می شود مشاهده تاریخی داده های مبنای بر که سهام بازده توزیع در موجود کشیدگی کردن مشخص
بازده توزیع کشیدگی که ASHARV آن نامتقارن یافته تعمیم نسخه دلیل همین به است. ناتوان

می کنیم تعریف زیر صورت به می دهد پوشش را
rt = µσt−١ + σtϵt

σ٢
t

= βσ٢
t−١ +

(

α + ψσ٢
t−١

)

ϵ٢
t
+
(

ω + ϕσ٢
t−١

)

(min{ϵt, ٢({٠
.

داده ها به مدل برازش .٣
می گیریم نظر در ١۴٠٢ مهر تا ١۴٠٠ مهر از را تهران بورس کل شاخص تاریخی داده های
روش به را پارامتر هر شده برآورد مقدار می کنیم. برآورد را شده معرفی مدل های پارامتر های و
را کدام هر استاندارد معیار از انحراف و میانگین و آورده بدست درستنمایی ماکزیمم شبه برآورد

می کنیم. ارائه زیر جدول در
پارامتر ها شده برآورد مقادیر :١ جدول

مدل آماره µ β α ψ ω ϕ

SHARV تخمینی مقدار - ٠٫٠١ ١
١٠۴ ١

١٠٣ - -
میانگین - ٠٫٠٣۴ ٩٫۵

١٠۵
٩٫۵
١٠۴ - -

معیار از انحراف - ٠٫١۴ ٢٫١٩
١٠۵

٢٫١٨
١٠۴ - -

(A)SHARV تخمینی مقدار ٠٫٩٢ ۴٫٧٣
١٠١٠

۵٫۵
١٠١۶

١٫۵
١٠١۶

٧٫٣٢
١٠١۵

١٫٢٧
میانگین١٠١۴ ٠٫٨۴ ٠٫٠٨ ٨٫١۶

١٠١٠
۶٫٩

١٠١٠
۴٫۵۴
١٠۴

٣٫١٢
معیار١٠۴ از انحراف ٠٫٢ ٠٫٢٣ ١٫٣۵

١٠٨
١٫١٧
١٠٨

۴٫٨
١٠٣

١٫٧
١٠٣

خطای میانگین می پردازیم. شده معرفی مدل های دقت مقایسه ی به ٢ و ١ شکل های در
برای متفاوت مسیر ١٠٠ تولید و آمده بدست پارامتر های جایگذاری از پس مدل شبیه سازی های
مدل خطای میانگین از کمتر و ٠٫٠٠١٢ برابر ASHARV مدل از استفاده با شاخص بازده
دقیق تری برازش ASHARV مدل مقایسه این به توجه با است. ٠٫٠٠١٨ یعنی SHARV

Martingale difference sequence٩
١١۴



یحیوی پارسا و مدرسی نویده

SHARV مدل خطای :١ شکل

ASHARVمدل خطای :٢ شکل

معرفی مدل های که است ذکر به لازم بود. خواهد پیش بینی برای بهتری گزینه و می دهد بدست
دارند. بالاتری دقت و بهتر برازش پر تلاطم داده های با ارتباط در شده
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در فیلتر تغییرات طریق از سادکی همبافت عصبی شبکههای عملکرد بهبود بر مروری
یادگیری لایه
∗ الیاسی نیره

خوارزمی کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه
elyasi82@khu.ac.ir

در که هستند گرافی عصبی شبکههای تعمیمیافته رویکرد سادکی همبافت شبکههای چکیده.
در میکنند. عمل پیچشی عصبی شبکههای از بهتر بسیار غیراقلیدسی دادههای تحلیل موارد
توسعه و ٢٠٢٠ سال از سادکی همبافت عصبی شبکههای پیدایش بر مروری به مقاله این
برای ادغام لایه تعریف مرور به ابتدا به راستا این در میپردازیم. داده تحلیل زمینه در آنها
عملکرد بهبود جهت یادگیری لایه فیلتر تغییرات به سپس و پرداختیم آن به قبلا که شبکهها این

میپردازیم. شبکهها این

پیش گفتار .١
محاسبات امر داده کاوی زمینه در (Neural networks) عصبی شبکه های اخیر سال های در
اعم اقلیدسی داده های پنهان الگوهای درک در عمیق یادگیری علاوه  به است. بخشیده تسریع را
به صورت داده ها که مسائلی مورد در اگرچه است. بوده مثمرثمر تاکنون فیلم ها و متون تصاویر، از
بین متقابل وابستگی های و می شوند تولید غیراقلیدسی حوزه های در پیچیده روابط با گراف هایی

نیستند. اقلیدسی دادههای کارآمدی به می شوند، داده نمایش اشیا
همبافت عصبی شبکههای سپس و ابتدا در (GNN) گرافی عصبی شبکه های موارد این در
همبافتهای یا گراف ها آمدهاند. وجود به شبکهای غیراقلیدسی داده های پردازش جهت سادکی
یال هایا از داده ها بین وابستگی های دادن نشان برای و رئوس از دادهها نمایش برای سادکی
عصبی شبکه های و می بریم بهره توپولوژی از واقع در می کنند. استفاده (simplex)سادکها
(simplicial complex neural networks) سادکی همبافت  عصبی شبکه های به را گرافی

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 68t05; Secondary 62R40.
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الیاسی ن،
اولین در٢٠٢٠ کنیم. لحاظ را افراد از بیشتری روابط همزمان بطور بتوانیم تا می دهیم، تعمیم
شبکه روی بر که شد معرفی همکاران[٢] و ابلی توسط SNN یعنی سادکی همبافت عصبی شبکه
فیلتر میپرداخت. شبکه این در گمشده داده دادن نسبت به نویسندگان همکاری سادکی همبافت
از یکی شد. معرفی بار اولین برای آنان مقاله در سادکی همبافت لاپلاسین مبنای بر یادگیری
لایه تعریف به ما که بود (pooling layer) ادغام لایه ارایه مقاله این در شده مطرح سوالات
آن از بعد دادیم[١]. ارایه را آن ریاضی کنفرانس دومین و پنجاه در و پرداختیم SNN در ادغام
تکانه پاسخ خطی فیلتر و کرده استفاده لاپلاسین هاج مفهوم از یانگ مانند دیگری نویسندگان
نویز رفع و شبکه دقت بهبود به [۴ ،٣] مقاله در که کردند معرفی سیگنال پردازش برای را محدود
شبکه دقت بهبود در سعی پژوهشها این از پیروی به ما مقاله این پرداختند.در ابلی روش به نسبت
یانگ مقاله یادگیری لایه در خطی فیلتر تغییر با راستا این در میپردازیم. یانگ توسط ایجادشده
مییابیم. دست شبکه این از بهتری دقت به غیرخطی و خطی فیلتر ترکیب و غیرخطی فیلتر به

میشود. داده نشان جدول توسط دقت و عملکرد بهبود این
پیشنیازها .٢

زیرمجموعه هایش از گردایه ای همراه به Kاست مجموعه یک مجرد سادکی همبافت یک .٢ . ١ تعریف
است: زیر شرط دو دارای که S مانند

گوییم. K رئوس {v} مجموعه های تمام به ،{v} ∈ S و v ∈ K هر برای (١)
τ ⊆ σ ∈ S =⇒ τ ∈ S اگر (٢)

به را هم-مرز تابع باشد، Kp −→ R از توابع مجموعه Cp(K) کنیم فرض .٢ . ٢ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت

∂p : C
p(K) −→ Cp+١(K)

∂p(f)([v٠, ..., vp+١]) =
p+١∑

i=٠
(−١)if([v٠, ..., v̂i, ..., vp+١])

نمایش Bd می دهیم قرار ،K از ∂d : Cd −→ Cd−١ مرز عملگر هر برای .٢ . ٣ تعریف
است واضح هستند. استانداردی پایه دارای Cd−١ و Cd آن در که باشد، عملگر این ماتریسی
برابر آن ستون های تعداد و K سادک های −d− ١ تعداد با است برابر Bd سطرهای تعداد که

.K سادک های −d تعداد با است
تعریف را آن زیر بصورت و می دهیم نمایش ∂∗

d بصورت را ∂d الحاقی عملگر ∂d با متناسب
می کنیم:

∂∗
d : Cd−١ −→ Cd

.BT
d با است برابر ∂∗

d با متناسب ماتریسی نمایش وضوح به
طبیعی عدد یک ٠ ≤ d و است جهت دار سادکی همبافت یک K کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
∆d : Cd −→ Cd خطی عملگر یک K سادکی همبافت d مرتبه ترکیبیاتی لاپلاسین باشد.

می شود: تعریف زیر بصورت که است
∆ = ∂d+١ ◦ ∂∗

d+١ + ∂∗
d ◦ ∂d.١١٨



کوتاه عنوان
کرد: تعریف زیر بصورت می توان را d مرتبه لاپلاسین ماتریس همچنین و

ℓd = Bd+١BT
d+١ +BT

d Bd

تجزیه ی به توجه با هستند، ℓp ماتریس ویژه مقادیر λ١ > λ٢ > ... > λ|Kp| کنیم فرض حال
داریم: ℓp ماتریس ویژه مقدار

ℓp = Udiag(Λ)UT

.Λ = [λ١, ..., λ|Kp|] و است ℓp ویژه مقادیر با متناسب ویژه بردارهای از شده Uساخته آن در که
میشود داده نشان Fp و F−١

p با ترتیب به آن معکوس و فوریه تبدیل عملگر [٢] به توجه با حال
همبافت کانولوشن عملگر فوریه، عملگر به توجه با و است. UT و U آنها ماتریسی نمایش که

[٢] می شود: تعریف زیر بصورت سادکی
c ⋆p c

′

= F−١
p (Fp(c)Fp(c

′

)), c, c
′

∈ Cp(K)

SNN در داده پیچیدگی کاهش جهت ادغام لایه پیشنهاد .٣
(pooling layer) ادغام لایه تعمیم چگونگی [٢] ابلی مقاله در شده مطرح سوالات از یکی
پیچشی عصبی شبکههای در ادغام لایه که همانطور بود. (SNN)سادکی همبافت عصبی شبکه در
به هدفی چنین با نیز SNN در میکند، تلاش داده پیچیدگی کاهش و خلاصهسازی برای (CNN)
در پرداختیم. گسسته مورس نظریه اساس بر دادکی همبافت عصبی شبکههای در ادغام لایه ارایه
بعد کردن کم در سعی که است داده نظیر سادکی همبافت به مربوط سادکی عصب لایه این حقیقت
ریاضی کنفرانس دومین و پنجاه در را نتیجه این دارد. سادکی همبافت یا گراف داده پیچیدگی یا

است. شده آورده ١ شبهکد در ادغام لایه ساخت نظیر شبهکد یادآوری جهت کردیم[١]. ارایه

سادکی همبافت عصبی شبکه ادغام لایه تعریف :١ شکل
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الیاسی ن،

پژوهش دست آورد های .۴
شبکه دقت بهبود میشود، دنبال سادکی همبافت عصبی شبکههای در که اهدافی از دیگر یکی
شبکه دقت SNN شبکه یادگیری فیلتر تغییر با یانگ مانند نویسندگانی در زمینه این در میباشد.
شبکه یادگیری لایه خطی فیلتر نیز ما دادند. کاهش را سیگنال داده نویز بعلاوه و داده بهبود را
ازای در بهتری دقت به و کردیم جایگزین غیرخطی و خطی فیلترهای ترکیب با را یانگ عصبی
کردیم. معرفی CSNN عصبی شبکه صورت به را نتیجه رسیدیم. بیشتر ایپاکهای در یادگیری

دید. خواهیم زیر ١ جدول در را فیلتر تغییرات این از نتیجهای

L٠ لاپلاسین برای فیلتر تغییر با CSNN شبکه تا SNN شبکه از دقت بهبود سیر :١ جدول
درصد به شبکه دقت α مقدار فیلتر فیلتر نوع

۶۴/٢۶ α = ٠٫۵ α ∗ L٠
۶٣/۶۴ α = ٠٫۴٠۵۴٢٣٢٨۶٣٢٠١٨٢٧۶
۶٣/۶٨ α = ٠٫٢٨۵۵۴۵١٢٢۴١٨٩٩١٩
۶۴/٣۴ α = ٠٫١۶٣٧۴٧٨۴۴۴١٨٢١٧٨٨
۶١/٢٢ α = ٠٫٠٢٨۴٩٢٣٢١٧٩٠٧٣٠١٣۵
۶۴/٧٣ α = ٠٫٢٧٨٢۵٠٢۴۵۴٠٧۵١٩١
۶۵/٠٩ α = ٠٫١٠٣٩۶٩۶۵۵٨٨۵٧۶۴٧٩ α ∗ L_٠ + I یانگ مقاله خطی فیلتر
۶٧/۶۴ - ELU
۶٨/١٩ - RELU
۶٧/۵۵ - α = ٠٫١ LRELU
۶٧/٣٠ - SRELU غیرخطی فیلتر
۶٧/۵٩ α = ٠٫١٨۵٢٠٨٠۴٣٢٩۴١۶٩١٨ ELU
۶٨/۴۶ α = ٠٫١٨۵٢٠٨٠۴٣٢٩۴١۶٩١٨ RELU
۶٧/٨٨ α = ٠٫١٨۵٢٠٨٠۴٣٢٩۴١۶٩١٨ α = ٠٫١ LRELU
۶٧/٧٢ α = ٠٫١٨۵٢٠٨٠۴٣٢٩۴١۶٩١٨ SRELU غیرخطی و خطی فیلترهای ترکیب
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تکین مقدار تجزیه و تیغک موجک، بر مبتنی نهان نگاری الگوریتم یک
∗ سالاری فرزانه

کرمانشاه رازی دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه
f.salari@razi.ac.ir

برای قدرتمند روش های به نیاز تصاویر، دستکاری برای آنلاین ابزارهای گسترش با چکیده.
این برای راه حلی دیجیتال نهان نگاری است. یافته افزایش دیجیتال آثار نشر حق از محافظت
می کند. محافظت آن ها از تصاویر، در مالکیت اطلاعات جاسازی با که می دهد ارائه مشکل
در مقاومت و نهان نگاره) بودن (نامحسوس شفافیت بین تعادل به دستیابی حال، این با
نهان نگاری برای الگوریتمی مقاله، این می رود. شمار به حوزه این اصلی چالش حملات، برابر
تجزیه و محدود تیغک تبدیل گسسته، موجک تبدیل ترکیب از که می کند پیشنهاد دیجیتال
کارایی استاندارد، تصاویر از استفاده با تجربی ارزیابی های می کند. استفاده تکین مقدار
مختلف حملات برابر در بالا مقاومت عین در بصری کیفیت حفظ در را پیشنهادی الگوریتم

می دهد. نشان

پیش گفتار .١
تصویر حوزه دو به نهان نگاره قرارگیری حوزه اساس بر توان می را نهان نگاری الگوریتم های
پیکسل های در مستقیماً را نهان نگاره تصویر، بر مبتنی الگوریتم های کرد. طبقه بندی فرکانس و
نیستند. مقاوم چندان تغییرات برابر در اما هستند آسان و سریع نتیجه، در دهند، می قرار تصویر
تغییر را تصویر فرکانس از هایی بخش که شدند پیشنهاد فرکانس بر مبتنی الگوریتم های ازاین رو،
را بیشتری داده های نگه داری امکان و باشند تر قوی حملات برابر در شود می باعث که می دهند

می کنند. فراهم
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 68U10; Secondary 94A08,

42C40, 42C15.
. تکین مقدار تجزیه محدود، تیغک تبدیل گسسته، موجک تبدیل تصویر، نهان نگاری کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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سالاری ف.
می دهند ارائه فرکانس حوزه در تصویر نمایش برای را قدرتمندی ابزارهای گسسته های تبدیل
جاسازی ترتیب، بدین و می کنند تجزیه آن سازنده فرکانسی اجزای به را تصویر تبدیل ها، این .[۵]
های تبدیل مهم ترین از یکی می کنند. تسهیل دهد، می افزایش را شفافیت که روشی به نهان نگاره
با هم خوانی دلیل به که است (DWT) گسسته موجک تبدیل نهان نگاری، زمینه در گسسته
بصری درک قابل کمتر مناطق در نهان نگاره جاسازی که شود می باعث انسان بینایی سیستم
نمایش و جهت دهی در محدودیت هایی گسسته موجک تبدیل حال، این با .[٣] شود انجام
جمله از مختلفی جهته چند موجک های محدودیت ها، این رفع برای دارد. بالا ابعاد با تکینگی
نسخه ی که (FRIT) محدود تیغک تبدیل خاص، طور به و شدند معرفی (Ridglets) تیغک ها

.[٢] است شده طراحی تکینگی های خطی نمایش برای است تیغک گسسته
الگوریتم های در اساسی نقشی نیز ماتریسی تجزیه های روش گسسته، تبدیل های بر علاوه
از یکی تکین، مقادیر بر تکیه دلیل به (SVD) تکین مقدار تجزیه می کنند. ایفا نهان نگاری

.[۵] است زمینه این در تجزیه روش های پرکاربردترین
SVD و DWT ،FRIT ترکیب از که می کند معرفی را نهان نگاری الگوریتم یک مقاله، این
زیرباندها تولید به منظور اصلی تصویر روی بر DWT تبدیل اعمال با روش این آید. می دست به
ضرایب نتیجه در و می گیرد قرار FRIT تبدیل تحت انتخابی زیرباند سپس، می شود. شروع
داده نشان تصویر یک صورت به که نهان نگاره اطلاعات نهایت، در می آیند. دست به FRIT
کارایی ارزیابی منظور می شود. جاسازی FRIT ضرایب تکین مقادیر در مستقیماً می شود،
می گیرد. قرار بررسی مورد استاندارد تصاویر از مجموعه ای روی الگوریتم این پیشنهادی، الگوریتم

بنیادی مفاهیم .٢
مدت طول و متغیر فرکانس با کوچک امواج .(DWT) گسسته موجک تبدیل .٢ . ١
فضا انرژی سازی فشرده عالی خواص دلیل به موجک تبدیل شوند. می نامیده موجک محدود،
تبدیل سطح، هر در است. شده تبدیل تصویر پردازش و درنهان نگاری مهم ابزاری به فرکانس، و
تقریبی توصیفی حاوی مؤلفه یک کند: می تجزیه زیرباند چهار به را تصویر یک ، گسسته موجک
(LH) عمودی ،(HL) افقی جزئیات به مربوط مؤلفه سه و (LL) پایین رزولوشن با تصویر از
و خوب فضایی یابی مکان امکان DWT بر مبتنی نهان نگاری الگوریتم های .(HH) قطری و

است. انسان بینایی سیستم به شبیه که کند می فراهم را چندریزگی ویژگی های
نمایش برای قدرتمند ابزاری عنوان به FRIT تبدیل .(FRIT) محدود تیغک تبدیل .٢ . ٢
ویژگی با که اجزایی به تصویر تجزیه با محدود تیغک تبدیل است. کرده ظهور دیجیتال تصاویر
محدود رادون تبدیل نام به تکنیکی از و یابد می دست هدف این به هستند، همسو خطی های
در ها پیکسل شدت مجموع محاسبه با FRATمحدود رادون تبدیل کند. می استفاده (FRAT)
تبدیل در که هستند خطوطی شبیه خطوط این کند. می عمل تصویر درون خاصی خطوط امتداد
داده تطبیق دیجیتال تصاویر محدود مشبکه ساختار برای اما شوند، می استفاده پیوسته رادون
موثر طور به را مستقیم های لبه با ساختارهای تا می دهد اجازه FRIT به رویکرد این شده اند.

می کند. ارزشمند بسیار تصویر پردازش مختلف کارهای برای را آن که دهد نمایش و ضبط
روی محدود رادون تبدیل ابتدا می کند: استفاده مرحله ای دو فرایند یک از محدود تیغک تبدیل
اطلاعات بیشتر تجزیه ی برای تک بعدی گسسته موجک تبدیل از سپس و می شود اعمال تصویر
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تکین مقدار تجزیه و تیغک موجک، حوزه در نهان نگاری
Zp = {١, ٢, ٣, . . . , p− ١} متناهی میدان کنیم می فرض ادامه، در می شود. استفاده تصویر
می محاسبه زیر صورت fبه حقیقی تابع محدودِ رادون تبدیل است. اول عدد یک p که داریم را

شود:
rk[l] = FRATf (k, l) =

١
√

(p)

∑

(i,j)∈Lk,l

f [i, j] (٢ . ١)

زیر صورت به Z٢
p مشبکه ی روی را خطی که است نقاطی از مجموعه ای L(k,l) که طوری به

می دهند: تشکیل

Lk,l = {(i, j) : j = ki+ l (mod p), i ∈ Zp, ٠ ≤ k < p},

Lp,l = {(l, j) : j ∈ Zp}. (٢ . ٢)
به محدود تیغک تبدیل ساخت امکان محدود، رادون تبدیل وارون پذیری خاصیت دلیل به

جهت دار پرتوی دنباله ی هر تجزیه ی با امر این دارد. وجود وارون پذیر صورت
می شود. حاصل تک بعدی موجک تبدیل وسیله ی به rk[٠], rk[١], . . . , rk[p− ١]

برای را آن ها که دارند کلیدی های ویژگی تکین مقادیر .(SVD) تکین مقدار تجزیه .٢ . ٣
مقادیر تصویر، جزئی تغییرات با که است این ویژگی یک می نماید. مناسب نهان نگاره جاسازی
تکین مقادیر در تصویر جبری خصوصیات ثبت دیگر، ویژگی می مانند. باقی تغییر بدون تکین
مناسب تکنیکی گسسته، تبدیل های با ترکیب در یا مستقل طور به SVD تجزیه از این رو، است.
ابعاد با A ماتریس یک روی بر SVD اعمال با می رود. شمار به نهان نگاری اهداف برای
قطری ماتریس یک S آید. می دست به A = U × S × V T متمایز ماتریس سه ،m × n

است. (i = ١, . . . ,m) صعودی غیر ترتیب به (σi) تکین مقادیر حاوی

پیشنهادی روش .٣
نهان نگاره. جاسازی الگوریتم .٣ . ١

تجزیه زیرباند چهار به و گیرد می قرار گسسته موجک تبدیل تحت (I) اصلی تصویر (١
شود. می انتخاب بیشتر پردازش برای LL زیرباند که شود می

استخراج را (R) تیغک ضرایب تا گیرد می قرار محدود تیغک تبدیل ماتریسLLتحت (٢
کند.

[U, S, V ] = شود: می تجزیه تکین مقدار تجزیه از استفاده با تیغک ضرایب ماتریس (٣
SV D(R)

از (S) تکین مقادیر در (α) مقیاس ضریب یک از استفاده با (W ) نهان نگاره تصویر (۴
W ′ = S + α.W می شود: ادغام اصلی تصویر

[Uw, Sw, Vw] = شود: می تجزیه SVD عملیات یک با (W ′) تغییریافته نهان نگاره (۵
SV D(W ′)

R′ = شده اصلاح تیغک ضرایب ماتریس آوردن دست به برای SVD معکوس (۶
شود. می اعمال U × Sw × V T

١٢٣



سالاری ف.
طور به (DWT) گسسته موجک تبدیل معکوس سپس و FRIT معکوس نهایت، در (٧
بازسازی را (I∗) شده نهان نگاری تصویر فرآیند این می شوند. اعمال R′ روی متوالی

است. پنهان نهان نگاره حاوی که کند می
نهان نگاره. استخراج الگوریتم .٣ . ٢

باند زیر چهار و گیرد می قرار گسسته موجک تبدیل تحت (I∗) شده نهان نگاری تصویر (١
انتخاب (LL∗) پایین فرکانس با زیرباند جاسازی الگوریتم مانند که می آید دست به

شود. می
ضرایب مرحله این گیرد. می قرار (FRIT) محدود تیغک تبدیل تحت LL∗ ماتریس (٢

کند. می استخراج را (R∗) محدود تیغک
[U∗, S∗, V ∗] = شود می تجزیه SVD از استفاده با محدود تیغک ضرایب ماتریس (٣

کند. می آشکار را (S∗) شده اصلاح تکین مقادیر و SV D(R∗)

به جاسازی الگوریتم از که (Vw و Uw) تکین مقدار تجزیه ماتریس های از استفاده با (۴
می انجام S∗روی SVD معکوس یک ،(S∗) شده اصلاح تکین مقادیر و آمده دست

W ′ = Uw × S∗ × V T
w شود:

که W ∗ = (W ′
−S)
α

فرمول از استفاده با (W ∗) شده جاسازی نهان نگاره نهایت، در (۵
شود. می بازیابی است، آمده دست به جاسازی فرایند از

کارایی ارزیابی .۴
تصویر یک و اصلی تصویر سه روی بر و شد سازی پیاده 2021b متلب در پیشنهادی الگوریتم
آمده دست به USC-SIPI تصاویر داده پایگاه از که ٢۵٧پیکسل) × ٢۵٧ اندازه (با نهان نگاره
جاسازی فرآیند دو هر در (α = ٠٫٠٧) تجربی مقیاس ضریب گردید. آزمایش ،(١ (شکل است
و شفافیت معیار دو از نهان نگاری، الگوریتم  های اثربخشی ارزیابی برای شد. اعمال استخراج و
نهان نگاری تصویر و اصلی تصویر بین بصری شباهت درجه شفافیت می شود. استفاده مقاومت

می شود: محاسبه زیر صورت به PSNR معیار از استفاده با که کند می تعیین را شده
PSNR = ١٠ log١٠

(

MAX(p)٢
١
xy

∑x−١
p=٠
∑y−١

q=٠ [O(p, q)−W (p, q)]٢

)

(١ . ۴)

می باشند. اصلی تصاویر دیگر تصویر سه و نهان نگاره تصویر راست، سمت تصویر :١ شکل

NC شود. می ارزیابی (NC) شده نرمال متقابل همبستگی معیار از استفاده با مقاومت
کمی را حمله از پس (W ′) شده استخراج نهان نگاره و (W ) اصلی نهان نگاره بین شباهت درجه

١٢۴



تکین مقدار تجزیه و تیغک موجک، حوزه در نهان نگاری
کند: می

NC(W,W ′) =
∑x−١

p=٠
∑y−١

q=٠(W (p, q)−Mw)(W
′(p, q)−Mw′)

√

∑x−١
p=٠
∑y−١

q=٠ (W (p, q)−Mw)
٢√∑x−١

p=٠
∑y−١

q=٠ (W ′(p, q)−Mw′)٢

(٢ . ۴)
اعمال با NC مقادیر همچنین و PSNR مقدار و گردید اجرا تصویر سه روی پیشنهادی الگوریتم
با آمده دست به نتایج دقیق تر، ارزیابی منظور به .(١ (جدول شد اندازه گیری مختلف حمله های
(contourlet) مرزک و (shearlet) قیچک ،[۴] رادون تبدیل های اساس بر الگوریتم هایی
نشان که دارد بیشتری NC مقدار حملات، اغلب برابر در پیشنهادی الگوریتم شد. مقایسه [١]
کمتر و رادون اساس بر الگوریتم با برابر آن شفافیت که، حالی در است، بالاتر مقاومت دهنده ی

است. مرزک و قیچک تبدیل های اساس بر الگوریتم های از

مختلف تصاویر روی مقاومت و شفافیت مقایسه :١ جدول
مرزک قیچک رادون پیشنهادی الگوریتم حمله
Peppers Peppers Lena Lena Peppers Baboon
٠ . ٩٢ ٩۶ . ٠ ٨٢۵٠ . ٨ ٩٨۵۴ . ٠ ٩٨۴٠ . ٢ ٩٨۶٠ . ٢ (٠٫١) نمک و فلفل نویز
٠ . ٩١ ٩۵ . ٠ ٠ . ٨٢ ٩٧۵٠ . ١ ٩۶ . ٠ ٩۶٠ . ٨ (٠٫١) گاوسی نویز
٠ . ٩٢ ٠ . ٩٩ ٩۶۶٠ . ٧ ٩٨۵۵ . ٠ ٩٨۵۶ . ٠ ٠ . ٩٨٧ (٠٫٠١) اسپکل نویز
٠ . ٩٢ ٠ . ٩٩ ٩٨۴٠ . ٣ ٩٩۴٠ . ٣ ٠ . ٩٩١٢ ٠ . ٩٩٠٢ (٣ × ٣) پایین گذر گاوسی فیلتر
٠ . ٨٨ ٠ . ٩٨ ٩٧٠۶ . ٠ ٠ . ٩٩٣٣ ٩٩٠۶ . ٠ ٩٨٢۵ . ٠ (٣ × ٣) میانه فیلتر
٩۴ . ٠ ٠ . ٩٧ ٩۵٠ . ٣ ٩٩٣۶ . ٠ ٠ . ٩٨٩٣ ٩٨۶٠ . ٣ (٠٫۵) مقیاس تغییر
٨۶ . ٠ ٠ . ٩٩ ٠ . ٩٢١٧ ٠ . ٨٩٨٢ ٨١۶٠ . ٢ ٠ . ٩٠٠١ (٠٫٩) گاما تصحیح
٠ . ٩٠ ٠ . ٩٨ ٩۶٠ . ٢٨ ٩٨۶٠ . ٩ ٠ . ٩٨٧١ ٩۶٠ . ٩٧ هسیتوگرام یکسان سازی
٢۶ . ۶۶ ٩۵ . ۶۶ ٩٣ . ۴۵ ٩١ . ۴۵ ٨٧ . ۴۵ ٨۶ . ۴۴ PSNR
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ایمن الکترونیکی دهی رای برای پساکوانتومی رمزنگاری سیستم
٢ ف.جعفری و دهکردی١ هادیان م.

ایران صنعت و علم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده ریاضی، گروه ١,٢
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مراحل در امنیت پیش از بیش اهمیت و رای گیری ها شدن الکترونیکی به توجه با چکیده.
ضروریت پنهان سازی) و رمزنگاری از ترکیبی ای (شاخه کریستوگرافی از استفاده رای گیری،
رای گیری)در از (اعم ما حساس اطلاعات امنیت افزایش با شاخه این است. کرده پیدا بیشتری
ما است، قطعی آن در شنودگر حضور که نا امن عمومی کانال یک طی مقصد به ارسال حین
به رمزنگاری(و های سیستم اکثر امنیت می کند. یاری معتبر و عادلانه رای گیری یک در را
تجزیه مسئله همچون ریاضی سخت مسائل بر مبتنی RSA همانند کریستوگرافی) تبعیت
و مسائل این های الگوریتم زمان بهبود با ها سیستم این امنیت می باشد. صحیح اعداد
مشکل دچار کوانتومی، الگوریتم های تبع به و کوانتومی کامپیوتر های پیشرفت و ظهور همچنین
ارائه الگوریتم همانند بود! نخواهد ایمن رای گیری دیگر دور، نچندان ای آینده در و خواهد شد
جمله ای چند زمان در اول اعداد تجزیه مسئله شد باعث که ١٩٩۴ سال در شور پیتر توسط شده
پساکوانتومی رمزنگاری از ترکیبی که کرد خواهیم بررسی را سیستمی مقاله، این در شود. حل
، امروز دنیای در زمانی) نظر (از بهینه و ایمن استفاده بر علاوه بتواند تا است نهان نگاری و

کند. تضمین کوانتومی های ماشین ظهور(وسیع) از پس آینده برای را آن امنیت

پیش گفتار .١
رای گیری فرآیند به که است الکترونیکی فناوری های و ابزار ها از استفاده الکترونیکی، گیری رای
برگزار ( انسانی منابع از هم و مالی منابع از کم هزینه تر(هم و ایمن تر سریع تر، تا می کند کمک
و دقت ، زبان چندین از پشتیبانی همچون دیگری مزایای دارای الکترونیکی گیری رای گردد.
می باشد. تقلب احتمال کاهش حتی و باطله آرای تعداد کاهش آرا، شمارش در ببیشتر سرعت

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. الکترونیکی ،رای دهی پساکوانتومی رمزنگاری نهان نگاری، رمزنگاری، کلیدی. واژگان
١٢٨



جعفری فاطمه و دهکردی هادیان مسعود دکتر
شمارش گیری، رای ثبت نام، مرحله چهار دارای ( کاغذی رای گیری (همانند الکترونیکی رای گیری
رای گیری، یک احتیاجات به توجه با است. اعتماد قابل روشی به آرا ذخیره سازی و ماخوذه آرای
و هویت احراز ، یکپارچگی ، (محرمانگی امنیتی الزام چهار الکترونیکی، رای دهی سیستم یک در
می باشند. اجرا قابل رمزنگاری، های سیستم بر تکیه با الزامات این شود. ارائه باید نیز انکار) عدم
علاوه ٢DES یا و ١AES مانند رایج های رمزنگاری از استفاده و[٣] [٢] مقالات به توجه با
استراق یا و مهاجمان ظن سوء می تواند ، باشد ها داده از زیادی حجم پاسخ گوی تواند نمی آنکه بر
مراجعه (با داد. پاسخ نهان نگاری ترکیب با می توان را مهم نیاز این برانگیزد. را کنندگان سمع
را آنها ترکیب و نهان نگاری تنها رمزنگاری، تنها های سیستم بین تفاوت می توان [١] مقاله به

کرد.) مشاهده
کوانتومی، حملات به نسبت سیستم ایمن سازی برای ، توان می نهان نگاری از استفاده بر علاوه
های کامپیوتر گسترده ظهور با دور، چندان نه ای آینده در کرد. استفاده کوانتومی رمزنگاری از
رمزنگاری سیستم های شکستن نتیجه در و محاسبات انجام در آنها بالای سرعت و کوانتومی،
اینگونه در داده ها محرمانگی مهم و اصلی عامل هستند، ریاضی مسائل حل سختی بر مبتنی که
یا برداشت گام کوانتومی رمزنگاری سمت به باید یا پس خورد. خواهد شکست ها سیستم

. کوانتومی پسا رمزنگاری
متغیره٣ چند جمله ای) (چند معادلات همزمان حل مسئله .١ . ١ تعریف

دارای کدام هر که متغیر n با جمله ای چند m از سیستمی یک P چندجمله ای بردار کنید فرض
: که می کنیم تعریف یعنی باشد. d ∈ N درجه بیشترین

P :=
m
∪

i=١
pi (١ . ١)

فرم به ١ ≤ i ≤ m برای pi هر آن در که

pi(x١, x٢, .., xn) :=
∑

v∈Vd
n

γi,v

d
∏

j=١
xvj (١ . ٢)

Vd
n برداری فضای به متعلق v بردار و است F متناهی میدان به متعلق γi,v ضرایب است.

چند بردار در همزمان معادلات سیستم در (x١, x٢, ..., xn) ∈ Fn بردار یافتن ما مسئله است.
١ . ٢ فرم به ها pi که وقتی است، (y١, y٢, .., ym) ∈ F بردار دادن با ١ . ١ فرم به P ای جمله

: زیر دستگاه حل یعنی شوند. تعریف

1Advanced Encryption Standard
2Data Encryption Standard
3Simultaneous Multivariate Equations problem
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MPC























y١ = p١(x١, x٢, .., xn)

y٢ = p٢(x١, x٢, .., xn)...
ym = pm(x١, x٢, .., xn)

افزایش به رو مسئله سختی d درجه افزایش با و NPاست − complete مسئله یک مسئله این
بود. خواهد

متغیره چند چندجمله ای کریستوگرافی توصیفی طرح
فرستنده شخص یک شامل ( ۵MPC ) چندمتغیره چندجمله ای کریستوگرافی۴ توصیفی طرح
شرکت کنندگان می باشد. هستند، رای گیری مراکز در واقع که شرکت کنندگانی نماینده که (باب)
نام ثبت وجزئیات آنها رای شامل (که M مخفی پیام یک صورت به را خود رای تا دارند تمایل
است، جمع آوری و کنترل مرکز نماینده که (آلیس) گیرنده به می باشد) هویتی اطلاعات همانند
و کنترل شنودگر(وندی) توسط که می شود ارسال عمومی کانال یک طی ارسال این کنند. ارسال
دریافت را آن تواند نمی آلیس دیگر ، کند شک ارسالی پیام به شنودگر این اگر می شود. نظارت

کند.
می کند. تبدیل F n فضای روی X = (x١, x٢, .., xn) بردار یک به را M پیام ابتدا باب
معادلات توسط را X ′ می کند.حال تبدیل X ′ بردار به را آن (R) آفین تبدیل از استفاده با سپس
Y به (T ) دوم آفین تبدیل اعمال از پس و کرده تبدیل Y ′ به متغیره١ . ١ چند جمله ای) (چند
نهان کاوی(همانندکم الگوریتم از استفاده با است. رمزنگاری الگوریتم نهایی خروجی که می رسد
پنهان C پوششی تصویر کاهشی٧ های بیت درون را Y رمزی متن ،( ۶ LSB بیت ارزش ترین
فاحشی تغییر تصویر آنها تغییر از پس که است بیت هایی ، کاهشی های بیت از منظور . می کند
دست به را S تصویر نهان نگاری اعمال از پس نمی کند. جلب خود به را وندی توجه و نکرده

. می شود ارسال عمومی کانال طریق از آلیس برای تصویر این آورد. خواهد
با می رسد. Y رمزی متن به S تصویر روی نهان کاوی الگوریتم اعمال از استفاده با آلیس حال
همزمان حل مسئله از استفاده با X ′ یافتن از پس و رسیده Y ′ به T معکوس تبدیل از استفاده
X بردار به و کرده اعمال را R معکوس تبدیل آن روی متغیره، چند جمله ای) (چند معادلات

می رسد. F n فضای روی
خصوصی ای جمله چند P است. (R,P, T ) تایی سه سیستم این رمزنگاری بخش خصوصی کلید
مسئله ورودی به را M پیام متن که هستند آفین٨ های تبدیل R, T و است ١ . ١ شده تعریف
ای جمله چند ما عمومی کلید می کنند. تبدیل رمزی متن به را مسئله خروجی سپس و ١ . ١
گیرنده وتنها دارد بستگی x١, x٢, ..., xn متغیر n به فقط که است F روی (p١, p٢, ..., pn)

4Crystography
5Multivariate Polynomial Crystography
6Least Significant Bit
7Redundant Bits
8Affine Transition
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جعفری فاطمه و دهکردی هادیان مسعود دکتر

و MPC رمزنگاری با طرح عملیاتی توان و خروجی اندازه محاسبات، زمان مقایسه :١ جدول
RSA رمزنگاری با طرح

عملیاتی توان خروجی اندازه محاسباتی زمان ورودی اندازه
MPC RSA MPC RSA MPC RSA

٠۴۵ . ٠ ٠١١۶ . ٠ ۴٨ ۴۴ ٢٠٣ ٧۶۵ ١٠
٠ . ٠٩٢٢ ٠٣٠۴ . ٠ ٨٠ ۴۴ ٧٨ ٧۵٠ ٢٠
٠ . ١٣٢٢ ٠٣۴٠ . ٧ ١٢٨ ۴۴ ١۵۶ ۵٧٨ ٣٠
٠ . ١٧٣٢ ٠۴۵٠ . ٨ ١۶٠ ۴۴ ١۴١ ۵٣٢ ۴٠
٢١۴۶ . ٠ ٠۵٣۴ . ٠ ٢٠٨ ۴۴ ١٢۵ ۵۴۶ ۵٠
٠ . ٢٢٣٩ ٠۶١۴ . ٠ ٢۴٠ ۴۴ ١۵۶ ۶١٠ ۶٠

است. گاه آ آنها ساخت نحوه به آلیس یعنی

پژوهش دست آورد های .٢
هسته دو و ٨ ویندوز با کامپیوتری سیستم یک توسط زیر جدول در شده داده نشان نتایج
توان و خروجی اندازه محاسبات، زمان جدول این است. شده اجرا رم گیگ ۴ و گیگاهرتز چهار
می کند. مقایسه را RSA رمزنگاری  با طرح و MPC رمزنگاری با شده ارائه طرح عملیاتی
ورودی به نسبت کمتری ثانیه) میلی حسب محاسباتی(بر زمان MPC طرح جدول با مطابق
نهان سازیٍ و رمزگذاری برای طرح که زمانی به محاسباتی زمان اینجا در دارد. RSA در مشابه
از ساده متن بازیابی برای که یازمانی و شده انتخاب پوششی تصویر در رمزشده رای گیریٍ داده
. است RSA طرح به نسبت MPC طرح خروجی گویند.اندازه را می کند مصرف راز تصویر
. است نیاز رمزی متن بازیابی برای بیشتری کاری فاکتورهای باشد بیشتر خروجی اندازه چه هر
حسب عملیاتی(بر بود.توان خواهد تر ایمن آماری حمله همچون حملاتی برابر در طرح یعنی این
کل بر بایت)تقسیم (برحسب شده گذاری رمز ساده متن کل با است برابر اینجا در ثانیه) بر بایت
یک عملیاتی توان چه سازی.هر پنهان علاوه به رمزگذاری برای ثانیه) حسب شده(بر مصرف زمان
از بیشتر MPC عملیاتی توان شکل به توجه با که است بهتر آن اجرای باشد، بیشتر سیستم

است. RSA

سپاس گزاری
برای کمکی مقاله این تا است امید ، مقاله این خوانندگان تمامی از قدردانی و تشکر ضمن

باشد. الکترونیکی رای دهی امنیت ارتقا
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واقعی چالش های برخی حل در مبنا مشبکه سهم تک راز تسهیم از کاربردی
رئیسی٣ الهه و ،٢ رحمتی فرهاد ،∗ ١ بنابی توسلی نغمه

امیرکبیر صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده محض، ریاضی گروه ١,٢
n.tavassoli@aut.ac.ir
frahmati@aut.ac.ir

امیرکبیر صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده کامپیوتر، علوم گروه ٣
e.raeisi@aut.ac.ir

سپس و نموده بیان را کارخانه یک مدیریت در موجود چالش ابتدا مقاله، این در چکیده.
فرآیند در نیاز مورد و نظر مورد اهداف تا داد خواهیم ارائه را مبنایی مشبکه راز تسهیم طرح

باشد. برخوردار لازم امنیت از و نموده تامین را گیری تصمیم

پیش گفتار .١
،i = {١, . . . , k}برای Aهستند. کارخانه سهام داران جمله Akاز و . . . ،A٢ ،A١ شرکت های
است، عضو u دارای که A کارخانه مدیره هیئت در نماینده yi دارای Ai شرکت های از هریک

( ندارد. را شرکت دو نمایندگی A کارخانه مدیره هیئت در عضوی هیچ هستند.(
کارخانه برای b قیمت به نیاز مورد دستگاهی خرید و سنجی امکان دار عهده کارخانه مدیرعامل
تا می نماید اعلام زیرمجموعه شرکت های به را فوق مبلغ دستگاه، خرید بودجه تامین برای و است
شرکت ها گردد. اعلام خودشان توسط شرکت هر گذاری سرمایه میزان شرکت، هر توان برحسب
در گردد. مطلع آن ها پیشنهادی گذاری سرمایه میزان از کسی نیستند مایل نهایی، گیری تصمیم تا
میزان از که هستند کسانی تنها مدیرعامل و مدیره) هیئت در شرکت نمایندگان شرکت( خود نتیجه
سهام میزان صرفا گیری تصمیم از پس و بود خواهند خبر با شرکت آن پیشنهادی گذاری سرمایه
مدیره هیئت مصوبات طبق طرفی از شد. خواهد اعلام نظر مورد دستگاه مالکیت در شرکت هر

2020 Mathematics Subject Classification. 94A60; 68P25.
. کوانتومی سهم، تک مبنا، مشبکه راز، تسهیم کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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رئیسی ا. و رحمتی، ف. بنابی، توسلی ن.
شرکت ها نمایندگان از یکی حداقل حضور بدون دستگاه خرید خصوص در گیری تصمیم هرگونه
امنیتی، شرایط رعایت با شرکت ها نظرات آوری جمع از پس مدیرعامل بود. خواهد اعتبار بی
مورد دستگاه قیمت با آن مقایسه و شرکت ها پیشنهادی گذاری سرمایه مجموع محاسبه از پس
مازاد و تعیین را شرکت هر سهام و آورده عمل به را لازم بررسی دستگاه خرید به نسبت نظر
اعلام مدیره هیئت به را آن ها سهم و داده عودت شرکت هر به را پیشنهادی گذاری سرمایه رقم

می نماید.
مستقل به صورت [٣] بلکلی و [٢] شامیر توسط ١٩٧٩ سال در بار اولین برای راز تسهیم طرح

کرد. پیدا ادامه جدید طرح های ارائه و حوزه این در تحقیقات آن از پس و شد ارائه
که شد خواهد ارائه [١] مقاله طرح از گیری بهره با مبنایی مشبکه راز تسهیم طرح مقاله این در
علاوه به می نماید. تامین نیز را انتظار مورد امنیتی اهداف و مقاوم کوانتومی حملات به نسبت
و هویت تغییر به نیازی راز، تغییر ازای به یعنی است( سهم تک استفاده، مورد طرح که آنجا از
آن می توان  ،( کرد. جویی صرفه سیستم سازی ذخیره فضای در می توان و نیست آن مجدد ارسال

نمود. استفاده مشابه موقعیت های تمامی در را

سهم تک راز تسهیم طرح .٢
است زیر شرح به مسئله حل برای نظر مورد راز تسهیم الگوریتم

اندازی راه مرحله
Pi ⊆ X و کارخانه مدیره هیئت اعضای Xمجموعه = {x١, . . . , xu} می دهیم قرار (١
یعنی کارخانه مدیره هیئت در Ai شرکت اعضای مجموعه
Ai شرکت پیشنهادی مبلغ si می دهیم قرار چنین هم .Pi = {x ∈ X | x ∈ Ai}

مدیرعامل به امن کانال طریق از که باشد نظر مورد دستگاه خرید گذاری سرمایه برای
شرکت ها از هرکدام و می کند محاسبه را  S ′ =

∑k

i=١ si مدیرعامل و می نماید اعلام
عنوان به را ci مقدار گیری، تصمیم در خود اعضای از یکی حضور از اطمینان برای
بیان روش به آن برحسب مدیرعامل تا می کند اعلام مدیرعامل به و تعیین خود هویت
حداقل حضور با مدیره هیئت و نموده تعیین S ′ راز از را Ai شرکت سهم طرح،  در شده
دستگاه قیمت با و کشف را S ′ مقدار مدیرعامل، غیاب در و شرکت هر از نفر یک
مدیرعامل نقش دیگر عبارت به نماید( اعلام مدیرعامل به را خرید اجازه و نموده مقایسه
برخی برای q = O(nc) کنیم فرض چنین هم .( می باشد. راستگو واسطه طرح، دراین

باشد. راز S ′ ∈ Z
w
q و مثبت صحیح عددی w ،c ثابت

و باشد غیرصفر a یعنی v مولفه اولین که می کند انتخاب چنان را v ∈R Z
k
q واسطه، (٢

می کند. منتشر را v
که می کند انتخاب چنان را B ∈ Z

w×k
q خصوصی ماتریس واسطه، (٣

S ′ = Bv. (٢ . ١)
١٣۴



مبنا مشبکه سهم تک راز تسهیم از کاربردی
به صورت را B ماتریس واسطه،  داریم. مجهول w× k و معادله w ، (٢ . ١) معادله در

می شکند زیر
[

Bw×١١ B
w×(k−١)
٢

]

می کند محاسبه زیر به صورت را B١ و کرده انتخاب را B٢ ∈R Z
w×(k−١)
q سپس

S ′ =
[

B١ B٢
]

[

a

v′

]

⇒ S ′ = B١a+B٢v′ ⇒ B١ = (S ′ − B٢v′)a−١

است. v از مانده باقی مولفه k − ١ ،v′ که
سهم ها انتخاب مرحله

که را ci ∈ {٠, ١}m خود، سهم i = ١, . . . , k ها، Pi از هریک
می فرستند. واسطه برای امن به صورت را آن و کرده انتخاب m ≥ max{wlogq, k}

اتصال تولید مرحله
که می کند انتخاب چنان را i = ١, . . . , k ،ηi ∈ Z

k
q عمومی بردارهای واسطه (١

باشند. خطی مستقل
می کند حل M ∈ Z

w×m
q محاسبه برای را زیر معادله واسطه (٢

Mci = Bηi ، i = ١, . . . , k (٢ . ٢)
نوشت زیر به صورت می توان را (٢ . ٢) معادله
MC = Bη (٢ . ٣)

تعداد (٢ . ٣) معادله در . ηk×k
i = [η١ . . . ηk] و Cm×k = [c١ . . . ck] آن،  در که

w×(m−k) واسطه w×kاست. یعنی ها معادله تعداد از بیشتر ،w×m مجهولات،
را مانده باقی ورودی های و کرده انتخاب Zq از تصادفی رندم به صورت را M ورودی

بشکند زیر به صورت را C ماتریس می تواند بالایی احتمال با حال می کند. محاسبه




Cr×k١
Ck×k٢

C
(m−r−k)×k

٣





می باشد. ٠ ≤ r ≤ m− k و بوده پذیر وارن C٢ آن در که
می شکند [Mw×r١ Mw×k٢ M

w×(m−r−k)
٣ ] به صورت را M ماتریس واسطه حال،

نوشت می توان زیر به صورت را (٢ . ٣) معادله بنابراین . ٠ ≤ r ≤ m− k آن در که

[M١ M٢ M٣]





C١
C٢
C٣



 = Bη

انتخاب Zq از یکنواخت تصادفی ورودی های با را M٣ و M١ ماتریس های واسطه،
می کند محاسبه زیر به صورت معادله از را M٢ ماتریس و کرده

M١C١ +M٢C٢ +M٣C٣ = Bη ⇒ M٢ = (Bη −M١C١ −M٣C٣)C−١٢١٣۵



رئیسی ا. و رحمتی، ف. بنابی، توسلی ن.
و کرده انتخاب را H عمومی هش تابع سپس می نماید. منتشر را M واسطه
منتشر عمومی به صورت را i = ١, . . . , k ،hi = H(Mci) و hs′ = H(S ′)

می کند.
راز بازیابی و وارسی مرحله

هر از نفر یک حداقل حضور با صرفا S ′ مبلغ گیری،  تصمیم برای مدیره هیئت جلسه تشکیل با
می گردد بازیابی زیر فرآیند طی Pk ،. . . ،P١ یعنی شرکت

محاسبه را Mci سهم شبه i = ١, . . . , k ،Pi هر  ،M عمومی ماتریس از استفاده با (١
می فرستد. کننده ترکیب ماشین برای را آن و کرده

با H(Mci) مقایسه توسط را Pi هویت احراز سهم،  شبه k دریافت از پس ماشین (٢
می دهد. انجام اعلانات تابلوی روی بر متناظر مقدار

می کند محاسبه زیر به صورت را B خصوصی ماتریس ماشین، مرحله این در (٣
B = M [c١ c٢ . . . ck][η١ η٢ . . . ηk]

−١

طریق از را S ′ راز ،B خصوصی ماتریس و v عمومی اطلاع از استفاده با ماشین (۴
می کند. محاسبه (٢ . ١) معادله

آمده دست به H(S ′) مقایسه طریق از را S ′ راز شده محاسبه مقدار صحت ماشین، (۵
می کند. چک اعلانات تابلوی روی متناظر مقدار با

را خرید مجوز مدیره هیئت S ′ ≥ b که درصورتی و شده مقایسه b با  S ′ مبلغ بازیابی، از پس
را شرکت هر مالکیت سهم نموده، خریداری را دستگاه مدیرعامل تا می نماید اعلام مدیرعامل به

دهد. عودت شرکت هر به را آن مازاد و تعیین (si)پیشنهادی گذاری سرمایه با متناسب
است. بودن سهم تک و مصرف بار چند ای، چندمرحله وارسی،  قابل ماهیت دارای شده بیان طرح

مراجع
1. R. Kumar and S. Padhye, A Lattice-Based Single-Share Secret Sharing Scheme,
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گواهی نامه فاقد مستقیم امضای طرح یک امنیت تحلیل
٢ اصل عیسی لوی عاطفه و ∗ ١ نوروزی مهناز

(س) الزهرا دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم گروه ١
m.noroozi@alzahra.ac.ir

(س) الزهرا دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه ٢
atefeh.isalou@gmail.com

نامیده مستقیم امضای مشخص، وارسی کننده با دیجیتال امضای خاص انواع از یکی چکیده.
را خودش به متعلق امضاهای است قادر مشخص وارسی کننده امضاهایی، چنین در می شود.
امضا کمک به نیاز امضا اعتبار بررسی برای اشخاص سایر اما کند وارسی مستقیم طور به
فاقد مستقیم امضای طرح بازبینی به ابتدا مقاله این در دارند. مشخص وارسی کننده یا کننده
ویژگی طرح، این که می دهیم نشان سپس و پرداخته یانگ توسط شده پیشنهاد گواهی نامه

نمی کند. برآورده را بودن» «نامرئی یعنی مستقیم امضای طرح های موردنیاز مهم امنیتی

پیش گفتار .١
همچون مهمی ویژگی های که است رمزنگاری علم مفاهیم مهم ترین از یکی دیجیتال امضای
مشخص وارسی کننده با دیجیتال امضای می کند. فراهم را انکارناپذیری و هویت احراز جامعیت،
وارسی به قادر شده مشخص وارسی کننده تنها آن در که است دیجیتال امضاهای انواع از یکی
مشخص، وارسی کننده با دیجیتال امضای خاص انواع از یکی است. پیام یک روی بر امضا اعتبار
امضاهای است قادر مشخص وارسی کننده امضاهایی، چنین در می شود. نامیده مستقیم امضای
نیاز امضا اعتبار بررسی برای اشخاص سایر اما کند وارسی مستقیم طور به را خودش به متعلق

دارند. مشخص وارسی کننده یا کننده امضا کمک به
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 94A60; Secondary 94A62.

تحلیل مستقیم، امضای مشخص، وارسی کننده دیجیتال، امضای گواهی نامه، فاقد رمزنگاری کلیدی. واژگان
. امنیت

سخنران ∗
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اصل عیسی لوی ع. و نوروزی م.
طرح های ،[١] ١٩٩٢ سال در لی و لیم توسط بار اولین برای مستقیم امضای طرح از پس
آنجایی که از شد. ارائه سنتی عمومی کلید سیستم در پژوهشگران توسط مختلفی مستقیم امضای
امضای طرح های بودند، عمومی کلید گواهی نامه های مدیریت برای زیاد هزینه نیازمند طرح ها این
امان سپاری مشکل حل برای نیز ادامه در .[٢] شد ارائه موضوع ادبیات در شناسه بر مبتنی مستقیم
گواهی نامه فاقد مستقیم امضای طرح اولین دارد، وجود شناسه بر مبتنی سیستم های در که کلید
محاسباتی نظر از دوخطی، زوج سازی از استفاده به توجه با طرح این اما .[٣] شد ارائه وان توسط
امضای طرح یک [۴] همکاران و گایاتری ٢٠٢١ سال در مشکل، این حل برای است. ناکارا
شده ارائه طرح  که کردند ادعا و ارائه دوخطی زوج سازی از استفاده بدون گواهی نامه فاقد مستقیم
ارائه طرح اینکه دادن نشان ضمن یانگ ،٢٠٢٢ سال در سپس است. برخوردار لازم امنیت از
مذکور مشکل حل برای یافته بهبود طرح یک است، جعل پذیر همکاران و گایاتری توسط شده
به مهم ویژگی یک و بوده ناامن نیز طرح این که می دهیم نشان مقاله این در .[۵] کرد پیشنهاد

ندارد. را است گواهی نامه فاقد مستقیم طرح های موردنیاز که بودن” “نامرئی نام
یانگ طرح مرور .٢
است: شده تشکیل زیر الگوریتم های از [۵] یانگ طرح
،λ امنیتی پارامتر ورودی با KGC راه اندازی: •

را s ∈ Z
∗

q تصادفی مقدار و P مولد با q مرتبه از G بیضوی خم گروه یک (١)
.msk = s می دهد قرار و کرده محاسبه را Ppub = sP مقدار انتخاب،

می کند. انتخاب را H١, H٢, H٣, H۴ : {٠, ١}∗ −→ Z
∗

q چکیده ساز توابع (٢)
را params = {G, q, P,H١, H٢, H٣, Paub} سیستم عمومی پارامترهای (٣)

می دارد. نگه خود نزد محرمانه را msk و کرده منتشر
،IDi شناسه و msk ،params ورودی با KGC جزئی: خصوصی کلید تولید •
می کند. محاسبه را Ri = riP و کرده انتخاب را ri ∈ Z

∗

q تصادفی مقدار (١)
می کند. محاسبه را di = ri + his mod q و hi = H١(IDi, Ri, Ppub) (٢)

می کند. ارسال کاربر به محرمانه به طور را Di = (Ri, di) جزئی خصوصی کلید (٣)
،Di و IDi کاربر شناسه ،params ورودی با کاربر کاربر: کلید تولید •

می کند. محاسبه را Xi = xiP مقدار و انتخاب را  xi ∈ Z
∗

q تصادفی مقدار (١)
می دهد. قرار (Xi, Ri) با برابر را PKi و (xi, di) با برابر را SKi (٢)

امضاکننده به مربوط SKs و PKs ،IDs ،params ورودی با امضاکننده امضا: •
،m پیام و مشخص وارسی کننده به مربوط PKv و IDv و

می کند: محاسبه را زیر مقادیر و انتخاب را t١, t٢ ∈ Z
∗

q تصادفی مقادیر (١)
Us = t١P , Vs = t٢P , Ws = Us + t٢Xv

h٢ = H٢(m, IDs, IDv, Us, Vs, Ppub),

h٣ = H٣(m, IDs, IDv, Us, Vs, h٢),
h۴ = H۴(m, IDs, IDv, Us, Vs, PKs, h٢),
Ks = h٢ds + h٣t٢ + h۴xs mod q.

می دهد. خروجی امضا عنوان به را σs = (Ks,Ws, Vs) (٢)
١٣٨



گواهی نامه فاقد مستقیم امضای طرح یک امنیت تحلیل
،IDs امضاکننده شناسه ،params ورودی با مشخص وارسی کننده مستقیم: وارسی •

و PKv او عمومی کلید ،IDv مشخص وارسی کننده شناسه ،PKs او عمومی کلید
،σ امضای و m پیام ،SKv او خصوصی کلید

می کند: محاسبه را زیر مقادیر (١)
yv = Ws − xvVs = Us , h٢ = H٢(m, IDs, IDv, yv, Vs, Ppub),

h٣ = H٣(m, IDs, IDv, yv, Vs, h٢),
h۴ = H۴(m, IDs, IDv, yv, Vs, PKs, h٢).

می کند: رد را آن صورت این  غیر در و می پذیرد را σ باشد، برقرار زیر رابطه اگر (٢)
KsP − (h٢(Rs + h١sPpub) + h۴Xs)h

−١٣ = Vs,

،PKs او عمومی کلید ،IDs امضاکننده شناسه ،params ورودی با عمومی: وارسی •
،σ امضای و m پیام ،PKv او عمومی کلید و ،IDv مشخص وارسی کننده شناسه
می شود. محاسبه مشخص وارسی کننده یا امضاکننده توسط Aid = Us = yv (١)

می کند: محاسبه را زیر مقادیر (٢)
h٢ = H٢(m, IDs, IDv, Aid, Vs, Ppub), h٣ = H٣(m, IDs, IDv, Aid, Vs, h٢),
h۴ = H۴(m, IDs, IDv, Aid, Vs, PKs, h٢).
می کند: رد را آن صورت این  غیر در و می پذیرد را σ باشد، برقرار زیر رابطه اگر (٣)

KsP − (h٢(Rs + h١sPpub) + h۴Xs)h
−١٣ = Vs

یانگ طرح امنیتی تحلیل .٣
نوع ٢ مقابل در گواهی نامه، فاقد رمزنگاری سیستم های در رمزنگاشتی طرح های امنیت
دسترسی سیستم اصلی خصوصی کلید به که (A١) اول نوع متخاصم (I می شود: بررسی متخاصم
(II دهد. تغییر خود دلخواه مقدار به را سیستم در کاربری هر عمومی کلید است قادر اما نداشته،
تغییر به قادر اما داشته، اختیار در را سیستم اصلی خصوصی کلید که (A٢) دوم نوع متخاصم
هرگاه گوییم امن را گواهی نامه فاقد مستقیم امضای طرح یک نیست. کاربران عمومی کلیدهای
نامرئی کند. تامین دوم و اول نوع متخاصمین برابر در را بودن نامرئی و جعل ناپذیری ویژگی های
وارسی به قادر مشخص، وارسی کننده یا امضاکننده کمک بدون کسی که است معنا این به بودن
امضایی و تصادفی امضای یک بین بتوانند نباید افرادی چنین عبارتی به نباشد. مربوطه امضای

شوند. قائل تمایز است، شده صادر v مشخص وارسی کننده برای s امضاکننده یک توسط که
،[۵] یانگ توسط شده ارائه گواهی نامه فاقد مستقیم امضای طرح می دهیم نشان ادامه در
به نمی کند. برآورده را بودن» «نامرئی یعنی مستقیم امضای طرح های موردنیاز امنیتی مهم ویژگی
طرح، این در است دلیل این به یانگ طرح در بودن نامرئی ویژگی تامین عدم غیررسمی، طور
دسترسی این از می تواند دارد، را کاربران مخفی مقدار به دسترسی امکان که اول، نوع مهاجم
به نیاز بدون مهاجم این ،Aid داشتن اختیار در با کند. محاسبه را Aid مقدار و کرده استفاده
در شده ایجاد مستقیم امضای یک وارسی به قادر مشخص دریافت کننده یا امضاکننده همکاری

می شود. اثبات ٣ . ١ قضیه در رسمی طور به مساله این است. یانگ طرح
١٣٩



اصل عیسی لوی ع. و نوروزی م.
ویژگی [۵] یانگ توسط شده ارائه طرح ،[۴] در شده ارائه امنیتی مدل به توجه با .٣ . ١ قضیه

نمی کند. تامین را بودن نامرئی
ایجاد مستقیم امضای بودن نامرئی ویژگی است قادر A١ چطور که می دهیم نشان اینجا در برهان.
عمومی کلید و IDs شناسه با امضاکننده یک s کنید فرض کند. نقض را [۵] یانگ طرح در شده
بازی در A١ باشد. PKv عمومی کلید و IDv شناسه با مشخص وارسی کننده v و ،PKs:می کند عمل زیر صورت به چالشگر با [۴] بودن نامرئی

،١ فاز در A١ •
ارسال چالشگر به عمومی کلید درخواست طریق از را IDv و IDs شناسه های (١)
را PKv = (Xv, Rv) و PKs = (Xs, Rs) عمومی کلیدهای پاسخ، در و

می کند. دریافت
پاسخ، در و ارسال چالشگر به خصوصی کلید درخواست طریق از را IDs شناسه  (٢)
متناظر مخفی مقدار به دستیابی که کنید (توجه می کند. دریافت را xs مخفی مقدار

است.) کافی A١ توسط حمله انجام برای v و s از یک هر با
به امضا درخواست طریق از را (IDs, IDv,m) چندتایی چالش، مرحله در A١ •

می کند. دریافت را σ∗ = (K∗

s ,W
∗

s , V
∗

s ) پاسخ، در و ارسال چالشگر
،٢ فاز در A١ •

می کند. محاسبه را Aid = W ∗

s − xsV
∗

s مقدار ،xs از استفاده با (١)
می کند: محاسب را زیر مقادیر (٢)

h٢ = H٢(m, IDs, IDv, Aid, V
∗

s , Ppub),

h٣ = H٣(m, IDs, IDv, Aid, V
∗

s , h٢),
h۴ = H۴(m, IDs, IDv, Aid, V

∗

s , PKs, h٢).
s امضاکننده طرف از معتبر امضای یک σ∗ امضای باشد، برقرار زیر رابطه اگر (٣)
یک صورت این غیر در است؛ m پیام روی بر و v مشخص وارسی کننده برای

است: تصادفی امضای
K∗

sP − (h٢(Rs + h١sPpub) + h۴Xs)h
−١٣ = V ∗

s .

□
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نهان نگاری با همراه تصویری راز تسهیم
١ سعیدی زهرا و ∗ ١ مشهدی سمانه
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شود می توزیع بنحوی نظر مورد سهامداران مابین تصویر یک تصویری، راز تسهیم در چکیده.
عدم برای میتوانیم بعلاوه کنند. بازسازی را راز تصویر بتوانند آنها از مشخصی تعداد تنها که
پوششی تصاویر در متنوعی روشهای با را سهامداران نویزگونه های سهم دشمنان، توجه جلب

است. شده ارایه نگاری نهان و راز تسهیم برای روشهایی مقاله این در کنیم. جاسازی

پیش گفتار .١
مهمی موضوع شود، می مخابره ناامن کانال یک طریق از که زمانی مهم اطلاعات امنیت
راز تسهیم طرح یک در است. داده افزایش را مهاجمان حمله از اینترنتی کاربران نگرانی که است
عضو t هر بصورتیکه می شود، تبدیل نویزگونه سهم n به راز تصویر یک (t, n) ای آستانه تصویری
بازسازی را راز نمیتوانند آن ها از کمتر یا t−١ هیچ و کنند بازسازی را راز می توانند شرکت کننده
اطلاعات مثال عنوان به دارد، مزایایی رمزنگاری روشهای سایر با مقایسه در تکنیک این کنند.
بردن بین از یا دستکاری سرقت، تهدید بنابراین بود، نخواهد نفر یک اختیار در فقط محرمانه
امکان کردن فراهم با سازی ذخیره مدیریت برای آن از می توان همچنین، می شود. حذف اطلاعات
این در شده تولید مانند نویز سایه تصاویر کرد. استفاده شده توزیع داده پایگاه در راز یک حفظ
های داده که می دهد اطلاع آن ها به و می کند جلب خود به را مخرب کاربران توجه احتمالا ها طرح
تصویر دستکاری مانند، نویز سایه تصاویر مشکل این، بر علاوه است. انتقال حال در محرمانه

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. خطا با همراه یادگیری نگاری، نهان تصویری، راز تسهیم رمزنگاری، کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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زهراسعیدی و مشهدی سمانه

برای خود نویزهای با اصلی نویزهای کردن جایگزین با احتمالا می کند، آسان متقلبان برای را
مشکلات این به رسیدگی برای هویت احراز و نگاری نهان روش های خود. دستکاری پوشاندن

.[١] می شوند استفاده
تصویری راز تسهیم طرح یک مقاله این در نگاری. نهان با همراه تصویری راز تسهیم .١ . ١
خطای بردار یک روش این در شود. می پیشنهاد (LWE) خطا با همراه یادگیری مسئله اساس بر
مثال یک با راز بازسازی و تسهیم مراحل جزئیات شود. می افزوده معادلات دستگاه به کوچک

است. شده داده شرح ٣ و ١ شکل های در

راز تسهیم مرحله :١ شکل

راز بازسازی مرحله :٢ شکل









b١
b٢...
bn









=


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

a١١ · · · a١t... ... ...
an١ · · · ant















s١
s٢...
st


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



+









e١
e٢...
en









mod q (١ . ١)

چندجمله رخ، ای چندجمله مانند ترکیبیاتی مفاهیمی از استفاده با خود مقالات در ما همچنین
نویزگونه های سهم جاسازی برای جدیدی های نگاری نهان ریاضی، روشهای سایر و ژوزف ای
مراجعه [۴ ،٣ ،٢] مراجع به میتوانند علاقمند خوانندگان که دادیم، پیشنهاد پوششی تصاویر در
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نهان نگاری با همراه تصویری راز تسهیم

تبدیل و بسامد حوزه تبدیلات از استفاده با دیگر برخی و مکانی حوزه در آنها از برخی نمایند.
بالایی کیفیت با راز تصویر اینکه بر علاوه روشها از برخی در هستند. (IWT) صحیح موجک
نهان این از می توان و آیند می بدست اولیه کیفیت همان با هم پوششی تصویر شود، می بازسازی
نهان روشهای از یکی کرد. استفاده پزشکی و امنیتی کاربردهای برای پذیر برگشت های نگاری

است. شده داده شرح ٣ شکل در گذشته مثال برای رخ ای چندجمله از استفاده با نگاری
گیری نتیجه .٢

پیشنهاد نگاری نهان با همراه LWE اساس بر تصویری راز تسهبم طرح یک مقاله، این در
بدون نویزگونه سهم جاسازی از بعد پوششی تصویر کیفیت سازی، پیاده نتایج براساس کردیم.

دارد. بالایی جاسازی ظرفیت روش این همچنین است. تغییر
مراجع
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3. Z. Saeidi and S. Mashhadi, Two meaningful secret image sharing schemes based
on integer wavelet transform and LWE, Computational and Applied Mathemat-
ics 43 (2024), no. 3, 149.
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زهراسعیدی و مشهدی سمانه

سهم یک جاسازی مرحله :٣ شکل
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سازی بیهنه و کنترل



دینامیک های با چند عامله سیستم های سرعت و مکان دنباله رو پیشرو- توافق بررسی
دوم مرتبه

٢ نیکنام محمدرضا و ∗ ١ جدائي آرش
ايران تهران، نور، پيام دانشگاه رياضي، گروه ١

jodaei56@pnu.ac.ir
ايران خلخال، اسلامی، آزاد دانشگاه خلخال، واحد پایه، علوم گروه ٢

Rezanik82@yahoo.com

سیستم یک دنباله رو پیشرو- توافق مسئله برای کنترل کننده طراحی مقاله، این در چکیده.
می شود. مطالعه ثابت و دار جهت ارتباطی گراف یکسان، دینامیک های با دوم مرتبه چندعامله
ماتریسی خطی نامساوی و گراف نظریه لیاپانوف، پایداری قضیه از کنترل کننده  طراحی برای
می شود. پیشنهاد دنباله رو عامل های سرعت و مکان کنترل برای کنترل کننده دو و شده استفاده

پیش گفتار .١
مفروض زیر دینامیک های با پیشرو عامل یک و رو دنباله Nعامل با چند عامله سیستم یک
نظر در ٠ اندیس با را پیشرو عامل و ١, ٢, . . ., N اندیس های با دنباله رو عامل های هستند.

می باشند: زیر بصورت پیشرو و دنباله رو عامل های دینامیک های می گیریم.
{

ẋi (t)=vi (t)+Buix (t) ,
v̇i (t)=uiv (t) ,

i = ١, ٢, . . .,N, (١ . ١)
{

ẋ٠ (t)=v٠ (t) ,
v̇٠ (t)=a٠ (t) , (١ . ٢)

ترتیب به a٠∈Rm و v٠∈Rm، x٠∈Rm ،uiv∈R
m ،uix∈R

m ،vi∈Rm ،xi∈Rm آن در که
بردار مکان، بردار iام، رو دنباله عامل سرعت کنترل مکان، کنترل سرعت، مکان، بردارهای

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 93C40; Secondary 93C10.
دنباله رو. پیشرو، توافق، چندعامله، سیستم های کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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نیکنام م.ر. و جدائي آ.
را دنباله رو عامل های چندعامله، سیستم این در هستند. پیشرو عامل شتاب بردار و سرعت
توافق مسئله، این به کنند. ردیابی را پیشرو عامل سرعت و مکان نظر از که می کنیم کنترل طوری
عامل آن متناظر اولیه شرط هر و دنباله رو عامل هر برای دیگر عبارت به گویند. دنباله پیشرو-

باشند: برقرار زیر روابط باید
lim
t→∞

∥xi(t)− x٠(t)∥ = ٠ ∀ xi (t٠) i = ١, ٢, . . .,N, (١ . ٣)
lim
t→∞

∥vi(t)− v٠(t)∥ = ٠ ∀ vi (t٠) i = ١, ٢, . . .,N, (۴ . ١)
: تعاریف

باشند. مثبت حقیقی قسمت دارای آن ویژه مقادیر تمام هرگاه گویند مثبت پایدار را A ماتریس
باشد موجود پیشرو عامل به مسیر یک حداقل رو دنباله عامل هر از اگر دار جهت گراف دریک

گویند. دستیافتنی کلی بطور را پیشرو عامل آنگاه
می باشد. مثبت معین A ماتریس یعنی A > ٠ ،A متقارن و حقیقی ماتریس برای

گویند. i راس مجاور راس های مجموعه را Ni = {vj∈V, (vj, vi) ∈ E, i ̸= j} مجموعه
مناسب بعد با یک مولفه های شامل بردار نشانگر 1 و می باشد کرونیکر ضرب نماد ⊗ علامت

است.
.aij ≥ ٠ و aii = ٠ هرگاه گویند گراف مجاورت ماتریس را A = (aij) ∈ RN×Nماتریس

. باشد موجود i راس به j راس از یال یک حداقل اگر aij > ٠
i ̸= j ,Lij = −aij هرگاه گویند گراف لاپلاسین ماتریس را L = (Lij) ∈ RN×N ماتریس

.Lii =
∑N

j=١,i ̸=j aij و
bi > ٠ گویند. پیشرو عامل مجاورت ماتریس را B = diag(b١, b٢, . . . ,bN) ماتریس

. bi = صورت٠ این غیر در باشد، i عامل مجاور عامل یک پیشرو عامل هرگاه
بعد با S زیرماتریس و Q و R متقارن زیر ماتریس های با Φ بلوکی ماتریس برای .١ . ١ لم

:[١] هستند معادل زیر عبارات مناسب،
Φ =

[

Q S

ST R

]

> ٠ . ١
R > ٠ و Q− SR−١ST > ٠ . ٢

ماتریس اگر فقط و اگر است دستیافتنی کلی بطور پیشرو عامل جهت دار، گراف دریک .١ . ٢ لم
معین ماتریس آنگاه باشد دستیافتنی کلی بطور پیشرو عامل اگر لذا باشد. مثبت پایدار L+B
برقرار P (L+B) + (L+B)TP = IN رابطه بطوریکه دارد وجود P ∈ RN×N مثبت

.[٢] است
پیشرو- توافق به رسیدن جهت رو دنباله عامل های سرعت و مکان کنترل برای کنترل کننده دو

می شوند: طراحی زیر بصورت رو دنباله
uix (t)= −α[

∑

j∈Ni

aij (xi (t)−xj (t)) + bi (xi (t)−x٠ (t)) ], (۵ . ١)

uiv (t)=a٠ (t)−β[
∑

j∈Ni

aij (vi (t)−vj (t)) + bi (vi (t)−v٠ (t)) ], (۶ . ١)
١۴٧



سرعت و مکان دنباله رو پیشرو- توافق
i = ١, ٢, . . .,N

طراحی چنان پارامترها این هستند. مثبت اعدادی که می باشند اتصالی پارامترهای β و α

جایگذاری با کنند. ردیابی سرعت و مکان نظر از را پیشرو عامل دنباله رو عامل های تا می شوند
دنباله رو عامل های سرعت و حالت معادلات (١ . ١) رابطه در و(١ . ۶) (۵ . ١) کننده های کنترل

می باشند: زیر بصورت
ẋi(t) =vi (t)−α[

∑

j∈Ni

aij (xi (t)−xj (t)) + bi (xi (t)−x٠ (t)) ], (١ . ٧)

v̇i(t) =a٠ (t)−β[
∑

j∈Ni

aij (vi (t)−vj (t)) + bi (vi (t)−v٠ (t))], (١ . ٨)

i = ١, ٢, . . .,N.
روابط v(t) = [vT١ (t) , . . ., vTN(t)]

Tو x(t) = [xT١ (t) , . . ., xTN(t)]
T فرض با

می شوند: تبدیل زیر بصورتهای (١ . ٨) و (١ . ٧)
ẋ (t)= v (t)− α (L + B)⊗ Imx (t) + αB1 ⊗ x٠ (t) , (١ . ٩)

v̇ (t)= 1 ⊗ a٠ (t)− β (L + B)⊗ Imv (t) + βB1 ⊗ v٠ (t) . (١ . ١٠)
(١ . ٩) روابط v(t) = v (t)− 1 ⊗ v٠ (t) و x(t) = x (t)− 1 ⊗ x٠ (t) فرض با

می شوند: تبدیل زیر های بصورت (١ . ١٠) و
ẋ (t) = − α (L + B)⊗ Imx (t) + v (t) , (١ . ١١)

v̇ (t) = − β (L + B)⊗ Imv (t) . (١ . ١٢)
e (t) =

(

x(t)
v(t)

)

و F =

(

− α (L + B) IN
◦ − β (L + B)

)

⊗ Im فرض با
گیریم: می نتیجه را زیر رابطه و(١ . ١٢) (١ . ١١) روابط از
ė (t)= Fe(t). (١ . ١٣)

(١ . ١٣) خطای سیستم مجانبی پایداری اثبات معادل رو دنباله پیشرو- توافق مسئله حل بنابراین
است. مبدا در

دنباله رو عامل N شامل دار جهت و ثابت ارتباطی گراف با عامله چند سیستم اگر .١ . ٣ قضیه
کلی بطور پیشرو عامل و باشد (١ . ٢) و (١ . ١) دینامیک های با ترتیب به پیشرو عامل یک و
چند سیستم در ها عامل آنگاه، باشد برقرار نیز αβIN − P٢ > ٠ شرط و بوده یافتنی دست

برسند. رو دنباله پیشرو- توافق به توانند می (۶ . ١) و (۵ . ١) کنترل کننده های تحت عامله
V (t)=eT (t)∆e (t)لیاپانوف تابع است. مجانبی پایدار مبدا در (١ . ١٣) سیستم می کنیم ثابت برهان.
در (١ . ١٣) خطای سیستم برای ∆ =

(

P ◦
◦ P

)

⊗ Im مثبت معین ماتریس فرض با را
١۴٨



نیکنام م.ر. و جدائي آ.
نسبت لیاپانوف تابع از مشتق گیری با است). شده تعریف ١ . ٢ لم در P (ماتریس می گیریم نظر

می گیریم: نتیجه زمان به
V̇ (t)=eT (t)

(

∆F+FT∆
)

e (t)

= eT (t)

(

− α[P (L + B) + (L + B)TP] P

P − β[P (L + B) + (L + B)TP]

)

⊗ Ime (t) = −eT (t) [

(

αIN −P
−P βIN

)

⊗ Im]e (t) (١۴ . ١)
β IN−P(αIN)

−١PT > αو IN−P(βIN)
−١PT > ٠ αβIN−P٢روابط > ٠ فرض از

معین −(∆F+FT∆) ماتریس که می شود نتیجه ١ . ١ لم از استفاده با می شوند. حاصل ٠
می شود نتیجه (١۴ . ١) رابطه از است. نامنفی معین (∆F+FT∆) ماتریس لذا و بوده مثبت
در ،limt→∞ e(t) = ٠ و بوده مجانبی پایدار مبدا در (١ . ١٣) سیستم پس V̇ (t) < ٠ که
□ می رسند. پیشرو-دنباله رو توافق به چندعامله سیستم در عامل ها نتیجه

پژوهش دست آورد های .٢
یکسان، دینامیک های با چندعامله سیستم یک برای دنباله رو پیشرو- توافق مسئله مقاله این در
پارامتر یک شامل هرکدام دو  کنترل کننده است. شده بررسی ثابت ارتباطی گراف و دوم مرتبه
پیشرو-دنباله رو توافق به رسیدن جهت دنباله رو عامل های سرعت کنترل و مکان کنترل برای
توافق ایجاد باعث کنترل کننده دو   این که شد ثابت مناسب پارامترهای بکارگیری با شدند. ارائه

گردیدند. عامله سیستم در دنباله رو پیشرو-
مراجع

1. W. Hou, M.Y. Fu and H. Zhang, Consensusability of linear multi-agent sys-
tems with time delay, International Journal of Robust and Nonlinear Control.
26 (2016), no. 12, 2529–2541.

2. J. Hu and Y. Hong, Leader-following coordination of multi-agent systems with
coupling time delays, Physica A. (2007), 853–863.
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ترکیبیات و گراف



یادگیری بر مبتنی گراف پیچشی شبکه های با ترافیک پیش بینی
∗١,٢ امین طوسی محمود

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ١
سبزواری حکیم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی ٢دانشکده

m.amintoosi@{um.ac.ir,hsu.ac.ir}

در دارد. شهری ترافیک کنترل هوشمند سیستم های در مهمی نقش ترافیک پیش بینی چکیده.
در عموماً است. شده داده نشان حوزه این در گرافی عصبی شبکه های کارائی اخیر، تحقیقات
و شهری معابر مکانی وابستگی کردن مشخص برای گراف پیچشی شبکه ی یک از حوزه این
تاکنون می شود. استفاده شهری ترافیک زمانی مدلسازی برای بازگشتی عصبی شبکه ی یک از
مجاورت و شهری اطلاعات اساس بر شهری معابر مکانی وابستگی کننده ی مشخص گراف
گرافهای ساختار یادگیری روشهای از یکی از مقاله این در است. می شده تعیین معابر فیزیکی
ترافیکی داده های اساس بر شهری معابر مجاورتی ماتریس تخمین برای دور بدون جهت دار
شیوه ی اساس بر خطا درصدی چهار حدود کاهش شده انجام آزمایشات است. شده استفاده
است. داده نشان را واقعی فواصل بر مبتنی مجاورت گراف از استفاده به نسبت پیشنهادی،

پیش گفتار .١
توجه شهری، نقل و حمل هوشمند سامانه های در ترافیک پیش بینی مسأله ی اخیر سالیان در
ابزارهایی و هوشمند نقل و حمل و ترافیک مدیریت حوزه در است. کرده جلب خود به را زیادی
کارآیی افزایش و ترافیک کاهش در ترافیک دقیق پیش بینی اسنپ، و ویز بلد، نشان، نظیر
جریان، جمله از ترافیک شرایط تحلیل شامل ترافیک پیش بینی است. مؤثر نقل و حمل شبکه
به است. شهری معابر در ترافیک روندهای پیش بینی و ترافیکی الگوهای استخراج سرعت،
دشوار مسأله، این حل ترافیک،  پیش بینی مسأله در زمانی و فضایی پیچیده وابستگی های دلیل
این در مکانی وابستگی هست. روز تحقیقات از بسیاری موضوع همچنان و می شود محسوب

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 05C75; Secondary 68R10
. عمیق یادگیری گراف، ساختار یادگیری ترافیک، پیش بینی گراف، پیچشی شبکه کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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امین طوسی م.

معابر شبکه توپولوژیک ساختار تأثیر تحت ترافیک حجم در تغییر که است آن از ناشی مسأله
در بالادستی نقاط ترافیک حجم تأثیر تحت دست، پایین معابر در ترافیک وضعیت است؛ شهری
از بازخورد تأثیر تحت نیز بالادست معابر در ترافیک وضعیت و دارد قرار شهری معابر شبکه ی
و کرده تغییر زمان گذشت با پویا صورت به ترافیک حجم همچنین می گیرد. قرار دستی پایین نقاط
دهنده ی نشان که می گیرد قرار بلندمدت و مدت کوتاه زمانی دوره های ترافیکی شرایط تأثیر تحت
شبکه های همانند ترافیک پیش بینی متعدد روش های است. ترافیکی داده های زمانی وابستگی
گذر در ترافیک وضعیت پویای تغییر آنها عموم که دارند وجود بیزی و آماری راهکارهای عصبی،
نمی توان روشها این با لذا .[۴] می گیرند نادیده را مکانی وابستگی اما می گیرند، نظر در را زمان
برخی مکانی، ویژگی های توصیف برای کرد. پیش بینی دقت به را ترافیکی داده های وضعیت
(T- زمانی١ گراف پیچشی شبکه ی [٧] در کرده اند. استفاده گراف از [۵ ،۶] مانند مطالعات
گرافی پیچشی شبکه ی از ترکیبی شیوه، این است. شده معرفی ترافیک پیش بینی برای GCN)
(فضایی) مکانی روابط یادگیری برای گرافی پیچشی شبکه ی است. دروازه ای بازگشتی واحد و
این ترکیبی مدل می شود. استفاده زمانی وابستگی های یادگیری برای دروازه ای بازگشتی واحد و
در و نموده لحاظ می تواند را زمانی داده های هم و مکانی داده های هم شده،  ارائه [٧] در که دو
به حوزه این در مطرح روشهای از بسیاری به نسبت بهتری نتایج شهری معابر ترافیک پیش بینی
شده استفاده شهری معابر مکانی وابستگی نمایش برای گراف از که روشهایی در است. داده دست
گراف پیچشی شبکه ی بخش در می شود. ساخته معبرها فاصله ی اساس بر شبکه، گراف است،
ساخته شهری معابر نبودن یا بودن مجاور اساس بر معابر گراف مجاورتی ماتریس فوق الذکر، مقاله
شود. ساخته ترافیکی داده های اساس بر مسأله گراف که است آن حاضر نوشتار ایده ی است. شده
حتی است، بوده تاثیرگذار ب، معبر آینده ی ترافیک بر الف معبر ترافیک داده ها، مطابق اگر یعنی
مجاور مسأله، گراف در نیستند، هم مجاور شهری شبکه ی در مکانی لحاظ به معبر دو این اگر
تاثیر ترافیکی داده های در اما هستند مجاور شهری شبکه ی گراف در معبر دو اگر و شوند قلمداد
داده ها از استفاده ایده ی نشوند. محسوب مجاور استفاده، مورد گراف در نداشته اند، هم بر چندانی
پیچشی عصبی شبکه های کارایی واقع در و نیست جدید داده ها بین وابستگی های کشف برای
هم گراف ها حوزه ی در است. ایده همین اساس بر ماشین بینایی و تصاویر پردازش حوزه ی در
است شده گراف تحقیقاتی زمینه های وارد گراف» ساختار «یادگیری نام با که است مدتی ایده این
و شد خواهد اشاره گراف ساختار یادگیری روشهای از یکی به مختصر صورت به ادامه در .[٢]
[٧] T-GCN روش در فرض پیش گراف جای به شده یادگرفته گراف از استفاده نتایج سپس

شد. خواهد ذکر

گراف ساختار یادگیری .٢
در مسأله این به [٨] در است. شده پیشنهاد گراف ساختار یادگیری برای متعددی روش های
فاقد که کرده اند تعریف مشتق پذیر هدفی تابع و شده پرداخته دور بدون جهت دار گراف های حوزه ی
،[٧] روش در من جمله و ترافیک پیش بینی مسأله ی در می کند. تضمین را نتیجه گراف بودن دور

است. دور بدون زمان، بعد در که داریم جهت داری گراف
1Temporal Graph Convolutional Network (T-GCN)
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یادگیری بر مبتنی گراف پیچشی شبکه های با ترافیک پیش بینی
صورت به لایه دو گرافی پیچشی شبکه یک ،T-GCN روش گراف پیچشی شبکه بخش در
ویژگی های دهنده ی نمایش X آن در که می شود، بیان f(X,A) = σ(Âσ(ÂXW٠)W١)
کننده ی مشخص Â = D̃−

١٢ ÃD̃−
١٢ شهری، معابر گراف مجاورتی ماتریس A معابر، ترافیکی

است مجاورتی ماتریس ،Ã = A+ IN پایه، گراف عصبی شبکه های مدل در موردنیاز پردازش
W١ و W٠ ،D̃ =

∑
j Ãij رئوس، درجه ی ماتریس D̃ است، شده افزوده آن به طوقه ها که

عموماً است. عصبی شبکه فعالیت تابع σ(·) و دوم و اول لایه ی دو بین وزنهای ماتریس بیانگر
ماتریس تخمین برای [٨] در می شود. حاصل شهری معابر مکانی موقعیت اساس بر A ماتریس
این است. شده پیشنهاد بدیع روش یک ترافیکی داده های از استفاده با دور بدون گراف مجاورتی
که است ترکیبیاتی بهینه سازی مسأله ی یک می شود، گفته گراف ساختار یادگیری آن به که مسأله 
روش های از استفاده با که است شده بیان مسأله برای مشتق پذیر هدفی تابع فوق الذکر، مرجع در
بهینه سازی مسئله شیوه، این در هست. حل قابل نیوتن شبه روشهای همچون بهینه سازی معمول
است: شده تبدیل – پیوسته فضای در – راست سمت مسأله به چپ) (سمت گسسته ترکیبیاتی

min
W∈Rd×d

F (W )

subject to G(W ) ∈ DAGs

⇐⇒

min
W∈Rd×d

F (W )

subject to h(W ) = 0,

ایجاد W وزندار مجاورت ماتریس اساس بر که است رأس d با گراف یک G(W ) آن در که
ماتریس های روی بر هموار تابع یک h : Rd×d

→ R و هزینه، تابع F : Rd×d
→ R می شود،

نشان را موضوع این زیر قضیه ی است. صفر دور، بدون گراف های برای که است مقدار حقیقی
می دهد.

است دور فاقد جهت بدون گراف یک دهنده ی نمایش W ∈ R
d×d ماتریس [٨] .٢ . ١ قضیه

است (هادامار) درایه ای ضرب ◦ آن در که .h(W ) = tr
(
eW◦W

)
− d = ٠ اگر فقط و اگر

W آنکه برای لازم شروط و بوده ∇h(W ) =
(
eW◦W

)T
◦ ٢W صورت به h(W ) مشتق و

می باشد. دارا را باشد دور فاقد جهت بدون گراف یک مجاورت ماتریس
پژوهش دستاوردهای .٣

شبکه ی گراف مجاورت ماتریس استحصال نوشتار، این اصلی ایده ی شد، ذکر که همان گونه
ساختار یادگیری روش یک با و اساس این بر است. شبکه ترافیکی داده های اساس بر شهری معابر
گراف پیچشی شبکه ی بخش در و شده برآورد ترافیکی داده های روی از مجاورتی ماتریس گراف،
شنزن شهر تاکسی های دادگان مجموعه از ترافیکی، داده های برای شد. گرفته بکار پیش بینی مدل
های داده که است شده تشکیل شهر معبر ١۵۶ از داده مجموعه این است. شده استفاده چین
ماتریس همچنین است. شده برداشت دقیقه ١۵ هر و میلادی ٢٠١۵ سال ژانویه ماه در ترافیکی
دادگان مجموعه در یک و صفر مقادیر با ماتریس یک قالب در شهری معابر شبکه گراف مجاورت
آموزش برای آن روز ١۶ که شده استفاده ماه آخر روز ٢٠ داده های از مقاله این در دارد. وجود
درنظر (تست) آزمون برای آن روز ۴ و گرفته قرار استفاده مورد پیش بینی مدل و گراف ساختار
ماتریس از –استفاده T-GCN پایه ی روش با مقاله این در شده ارائه روش است. شده گرفته
T-GCN- پیشنهادی روش است. گرفته قرار مقایسه مورد دادگان– مجموعه با همراه مجاورتی
با که است بوده ٠٫٠٧٣ آزمون داده های روی بر پایه روش تخمین خطای است. شده نامیده GSL
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امین طوسی م.

رنگ با اصلی داده های ترافیک. پیش بینی در پیشنهادی روش و پایه روش مقایسه ی :١ شکل
است. داده دست به بهتری تقریب سبز، رنگ با پیشنهادی روش است. شده داده نمایش آبی

برنامه هست. خطا کاهش درصد ۴ حدود دهنده ی نشان که است رسیده ٠٫٠٧ به پیشنهادی روش
یک در آن اجرای زمان و شده اجرا تنسورفلو عمیق یادگیری کتابخانه از استفاده با و پایتون در
ساعت نیم حدود GeForce 1050 گرافیک کارت و Core i7, 7700 مرکزی پردازنده با دستگاه
آزمون داده های از روز اولین در معبر اولین برای ترافیک پیش بینی نتیجه ١ شکل است. بوده
در پیشنهادی شیوه ی هست. مشخص نمودار در پیشنهادی شیوه ی بهتر تخمین می دهد. نشان را
گاز و برق آب، شبکه های و دوچرخه، اشتراک سیسم مانند شبکه ها سایر در می تواند مقاله این
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G گراف مینیمم همبستگی پارامتر
∗ ١ کلایی متی صالحیان بهزاد

دامغان دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده ریاضی، گروه ١
bsalehian@du.ac.ir

است ارتباطی های پیوند و ها گره بررسی از ترکیبی ارتباطی شبکه یک پذیری آسیب چکیده.
یا ها پیوند دادن دست از به شروع ای شبکه وقتی است. مهم بسیار شبکه طراحان برای که
جدیدی پیوندهای یا ها گره طبیعتاً دهد. می دست از را خود بودن مؤثر کند، می هایی گره
را خود بودن مؤثر شبکه، که این برای است کوششی این شود. تعمیر شبکه تا شوند اضافه باید
نسبت بلکه اولیه پاشیدگی هم از به نسبت تنها نه باید، ارتباطی های شبکه لذا آورد. دست به
از یکی همبستگی پارامتر شوند. ساخته پایدار امکان حد تا شبکه، مجدد تعمیر احتمال به
خرابکاری برابر در شبکه پایداری و دیدگی آسیب میزان بررسی برای که است مهمی ابزارهای

رود. می کار به

پیش گفتار .١
می منجر گرافها همبندی چگونگی باره در سؤالاتی به گرافها در پذیری آسیب تحلیل و تجزیه
افتند، می کار از ایستگاههایی که زمانی بگیریم نظر در شبکه یک صورت به را گراف اگر شود.
های پارامتر . گیرد می اندازه آن پاشیدگی هم از برابر در را شبکه یک مقاومت پذیری آسیب
دهند. نشان ارتباطی های شبکه در را پذیری آسیب تا اند گرفته قرار استفاده مورد بسیاری نظری

مواجهند: آید می دست به نهایت در که گرافی درباره اصلی سؤال دو با ها این از بعضی
دارند؟ ارتباط یکدیگر با هنوز ایستگاه چند ( الف

است؟ اندازه چه تا دیده آسیب شبکه مجدد وصل مشکلات ب)
گیری اندازه برای دیگر پارامتر دو از تلفیقی خود که همبستگی، پارامتر فوق پرسشهای به پاسخ برای

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 05C78; Secondary 05A19;
05C30, 05C20.

. همبتدی استقلال، عدد همبستگی، برشی، مجموعه پذیری، آسیب کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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ب.صالحیان

همبستگی است. شده ساخته محکمی پارامتر و نقصی بی پارامتر یعنی ها، شبکه پذیری آسیب
به گراف همبستگی شد. داده تعمیم دیگران توسط سپس و معرفی [٢ ،١] مقالات در بار اولین

شود. می تعریف زیر صورت
T (G) = min

S⊆V (G)
{
|S|+m(G− S)

ω(G− S)
: ω(G− S) > ١}

مولفه تعداد ω(G−S) و مانده باقی مولفه بزرگترین راسهای تعداد اندازه m(G−S)آن در که
گراف از S برشی های مجموعه زیر تمام روی هم مینیمم است. G− S القایی گراف زیر در ها

هرگاه گوییم می T-مجموعه یک را S ⊆ V (G) مجموعه زیر شود. می محاسبه G
.T (G) =

|S|+m(G− S)

ω(G− S)

گراف برای را گیری اندازه پارامترهای سایر و همبستگی پارامتر بین مهم روابط از برخی اینجا در
کنیم. می ذکر G

آن ویژگیهای از برخی و همبستگی پارامتر .٢
استقلال عدد α(G) آن در که T (G) ≥

κ(G) + ١
α(G)

داریم ،G گراف هر برای [١] .٢ . ١ لم
است. G

بالایی کران استقلال، عدد و همبستگی پارامتر بین رابطه دادن نشان بر علاوه بعدی، لم در
شود. می ارائه G گراف همبستگی عدد برای هم را مناسبی

داشت: خواهیم صورت این در نباشد، کامل گراف یک G اگر [١] .٢ . ٢ لم
T (G) ≤

n− α(G) + 1

α(G)

.T (Km,n) =
m+١
n

آنگاه ،m ≤ n اگر .٢ . ٣ لم
T (G) > گاه آن نباشد، K١,٣ زیرگراف شامل اما بوده، وغیرکامل همبند G اگر .۴ . ٢ قضیه

.κ(G)
٢

به گرافها توپولوژیکی پارامترهای بررسی برای توان می را همبستگی پارامتر که این به توجه با
کند. کمک ما به مورد این در تواند می بعدی قضیه کاربرد،

صورت این در . باشد n مرتبه از غیرکامل همبند گرافی G کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
.T (G) ≥

١ + δ(G)

n− δ(G)

است. مینیمم درجه δ(G) آن در که
شود. می حاصل زیر نتیجه فوراً ،κ(G) ≤ δ(G) گراف هر در چون
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گراف همبستگی
T (G) ≥ : صورت این در باشد. n مرتبه از غیرکامل و همبند گرافی G کنید، فرض .۶ . ٢ نتیجه

. ١+κ(G)
n−κ(G)

گراف یک همبستگی پارامتر که مقداری بیشترین و کمترین مرزی مقادیر خواهیم می جا، دراین
مقدار تعیین که است بدیهی کنیم. مشخص را باشد داشته تواند می مفروض اندازه و مرتبه از

است. سخت مساله یک گرافها همه برای مترها پارا این دقیق
گرافها در همبستگی پارامتر مقدار کمترین .٣

این در باشند. مفروض ،n− 1 ≤ m ≤
(

n

2

)

− 1 فرض با m و n کنید فرض .٣ . ١ قضیه
عدد همبستگی پارامتر مقدار کمترین ،m اندازه و n مرتبه از همبند گرافهای تمامی بین، صورت

کند. می صدق زیر نامساوی در که است عددی k آن در که است، k+١
n−k

.

(

k

٢
)

+ (n− k)(k − ١) < m ≤

(

k

٢
)

+ (n− k)k

را همبستگی مقدار کمترین که باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گرافی G کنید، فرض برهان.
کنید، فرض است. T (G) = |X|+m(G−X)

ω(G)
که باشد G از راسی برش X کنید، فرض دارد.

مولفه کنیم فرض دارد. را ممکنه مقدار بزرگترین |X| که است شده انتخاب چنان X مجموعه
p ≥ ٢ که کنید فرض باشند. Gp, ..., G2, G1 با برابر دارند راس دو حداقل که G−X هایی
در که باشد X در راس یک حداقل با همجوار ui که کنیم می انتخاب طوری Gi در را ui راس .
دهیم، می انجام را جابجایی این 1 ≤ i ≤ p− 1 آن در که i هر ازای به است. ١ ≤ i ≤ p آن
جدید گراف صورت، این در کنیم. می جایگزین را upv جدید یال Gi در uiv یال هر جای به که
به است. m اندازه و n مرتبه از همبند گراف یگ هم G١ گراف صورت این در نامیم. می G١ را
داریم: آن برای و است G١ گراف راسی برش یک X1 = X ∪ {up} مجموعه زیر که طوری

ω(G١ −X١) ≥ ω(G−X) + p− ١ ≥ ω(G−X) + ١
که، آید می بر اینجا از .m(G1 −X1) ≤ m(G−X)− 1 ترتیب، همین به

T (G١) ≤ |X١|+m(G١ −X١)
ω(G١ −X١ ≤

|X|+ ١ +m(G−X)− ١
ω(G−X) + ١

<
|X|+m(G−X)

ω(G−X)
= T (G)

تشخیص قابل حالت دو وضعیت، این در .p = ١ که کنیم می فرض لذا است. تناقض یک که
است.

دهیم می قرار باشد. G1 در راس یک u١ کنیم، فرض است. خوشه یک V (G١) اول: حالت
ω(G −X∗) = و m(G −X∗) = 1 که است روشن .X∗ = X ∪ (V (G1)\{u1})و G گراف برای راسی برش ین X∗ بنابراین . ω(G−X)

نتیجه دز .|X∗| = |X|+m(G−X)− ١
|X∗|+m(G−X∗)

ω(G−X∗)
=

|X|+m(G−X)

ω(G−X)
= T (G)
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ب.صالحیان
.|X| انتخاب با متناقض که

در است. G١ راسی برش یک X١ حالت، این در نباشد. خوشه یک V (G١) دوم: حالت
این در که شد، خواهد G برای راسی برش یک X∗ ، X∗ = X ∪X1 تعریف با صورت این

صورت،
|X∗| = |X١|+ |X|,m(G−X

∗

≤ m(G−X)− |X١| − ١
که: آید می بر اینجا از .ω(G−X∗) ≥ ω(G−X) + 1 و

|x∗ +m(G−X∗)

ω(G−X∗)
≤

|X|+ |X١|+m(G−X)− |X١| − ١
ω(G−X) + ١

<
|X|+m(G−X)

ω(G−X)
= T (G)

داشته بایستی که یابیم می در بالا، های بحث با است. G گراف همبستگی تعریف با متناقض که
صورت این در .|X| = x کنیم فرض اگر حال . m(G − X) = ١ .یعنی p = ٠ باشیم

صورت، این غیر در x ≥ k که، کنیم می ادعا .T (G) = |X|+m(G−X)
ω(G−X)

= x+1
n−x

m = |E(G) ≤

(

x

٢
)

+ x(n− x) ≤

(

k − ١
٢

)

+ (n− k + ١)(k − ١)

=

(

k

٢
)

+ (n− k)(k − ١)
داشت: خواهیم بنابراین پس است. تناقض یک که
چون دیگر، طرفی از .T (G) = x+١

n−x
≥ k+١

n−k

.

(

k

٢
)

+ (n− k)(k − ١) < m ≤

(

k

٢
)

+ (n− k)k

این که بسازیم. k+١
n−k

همبستگی پارامنر با m اندازه و n مرتبه از گرافی توانیم می سادگی به
□ کند. می کامل را اثبات موضوع
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توانی گراف و وقوع گراف در اشتعال عدد
ناصریان٣ عذرا و ،∗٢ بهمنی ابوالفضل ،١ امامی مژگان
ایران زنجان، زنجان، دانشگاه ریاضی، دانشکده ریاضی، گروه ١,٢

emami@znu.ac.ir
abolbahmani@yahoo.com

ایران زنجان، اسلامی، آزاد دانشگاه زنجان، واحد ریاضی، گروه ٣
o.naserian@gmail.com

می دهد نشان گراف یک در را سوزاندن فرایند گسترش سرعت گراف یک اشتعال عدد چکیده.
وقوع گراف اشتعال عدد مقاله این در است. اجتماعی سرایت گسترش توصیف برای مدلی و
خواهد محاسبه ها آن برای کرانهایی و گرفت خواهد قرار بررسی مورد مسیر مربعی گراف و

شد.

پیش گفتار .١
سرایت گسترش برای مدلی عنوان به که است گراف نظریه در جدید فرآیند یک گراف سوزاندن
همکارانش و بناتو١ توسط اشتعال عدد مفهوم ،٢٠١۴ سال در می شود. استفاده آن از اجتماعی
نسوخته یا سوخته رأس هر گراف، هر در می باشد. مراحلی دارای گراف یک سوختن شد. معرفی
دیگری رأس مرحله، هر در می ماند. باقی سوخته روند، پایان تا باشد، شده سوخته رأسی اگر است.
که هنگامی می کنیم. انتخاب باشد) موجود رأسی چنین (اگر سوزاندن برای را نشده سوخته که
سوخته آن نسوخته همسایه های از یک هر ،t + ١ مرحله در شد، سوزانده t مرحله در رأس یک
،G گراف اشتعال عدد می یابد. ادامه شوند، سوزانده رأس ها همه که وقتی تا روند این می شوند.
روند این به دادن پایان برای نیاز مورد مراحل تعداد حداقل می شود، داده نمایش b(G) با که
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ناصریان ع. و ا.بهمنی، م.امامی،
و بسوزانیم مرحله k در را G گراف کل نهایت در ،G گراف سوزاندن روند در کنید فرض است.
رأس هایی چنین دهیم. نشان xi با می سوزانیم i-ام مرحله در که را رأسی ،١ ≤ i ≤ k هر برای
عدد بنابراین شود. می نامیده G برای اشتعال دنباله یک (x١, x٢, . . . , xk) دنباله و آتش منبع

.[١] است G برای اشتعال دنباله کوتاه ترین طول ،G اشتعال
استفاده مورد پژوهش این در که اشتعال عدد به مربوط قضایای و لم ها از برخی به ادامه در

شد. خواهد اشاره گیرند، می قرار
داریم: (G)d قطر و (G)r شعاع با G گراف در [١] .١ . ١ قضیه

⌈
√

d(G) + ١⌉ ≤ b(G) ≤ r(G) + ١.
آنگاه: باشد، n مرتبه از مسیر یک G اگر [١] .١ . ٢ قضیه
b(G) = ⌈√n⌉.

اگر فقط و اگر می باشد G برای اشتعال دنباله یک (x١, x٢, . . . , xk) [٢] .١ . ٣ لم
∑

k

i=١ Nk−i[xi] = V (G) (١
∑

k−١
i=١ Nk−i[xi] ̸= V (G) (٢

وقوع گراف در اشتعال عدد .٢
معرفی را وقوع گراف ابتدا پردازیم. می مسیر وقوع گراف اشتعال عدد بررسی به بخش این در

کنیم. می
زیر صورت به G وقوع  گراف رئوس مجموعه باشد، ساده گراف یک G = (V,E) اگر

می شود تعریف
i(G) = {(v, e) | e ∈ E, e = vw, v, w ∈ v}

شرایط از یکی بودن دارا شرط به (w, f) و (v, e) رأس دو برای مجاورت مجموعه این در
می شود تعریف زیر

،v = w (١
،e = f (٢

.vw = f یا vw = e (٣
نامیده G وقوع گراف فوق، شرایط دارای یال های و i(G) رأس های مجموعه از حاصل گراف

.[٣] می دهیم نمایش I(G) با را آن که می شود
آنگاه باشد، همبند گراف یک G اگر .٢ . ١ لم

b(G) ≤ b(GS) + ١,
است. S همبند احاطه گر مجموعه روی القایی زیرگراف GS که

آنگاه باشد، d(G) قطر با n مرتبه از مسیر یک وقوع گراف G کنید فرض .٢ . ٢ لم
d(G) = n− ١.
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توانی گراف و وقوع گراف در اشتعال عدد

١ ≤ i ≤ n−١ برای گراف این یال های و v١, v٢, . . . , vn مسیر رأس های کنید فرض برهان.
به صورت Pn مسیر وقوع گراف رأس های باشند. ei = {vi, vi+١} به صورت

(v١, e١), (v٢, e١), (v٢, e٢), (v٣, e٢), . . . , (vn−١, en−٢), (vn, en−١)

است (vn, en−١) و (v١, e١) رأس دو بین فاصله فاصله، بیشترین که است واضح بود. خواهد
بنابراین و

d(G) = d((v١, e١), (vn, en−١)) = n− ١.
□

آنگاه باشد، G = I(Pn) کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
⌈
√
n⌉ ≤ b(G) ≤ ⌈

√
n− ٣⌉+ ١.

آنگاه باشد، m ≥ ٢ و n = m٢ ، G = I(Pn) کنید فرض .۴ . ٢ قضیه
b(G) = m+ ١.

آنگاه باشد، ٠ ≤ a ≤ ٣ و m ≥ ٢ ،G = I(P(m+١)٢+a+١) اگر .۵ . ٢ قضیه
b(G) = m+ ٢.

توانی گراف در اشتعال عدد .٣
می V (G) رئوس مجموعه با گراف یک شود، می داده نمایش G٢ نماد با که ، G گراف مربع
یا کوچکتر v و u رأس  دو بین فاصله اگر فقط و اگر مجاورند باهم v و u رأس دو آن در که باشد
است V (G) رئوس مجموعه با گراف یک ، G گراف kام توان ترتیب همین به باشد. ٢ مساوی
k مساوی یا کوچکتر v و u رأس  دو بین فاصله اگر فقط و اگر مجاورند باهم v و u رأس  دو و

می دهیم. نمایش Gk نماد با که باشد
آنگاه ،G = P ٢

n
کنید فرض .٣ . ١ قضیه

b(G) ≤ ⌈
√٢n− ٢⌉.

باشد m ≥ ٢ و n = ٢k + ١ کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
اگر همچنین و b(P ٢

n
) = m + ١ آنگاه ٠ ≤ a ≤ ٢ اگر ،k = m٢ + a فرض با (١

.b(P ٢
n
) = m+ ٢ آنگاه ٣ ≤ ٣m+١

٢ ≤ a < ٢m
اگر و b(P ٢

n
) = m + ٢ آنگاه ٠ ≤ a ≤ ٢ اگر ،k = (m + ٢(١ + a + ١ فرض با (٢

.b(P ٢
n
) = m+ ٣ آنگاه ٣m+١

٢ ≤ a < ٢m
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گراف ها دکارتی ضرب فرد لیستی رنگی عدد برای جدید کران
٢ طاهرخانی علی و ∗ ١ برادران شیخ فهیمه
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fahimabaradaran@iasbs.ac.ir

ali.taherkhani@iasbs.ac.ir

که است G برای مجاز رأسی k-رنگ آمیزیی ،G گراف برای فرد k-رنگ آمیزی یک چکیده.
کوچکترین به است. شده ظاهر بار فرد تعداد به که دارد وجود رنگی رأس، هر همسایگی در
رنگی عدد گویند. G فرد رنگی عدد است، فرد k-رنگ آمیزی یک دارای G گراف که k عدد
تایی k لیست های تخصیص هر برای که است k طبیعی عدد کوچکترین G گراف فرد لیستی
باشد، مجاز رنگ آمیزی این که کرد رنگ طوری را G گراف رأس های بتوان G رأس های به
بار فرد رنگ، یک حداقل رأس هر همسایگی در همچنین و بیاید لیستش از رأس هر رنگ
این در می دهیم. نمایش cho(G) نماد با را G فرد لیستی رنگی عدد باشد. شده ظاهر
همچنین و ٢٠٢٢ سال در سکروکوفشی و پتروشفسکی کارو، از قضیه هایی به توجه با مقاله
لیستی رنگی عدد برای بالایی کران ،٢٠٠۶ سال در میشکوف و کرال جندرول، باروئیسکی،
آنها رنگ آمیزی عدد و فرد لیستی رنگی عدد حسب بر H و G گراف دو دکارتی ضرب فرد

میشود. ارائه

مقدمه .١
می دهیم. نشان E(G) و V (G) نماد با را یال ها و رأس ها مجموعه ،G گراف برای

رأس های مجموعه با است گرافی می شود، داده نشان G□H نماد با که H و G دکارتی ضرب
و u = v (١) هرگاه هستند متصل هم به (v, y) و (u, x) رأس دو و V (G) × V (H)

.uv ∈ E(G) و x = y (٢) یا و xy ∈ E(H)
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طاهرخانی ع. و برادران ش. ف.

صحیح اعداد معمولا) رنگ k تخصیص به G گراف رأسهای از مجاز k-رنگآمیزی یک
دارای مجاوری رأس دو هیچ به طوری که میشود گفته گراف رأسهای به (١, ٢, . . . , k مثبت

نباشند. یکسان رنگ
G رنگی عدد باشد داشته مجاز k-رنگآمیزی یک G گراف که k صحیح عدد کوچکترین به

می دهند. نمایش χ(G) نماد با را آن و گویند
رأسها به kتایی لیستهای از تخصیصی هر با هرگاه گویند لیستی پذیر k-رنگ را G گراف
از رأس هر رنگ و باشد مجاز رنگ آمیزی این که کرد رنگ طوری را G گراف رأس های بتوان
G که است kای کوچکترین میدهند نشان ch(G) نماد با که لیستی رنگی عدد بیاید. لیستش

باشد. لیستی پذیر k-رنگ گرافی
به را G رأس های بتوان هرگاه است k مثبت صحیح عدد کوچکترین G گراف رنگ آمیزی عدد
همسایه k− ١ حداکثر دارای vi رأس i هر برای به طوری که کرد مرتب v١, v٢, . . . , vn صورت
نشان col(G) نماد با را G گراف رنگ آمیزی عدد باشد. v١, v٢, . . . , vi−١ رأس های بین در

می دهند.
مطرح [٣] در سکروکوفشی و پتروشفسکی توسط ٢٠٢٢ سال در بار اولین فرد، رنگآمیزی

است: چنین آن تعریف که شد
غیر رأس هر برای اگر گویند فرد را G گراف از ϕ مانند ، مجاز رأسی k−رنگآمیزی یک

باشد. فرد اندازه از ϕ−١(c) ∩N(v) که باشد داشته وجود c مانند رنگی تنها،
نامیده فرد رنگی عدد را باشد فرد k-رنگآمیزی یک دارای G گراف که kای مقدار کمترین

میدهند. نشان χo(G) نماد با و
لیست های تخصیص هر برای که است k طبیعی عدد کوچکترین G گراف فرد لیستی رنگی عدد
باشد، مجاز رنگ آمیزی این که کرد رنگ طوری را G گراف رأس های بتوان G رأس های به kتایی
فرد رنگ، یک حداقل تنها غیر رأس هر همسایگی در همچنین و بیاید لیستش از رأس هر رنگ
پارامتر این می دهند. نمایش cho(G) نماد با را G فرد لیستی رنگی عدد باشد. شده ظاهر بار

است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده تعریف [٢] در
مسیرها، مانند گراف ها از بعضی فرد رنگی عدد برای کران هایی همکاران و کارو ،[٢] در
کرده اند. معرفی مکعب ها ابر و خارجی مسطح گراف های همبند، مسطح گراف های درختها، دورها،

کران که پرداختند گرافها دکارتی ضرب فرد رنگی عدد مطالعه به همچنین
χo(G□H) ≤ min{χ(G)χo(H), χ(H)χo(G)} ≤ χo(G)χo(H), (١ . ١)

است. آمده به دست
ارائه گراف ها ضرب لیستی رنگی عدد برای را کرانی [١] در همکاران و باروئیسکی طرفی از

است. گرافها لیستی رنگی عدد و رنگآمیزی عدد اساس بر که کرده اند
میشود. ارائه گراف ها دکارتی ضرب فرد رنگی عدد برای جدید کرانی بعد، بخش در

گراف ها دکارتی ضرب فرد لیستی رنگی عدد برای بالایی کران .٢
رنگ آمیزی عدد از استفاده با [١] در همکاران و باروئیسکی است، آمده مقدمه در که همانطور
طرفی از است. آمده ٢ . ١ قضیه در که دارند گراف ها دکارتی ضرب لیستی رنگی عدد برای کرانی
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گراف ها دکارتی ضرب فرد لیستی رنگی عدد برای بالایی کران
٢ . ٣ نتیجه در که کردهاند معرفی گراف ها فرد رنگی عدد برای کرانی [٢] در همکاران و کارو
است گرفته قرار استفاده مورد اصلی نتیجه اثبات در که نتیجه و قضیه این ابتدا ادامه، در میآید.

می آوریم. را
آنگاه باشند، گراف دو H و G اگر [١] .٢ . ١ قضیه

ch(G□H) ≤ min{ch(G) + col(H), ch(H) + col(G)} − ١.
cho(G) ≤ ٢∆ آنگاه باشد، ∆ ≥ ١ درجه ماکزیمم با همبند گرافی G اگر [٢] .٢ . ٢ قضیه

.G = C۵ مگر است، برقرار
داریم ∆ درجه ماکزیمم با G ̸= C۵ همبند گراف هر برای [٢] .٢ . ٣ نتیجه

χo ≤ ٢∆.

کنیم. بیان را مقاله این اصلی نتیجه می توانیم اکنون
آنگاه باشند، گراف دو H و G اگر .۴ . ٢ قضیه

cho(G□H) ≤ min{cho(G) + ٢col(H), cho(H) + ٢col(G)} − ٢.
دهیم: نشان است کافی است. [١] در ٢ . ١ قضیه اثبات شبیه اثبات، برهان.

cho(G□H) ≤ cho(G) + ٢col(H)− ٢.
حداکثر دارای vi رأس i > ١ هر برای که کنید مرتب طوری را H از v١, . . . , vn رأس های
G□H از رأس هایی را Vi مجموعه باشد. v١, . . . , vi−١ رأس های بین در همسایه col(H)−١
به دلخواه لیستی v ∈ V (G□H) رأس هر برای باشد. vi رأس با متناظر کپی در که دهید قرار
را فرد لیستی رنگ آمیزی اکنون دهید. تخصیص |L(v)| = cho(G) + ٢col(H)− ٢ اندازه
چون می کنیم. رنگ را می شود القا V١ توسط که G□H زیرگراف ابتدا می سازیم. G□H برای
چنین است، cho(G) حداقل اندازه به لیستی دارای رأس هر و است یکریخت G با زیرگراف این
می شود القا V١ ∪ · · · ∪ Vi−١ توسط که G□H زیرگراف کنیم فرض دارد. وجود رنگآمیزی
برای ابتدا می دهیم. توسعه Vi رأس های به را رنگآمیزی این باشد. فرد مجاز رنگآمیزی دارای
از یک هر همسایگی در فرد تعداد به که رنگ هایی همچنین و همسایه هایش رنگ v ∈ Vi هر
چون کنید. حذف L(v) لیست از را هستند V١ ∪ · · · ∪ Vi−١ رأس های در که v همسایههای
از رنگ ٢col(H)− ٢ حداکثر تعداد به است، همسایه col(H)− ١ حداکثر دارای رأس هر
Vi روی G□H که G از نسخه ای رنگآمیزی مرحله می توان این در می شود. حذف v لیست
□ میرسد. پایان به اثبات و داد انجام رنگ cho(G) با را می کند القا

داریم: ۴ . ٢ قضیه های فرض با .۵ . ٢ نتیجه
χo(G□H) ≤ min{cho(G) + ٢col(H), cho(H) + ٢col(G)})− ٢.

است. یافتنی دست ،G = H = K٢ برای ۵ . ٢ در آمده دست به کران .۶ . ٢ توجه
١۶۵



طاهرخانی ع. و برادران ش. ف.

(١ . ١) از بهتری کران گرافها از خانواده برخی برای ۴ . ٢ قضیه در آمده دست به کران .٢ . ٧ توجه
توجه با که حالی در χo(G□H) ≤ n٢ داریم (١ . ١) طبق G = H = Kn اگر میکند. ارائه

میآید. دست به χo(G□H) ≤ ٣n− ٢ کران ۴ . ٢ قضیه به
cho(G١), . . . , cho(Gk) فرد لیستی رنگی عدد با گرافهایی G١, . . . , Gk اگر .٢ . ٨ نتیجه

آنگاه باشند، col(G١), . . . , col(Gk) رنگآمیزی عدد و
χo(G١□ · · ·□Gk) ≤ cho(G١) + ٢col(G٢) + · · ·+ ٢col(Gk)− ٢(k − ١).
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Γ(m,Sn) متقارن گروه عضوی m های زیرمجموعه جابجایی گراف
٢ مجیدمیرزاوزیری و ،١ عرفانیان احمد ،∗ ١ نصیری قربانعلی

آدرس ١

ساده گراف می شود، داده نمایش ،ΓG یا Γ(G) نماد با که G گروه جابجایی گراف چکیده.
این در راس دو و هستند G گروه مرکزی غیر عضوهای آن رئوس که است جهتی بدون
تعمیم را مفهوم این ما مقاله این در شود. جابجا هم با اگر فقط و اگر هستند مجاور گراف
که [١] کرده ایم تعریف را G گروه یک عضوی m زیرمجموعه های جابجایی گراف و داده
عضوی m زیرمجموعه های رئوس گراف این در می شود. داده نشان Γ(m,G) صورت به
برای یعنی ،[X,Y ] = ١ اگر فقط و اگر مجاورند X,Y راس دو و می باشند G گروه
،n مرتبه از متقارن گروه Sn گروه اهمیت به توجه با .∀x ∈ X, ∀y ∈ Y ;xy = yx

ببینید). را [٢]،[٣]،[۴] مثال (برای است شده مطالعه مختلفی مقالات در ΓSn
گروه خواص

به را آن خواص برخی و می کنیم بررسی را Γ(m,Sn)(m ≥ ١) گراف ما مقاله این در
می آوریم. دست

مقدمه .١
G گروه عضوی m زیرمجموعه های رئوس آن در که است گرافی Γ(m,G) گراف .١ . ١ تعریف
∀x ∈ X, ∀y ∈ برای یعنی ،[X, Y ] = ١ اگر فقط و اگر مجاورند X, Y راس دو و می باشند

.Y ; xy = yx

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
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مجیدمیرزاوزیری و عرفانیان، احمد نصیری، قربانعلی
جایگشت بیان یک Sn گروه از π جایگشت یک نوع ساده تر طور به یا دوری نوع .١ . ٢ تعریف
به دورهای تعداد k = ١, ٢, · · · , n برای αk آن در که است (α١, α٢, · · · , αn) شکل به

می باشد. π در k طول
λ = (٢, ٠, ١, ٠, ٠) دوری نوع دارای (١٢٣)(۴)(۵) ∈ S۵ جایگشت مثال عنوان به

.α١ + ٢α٢ + ٣α٣ + · · ·+ nαn = n داریم همواره که است بدیهی می باشد.
C(g) = CG(g) = {h ∈ صورت به g مرکزساز ،g ∈ G و باشد دلخواه گروه یک G اگر
g با که G عضوهای همه مجموعه با است برابر C(g) یعنی می شود، تعریف G : hg = gh}

است. شده ثابت [۵] در زیر قضیه می شوند. جابجا
آنگاه: باشد، λ نوع دارای π ∈ Sn و λ = (α١, α٢, ...., αn) اگر کشی). (قضیه ١ . ٣ قضیه

|CSn
(π)| = |C(π)| = Σn

i=١iαiαi!

Γ(m,Sn) گراف از خاصیت چند .٢
Γ(١, Sn) گراف در است بدیهی می شود. بیان Γ(m,Sn) گراف ویژگی چند بخش این در
کنیم ثابت باید ما منظور بدین و δ = n − ٢ که می دهیم نشان اکنون ،∆ = n! − ١ داریم
آنگاه fn(α) = Πn

i=١iαi(αi!) و باشد (α١, α٢, · · · , αn) صورت به α دوری نوع اگر که
.fn(α) ≥ n− ١

.fn(α) ≥ n− ١ آنگاه باشد (α١, α٢, · · · , αn) صورت به α دوری نوع اگر .٢ . ١ قضیه
کنیم. می ثابت حالت سه در را قضیه برهان.

داریم: حالت این در .α١ = ٠ اول): حالت

fn(α) ≥ ٢α٢ × ٣α٣ × · · · × nαn

≥

α٢
︷ ︸︸ ︷٢ + ٢ + · · ·+ ٢+

α٣
︷ ︸︸ ︷٣ + ٣ + · · ·+ ٣+ · · ·+

αn

︷ ︸︸ ︷
n+ n+ · · ·+ n

= ٢α٢ + ٣α٣ + · · ·+ nαn = n ≥ n− ١.
درنتیجه ،Σn

i=٢iαi = n− ١ آنگاه α١ = ١ اگر .α١ = ١ دوم): حالت
fn(α) ≥ ٢α٢ × ٣α٣ × ...× nαn ≥ Σn

i=٢iαi = n− ١
،fn(α) ≥ α٢×!١α٣×٢α٣×· · ·×nαn α١آنگاه ≥ ٢ اگر .α١ ≥ ٢ سوم): حالت

بنابراین n! ≥ ٢n داریم n ≥ ۴ برای زیرا
fn(α) ≥ ٢α١+α٢ × ٣α٣ × · · · × nαn

≥ ٢(α١ + α٢) + ٣(α٣) + · · ·+ n(αn) = n+ α١ ≥ n− ١.
□ .δ(١, S٣) = ١ داریم همچنین می شود، ثابت n ≥ ۴ برای قضیه نتیجه در
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m های زیرمجموعه جابجایی گراف

داریم، و می شود برقرار تساوی باشد (١,
n−٣

︷ ︸︸ ︷٠, ٠, ..٫٠, ١, ٠) صورت به α دوری نوع اگر ضمنا
.fn(α) = n− ١

است. منفرد رأس دارای Γ(٢, Sn) گراف n هر ازای به .٢ . ٢ قضیه
از ترتیب به دور دو β = (١, ٢, · · · , n− ١) و α = (١, ٢, ٣, · · · , n) کنید فرض برهان.
رأس اگر چون است، منفرد رأس یک Γ(٢, Sn) گراف در {α, β} رأس باشند، n−١, n طول
دارند وجود m, k طبیعی اعداد آنگاه ،βλ = λβ و αλ = λα که باشد داشته وجود λ ̸= e

طرف از اما .αm(n) = βk(n) = n داریم بنابراین .١ < m, k < n, λ = αm = βk که
□ است. تناقض که λ = e بنابراین و m = n می دهد نتیجه که ،αm(n) = m داریم دیگر

است. ناهمبند ،m > |Z(Sn)| = ١ برای Γ(m,Sn) گراف .٢ . ٣ نتیجه
.δ(G) = ٠ ،m > ١ برای G = Γ(m,Sn) گراف در .۴ . ٢ نتیجه

: داریم G = Γ(٢, Sn) گراف در .۵ . ٢ قضیه

∆(G) =







٢ n = ٣
٢٧ n = ۴
(٢(n−٢)!

٢
)
− ١ n ≥ ۵

و n ≥ ۵ کنید فرض حال آید. می دست به مستقیم محاسبه با اثبات n = ٣, ۴ برای برهان.
d١ = ∆(G) = که است بدیهی Gباشد، = Γ(١, Sn)گراف درجات دنباله d١, d٢, · · · , dn!بنابراین .([۴]،[٣]) .∆(Γ(Sn)) = ٢(n−٢)!−٢ است شده ثابت چون همچنین .n!−١
است بدیهی . deg(α) = ٢(n−٢)!−١ باشد. Γ(١, Sn) گراف در d٢ درجه با راس α اگر
مجاور رئوس α١, α٢, ..., αd اگر دارد. {α, e} رأس Γ(٢, Sn) گراف در را درجه بیشترین
{α١, α٢, ..., αd, α} مجموعه از عضوی دو مجموعه زیر هر آنگاه باشند Γ(١, Sn) در α

بنابراین است، {α, e} زیرمجموعه ها این از یکی اما است، مجاور {α, e} با Γ(٢, Sn) در
□ .∆(G) =

(
d+١

٢
)
− ١ =

(٢(n−٢)!
٢

)
− ١

رئوس، از مستقل مجموعه یک است. آن استقلال عدد گراف هر مهم ویژگی های از دیگر یکی
مجموعه های اندازه بزرگترین نباشند. مجاور آن ها از دوتایی هیچ که است رئوس از مجموعه یک
استقلال عدد یافتن می دهند. نمایش α(G) با و می نامند گروه آن استقلال عدد را G گروه مستقل
اعداد نامرتب افرازهای تعداد محاسبه به و است مشکل مسأله ای کلی حالت در Γ(١, Sn) گراف
می زنیم حدس ما البته می آوریم، دست به آن برای پایین کران یک این جا در ما دارد، نیاز طبیعی

باشد. Γ(١, Sn) گراف استقلال عدد همان پایین کران این که
نیستند مجاور هم با آن ها از دوتایی هیچ که ۵ طول به دورهای تعدا ،n = ۵ برای .۶ . ٢ مثال
یک α کنیم فرض اگر که است آن ϕ(۵) عدد بر تقسیم دلیل . ۴!

ϕ(۵) =
٢۴
۴ = ۶ با است برابر

می شود. جابجا α با که است ۵ طول به دور یک αr آنگاه (r, ۵) = ١ و باشد ۵ طول به دور
طول به دورهای تعداد همچنین کنیم. حساب را آن ها از یکی باید دور ϕ(۵) = ۴ هر از بنابراین

١۶٩
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که جایگشت هایی تعداد و (۵
۴
)
×

٣!
ϕ(۴) = ١۵ با است برابر نیستند مجاور دوتایی هیچ که ۴

نیستند مجاور هم با دوتایی هیچ و هستند ٢ طول به دور یک و ٣ طول به دور یک ضرب حاصل
.(۵

٣
)(٢

٢
)
×

۴!× ١!
ϕ(۶) = ١٠ با است برابر

رئوس از ماکزیمال مجموعه یک شد اشاره آن ها به بالا در که رئوسی که دید می توان سادگی به
مجاور رئوس این از یکی با حداقل Γ(١, Sn) دیگر رأس هر یعنی می دهند تشکیل را مستقل

.α(Γ(١, S۵)) ≥ ۶ + ١۵ + ١٠ = ٣١ داریم بنابراین است
جزء هر و نیستند برابر هم با افراز اجزای همه که ۶ عدد نامرتب افرازهای تعداد .٢ . ٧ مثال
که افرازها این با متناظر جایگشت های تعداد و ۶, ۴ + ٢ از عبارتند باشد دو حداقل افراز
(۶

۶
) ۵!
ϕ(۶) =

١٢٠
٢ = با ند برابر ترتیب به نمی شوند جابجا هم با آن ها از دوتایی هیچ

.۶٠, (۶
۴
)(٢

٢
)
×

٣!× ١!
ϕ(۴) = ۴۵

جایگشت های تعداد و ۵, ٢+٣ برابر افرازها ۶ عدد جای به ۵ عدد برای محاسبات این انجام با
برابر آن ها نظیر

(۶
۵
) ۴!
ϕ(۵) = ٣۶,

(۶
٣
)(٣

٢
)

×
٢!× ١!
ϕ(۶) = ۶٠

بنابراین و می دهند تشکیل را رئوس از مستقل مجموعه یک جایگشت ها این همه است.
.α(Γ(١, S۶)) ≥ ١٠۵ + ٩۶ = ٢٠١

برای یعنی باشد، n طبیعی عدد افراز یک X = (x١, x٢, · · · , xk) کنید فرض .٢ . ٨ تعریف
افراز یک را X افراز .x١ + x٢ + · · · + xk = n و xi ∈ N ،i = ١, ٢, · · · , k
(یعنی نباشند برابر هم با X اجزای همه و xi ≥ ٢ ،i = ١, ٢, · · · , k برای اگر گوییم خوب
gp(n) نمایش با را n خوب افرازهای همه مجموعه نباشد). درست x١ = x٢ = · · · = xk.می دهیم
یک را ϕ جایگشت آنگاه باشد، n افراز یک X = (x١, x٢, · · · , xk) اگر .٢ . ٩ تعریف
x١, x٢, · · · , xk های طول با متمایز دور k حاصلضرب ϕ اگر گوییم X با متناظر جایگشت

باشد.
جابجا هم با آن ها از دوتایی هر که را n خوب افراز با متناظر رئوس همه مجموعه .٢ . ١٠ تعریف

می دهیم. نمایش vgp(n) با را نمی شوند
جایگشت های تعدا آنگاه باشد n خوب افراز یک X = (x١, x٢, · · · , xk) اگر .٢ . ١١ قضیه

با است برابر نمی شوند جابجا باهم دوتایی هیچ که X متناظر
f(X) =

(
n

x١

)(
n− x١
x٢

)(
n− x١ − x٢

x٣

)

· · ·
(
xk

xk

)

×
(x١ − ١)!(x٢ − ١)! · · · (xk − ١)!

ϕ([x١, x٢, · · · , xk])

می باشد. x١, x٢, · · · , xk اعداد مشترک مضرب کوچکترین [x١, x٢, · · · , xk] آن در که
١٧٠
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ϕ([x١, x٢, ...., xk]) بر تقسیم دلیل که دهیم توضیح است کافی فقط است، روشن چیز همه برهان.
در .(r, xi) = ١ ،i = ١, ٢, ..., k برای آنگاه (r, [x١, x٢, ...., xk]) = ١ اگر چیست.
است، آن نظیر جایگشت یک نیز σr آنگاه باشد X نظیر های جایگشت از یکی σ اگر نتیجه
از یکی فقط ما و می شوند جابجا یکدیگر با X نظیر جایگشت ϕ([x١, x٢, ...., xk]) این لذا
□ بگیریم. نظر در باید را آنها

داریم Γ(١, Sn) گراف برای .٢ . ١٢ قضیه
α(Γ(١, Sn)) ≥ ΣX∈gp(n)f(X) + ΣX∈gp(n−١)f(X),

می باشد. خوب افرازهای همه مجموعه gp(n) ،٢ . ٨ تعریف مطابق آن در که
می دهیم: انجام گام دو در را اثبات برهان.

بنابراین باشند، vgp(n) ∪ vgp(n− ١) از دلخواه جایگشت دو σ١, σ٢ کنیم فرض اول) گام
{١, ٢, ...., n} مجموعه از عضوهایی شامل متمایز دور چند ضرب حاصل صورت به σ١, σکنیم٢ می باشند.فرض

σ١ = (x١, x٢, · · · , xi١)(y١, y٢, · · · , yi٢) · · · (z١, z٢, · · · , zik),

σ٢ = (x′١, x′٢, · · · , x′

j١)(y
′١, y′٢, · · · , y′j٢) · · · (z

′١, z′٢, · · · , z′jm)
دورهای لذا .n − ١ یا n با برابرند j١ + j٢ + .... + jm و i١ + i٢ + .... + ik آن در که
از توانی σ١, σ٢ از کدام هیچ چون و نیستند مجزا که دارند وجود σ١, σ٢ از α١, α٢ متمایز
رئوس از مجموعه یک vgp(n)∪vgp(n−١) بنابراین و σ١σ٢ ̸= σ٢σ١ داریم نیست دیگری

می باشد. Γ(١, Sn) گراف مستقل
از ماکزیمال مجموعه یک vgp(n) ∪ vgp(n − ١) مجموعه که کنیم می ثابت حال دوم) گام
حداقل با گراف دیگر رأس هر که کنیم می ثابت یعنی می باشد، Γ(١, Sn) گراف مستقل رئوس

هستند: زیر نوع دو از یکی گراف دیگر رئوس است. مجاور مجموعه این رئوس از یکی
αهستند، =

k
︷ ︸︸ ︷

(x١, x٢, ...., xr)(y١, y٢, ...., yr)....(z١, z٢, ...., zr) شکل به که رئوسی الف)
اگر حالت این در .rk = n− ١ یا rk = n آن در که

با α بنابراین ،αβ = βα و α = βk داریم β = (
k

︷ ︸︸ ︷
x١y١....z١

k
︷ ︸︸ ︷
x٢y٢....z٢ ....

k
︷ ︸︸ ︷
xryr....zr)

.β ∈ vgp(n) ∪ vgp(n− ١) و است مجاور β
این در که است بدیهی .α ∈ vgp(i) ،i = ١, ٢, ...., n − ٢ برای که α مانند رئوسی ب)
است کافی زیرا ،αβ = βα که دارد وجود β ∈ vgp(n) ∪ vgp(n− ١) یک همواره حالت
مجزا α با که است n − i − ١ یا n − i طول از دور یک γ آن در که β = αγ دهیم قرار
□ است.
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زاگرب های انديس در آن كاربرد و گراف پوششی نگاشت های حاصلضرب
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شاخص های زاگرب، شاخص های و گراف ها پوشش مفهوم بررسی با مقاله این در چکیده.
به C از پوششی نگاشت f اگر مثال، عنوان به می آوریم. دست به گراف ها برای را زاگرب
و M٢(C) = hM٢(G) و M١(C) = hM١(G) آنگاه باشد، h-بالابر یک C و G

هست این دارد وجود پوششی نگاشت های مبحث در که ارزشمندی سوالات از یکی همچنین
می شود مطرح سوال این حال است پوششی نگاشتی پوششی، نگاشت دو ضرب حاصل که
زاگرب اندیس که این یا و چیست؟ گراف دو پوششی نگاشت های برای فوق سوال پاسخ که
نگاشت از استفاده با و دارند؟ رابطه ای چه گراف این با ضربی حاصل گراف یک بالابرهای
این به مقاله این در که کنیم. برقرار ارتباط پوشش دو ضرب حاصل برای بتوانیم پوششی

می دهیم. پاسخ سوالات

پیش گفتار .١
پوششی نگاشت مبحث و دارد رياضيات مباحث در قديمی بسيار پيشينه گراف ها مبحث
مانند پوشش ها، نظریه ی گفت باید دقیق تر طور به و است گرفته قرار توجه مورد اخیر قرن در
باری اولین ولی است. یافته پیدایش و ظهور پوانکاره توسط هندسه، شاخه های از دیگر بسیاری
١٩٣۵ سال در [٣] ثرلفال و زایفرت توسط گردید مطالعه و معرفی منسجم طور به پوشش ها که
هندسه مانند ریاضیات از دیگری شاخه های در بلکه توپولوژی، در تنها نه پوششی فضاهای بود.
شاخه شیمیایی گراف نظریه است. پرکاربرد بسیار نیز لی گروه های و مختلط آنالیز دیفرانسیل،

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. دکارتی. ضرب حاصل زاگرب، شاخص های گراف، پوششی نگاشت کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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ترابی ح. و کوکبی م.
اعمال شیمیایی پدیده های ریاضی مدل سازی برای را گراف نظریه که است ریاضی شیمی توپولوژی
مبحث و کرد جلب خود به را ریاضیدانان از توجهی قابل توجه نیز زاگرب شاخص اولین می کند.
اندیس های تعریف اینجا در است. شده پرداخته آن به بسیار اخیر دهه چند در زاگرب های اندیس

می آوریم. [١] همکاران و اشرفی مقاله از را زاگرب
هر برای باشد. E(G) یال های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با G گراف کنیم فرض
dG(u) و می دهیم نشان uv با را می کند متصل v راس به را u راس که یالی u, v ∈ V (G)

اندیس باشد، واضح متن از گراف اندیس تشخیص که هنگامی است. G در u درجه نشان دهنده
شوند: می تعریف زیر صورت به زاگرب شاخص های می کنیم. حذف را G

M١(G) =
∑

u∈V (G)

d(u)٢

M٢(G) =
∑

uv∈E(G)

dG(u)dG(v).

می دهند. نشان را زاگرب شاخص دومین و اولین ترتیب به M٢(G) و M١(G) اینجا در
پژوهش دست آورد های .٢

بین رابطه به داریم قصد جا این در باشد. پوششی نگاشت f : C → G کنیم فرض
نگاشت های مبحث در که ارزشمندی سوالات از یکی بپردازیم. G و C گراف زاگرب اندیس های
حال است پوششی نگاشتی پوششی، نگاشت دو ضرب حاصل که هست این دارد وجود پوششی

چیست؟ گراف دو پوششی نگاشت های برای فوق سوال پاسخ که می شود مطرح سوال این
باشد، h-بالابر یک C و G به C از پوششی نگاشت f باشند، گراف G و C اگر .٢ . ١ قضیه

.M٢(C) = h×M٢(G) و M١(C) = h×M١(G) آنگاه
همبند C بنابراین هستند، همبند و ساده این جا در شده گرفته نظر در گراف های همه برهان.
چون . ui ∈ f−١(k) و ci ∈ f−١(g) ،١ ≤ i ≤ h برای و k, g ∈ G کنیم فرض است.
نیز و d(ui) = d(k) و d(ci) = d(g) داریم ١ ≤ i ≤ h برای است، h-بالابر یک C
نتیجه در .E(C) ≃ {١, ٢, · · · , h} × E(G) و V (C) ≃ {١, ٢, · · · , h} × V (G)
همبند h-کپی یک C گراف دیگر عبارت به .E(C) = h|E(G)| و |V (C)| = h|V (G)|

است. G از
M١(C) = Σc∈V (C)d(c)

٢ = Σci∈{١,٢,··· ,h}×V (G)d(ci)
٢ =

= Σf(ci)∈V (G) ∀g∈G,ci∈f−١(g) and ١≤i≤hd(f(ci))
٢ =

= h× Σg∈V (G)d(g)
٢ = h×M١(G).

همچنین،
M٢(C) = Σuc∈E(C)dC(u)dC(c) = Σuici∈{١,٢,··· ,h}×E(G)dC(ui)dC(ci) =

= h× Σgk∈E(G)dG(g)dG(k) = h×M٢(G).

□
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زاگرب های انديس در آن كاربرد و گراف پوششی نگاشت های حاصلضرب
در واقع در می آوریم. بدست زیر شرح به گراف ها پوششی نگاشت برای را جالبی نتایج
است. پوششی نگاشت گراف ها، از پوششی نگاشت دو ضرب حاصل می دهیم نشان زیر قضیه
آن از اما دارد وجود مطلب این توپولوژیک فضای پوششی نگاشت های مبحث در شود دقت
فضاهای پوششی نگاشت تعریف با منطبق دقیقا گراف ها برای پوششی نگاشت تعریف که جا
گراف یک بالابرهای زاگرب اندیس این که یا و گردد اثبات مطلب این باید لذا نیست توپولوژیک
برای بتوانیم پوششی نگاشت از استفاده با و دارند؟ رابطه ای چه گراف این با ضربی حاصل

کنیم. برقرار ارتباط پوشش دو ضرب حاصل
VCi

= ،VGi
= V (Gi) رئوس مجموعه و یال ها با گراف Ci و Gi کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه

fi باشند. ١ ≤ i ≤ n که طوری به ECi
= E(Ci) و ،EGi

= E(Gi) ،V (Ci)-hi یک Ci گراف و باشند ١ ≤ i ≤ n طوری که به Gi به Ci از پوششی نگاشت های
⊗n

i=١Gi به ⊗n
i=١Ci از پوششی نگاشت f١ × f٢ × fn صورت این در می باشد. بالابر

داشت خواهیم j = ١, ٢ برای و می باشند n∏-بالابر

i=١ hi گراف یک ⊗n
i=١Ci و است

.Mj (⊗
n
i=١Ci) =

∏n

i=١ hi × Mj (⊗
n
i=١Gi)

است. پوششی نگاشت f١ × f٢ : C١ × C٢ → G١ × G٢ می دهیم نشان ابتدا در برهان.
نگاشت f١ × f٢ : VC١ × VC٢ → VG١ × VG٢ نگاشت دهیم نشان باید منظور این برای
برای این که به توجه با می گیریم. نظر در را VG١ × VG٢ از (u, v) دلخواه راس است. برو
a ∈ VC١ , x ∈ VC٢ رئوس است برو نگاشتی fi : VCi

→ VGi
نگاشت i = ١, ٢

f١ × f٢((a, x)) = (u, v) بنابراین f٢(x) = v و f١(a) = u طوری که به موجودند
(a, x) اگر است. برو نگاشتی f١ × f٢ : VC١ × VC٢ → VG١ × VG٢ نگاشت لذا و
(a, x) حول یال های f١ × f٢ که دهیم نشان است کافی باشد، VC١ × VC٢ از دلخواهی راس
نگاشت f١ × f٢((a, x)) = (f١(a), f٢(x)) حول یال های به یک به یک تناظر در را
اگر داریم، حالت دو ما است. (f١(a), f٢(x)) دلخواه یال (w, k) بگیرید نظر در می کند.
پوششی نگاشت f٢ : VC٢ → VG٢ که آن جایی از .f٢(x)k ∈ EG٢ آنگاه ،f١(a) = w

(a, x)(a, y) بنابراین .xy ∈ EC٢ که طوری به دارد وجود y ∈ f١−٢ (k) ⊆ VC٢ است،
،f٢(x) = k اگر دوم، حالت می رود. f١ × f٢((a, x))(w, k) به f١ × f٢ با که است یالی
b ∈ است، پوششی نگاشت f١ : C١ → G١ که آن جایی از .f١(a)w ∈ EG١ آنگاه
است یالی (a, x)(b, x) بنابراین .ab ∈ EC١ یال طوری که به دارد وجود f١−١(w) ⊆ VCیال های١ f١ × f٢ که می دهیم نشان اکنون می رود. f١ × f٢((a, x))(w, k) تا f١ × f٢ با که
f١ × f٢((a, x)) = (f١(a), f٢ (x)) حول یال های به یک به یک تناظر در را (a, x) حول
که هستند یال هایی (a, x)(b̃, ỹ) و (a, x)(b, y) که می کنیم فرض همچنین می کند. ترسیم
(a, x)(b̃, ỹ) و (a, x) (b, y) و می روند (f١(a), f٢(x))(f١(b), f٢(y)) به f١ × f٢ با
حالت دو است، C١ × C٢ از یالی (a, x)(b, y) که آن جایی از هستند. (a, x) حول یال های
است، پوششی نگاشت f٢ : C٢ → G٢ طرفی از .xy ∈ EC٢ آنگاه ،a = b اگر دارد. وجود
.f٢ (x) f٢ (y) ∈ EG٢ پس می برد، EG٢ در یالی به یک به یک تناظر در را xy یال f٢ لذا
پوششی نگاشت f٢ : C٢ → G٢ و f٢ (x) f٢ (ỹ) = f٢ (x) f٢ (y) که آن جایی از همچنین
نگاشت EG٢ در f٢ (x) f٢ (ỹ) = f٢(x)f٢(y) به برو و یک به یک را xỹ یال f٢ لذا است،
لذا و a = b̃ داریم C١ × C٢ یال های تعریف طبق .y = ỹ پس xy = xỹ بنابراین می کند.
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حول یال های f١ × f٢ نتیجه در .(a, x)(b, y) = (a, x)(b̃, ỹ) بنابراین .y = ỹ و b = b̃

ترسیم f١ × f٢((a, x)) = (f١(a), f٢x)) حول یال های به یک به یک تناظر در را (a, x)
می کند.

پوششی نگاشت f١ : C١ → G١ چون .ab ∈ EC١ آنگاه ،x = y اگر دوم، حالت
همچنین می کند. نگاشت EG١ در f١(a)f١(b) یال به برو و یک به یک را ab یال f١ است،
f١ است، پوششی نگاشت f١ : C١ → G١ و f١(a)f١(b̃) = f١ (a) f١ (b) که آن جایی از
بنابراین می کند. نگاشت EG١ در f١(a)f١(b̃) = f١(a)f١(b) به برو و یک به یک را ab̃ یال
y = ỹ پس .x = ỹ داریم C١ × C٢ یال های تعریف طبق .b = b̃ نتیجه در و ab = ab̃

در را (a, x) حول یال های f١ × f٢ بنابراین .(a, x)(b, y) = (a, x)(b̃, ỹ) لذا ،b = b̃ و
در و می کند ترسیم f١ × f٢((a, x)) = (f١(a), f٢ (x)) حول یال های به یک به یک تناظر

است. پوششی نگاشت f١ × f٢ : C١ × C٢ → G١ ×G٢ نتیجه
i = ١, ٢ آن در که باشد، Gi hi-بالابر یک Ci و پوششی نگاشت ،fi : Ci → Gi اگر
تار G١ ×G٢ از (a, b) دلخواه رأس هر گفت توان می C١ ×C٢ تعریف به توجه با پس است،
h١-بالابر × h٢ یک C١ ×C٢ بنابراین و است عنصر h١ × h٢ دارای دقیقاً آن f−١((a, b))
j = ١, ٢ آن در که ،Mj(C١×C٢) = h١×h٢×Mj(G١×G٢) نتیجه در G٢×G١است.
f١ × f٢ × fn کنیم ثابت می توانیم ریاضی، استقرا با کنید). مراجعه ٢ . ١ قضیه (به می باشد.
می باشند n∏-بالابر

i=١ hi گراف یک ⊗n
i=١Ci و است ⊗n

i=١Gi به ⊗n
i=١Ci از پوششی نگاشت

□ .Mj (⊗
n
i=١Ci) =

∏n

i=١ hi ×Mj (⊗
n
i=١Gi) داشت خواهیم j = ١, ٢ برای و

dG (a) = باشیم داشته ،a, b ∈ V (G)هر برای اگر می نامند، r-منظم را G گراف
همچنین می دهیم. نشان Gn

r با را راس n با G r-منظم گراف طرح این در .dG (b) = r

می دهیم. نشان Kn با را راس n با کامل گراف
نگاشت ،fi : Ghi×ni

ni−١ → Kni
نگاشت ١ ≤ i ≤ n هر برای باشید داشته توجه .٢ . ٣ مثال

f١ × f٢ × ٢ . ٢ قضیه با است. Kni
گراف از hi-بالابر یک Ghi×ni

ni−١ گراف و است پوششی
یک ⊗n

i=١Ghi×ni

ni−١ گراف و است ⊗n
i=١Kni

به ⊗n
i=١Ghi×ni

ni−١ از پوششی نگاشت · · · × fn

Mj(⊗
n
i=١Ghi×ni

ni−١ ) =
∏n

i=١ hi × بنابراین است، ⊗n
i=١Kni

گراف از n∏-بالابر

i=١ hi

کردند ثابت [٢] مرجع ١ قضیه در همکاران و خلیفه .j = ١, ٢ آن در که ،Mj(⊗
n
i=١Kni

)

نتیجه در و M١(⊗n
i=١Kni

) = (Πn
i=١ni)(Σ

n
i=١ (ni − ٢((١ که،

M١(⊗n
i=١Ghi×ni

ni−١ ) = (Πn
i=١hi)(Π

n
i=١ni)(Σ

n
i=١ (ni − ٢((١

= (Πn
i=١hini)(Σ

n
i=١ (ni − ٢((١
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هوا آلودگی انتشار و توزیع مسئله جدیددر رویکرد
٢ ایواز کریم و ∗ ١ درخوشی قادر

تبریز دانشگاه کامپیوتر و ریاضی،آمار علوم دانشکده ریاضی، گروه ١,٢
gaderdarkhooshi1352@gmail.com

تبریز دانشگاه کامپیوتر آمارو ، ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه ٣
ivaz@tabriz u.ac.ir

که است مشکلاتی اساسی ترین از یکی صنعتی مناطق و شهرها در هوا آلاینده انتشار چکیده.
جدید، صنعتی قطب های آمدن بوجود و علم پیشرفت با است. مواجه حاضر قرن در انسان
جان هوا آلودگی اثر در نفر میلیون ٧ سالیانه می شود. افزوده جهان در آلودگی ها این میزان بر
بعضی در هستند. یافته توسعه کشورهای در آنان درصد ٩٠ که می دهند دست از را خود
قربانیان از بیشتر می دهند دست از را خود جان عامل همین اثر در که افرادی تعداد کشورها
جوی پدیده های بر حاکم مختلف ریاضی مدل های ابتدا مقاله این در است. رانندگی سوانح
جواب خصوص در و بیان را اصلاحی مدل جدید، رویکرد ارائه ضرورت به نظر می دهیم. ارائه

می کنیم. بحث مدل آن عددی و تحلیلی

پیش گفتار .١
مانند پدیده ای شبیه سازی نمودند. ارائه زیادی مدل های هوا آلودگی برای بحال تا محققان
از دارد. بسیاری عوامل نمودن مشخص و بررسی نیاز جوی، پیچیدگی های دلیل به هوا، آلودگی
از آن ها توان و دما فشار، رطوبت، هوا، درهمی وضعیت باد، جهت و سرعت به می توان جمله آن
ساختار به که آن بدون مسئله، کردن ساده در مدل توانایی دلیل همین به کرد. اشاره دیگر طرف
است. برخوردار بالای اهمیت از گردند، همراه ناچیز خطای با جواب ها و برسد آسیبی آن کلی
مدل های به می توان میان این از که گردیده اند، پیشنهاد منظور این برای تاکنون مختلفی مدل های

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. ،۴ پایداری شرط ،٣ آزاد ٢،مرز متناهی تفاضلات ،١ انتشار معادله کلیدی. واژگان
سخنران

١٧٨



ایواز ک. و درخوشی ق.
و دقیق تر که جدید مدل ارائه به ما گفتار این با کرد اشاره [٢] گوس لاگرانژی، [١] جعبه ای
در مسئله بررسی به فیگ انتشار قوانین بیان با ابتدا می پردازیم. است دیگر مدل های از کارآمدتر

می دهیم. قرار مطالعه مورد عددی باب از را مسئله آخر در و می پردازیم بعدی یک

حاکم معادلات و مسئله بیان .٢
حرکت می شوند پراکنده گاز یک در یکنواخت طور به ذرات که هنگامی فیک نفوذ قوانین
وقتی کرد نخواهد تغییر ذرات تمامی توزیع اما می دهد. تغییر را منفرد ذره یک موقعیت برآونی
غلظت با نواحی از حرکت به گرایش سرانجام براونی حرکت هستند پراکنده یکنواخت بطور ذرات
عمومی قانون دو است. شده شناخته ذره نفوذ به فرآیند این دارد. کم غلظت با نواحی به زیاد
معادله توضیحات، این با است. معروف فیک نفوذ قوانین به که می رود کار به مولکولی نفوذ برای
آن در که کنیم می معرفی را اولیه و مرزی شرایط بدون زیر بعدی سه حالت در هوا آلودگی انتشار
ضریب معرف ترتیب به kx, ky, kz و x, y, z جهت در ها سرعت معرف ترتیب به vx, vy, vz

.[٣] آلاینده هاست چشمه یا منبع S(x, z, t) ،x, y, z جهت در انتشار

∂c

∂t
+ vx

∂c

∂x
+ vy

∂c

∂y
+ vz

∂c

∂z
=

kx
∂٢c
∂x٢ + ky

∂٢c
∂y٢ + kz

∂٢c
∂z٢ + S(x, z, t) (٢ . ١)

تقلیل زیر بعدی دو حالت به مسئله بگیریم نظر در یکسان x محور با y محور در مرزی شرایط اگر
می کند پیدا

∂c

∂t
+ vx

∂c

∂x
+ vz

∂c

∂z
= kx

∂٢c
∂x٢ + kz

∂٢c
∂z٢ + S(x, z, t),

٠ < x < L, ٠ < z < H, t > ٠
c(x, z, ٠) = f(x, z),

c(٠, z, t) = ٠ c(L, z, t) = ٠, ٠ ≤ z ≤ H,

∂c

∂z
(x, ٠, t) = ٠, ∂c

∂z
(x,H, t) = ٠, ٠ ≤ x ≤ L, (٢ . ٢)

پاک هوای و آلوده هوای بین مرز یکه ان جا از می دهیم ارتقاء جدید مدل به را فوق مدل ما حالا
مسئله صورت این در باشد دو این بین مرز معادله Φ = x− φ(z, t) اگر می کند تغییر زمان با

می گردد. پیشنهاد را زیر مدل بنابراین است آزاد مرز مسئله نوع از واقعی
١٧٩



هوا آلودگی

∂c

∂t
+ vx

∂c

∂x
+ vz

∂c

∂z
= kx

∂٢c
∂x٢ + kz

∂٢c
∂z٢ + S(x, z, t),

٠ < x < L ٠ < z < H, t > ٠
c(x, z, ٠) = f(x, z),

c(٠, z, t) = g(z, t), ٠ ≤ z ≤ H,

∂c

∂z
(x, ٠, t) = ٠, ٠ ≤ x ≤ φ(٠, t) ∂c

∂z
(x,H, t) = ٠, ٠ ≤ x ≤ φ(H, t),

c(x, z, t)
∣

∣

∣

x=φ(z,t)
= ٠,

< ∇Φ,∇c >

∣

∣

∣

Φ(x,z,t)
= k

∂Φ

∂t
, t > ٠, φ(z, ٠) = R(z), (٢ . ٣)

.[۴] است آزاد مرز نشانگر φ(t) آن در که است مفروض زیر بعدی یک آزاد مرز مسئله
∂c

∂t
+ v

∂c

∂x
=

∂٢c
∂x٢ + S(x, t), ٠ < t < T, ٠ < x < φ(t),

c(٠, τ) = g(t),

c(x, ٠) = h(x), ٠ ≤ x ≤ b,

c(φ(t), t) = ٠, ٠ < t < T,

cx(φ(t), t) = −φ′(t), ٠ < t < T,

φ(٠) = b > ٠, (۴ . ٢)
پیوسته توابع h(x), g(t), S(x, t) (٠ ≤ x ≤ b, ٠ < t < σ) کنید فرض .٢ . ١ قضیه
تمامی ازای به ۴ . ٢ سیستم برای موضعی یگانه جواب c(x, t), φ(t) آنگاه باشند مشتق پذیر و

دارد. وجود t < ∞

مسئله عددی حل .٣
زیرفاصله N به را x = φ(t) برابر متحرک مرز و x = ٠ بین فاصله تعداد روش این در
.[۵] داشت خواهیم آوریم بدست x = φ(t) موقعیت در t به نسبت c مشتق اگر می کنیم تقسیم

∂c

∂t
=

∂c

∂x

∣

∣

∣

t

∂x

∂t

∣

∣

∣

t
+

∂c

∂t

∣

∣

∣

x

می آید در زیر بصورت بعد بدون مسئله بنابراین
∂c

∂t
=

xi

φ(t)

dφ

dt

∂c

∂x
− v

∂c

∂x
+

∂٢c
∂x٢ (٣ . ١)
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ایواز ک. و درخوشی ق.
خواهیم دوم مرتبه از مکانی مرکزی مشتق و زمانی پیشرو مشتق متناهی تفاضلات بردن بکار با .

می آید. در زیر صورت به بنویسیم را ٣ . ١ شده بعد بی صریح معادله اگر داشت.
cm+١
i = cmi +

(kxm
i φ

′

m

hφm

−
kv

h

)(

cmi+١−cmi

)

+
k

h٢
(

cmi+٢−١cmi +cmi−١
)

(٣ . ٢)
ببرید بکار را شده گفته عددی روش باشد می دقیق جواب زیردارای آزاد مرز مسئله .٣ . ١ مثال

∂c

∂t
+ v

∂c

∂x
= D

∂٢c
∂x٢ t > ٠, ٠ < x < φ(t)

c(٠, t) = t, t > ٠
c(x, ٠) = −x

v
v > ٠

c(φ(t), t) = ٠,
− v٢cx(φ(t), t) =

dφ

dt
t > ٠, ٠ < x < φ(t), φ(٠) = ٠ (٣ . ٣)

است شده رسم زیر مقادیر ازای به شکل دو هر در
∆x = ٢−١٠, ∆t = ١٠−۶, v = ١, D = ١ ٫١٧ ≤ t ≤ ١
∆x = ٣−١٠, ∆t = ٧−١٠, v = ١, D = ١ ٫٠١ ≤ t ≤ ١
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٫٠١ ≤ t ≤ ١, error = ١٫٠٠٠٠ × ٧−١٠ ٫١٧ ≤ t ≤ ١ error = ٫٠٠١ :١ شکل
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یافته توسعه تکرار تابع سیستم های
٢ دستجردی احمدی داود و ∗ ١ آقایی مهدی

فرهنگیان دانشگاه کرج، فردوسی حکیم پردیس ١
mahdi.aghaei66@gmail.com

گیلان دانشگاه ریاضی؛ علوم دانشکده ریاضی، گروه ٢
dahmadi1387@gmail.com

به جای اینجا، در می شود. پارامتری کامل نوبت فضای روی تکرار تابع سیستم یک چکیده.
که می کنیم بررسی آن گاه، می گیریم. درنظر را Σ دلخواه نوبت فضای کامل، نوبت فضای
با که است تکرار تابع سیستم  به گسترش قابل نوبت، فضای دینامیکی ویژگی های چگونه
فضای که ترایا تکرار تابع سیستم یک در نمونه، برای می شوند. ساخته Σ واژه های یا مدارها
که هست t ∈ Σ مانند ترایا نقطه ا ی است، نیم باز همگی آن تابع های و سافیک آن نوبت

است. ترایا (X, ft)

پیش گفتار .١
مجموعه ای و X مانند فشرده متری فضای یک شامل (IFS) معمولی تکرار تابع سیستم های
x ∈ X نقطه ی رد آن ها در که است X روی {f٠, . . . , fk−١} مانند پیوسته تابع k شامل
ترکیب گفت می توان معادل طور به یا می آید؛ بدست تابع ها این از دلخواه ترکیب های اثر با
منظور fu(x) می نویسیم وقتی یعنی می کنیم؛ کامل نوبت فضای واژه های به وابسته را تابع ها
نماد k روی کامل نوبت فضای از واژه یک u = u١ · · · un که است fun

◦ · · · ◦ fu١(x)طبیعی مثال های در آنکه حال ندارد وجود تابع ها ترکیب در محدودیتی هیچ بنابراین، است.
شدیم آن بر رو این از کرد. ترکیب یکدیگر با دلخواه به را تابع ها نمی توان و نیست چنین معمولا

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 37B10, 37B55, 37B05; Sec-
ondary 37A25.

. .(NDS) نامختار سیستم های ،(IFS) تکرار تابع سیستم های کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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دستجردی احمدی داود و آقایی مهدی
شوند ترکیب یکدیگر با آزادانه نمی توانند آن تابع های که کنیم مطالعه را تکراری تابع سیستم های
زیرفضای با کامل نوبت فضای جایگزینی با منظور این برای بپذیرند. را محدودیت هایی باید و
بنابراین، می شود. انجام می کند، القا زیرفضا این که قانونی به توجه با تابع ها ترکیب آن، از دلخواه
است I = (X, F , Σ) سه تایی سیستم این کردیم. تعریف را یافته توسعه تکرار تابع سیستم
نوبت فضای از دلخواه نوبت زیرفضای یک Σ و پیوسته تابع k شامل مجموعه ای F آن در که
با دلخواه نوبت فضای دینامیک رابطه ی بررسی ما، علاقه ی مورد مباحث جمله  از است. کامل
دینامیکی خواص نوبت، فضای تغییر با که است این ما پرسش واقع در بود. خواهد I دینامیک

می کند؟ تغییری چه IFS

اولیه مفاهیم .٢
فرض همچنین، می گیریم. نظر در نمادها از مجموعه ای عنوان به را A ناتهی و شمارا مجموعه
(از طرف دو از دنباله های همه مجموعه ،AZ = {(σi)i∈Z : σi ∈ A} که (AN) AZ کنید
واژه ی طول است. A اعضای از متناهی دنباله ای بلوک یا واژه یک باشد. نامتناهی طرف) یک
نمادی هیچ شامل که واژه ای می دهیم. نشان |u| با را آن و دارد u که است نمادهایی تعداد u

می دهیم. نمایش ε با و نامیده تهی واژه ی یک را نباشد
طرف دو از دنباله های همه ی مجموعه ی کامل نوبت A-فضای ،A الفبای برای .٢ . ١ تعریف

بصورت و است A اعضای از نامتناهی
Σ|A| = AZ = {(σi)i∈Z : σi ∈ A}

n-فضای را Σ|A| آن گاه ،A = {٠, ١, . . . , n− ١} ،n ∈ N برای اگر می شود. داده نمایش
می دهیم. نمایش Σn با و نامیده کامل نوبت

(σi)i∈Z ∈ هر برای هرگاه می نامیم، نوبت نگاشت را τ : AZ → AZ نگاشت .٢ . ٢ تعریف
باشیم: داشته AZ

τ((σi)i∈Z) = (σi+١)i∈Z.

بصورت را j مختص تا i مختص از (u ⊂ σ) σ در u مانند واژه ای باشد، σ ∈ AZ اگر
σ[i, j] = σiσi+١ . . . σj

قرار و آمده بدست u تا n چسباندن هم به از که است واژه ای un ،n ∈ N برای می دهیم. نشان
می شود. داده نمایش u∞ با . . . uuuuuu . . . نقطه ی همچنین، .u٠ = ε می دهیم

می باشد X روی F = {f٠, f١, f٢ . . .} پیوسته تابع های از مجموعه ای از متشکل IFS
x ∈ X مانند نقطه یک پیش ران مدار می گیریم. نظر در متناهی را F مجموعه ی اینجا، در که
x نقطه در fiها ترکیب از ممکن مقادیر همه مجموعه با برابر که می دهیم نمایش O+(x) با را

است.
ممکن واژه های همه شامل Σk زبان L(Σk) و نماد k روی کامل نوبت فضای Σk کنید فرض
روی نیم گروه این عمل است. نیم گروه یک واژه ها چسباندن عمل تحت L(Σk) واقع، در باشد.
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یافته توسعه تکرار تابع سیستم های
می شود. تعریف پایین صورت به X

f : L(Σk)×X → X

f(u, x) = fu(x)

آن در که
fu(x) = fu١···un

(x) = fun
◦ · · · ◦ fu١(x), u = u١ · · · un ∈ L(Σk).

از است عبارت تکرار تابع سیستم در x نقطه ی پیش ران مدار
O+(x) = {fu(x) : u ∈ L(Σk)}.

در بود. خواهد توپولوژیکی تکرار تابع سیستم یک I = (X, F , Σ|F|) سه تایی این صورت در
I = (X, F = {f٠, . . . , fk−١}, Σ) صورت به را یافته توسعه تکرار تابع سیستم اینجا،
لزوما که است نماد k روی دلخواه نوبت فضای یک Σ و پیوسته fiها آن در که می کنیم تعریف
پیش ران مدار بنابراین، است. شده Σ|F| جایگزین Σ تعریف این در نیست. کامل نوبت فضای

از است عبارت x

O+(x) = {fu(x) : u ∈ L(Σ)}.

است. vu ∈ L(Σ) یعنی، است. مجاز واژه ای vu که fu(fv(x)) = fvu(x) کنید دقت
هر برای آن گاه، .u−١ := un · · · u١ دهید قرار و است u = u١ · · · un ∈ L(Σ) کنید فرض

داریم: A ⊆ X

(fu)
−١(A) = (fun

◦ · · · ◦ fu١)
−١(A)

= f−١
u١ ◦ · · · ◦ f−١

un
(A)

= f−١
u−١(A),

به x نقطه برای دوطرفه و پیش ران پس ران، مسیر باشند، همسان ریختی fiها اگر بنابراین،
می شود. تعریف پایین صورت

O−(x) = {f−١
u−١(x) : u ∈ L(Σ)},

O(x) = O+
−(x) = O+(x) ∪ O−(x).

نگاشتی fn : X → X ،n ∈ N هر برای و باشد فشرده و متری فضای (X, d) کنید فرض
سیستم می دهند، نمایش f١,∞ با را آن مختلف منابع در که {fn}∞١ دنباله ی آن گاه، باشد. پیوسته
دینامیک تکرار تابع سیستم یک در اما، .[٢] می کند تعریف را (X, f١,∞) گسسته نامختار
آن را اینجا، در ما که می کند تعریف NDS یک σ مانند نوبت فضای از مدار یک طول در
سیستم های روی ما تمرکز اینجا، در می دهیم. نشان fσ١,∞ := {fσi

}∞i=١ یا (X, fσ) با
مجموعه ی از آن تابع های که است نامختاری

F = {fj : X → X : پیوسته fj, j ∈ A} (٢ . ١)
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دستجردی احمدی داود و آقایی مهدی
سیستم یک ft١,∞ = · · · ◦ ft٢ ◦ ft١ ،ti ∈ A که t = t١t٢ · · · برای بنابراین، می آید.
عبارت ft١,∞ نامختار سیستم در t طول در x مانند نقطه یک مدار است. t طول در نامختار

از است
O+

t (x) = {x, ft١(x), ft١t٢(x), . . .}.
به نامختار سیستم یک خود ،i اندازه به ft١,∞ نامختار سیستم نوبت تغییر که کنید دقت

صورت
fti,∞ = · · · ◦ fti+١ ◦ fti

کنید فرض است.
F

+
t = F

+
t (ft١,∞) = {fti,∞ : i ∈ N} ⊆ N

باشد. ft١,∞ نامختار سیستم نوبت های تغییر خانواده
کرد. بیان را پایین گزاره می توان حال

.F+
t = {fσ١,∞ : σ = σ١σ٢ · · · ∈ O+(t)} [٢ . ١ قضیه ،١] .٢ . ٣ گزاره

پژوهشی دست آوردهای .٣
I
′ که باشند تکرار تابع سیستم دو I = (X,F , Σ) و I′ = (Y,G, Σ′) کنید فرض .٣ . ١ لم

y ∈ Y آن گاه، است. σ طول در I برای متناوب نقطه ای x همچنین، است. I از فاکتور یک
باشد. متناوب σ′ طول در y که هست σ′ ∈ Σ′ و

باشد. سافیک تحویل ناپذیر فضای یک Σ و بالا لم مانند به x ∈ X و I کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
است. برقرار همچنان لم این نتیجه آن گاه،

در (قوی) تصریح خاصیت دارای و پوشا IFS یک I = (X, F , Σ) کنید فرض .٣ . ٣ قضیه
(قوی) تصریح خاصیت دارای I آن گاه، باشد. t = t١t٢t٣ . . . ∈ Σ مانند ترایا مدار یک طول

است. Σ مدارهای همه طول در
مدار طول در سایه زنی خاصیت با پوشا IFS یک I = (X, F , Σ) کنید فرض .۴ . ٣ قضیه

است. Σ مدارهای همه طول در سایه زنی خاصیت دارای I آن گاه، باشد. t ∈ Σ ترایای
همه که باشد توپولوژیک ترایای و پوشا IFS یک I = (X, F , Σ) کنید فرض .۵ . ٣ قضیه
باشد. تحویل ناپذیر سافیک نوبت فضای Σ کنید فرض همچنین، هستند. نیم باز F نگاشت های
ترایای (X, ft) نامختار سیستم که هست Σ در t مانند پیش ران ترایای نقطه ی یک آن گاه،

است. نقطه ای
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