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ثابت .f(x)f(x۲) ≤ ۰ داريم x ∈ R هر براي كه باشد مشتق پذير تابعي f : R → R كنيد فرض (۷
.f ′(۰) = ۰ كنيد

پاسخ:
حال .f(۰) = پس۰ .f(۰)۲ ≤ ۰ ،x = براي۰ مسئله فرض طبق كه كنيد دقت ابتدا اول. راه حل
.f(r۲n)f(r۲n+۱

) ≤ ۰ ،x = r۲
n براي مسئله فرض طبق بگيريد. نظر در را r ∈ (۰,۱) حقيقي عدد

۰ ≤ چون حال .f(xn) = ۰ كه دارد وجود xn ∈ (r۲
n+۱

, r۲
n
) مياني مقدار قضيه طبق بنابراين

مشتق پذيري به توجه با صفر، در f مشتق مورد در .r۲n → ۰ مي گيريم نتيجه ،r < ۱ و xn ≤ r۲
n

كرد: محاسبه xn دنباله كمك به گرفتن حد با را f ′(۰) مي توان
f ′(۰) = lim

n→+∞

f(xn)− f(۰)
xn − ۰ = lim

n→+∞

۰
xn

= ۰.

تعريف طبق f ′(۰) ̸= ۰ اگر حال .f(۰) = ۰ مي گيريم نتيجه اول راه حل مشابه دوم. راه حل
طور (به است يكسان f ′(۰) و f(x)−۰

x−۰ علامت ،x ∈ (۰, ε) هر براي كه دارد وجود ε > ۰ مشتق،
f(r۲) و f(r) علامت ،r, r۲ < ε كه r مثل مثبت حقيقي عدد هر براي پس .(f(x) ̸= ۰ خاص
صفر برابر بايد f ′(۰) پس دارد. تناقض مسئله فرض با اين و f(r)f(r۲) > ۰ بنابراين و است يكسان

باشد.

فرض مسئله حكم درستي براي است، مشخص بالا راه حل دو هر از كه طور همان توضيح.
است. كافي صفر در تابع مشتق پذيري
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n طبيعي عدد كنيد فرض همچنين باشد. آن از سره اي زيرگروه H و گروه يك G كنيد فرض (۸
از تواني n كنيد ثابت است. n برابر ندارد قرار H در كه G عضو هر مرتبه به طوري كه دارد وجود

است. اول عدد يك

متمايز اول عامل دو حداقل داراي آنگاه نباشد اول عدد يك از تواني n اگر خلف) (برهان پاسخ:
آنگاه a ∈ G\H اگر حال .rp + sq = ۱ كه دارند وجود r, s صحيح اعداد بنابراين است. p, q
صورت اين در .ap, aq ∈ H دهد مي نتيجه كه o(ap) = n

p
̸= n, o(aq) = n

q
̸= n بنابراين .o(a) = n

است. تناقض كه a = asp+rq ∈ H
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باشد. زير ويژگي هاي داراي طبيعي اعداد از a۱, a۲, . . . دنباله كنيد فرض (۹
،a۱ = ۱ •

و ۰ ≤ a۲i − a۲i−۱ ≤ ۱۴۰۴ داريم i ∈ N هر ازاي به •
.a۲i+۱ = φ(a۲i) داريم i ∈ N هر ازاي به •

است. كراندار دنباله اين دهيد نشان
با هستند اول n به نسبت كه را n مساوي يا كوچكتر طبيعي اعداد تعداد ،n طبيعي عدد هر (براي

مي دهيم.) نشان φ(n)

دارد افزايش واحد ۱۴۰۴ حداكثر افزايشي ست، دنباله كه گام هايي در كه كنيد توجه ابتدا پاسخ:
حداقل بعدي جمله صورت اين در باشد، بخشپذير m مثل عددي بر a۲i اگر كاهشي، گامهاي در و
متوالي مركب عدد ۱۴۰۴ از بيشتر طول به بازه اي اگر پس كرد. خواهد پيدا كاهش a۲i

m
اندازه به

داشته كاهش واحد ۱۴۰۴ حداقل اندازه به نقاط آن از يك هر در ϕ تابع كه طوري باشيم داشته
شود. مي ثابت حكم و شد نخواهد بزرگتر بازه آن عضو بزرگترين از دنباله جملات از يك هيچ باشد،
ويژگي داراي ۱۴۰۶!+۲,۱۴۰۶!+۳, . . . , ۱۴۰۶!+۱۴۰۶ مثلا و است واضح نيز بازه اي چنين وجود

است. مطلوب
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عنصر ،۰ ̸= r ∈ R هر براي اگر است. آن مركز Z(R) و ناصفر يكدار حلقه يك R كنيد فرض (۱۰
است موجود R در M ايده ال كنيد ثابت ،۰ ̸= zr ∈ Z(R) به طوري كه باشد موجود Z(R) در z

است. ميدان يك R
M به طوري كه

عضو R اعضاي از x۱, . . . , xn دنباله هر براي كنيم مي ثابت n روي استقرا با ابتدا پاسخ:
اگر n = ۱ براي .cxi ∈ Z(R),۱ ≤ i ≤ n هر براي كه طوري به دارد وجود ۰ ̸= c ∈ Z(R)

n > ۱ كنيد فرض مي شود. ثابت حكم مساله فرض طبق x۱ ̸= ۰ اگر و c = ۱ دهيد قرار x۱ = ۰

هر براي كه دارد وجود ۰ ̸= c۱ ∈ Z(R) بنابراين باشد. درست n ار كوچكتر اعداد براي حكم و
طبق c۱xn ̸= ۰ اگر مي شود. ثابت c = c۱ فرض با حكم c۱xn = ۰ اگر .c۱xi ∈ Z(R),۱ ≤ i ≤ n−۱

۰ ̸= c = c۲c۱ ∈ Z(R) حالت اين در .۰ ̸= c۲c۱xn ∈ Z(R) كه دارد وجود ۰ ̸= c۲ ∈ Z(R) فرض
.cxi ∈ Z(R),۱ ≤ i ≤ n و

عناصر آنگاه ۱ ∈ I اگر بناميد. I را xy − yx شكل به عناصر تمام توسط شده توليد ال ايده
ادعاي طبق .۱ =

∑n
i=۱ ri(xiyi− yixi)si طوري كه به دارند وجود (۱ ≤ i ≤ n)ri, si, xi, yi ∈ R

بنابراين .cxi ∈ Z(R),۱ ≤ i ≤ n هر براي كه طوري به دارد وجود ۰ ̸= c ∈ Z(R) عنصر بالا
تساوي ضرب با c(xiyi − yixi) = cxiyi − cyixi = (cxi)yi − yi(cxi) = (cxi)yi − (cxi)yi = ۰

پس .۱ /∈ I بنابراين است. تناقض كه c = ۰ مي شود نتيجه cri(xiyi−yixi)si = ۰ رابطه و c در بالا
بنابراين دارد. وجود I شامل M ماكزيمال ال ايده زورن لم طبق بنابراين است. R سره ال ايده I

باشد. مي ميدان R
M

∼=
R
I
M
I

لذا . باشد مي R
I

جابجايي حلقه ماكزيمال ال ايده M
I
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،z۰ ∈ C هر براي كه باشند تحليلي توابعي f, g : C → C كنيد فرض (۱۱

{f(z) : z ∈ C, |z − z۰| ≤ ۱} = {g(z) : z ∈ C, |z − z۰| ≤ ۱}.

به طوري كه دارد وجود w ∈ C مثل نقطه اي ،w۰ ∈ C هر و ۱ < r هر براي كنيد ثابت الف)
.f(w) = g(w) و |w − w۰| = r

.f(z) = g(z) ،z ∈ C هر براي كنيد ثابت ب)

ديگر تابع بايد مسئله فرض دليل به باشد، ثابت تابعي g و f از يكي دست كم اگر وضوح به پاسخ:
بنابراين مي گيرند. برابر مقدار نقاط همه در تابع دو بنابراين و باشد مقدار همان با ثابت تابعي نيز

نيستند. ثابت توابع f, g از هيچكدام كه مي كنيم فرض ادامه در

صورت به مي توان را مختلط صفحه در ۱ از بيش تر شعاع به بسته گوي هر كه اين به توجه با الف)
بيش تر شعاع با D بسته گوي هر براي مي گيريم نتيجه نوشت، ۱ شعاع به بسته گوي هاي اجتماع

.f(D) = g(D) مختلط صفحه در ۱ مساوي يا
،D فشردگي دليل به بگيريد. C در w۰ مركز به r شعاع به بسته گوي را D ،r > ۱ براي حال
غيرثابت تحليلي تابع يك چون .|f(w)| = maxz∈D |f(z)| كه دارد وجود w ∈ D مثل نقطه اي
كند اتخاذ ناحيه از دروني نقطه اي در را فشرده ناحيه يك روي خود مطلق قدر ماكسيمم نمي تواند
ثابت ادامه در .|f(z)| < |f(w)| ،z ∈ int(D) هر براي هم چنين و |w − w۰| = r مي گيريم نتيجه

.g(w) = f(w) مي كنيم
.|w − z۰| = ۱ صورت اين در .z۰ − w۰ := r−۱

r
(w − w۰) كه بگيريد گونه اي به را z۰ ∈ C نقطه

نابرابري دليل به علاوه به .w ∈ ∂D′ بگيريم، z۰ مركز به ۱ شعاع به بسته گوي را D′ اگر بنابراين
است: D از دروني نقطه اي D′ از ديگر نقطه هر مثلث،

D′ ⊆ D, D′ \ {w} ⊆ int(D).
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مي شود: اتخاذ w در تنها و تنها D′ روي f قدرمطلق ماكسيمم كه مي دهد نتيجه روابط اين
z ∈ D′ \ {w} ⇒ |f(z)| < |f(w)|.

.f(w) = g(w′) كه دارد وجود w′ ∈ D′ مثل نقطه اي بنابراين .g(D′) = f(D′) كه كنيد توجه حال
پس

|g(w′)| = |f(w)| = max{|f(z)| : z ∈ D′} = max{|g(z)| : z ∈ D′}.

w′ ،w′ ̸= w اگر .w′ = w مي كنيم ادعا مي كند. اتخاذ w′ در را D′ روي خود ماكسيمم |g| پس
|f(w)| چون اما باشد. D روي |g| ماكسيمم نمي تواند |g(w′)| بنابراين و است D از دروني نقطه

داشت: خواهيم f(w) = g(w) و مي دهد را D روي |f | قدرمطلق ماكسيمم
|g(w′)| = |f(w)| = max{|f(z)| : z ∈ D} = max{|g(z)| : z ∈ D},

.f(w) = g(w) لذا و w = w′ حتماً پس است. تناقض كه
گوي مرز روي نقطه يك در دست كم f − g هولومورف تابع ،r ∈ (۱,۲] براي الف، بخش طبق ب)
بسته (گوي فشرده ناحيه اي در نقاط اين همه چون و مي گيرد صفر مقدار مبدأ مركز به r شعاع به
با متحد بايد f − g يعني اين و داشت خواهند حدي نقطه اي دارند، قرار مبدأ) مركز به ۲ شعاع به

.f(z) = g(z) ،z ∈ C هر براي پس باشد. صفر
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{۱,۲, . . . , n} از عضوي ۱۱ زيرمجموعه هاي از خانواده اي F و طبيعي عددي n كنيد فرض (۱۲
برخورد مجموعه يك {۱,۲, . . . , n} از زيرمجموعه اي به دارند. ناتهي اشتراك F عضو دو هر كه باشد
يك اعضاي تعداد كمترين كنيد فرض باشد. ناتهي F عضو هر با آن اشتراك هرگاه گوييم F براي
ابربرخورد يك {۱,۲, . . . , n} زيرمجموعه هاي از H خانواده به باشد. ۵ برابر F براي برخورد مجموعه
.B ⊆ A به طوري كه باشد داشته وجود B ∈ H مانند عضوي ،A ∈ F هر براي هرگاه گوييم F براي
عضو ۵ دقيقاً H اعضاي از كدام هر به طوري كه دارد وجود F براي H مانند ابربرخوردي كنيد ثابت

.|H| ≤ ۷۵۰۰۰ و دارند

خانواده F براي مي دهيم نشان مي كنيم. ثابت ۱ ≤ r ≤ ۵ كه r هر براي را حكم پاسخ:
و هستند عضو r داراي Hr اعضاي از كدام هر كه طوري به دارد وجود Hr مانند ابربرخوردي
است عضوي ۵ كه Y مانند برخورد يك وجود علت به r = ۱ كه زماني براي .|Hr| ≤ ۵ × ۱۱r−۱

كنيد فرض حال .H۱ = {{y}| y ∈ Y } دهيد قرار است كافي زيرا مي شود نتيجه راحتي به حكم
Hr−۱ كمك به را Hr مي خواهيم دارند. را مطلوب شرايط و شده اند ساخته H۱, . . . ,Hr−۱ و r ≥ ۲

Hr−۱ عضو هر براي .|H| ≤ ۵ × ۱۱r−۱ و باشند عضوي r آن اعضاي باشد، ابربرخود كه بسازيم
مجموعه يك B اينصورت غير در زيرا B ∩ FB = ∅ كه دارد وجود FB ∈ F مانند عضوي ،B مانند
شكل به را Hr خانواده است. تناقض در ۵ بودن كوچكترين با اين كه بود خواهد F براي برخورد

مي كنيم تعريف زير
Hr = {B ∪ {i}|B ∈ Hr−۱ و i ∈ FB}

اعضاي تعداد كه ديد مي توان همچنين و هستند عضو r داراي Hr ازاعضاي كدام هر كه است واضح
با است برابر حداكثر Hr

|Hr| ≤ ۱۱|Hr−۱| ≤ ۵× ۱۱r−۱.

از بگيريد. درنظر را A ∈ F عضو است. F براي ابربرخورد خانواده يك Hr مي كنيم ثابت حال
كه دارد وجود B۰ ∈ Hr−۱ مانند عضوي پس است F براي ابربرخورد خانواده يك Hr−۱ كه آنجا
بنابراين .i۰ ∈ A∩FB۰ كنيد فرض .A∩FB۰ ̸= ∅ پس دارند اشتراك F عضو دو هر چون .B۰ ⊂ A

.B۰ ∪ {i۰} ⊆ A
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