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نوشته�ها

∗ تدریسریاضیات افسانɩهای

وحیدی�اصل∗∗ قاسم مترجم:

دربارۀ گزارەهایی ریاضیات» تدریس «افسانɩهای از من منظور

اما صادق�اند، که کرد فرض منطقاً م�ͳتوان که است ͳریاض تدریس

واقعاً ͳکس که کنم القا چنین نم�ͳخواهم من نیستند. صادق همیشه

که نم�ͳکنم نیز استدلال است؛ کرده بیان بɩتصریح را گزارەها این

ممن که هستم ادعا این بر صرفاً من نیست. آنها در ͳحقیقت هیچ

چنین اما صادق�اند، آنها کند فرض اینکه به شود وسوسه فرد است

توضیح برای راه بهترین شاید است. ͳاکش قدری مستحق ͳفرض

کنم. بیان را افسانɩام اولین که است این دارم، ذهن در آنچه

کنند، حل Xرا نوع از مسائل م�ͳدهیم یاد دانشجویان به اینکه دلیل

کنند حل چΎونه Xرا نوع از مسائل که بیاموزند که است آن

بسیار گفته این اما باشد، نگفته را این واقعاً تابɩحال هیچس شاید

چΎونه اینکه ممناستتصور که م�ͳرسد بɩنظر یΈراستگو به شبیه

ما است؛ صادق اغلب البته و باشد دشوار باشد، کاذب است ممن

حل که را ͳمسائل از ͳبرخ چΎونه که بدانند دانشجویان م�ͳخواهیم

نحوۀ مثال، برای کنند. حل م�ͳدهیم، آموزش آنها به را آنها کردن

اما تابع�ها. فرین مقادیر یافتن نحوۀ و انتگرال�ها و مشتق�ها محاسبۀ

انواع حل برای دانشجویان به ͳیادده برای دیΎری دلایل ͳگاه

است ممن قبیل، این از خوب مثال Έی داریم. مسائل از ͳخاص

نداشته ͳاهمیت افراد ͳبرخ برای شاید باشد. مرتبط نرخ�ها مسائل با

نباشد، یا باشد نرخ�ها به مربوط مسائل حل به قادر دانشجو که باشد

به کار این دارد. دیΎری ͳآموزش مزایای مبحث این آموزش اما

را ͳواقع دنیای کمیت�های آن با رفتار در ممارست امان دانشجویان

م�ͳکنند تغییر زمان نامشخصاز تابع�هایی بɩعنوان زمان طول در که

م�ͳدهد؛ تابع�ها، آن مشتق�های بɩعنوان آنها تغییر نرخ�های تفسیر و

را ͳضمن مشتق�گیری و زنجیری قانون با تمرین امان آنها به نیز

م�ͳآموزد. را طرفیΈمعادله دو از مشتقگرفتن فنˈ̥ آنها به و م�ͳدهد؛

تابع�ها بین معادلɩای در فقط آن از م�ͳتوان است، ͳظریف فن فن، این

درک مستلزم امر این درک و اعداد) بین معادلɩای (نه کرد استفاده

زندگ�ͳام در من ببینید). را ۱ (شل است مشتق معنای ͳمفهوم

حلمسئلɩایمرتبط به مجبور هرگز احتمالا˦ بɩعنوانیΈریاض�ͳدان،

اغلب اما نشدەام. درسحسابان) در ͳتمرین بɩعنوان (بɩجز نرخ�ها با

این و یافتɩام، سودمند را ͳتابع طرفیΈمعادلۀ دو هر از مشتق گرفتن̥

کرده انتخاب را درسحسابان که گرفتم یاد را آن ͳزمان استکه ͳفن

است لازم آیا کنم. حل را نرخ�ها به مربوط مسائل بودم مجبور و بودم

در نم�ͳخواهم من بΎنجانیم؟ حسابان درس در را مرتبط نرخ�های که

بسیاری ارزشمند موضوعات کنم. اتخاذ ͳموضع سؤال، خصوصاین

که نیست ͳطولان ͳکاف اندازۀ به اغلب ترم، دارد. وجود حسابان در

من حرف اما زد. انتخاب به دست باید و دهد پوشش را آنها همۀ

نباید ما مرتبط، نرخ�های مورد در تصمیم�گیری هنگام که است این

ما دانشجویان که م�ͳخواهیم «آیا بپرسیم: خود از را زیر سؤال صرفاً

که بهتری سؤال کنند؟» حل را نرخ�ها با مرتبط مسائل که باشند قادر

به مربوط مسائل دادن یاد ͳآموزش «مزایای است: این پرسید، باید

چیست؟» مرتبط نرخ�های

.f = g پس f = g :۱ شل
.f (a) = g (a) اما f(a) = g(a)

ͳریاض مفهوم یک با کردن کار یادگیری در دانشجویان که ͳزمان

است ͳریاض مفهوم خودِ دارند، مشل آن با آنها آنچه دارند، مشل
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شاید شخص که م�ͳرسد بɩنظر ͳمنطق آن�قدر مطلب این دوباره،

است، اغلبصادق البته و باشد صادق باید که بپندارد فکرکردن بدون

از بسیاری است. ͳریاض استقرای من مثال این�بار همیشه. نه اما

و دارند مشل استقرا طریق از برهان ارائۀ یادگیری در دانشجویان

ͳریاض استقرای اصل درک در آنها که کنیم فرض که است ͳطبیع

برهان�های آن�وقت بودند، فهمیده را اصل این آنها اگر دارند. مشل

این با مقابله برای نیست؟ این�طور م�ͳفهمیدند، را اصل این بر ͳمبتن

م�ͳبخشند، وضوح استقرا اصل به که ͳتصورات ͳبرخ به ما مشل،

بزنید ضربه دومینوها از ͳردیف در مهره اولین به اگر متوسلم�ͳشویم:

دومینوها ͳتمام دراین�صورت بخورد، بعدی دومینوی به دومینو هر و

همیشه و بΎذارید قدم نردبان Έی پلۀ اولین روی اگر یا افتاد؛ خواهند

نردبان بالای به دراین�صورت بروید، بالا آن بعدی پلۀ به پله Έی از

امان و نیست دربین تصورات این در ͳالاش هیچ رسید. خواهید

ͳوقت اما کمΈکند. ͳریاض استقرای درک در دانشجویان به که دارد

اصل همیشه آیا دارند، مشل استقرایی برهان�های با دانشجویان

در را استقرا گام آن دارند؟ مشل آن با که است ͳریاض استقرای

∀n ∈ N (P (n)) → شل به گزاره Έی باید آن در که بΎیرید نظر

n اینکه گرفتن نظر در با را کار این معمولا˦ کرد. ثابت را P (n + ۱)

درست اثبات و ،P (n)بودن فرضصادق است، ͳدلخواه ͳطبیع عدد

دلیل مورد در ͳگاه دانشجویان م�ͳدهیم. انجام P (n + ۱) بودن

است، درست ͳدلخواه nبرای P (n) که فرضکنیم م�ͳتوانیم اینکه

∀n ∈ N (P (n)) فرض معادل فرض، این آیا م�ͳشوند. سردرگم

این مورد در که دانشجویان از ͳبرخ کنیم؟ ثابت است قرار که نیست

را�اشتباهاً استقرا فرض است ممن ͳحت شدەاند، ͳگیج دچار تمایز

م�ͳرسد چنین من بɩنظر کنند. بیان ∀n ∈ N (P (n)) صورت به

اصل مورد در احتمالا˦ هستند، ͳسردرگم این دچار که ͳدانشجویان که

منطقاستلزام�های مورد در آنها بله نیستند؛ استقرایریاضͳسردرگم

مربوط استلزام Έی اثبات هستند. سردرگم ͳعموم سور به مربوط

شئ Έی دربارۀ ͳفرض انجام متضمن همیشه، تقریباً ͳعموم سور به

درک مستلزم برهان�هایی، چنین منطق درک و است دلخواه اما ثابت

ͳی اشیا همۀ دربارۀ فرض انجام با چیزی چنین که است مطلب این

دارند، Έکم به نیاز آن در دانشجویان آنچه موارد ͳبرخ در نیست.

.ͳریاض استقرای اصل نه و است منطق این

برای است ممن که دهیم انجام کلاس در را کارهایی نباید چرا

باشد گیج�کننده دانشجویان

بنابراین است؟ درست است، بدی چیز دانشجویان�مان کردن گیج

بدهیم انجام کلاس در را کارهایی نباید ما که کنید فکر است ممن

را خود که ͳهنگام باشند. گیج�کننده دانشجویان برای دارد امان که

ͳسع است ممن کنید، تدریس را ͳخاص موضوع که م�ͳکنید آماده

دانشجویان بɩنظر بɩگونɩای�که را موضوع دربارۀ کردن فکر راه کنید

را راه این نه و کنید پیدا باشد، ممن صورتِ طبیع�ͳترین به شما

م�ͳکنید. فکر آن مورد در چΎونه ریاض�ͳدان Έی بɩعنوان شما که

بر را باور�پذیری استدلال�های شما شاید درس�ها ͳبرخ در مثال برای

گیج�کننده را برهان�ها دانشجویان بɩهرحال، بدهید. ترجیح برهان�ها

آسان�تر را باور�پذیری استدلال�های که م�ͳرسد بɩنظر و م�ͳدانند

کنید، اجتناب ͳکلɩب مباحث ͳبرخ از است ممن ͳحت م�ͳپذیرند.

بهترین کار، این آیا اما م�ͳدانند. گیج�کننده را آنها دانشجویان زیرا

شدن منحرف البته، است؟ گیج�کننده موضوعات با مقابله برای راه

به منجر م�ͳتواند دانشجویان، فکری ͳراحت محدودۀ از بیش�ازحد

شوند، گیج کاملا̈ درصورت�ͳکه است ممن دانشجویان شود. فاجعه

که نیست معنا بدان این اما بدهند. دست از بɩکل را خود تمرکز

دانشجویان فکری ͳراحت محدودۀ در کاملا̈ که است این کار بهترین

مانند مبتدی دانشجویان که باشیم داشته انتظار نم�ͳتوانیم ما بمانیم.

را آنها نباید ما که نیست هم معنا بدان این اما کنند، فکر ریاض�ͳدانان

آنها کردن سردرگم خطر درصورت�ͳکه ͳحت بدهیم، سمتسوق آن به

نه کرد، مقابله آن با و مدیریت باید را آنها ͳسردرگم باشد. میان در

شما دانشجویان چیزیکه ارائۀ اجتناب�شود. آن از ͳقیمت هر به اینکه

ͳسردرگم با مقابله برای ͳفرصت ͳگاه است ممن م�ͳکند، گیج را

برهان Έی بɩعنوان�مثال، ایجاد�کند. آن کردن برطرف و دانشجویان

هیچ ایجاد بدون ،ͳریاض شͳء Έی آن، در که بΎیرید نظر در را

ͳقبل مبنای بی�هیچ را آن که توگویی م�ͳشود، بحث وارد انگیزەای

که بΎویند شاید دانشجویان از ͳبرخ قاپیدەایم. هوا از بɩی�Έباره

«این پرسید: خواهند احتمالا˦ آنها م�ͳآید. گیج�کننده بɩنظرشان برهان

احتمالا˦ م�ͳپرسند را سؤال این که ͳدانشجویان آوردەاید؟» کجا از را

در آنها ͳسردرگم بله نشدەاند؛ سردرگم بحث مورد برهان مورد در

دو آنها سؤال که نیستند متوجه آنها است. ͳریاض برهان قواعد مورد

دارد: متفاوت بسیار تفسیر

کردەاید؟ توجیه چΎونه را خود نتیجɩگیری (۱)

دارید؟ نظری چه خود استدلال مورد در (۲)

پاس (۱) به باید صحیح برهان Έی که نم�ͳشوند متوجه آنها و

برهان Έی ارائه دهد. پاس (۲) سؤال به که نیست نیازی اما بدهد،

بشود، دانشجو سؤالِ این شدن مطرح موجب که گیج�کننده بالقوه

نقش�های و سؤال از تفسیر دو این از ارزشمندی بحث به م�ͳتواند

دنبال به باید بحث این البته، اما، شود. منجر برهان�ها در آنها متفاوت
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بΎیرد! صورت دانشجو سؤال به پاس

است پیشرفته ͳموضوع دقت،

که دهیم آموزش دانشجویان به را ͳموضوع باید که هست ͳمواقع

معنای به این آیا اما ندارند. ͳآمادگ آن دقیق و کامل پرداخت برای

مطمئناً بنیم؟ ͳتلق پیشرفته یΈموضوع را دقت باید ما که است آن

ͳریاض استدلال آنها، در دقت مطالبۀ که دارد وجود وضعیت�هایی

کارها آنها، در که هست هم وضعیت�هایی اما م�ͳکند. دشوارتر را

گام�هایی چه که را امر این دقت، استانداردهای م�ͳکند: آسان�تر را

نیستند، چنین گام�ها کدام و مجازند خاص ͳریاض زمینۀ Έی در

م�ͳکند، روشن�تر را ͳریاض بازی قواعد دقت، م�ͳکنند. نمایان��تر

شود. دشوارتر بازی در شدن برنده شود باعث درصورت�ͳکه ͳحت

ͳموضوع پشت�بند نظریۀ دقیق پروراندن ͳآمادگ دانشجویان ͳگاه

که بدانند باید هنوزهم اما ندارند هستند، آن مطالعۀ حال در که را

گام�هایی چه از که هستند مجاز خود تکالیف در مسائل حل در

استانداردهای رعایت نیستند. مجاز گام�هایی چه از و کنند استفاده

آنها به خود تکالیف در که دانشجویان از خواستن و کلاس در دقت

بدهد. دانشجویان به را لازم راهنمایی این م�ͳتواند باشند، پایبند

را حسابان درس در انتگرال�گیری تکنی�Έهای آموزش مثال، برای

که باشیم داشته انتظار دانشجویان از نم�ͳتوانیم ما بΎیرید. نظر در

انتگرال محاسبۀ برای را مناسب Έتکنی همیشه تلاششان اولین در

چه که تشخیصدهند که بΎیرند یاد باید آنها بنابراین انتخاب�کنند.

جایΎزین Έتکنی Έی سراغ به و نم�ͳخورد درد به Έتکنی Έی موق΄

برنم�ͳآید، کار عهدۀ از ͳزمان تکنیΈچه Έی اینکه تشخیص بروند.

بسیار باشد، بالا دقت استانداردهای بر ͳمبتن استدلال که ͳهنگام

آن از استفاده تلاشبرای در که را ͳراەحل گام�های اگر است؛ آسان�تر

Έی پی̥ در باید دراین�صورت کرد، توجیه بɩطوردقیق نتوان هستیم،

تکنی�Έهای تدریس در ͳگاه که تجربɩای بود. جایΎزین رویرد

کار دفتر به دانشجویی است: صورت این به داشتɩام، انتگرال�گیری

نم�ͳتوان که ͳگام از استفاده با را آن که ͳانتگرال با م�ͳآید من

ساختن متوجه از پس است. کردە محاسبه بɩاشتباه کرد، توجیهش

تکنیΈدیΎری به م�ͳتواند آیا که م�ͳپرسم او از اشتباهش، به دانشجو

است مثبت ͳگاه پاس بخورد. کار به انتگرال این در که کند فکر

وهلۀ در دانشجو هرگاه م�ͳشود. انتگرال محاسبۀ به قادر دانشجو و

خودش م�ͳداد، انجام دقت از بالاتری استاندارد با را خود کار اول،

در دقت مزایای برسد! درست پاس به خود سهم به م�ͳتوانست

ص در اشlنایدر فرِ̃د و گریس دیوید توسط بɩخوبی ریاضیات آموزش

ͳنارسم طریق آموزشریاضیاتاز است: توصیفشده (؟) مرج΄ ۶۹۶

م�ͳبیند دوردست در را ͳمات اَشال انسان است. مه در ͳرانندگ مانند

اما م�ͳشوند، آشار بɩوضوح ناگهان آنها از ͳبرخ ͳچندگاه از هر و

خطرناکاست، مه رانندگͳدر است. مرموز و پوشیده همɩچیز معمولا˦

ͳحت کرد. ͳرانندگ احتیاط با باید و ناشناخته، سرزمین�های در بɩویژه

نباشید. مطمئن هستید، کجا اینکه از همیشه است ممن با�این�حال،

�ͳپیچیدگ نقاب دخالت بدون اینکه بر مشروط صحت، آموزشدقتو

م�ͳکند روشن و واض را همɩچیز و م�ͳکند محو را مه شود، انجام

فراهم را ناشناخته سرزمین�های به ورود و سریع�تر ͳرانندگ امان و

م�ͳآورد.

نارسمͳاست استدلال�های از مالامال دانشΎاه سط ریاضیاتدر

از نقص�دار بیشتر، تحلیل� در اما م�ͳرسد نظر به ͳمنطق امری که

بزرگ�ترین از ͳی نقص�ها، این شناسایی یادگیری درم�ͳآیند. کار

کارِ که ͳزمان بɩویژه آن انجام و است ریاضیات گرفتن یاد در چالش�ها

است. چالش�برانگیز م�ͳگیرد، صورت ͳغیررسم ͳسطح در استدلال

پیشرفته مباحث در که آنچه که کرد استدلال چنین م�ͳتوان درواق΄

درآوردن دقت ادای بله نبوده دقت م�ͳشود، وانمود دقت عنوان به

است.

فهمیده باید کنید، آغاز را برهان یک نوشتن بتوانید آنکه از پیش

درستاست قضیه چرا که باشید

برهانهمین نوشتن که باشند باور این بر برخͳریاض�ͳدانان شاید

برایدانشجویانͳاست توصیɩایبد من، نظر به اما شد. گفته استکه

دانشجویان به شما آیا بΎیرند. یاد را برهان�ها نوشتن دارند ͳسع که

بدانند بɩطورشهودی باید انتگرال، Έی محاسبۀ از قبل که م�ͳگویید

باید شما انتگرال، Έی محاسبۀ برای نه. مسلماً چیست؟ پاس که

تغییر Έی شاید − برسد نظر به امیدوارکننده که کنید فکر ͳگام به

روش به انتگرال�گیری کاربرد یا جبری اعمال ͳبازنویس Έی متغیر،

م�ͳکنید ͳسع و م�ͳنویسید را گام آن جزئیات سپس جزء�بɩجزء.

شروع برای بɩهمین�ترتیب، م�ͳکند. هدایت کجا به را شما که ببینید

کنید. پیدا اولیه گام Έی که است ͳکاف فقط برهان، Έی نوشتن به

قضیه آن چرا اینکه از ͳدرک داشتن برهان، Έی نوشتن هنگام البته،

ͳالزام یΈشرط به را این اگر اما بود. خواهد مفید بسیار است، درست

نوشتن نتوانند اصلا̈ دانشجویان که دارد وجود خطر این کنید، تبدیل

معمولا˦ برهان نوشتن برای شدن کار به دست و کنند، شروع را برهان

بΎویید دانشجویان به است بهتر آن�هاست. برای مشل بزرگ�ترین

ͳحت بیاورند، کاغذ روی برهان Έی از را ͳگام که ندارد ͳالاش که

استکه این من ͳنگران شد. خواهد ختم کجا به گام آن که ندانند اگر
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شروع را برهان Έی نوشتن نم�ͳتوانند که بΎوییم دانشجویان به اگر

قضیɩهایی تنها است، صادق قضیه چرا بفهمند که ͳزمان مΎر کنند

آن�قدر که بود خواهند آن�هایی کنند، ثابت بود خواهند قادر نهایتاً که

چرا که بفهمند م�ͳتوانند برهان، نوشتن به شروع از قبل که سادەاند

صادق�اند.
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