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مطالب فهرست

پنج درآمد

۱ نتايج اول بخش

۹ پرسش ها دوم بخش
كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ويكمين ۳۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۱
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۱

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و دومين ۳۲
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۲
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۲

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وسومين ۳۳
۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۳
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۳

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وچهارمين ۳۴
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۴
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۴

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وپنجمين ۳۵
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۵
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۵

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وششمين ۳۶
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۶
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۶

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هفتمين ۳۷
۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۷
۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۷

يك



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هشتمين ۳۸
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۸
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۸

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و نهمين ۳۹
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۹
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۹

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۰ چهلمين
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۰
۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۰

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۱ چهل و يكمين
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۱
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۱

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۲ چهل و دومين
۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۲
۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۲

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۳ چهل و سومين
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۳
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۳

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۴ چهل و چهارمين
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۴
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۴

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۵ چهل و پنجمين
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۵
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۵

كشور دانشجويي رياضي مسابقه ۴۶ چهل وششمين
۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۶
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۶

۵۷ پاسخ ها سوم بخش
كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ويكمين ۳۱

۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۱
۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۱

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و دومين ۳۲
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۲
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۲

دو



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وسومين ۳۳
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۳
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۳

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وچهارمين ۳۴
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۴
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۴

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وپنجمين ۳۵
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۵
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۵

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وششمين ۳۶
۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۶
۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۶

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وهفتمين ۳۷
۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۷
۱۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۷

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وهشتمين ۳۸
۱۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۸
۱۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۸

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ونهمين ۳۹
۱۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۹
۱۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۹

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهلمين ۴۰
۱۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۰
۱۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۰

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و يكمين ۴۱
۱۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۱
۱۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۱

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و دومين ۴۲
۱۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۲
۱۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۲

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و سومين ۴۳
۱۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۳
۱۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۳

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و چهارمين ۴۴
۱۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۴
۱۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۴

سه



كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و پنجمين ۴۵
۱۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۵
۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۵

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و ششمين ۴۶
۱۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۶
۱۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۶

۱۹۷ نمايه

چهار



درآمد
نيست. الگوريتم  ها يا محاسبات معادلات، اعداد، رياضيات موضوع
است. فهميدن رياضيات موضوع
(۱۹۴۶ متولد آمريكايي رياضي دان ترستن، پاول (ويليام

باشد مربوط مسئله آن خود به آنكه از بيش رياضيات در مسئله يك ارزش
مي كند. توليد مسئله آن كه است مربوط رياضياتي به
(۱۹۵۳ متولد انگليسي رياضي دان وايلز، (اندرو

كنيد؛ حل مي توانيد را آن كه دارد وجود ساده تري مسئله كنيد، حل نمي توانيد را مسئله اي اگر
بيابيد! را مسئله آن
(۱۸۸۷ -۱۹۸۵ مجارستاني-آمريكايي رياضي دان پوليا، (جرج

باهوش ام. خيلي من كه نيست اين موضوع

مي شوم. متمركز مسئله روي طولاني تري مدت من كه است اين موضوع
(۱۸۷۹ -۱۹۵۵ آلماني، فيزيكدان انشتين، (آلبرت

بر است. آگاه رياضيات يادگيري و آموزش در مسئله حل جايگزين ناپذير اهميت به رياضي علوم به علاقمند هر
در است. داشته اهتمام مسئله حل فرهنگ گسترش به تأسيس ابتداي همان از ايران رياضي انجمن اساس اين
ملي دانشگاه در انجمن عمومي مجمع اولين در انجمن وقت رئيس بهزاد مهدي دكتر آقاي جناب ۱۳۵۱ فروردين
كارشناسي مقطع دانشجويان براي را رياضي ملي مسابقه يك ايجاد پيشنهاد فعلي) بهشتي شهيد (دانشگاه ايران
انقلاب، نظير تحولاتي همه رغم به شد. برگزار تهران دانشگاه در ۱۳۵۲ فرودين در مسابقه اولين كرد. مطرح
كه بود مسابقه چهل وششمين آن تازه ترين كه است شده برگزار مسابقات اين سال هر استثنا، چند جز كرونا و جنگ
و پاسخ ها مسائل، ياحقي بامداد دكتر آقاي جناب همت به پيشتر، شد. برگزار تبريز دانشگاه در ۱۴۰۳ ارديبهشت
شوراي تصويب براساس اكنون است. شده منتشر و چاپ انگليسي و فارسي نسخه دو در سي ام تا يكم مسابقات نتايج
اين ادامه رياضي، انجمن محترم رئيس مصلحيان، صال محمد دكتر آقاي جناب تشويق و حمايت با و انجمن اجرايي
گندم دكتر خانم سركار عهده بر مهم كار اين اصلي زحمت مسير اين در است. شده گذاشته اينجانب عهده به كار
تايپ مسابقات، آرشيو به دسترسي با فراوان سليقه و حوصله با كه است بوده رياضي انجمن محترم كارشناس گنجي
تاكنون ۱۳۷۸ سال از سپاسگزارم. رياضي انجمن دفتر در محترم شان همكاران و ايشان از دادند. انجام را كتاب
شركت دانشجوي عنوان به باشم. مرتبط مسابقات اين با شكلي به كه داشته ام را فرصت و افتخار اين هميشه تقريباً
است سال پنج و بيست علمي، كميته رئيس سرانجام و علمي كميته عضو تصحيح، كميته عضو تيم، سرپرست كننده،
ميان در كه است انگيزه اي و شوق و شور من براي مسابقات اين بخش جذاب ترين كرده ام. زندگي مسابقات اين با كه
خوبي به آنان كنوني موقعيت و مسابقات اين مدال آوران اسامي مي كند. ايجاد ايران سراسر در رياضي دانشجويان
دلسوزان براي كم  نظيري فرصت چه و است تعامل در استعدادها از گنجينه اي چه با مسابقات اين كه مي دهد نشان
در رياضيات تقويت به مي كند ايجاد مسابقات اين كه فرصتي از استفاده يا آن از حمايت با بتوانند تا است مملكت
رياضي مسابقات ميان در آن بالاي بسيار استاندارد به توجه با مسابقات اين گفت مي توان اطمينان با بپردازند. ايران
و ايران در رياضي علوم كه تازه اي شرايط در اميدواريم است. كم نظير جهان در كارشناسي مقطع دانشجويان براي
و نفوذ بر و يابد تكامل زمانه مقتضيات با متناسب خود، هويت حفظ با بتواند مسابقات اين روبروست، آن با جهان

بيافزايد. خود اهميت
ماست دل در هميشه نميرد كه آتشي كه مي دارند عزيز مغان ام دير به آن از

احمدي بيژن
تهران
۱۴۰۳ تيرماه

پنج



.



بخش
اول

نتايج



۱۳۸۶ ارديبهشت ۲۳ تا ۲۰ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه دوره سي ويكمين
مشهد فردوسي دانشگاه

آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس
كرمان باهنر شهيد اصفهان، صنعتي مشهد، فردوسي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

اول رتبه شريف صنعتي دائمي اكبر علي آقاي

طلا
دال

نم
دگا

اولبرن رتبه شريف صنعتي زاده طالبي ناصر آقاي
دوم رتبه شريف صنعتي صلواتي عرفان آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي پوراناري احمدي نيما آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي قراخاني محمد آقاي
۱۳۸۷ ارديبهشت ۲۱ تا ۱۸ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه دوره سي  ودومين

اميركبير صنعتي دانشگاه
آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس

اصفهان طوسي، الدين نصير خواجه صنعتي اميركبير، صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي زاده طالبي ناصر آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

اول رتبه شريف صنعتي پوراناري احمدي نيما آقاي
دوم رتبه شريف صنعتي ورزنه حاتمي اميد آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي زاده زارع جابر آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي مهرداد بهزاد آقاي
پنجم رتبه تهران كويرآبادي گلستاني ناصر آقاي
ششم رتبه تهران رامندي لامعي حسين آقاي
هفتم رتبه اميركبير صنعتي آقايي ملاحاجي محسن آقاي
۱۳۸۸ ارديبهشت ۱۹ تا ۱۶ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه دوره سي  و سومين

مدرس تربيت دانشگاه
آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس

اصفهان كرمان، باهنر شهيد مشهد، فردوسي اميركبير، صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي فيلم خشايار آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي پور نصراله عماد آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي آبادي به زماني محمدصادق آقاي

۲



چهارم رتبه شريف صنعتي تبار كاظمي سيدجليل آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي زاده زارع جابر آقاي
ششم رتبه اميركبير صنعتي طالبي السادات امين آقاي
۱۳۸۹ ارديبهشت ۴ تا ۱ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه دوره سي وچهارمين

كاشان دانشگاه
آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس

بهشتي شهيد كرمان، باهنر شهيد مشهد، فردوسي اميركبير، صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي تكاپويي محمدرضا آقاي

طلا
دال

نم
دگا

دومبرن رتبه شريف صنعتي آبادي كركه حسين آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي پورسمامي نصراالله عماد آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي كرمي محمدعلي آقاي
پنجم رتبه قم پور علي عبداالله آقاي

۱۳۹۰ سال ماه ۱۹ارديبهشت ۱۶الي كشور، دانشجويي رياضي مسابقه سي  وپنجمين
بهشتي شهيد دانشگاه

آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس
طوسي، نصيرالدين خواجه صنعتي مشهد، فردوسي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

كبير امير صنعتي كرمان، باهنر شهيد
اول رتبه مشهد فردوسي وحيدي پويا آقاي

طلا
دال

نم
دگا

دومبرن رتبه شريف صنعتي تكاپويي محمدرضا آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي حميدي نيما آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي دشميز شايان آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي يزدي محمدمهدي آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي نيا شفيع محمدحسين آقاي
ششم رتبه اميركبير صنعتي قدرتي اميرحسين آقاي

۱۳۹۱ سال ماه ارديبهشت ۲۹ الي ۲۶ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه سي  و ششمين
زنجان پايه علوم تكميلي تحصيلات دانشگاه

آذرپناه فريبرز دكتر علمي: كميته رئيس

۳



كبير امير صنعتي شيراز، اصفهان، صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي حميدي نيما آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي ابر شفائي مسعود آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي فر پدرام محمد آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي متوسل الدين محي آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي سرتيپي خشايار آقاي
ششم رتبه تهران فر صالحي مهدي آقاي
هفتم رتبه شيراز موسوي سيدحامد آقاي
هفتم رتبه تهران رئوفي آران آقاي
هشتم رتبه مشهد فردوسي قاسميان حامد آقاي

نهم رتبه اميركبير صنعتي ساكي امير آقاي
۱۳۹۲ ماه ارديبهشت ۲۷ الي ۲۴ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه سي و هفتمين

سمنان دانشگاه
قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس

بهشتي شهيد كبير، امير صنعتي تهران، اصفهان، صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي گرزي اميرحسين آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن
دوم رتبه شريف صنعتي زاده رجب الدين حسام آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي ابر شفايي مسعود آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي فرد زاده يوسف آيدين آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي زيني شكريان مجتبي آقاي
پنجم رتبه خوارزمي دست سبك محمد آقاي
ششم رتبه تهران نسبت بهرام يزدان آقاي
هفتم رتبه شيراز رحيمي يعقوب آقاي
هشتم رتبه كاشان كابلي رضا آقاي

نهم رتبه مشهد فردوسي زوارم قاسميان حامد آقاي
نهم رتبه خوارزمي آشتاب آرمان آقاي
دهم رتبه اصفهان صنعتي بالاني بكراني سجاد آقاي

۱۳۹۳ ماه ارديبهشت ۲۶ الي ۲۳ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه دوره سي وهشتمين
۴



پيشرفته فناوري و صنعتي تكميلي تحصيلات دانشگاه
قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس

بهشتي شهيد مشهد، فردوسي تهران، اصفهان، صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي صفايي پدرام آقاي

طلا
دال

نم
دگا

دومبرن رتبه شريف صنعتي فر پدرام محمد آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي تفاق مجتبي آقاي

چهارم رتبه قم يگانه نادري حميد آقاي
پنجم رتبه تهران پور خواجه داوود آقاي
۱۳۹۴ ماه ارديبهشت ۲۵ الي ۲۲ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه سي و نهمين

يزد دانشگاه
قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس

بهشتي شهيد شيراز، تهران، اصفهان، صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي اخلاصي اميرحسين آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي هنريار پويا آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي تركمان تينا خانم

چهارم رتبه شريف صنعتي داغي قره حسن آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي بخش نجات امين آقاي
ششم رتبه بهشتي شهيد پناه حق محمدرضا آقاي
هفتم رتبه شيراز حسيني اكبر سيدعلي آقاي
هشتم رتبه ايران صنعت و علم شعباني الدين شهاب آقاي

۱۳۹۵ ماه شهريور ۶ الي ۳ تاريخ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهلمين
ايران صنعت و علم دانشگاه

قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس
كبير امير صنعتي كرمان، باهنر شهيد اصفهان، صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

اول رتبه شريف صنعتي غلامي شايان آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي نجفيان ابوالفضل آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي عطايي عليرضا آقاي

۵



۱۳۹۶ ماه شهريور ۱۷ الي ۱۴ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل ويكمين
شهركرد دانشگاه

قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس
بهشتي شهيد كرمان، باهنر شهيد كبير، امير صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

اول رتبه شريف صنعتي نجفيان سيدابوالفضل آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي كوه شور شاولي عليرضا آقاي
سوم رتبه كرمان باهنر شهيد خوشنام اميرحمزه آقاي

۱۳۹۷ ماه تير ۲۲ الي ۱۹ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل ودومين
مازندران فناوري و علم دانشگاه

ودادي محمدرضا دكتر علمي: كميته رئيس
اصفهان، صنعتي تهران، كبير، امير صنعتي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

طوسي الدين نصير خواجه صنعتي
اول رتبه شريف صنعتي نبي دايي علي آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه اميركبير صنعتي شاهوردي وحيد آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي صدر ناصري سيدعلي آقاي

چهارم رتبه تهران عليزاده حبيب آقاي
پنجم رتبه اصفهان صنعتي اصل حافظي احسان آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي هنري محمد آقاي
ششم رتبه شريف صنعتي مقدم فتاحي هومن آقاي

۱۳۹۸ شهريورماه ۱۵ الي ۱۲ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل وسومين
رفسنجان ولي عصر(عج) دانشگاه

قيراطي مجتبي دكتر علمي: كميته رئيس
خوارزمي، كبير، امير صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

طوسي الدين نصير خواجه صنعتي اصفهان، صنعتي
اول رتبه شريف صنعتي نبي دايي علي آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي بيدكي زارع مجتبي آقاي
سوم رتبه تهران ناصريان سينا آقاي

۶



۱۴۰۱ ارديبهشت ماه ۲۳ الي ۱۹ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل وچهارمين
(س) الزهرا دانشگاه

كاكاوندي احمدي بيژن دكتر علمي: كميته رئيس
كبير امير صنعتي تهران، شيراز، مشهد، فردوسي شريف، صنعتي برتر: تيم پنج

اول رتبه شريف صنعتي نژاد فرخ جواد آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي محمدي اميرعباس آقاي
۱۴۰۲ تيرماه ۳۰ الي ۲۷ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل وپنجمين

زنجان پايه علوم تكميلي تحصيلات دانشگاه
كاكاوندي احمدي بيژن دكتر علمي: كميته رئيس

مشهد فردوسي خوارزمي، كبير، امير صنعتي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
اول رتبه شريف صنعتي قوي محمد امير آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه شريف صنعتي اناري ميرزايي علي آقاي
سوم رتبه شريف صنعتي نژاد فرخ جواد آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي كندري وردي شاه محمد آقاي
۱۴۰۳ ارديبهشت ماه ۱۲ الي ۱۱ كشور، دانشجويي رياضي مسابقه چهل وششمين

تبريز دانشگاه
كاكاوندي احمدي بيژن دكتر علمي: كميته رئيس

كبير، امير صنعتي مشهد، فردوسي تهران، شريف، صنعتي برتر: تيم پنج
كرمان باهنر شهيد طوسي، الدين نصير خواجه صنعتي

اول رتبه شريف صنعتي محمدي اميرعباس آقاي

طلا
دال

نم
دگا

برن

دوم رتبه تهران مزيناني اميررضا آقاي
سوم رتبه كبير امير صنعتي حقيقي سهيل آقاي

چهارم رتبه شريف صنعتي همتي آرين آقاي
پنجم رتبه شريف صنعتي روشنايي خواجه طلايي مهران آقاي
ششم رتبه مشهد فردوسي زاده خراشادي اميرياسين آقاي
هفتم رتبه تهران نژاد قرباني اميرحسين آقاي
هفتم رتبه شريف صنعتي قوي اميرمحمد آقاي

۷





بخش

دوم

پرسش ها



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ويكمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و يكمين

۱۳۸۶/۲/۲۰ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۱

هر با لزوماً آيا مي كنيم. رنگ آميزي رنگ، دو با دلخواه به طور را دايره اي محيط نقاط تمام .۱ .۱ .۳۱ پرسش
كه دارد وجود دايره در محاط همرنگ رئوس با مثلثي رنگ آميزي،

باشد؛ الاضلاع متساوي الف)
باشد؛ قائم الزاويه ب)

باشد؟ الساقين متساوي ج)

مي شود: تعريف زير شكل به A,B⊆ Rd مجموعه دو مينكوفسكي جمع .۲ .۱ .۳۱ پرسش

A+B =
{

a+b ∈ Rd
∣∣ a ∈ A,b ∈ B

}
.

آن گاه باشد، بسته B و كران دار A اگر كنيد ثابت

(
A+B

)′
=
(
A′+B

)⋃(
A+B′

)
است. A حدي نقاط مجموعه ، A′ از منظور آن در كه

۱۰



باشد ۲ عدد شاخص۱ با زيرگروه n داراي دقيقاً كه دارد وجود G مانند گروهي كنيد فرض .۳ .۱ .۳۱ پرسش
شاخص با زيرگروه n داراي دقيقاً كه دارد وجود ديگري متناهي و آبلي گروه كنيد ثابت است). طبيعي عددي n)

است. ۲

همزمان پرتاب در j مجموع پيشامد احتمال كه كرد انتخاب چنان را ناسالم تاس دو مي توان آيا پرسش۳۱. ۱. ۴.
باشد؟

( ۲
۳۳ ,

۴
۳۳
)

بازه در عددي ، ۲≤ j ≤ ۱۲، j هر براي آن ها

نيستند. هم خط نقطه اش سه هيچ كه دارد چگال زيرمجموعه اي R۲دهيد نشان .۵ .۱ .۳۱ پرسش

كنيد ثابت باشد. حقيقي درايه هاي با وارون پذير و n×n ماتريسي A كنيد فرض .۶ .۱ .۳۱ پرسش

det(A) =
۱
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tr(A) ۱ ۰ ۰ · · · ۰

tr(A۲) tr(A) ۲ ۰ · · · ۰

tr(A۳) tr(A۲) tr(A) ۳ · · · ۰

... ...

tr(An) tr(An−۱) tr(An−۲) · · · tr(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

است). B ماتريس اصلي قطر روي واقع درايه هاي مجموع يعني، ، A ماتريس اثر ، tr(B)از (منظور

۱۳۸۶/۲/۲۱ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۱

كه دارد وجود متوالي طبيعي عدد n كنيد ثابت باشد. فرد و طبيعي عددي n كنيم فرض .۱ .۲ .۳۱ پرسش
مجموعشان كه دارد وجود متوالي طبيعي عدد دوازده آيا كه كنيد تعيين ادامه در است. كامل مربع مجموعشان

باشد؟ كامل مربع

1index
۱۱



است؟ متناهي) (و موجود زير حد ، β و α ناصفر حقيقي اعداد از مقاديري چه ازاي به .۲ .۲ .۳۱ پرسش

lim
x,y→۰+

x۲αy۲β

x۳α + y۳β .

هر براي باشند. A عناصر مرتب تايي هاي n مجموعه An و ناتهي مجموعه يك A كنيد فرض .۳ .۲ .۳۱ پرسش
مي كنيم: تعريف An در β = (β۱, · · · ,βn) و α = (α۱, · · · ,αn)

d(α,β ) = متفاوتند يكديگر با كه β و α متناظر مؤلفه هاي تعداد

دارد: وجود زير مجموعه دو بين يك به يك تناظري كنيد ثابت ، An در y و x دلخواه عضو دو هر براي

C = {z ∈ An : d(x,z)< (y,z)}

D = {z ∈ An : d(y,z)< (x,z)} .

نامتناهي تعداد داراي R[x] حلقه كنيد ثابت باشد. يكدار و جا به جايي حلقه اي R كنيد فرض .۴ .۲ .۳۱ پرسش
است. بيشين۲ ايده آل

آن ها، از يك هر برداشتنِ با كه باشند حقيقي اعدادي x۱,x۲, · · · ,x۲n (n≥ ۲) كنيد فرض پرسش۳۱. ۲. ۵.
صفرند. xi ها همه كنيد ثابت مي شوند. تقسيم برابر جمع هاي حاصل با دسته دو به بقيه

M = (۰,۱) نقطه سرشان يك كه باشد صفحه در پاره خط هايي تمام اجتماع T كنيد فرض .۶ .۲ .۳۱ پرسش
ديگر، به عبارت xهاست. محور روي گويا مختصات با نقطه اي ديگرشان سر و

T =
{
(tq,۱− t) ∈ R۲ ∣∣ t ∈ [۰,۱],q ∈ Q

}
.

نقطه از پيوسته مسير هر دهيد نشان نباشند. راستا يك بر M و B ، A به طوري كه A,B ∈ T كنيد فرض الف)
مي كند؛ عبور M نقطه از حتماً ، T مجموعه در B نقطه به A

(. γ(۱) = B و γ(۰) = A كه است γ : [۰,۱]→ T مانند پيوسته تابعي مسير، از (منظور
دارد. ثابت نقطه يك دست كم T به T از پيوسته تابع هر كنيد ثابت ب)

2maximal
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و دومين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و دومين

۱۳۸۷/۲/۱۸ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۲

دنباله هاي تعداد ، m ثابت طبيعي عدد يك براي است. عضوي k مجموعه يك X كنيد فرض .۱ .۱ .۳۲ پرسش
كه كنيد پيدا را A۱, . . . ,Am

A۱ ⊆ A۲ · · · ⊆ Am ⊆ X .

. w۱
w۲
∈ C\Q كه باشند گونه اي به w۱,w۲ ∈ C و تام۱ مختلط تابع يك f كنيد فرض .۲ .۱ .۳۲ پرسش

است. ثابت f آن گاه ، f (z+w۱) = f (z) = f (z+w۲) باشيم داشته z ∈ C هر براي اگر دهيد نشان

باشند. حقيقي درايه هاي با و خودتوان۲ ، k× k ماتريس هايي An ، ...، A۲ ، A۱ كنيد فرض .۳ .۱ .۳۲ پرسش
كنيد ثابت

rank(I−A۱A۲ · · ·An)≤ N(A۱)+N(A۲)+ · · ·+N(An).

مي باشد.) B ماتريس رتبه و پوچي به ترتيب rank(B) و N(B) از منظور )

باشد. طبيعي عددي n≥ ۳ و سهمي يك روي متمايز نقطه دو B و A كنيد فرض .۴ .۱ .۳۲ پرسش
مساحت كه كرد انتخاب طوري سهمي روي B و A بين را P۱, . . . ,Pn−۲ نقطه n−۲ مي توان دهيد نشان الف)

1entire
2idempotent
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شود؛ ممكن مقدار بيشترين AP۱ . . .Pn−۲B محدب ضلعي n

مستقل و n از تابعي تنها سهمي قطاع مساحت به (الف) قسمت در حاصل ضلعي n مساحت نسبت كنيد ثابت ب)
آوريد. دست به را نسبت اين است. B و A انتخاب از

ابتدا كنيد. ثابت y = x۲ سهمي براي را مسأله هستند، متشابه سهمي ها تمام كه اين به توجه با راهنمايي:
كنيد. بررسي را n = ۳ حالت

هر از هرگاه مي گوييم زوج را n×n شطرنجي صفحه يك خانه هاي از S ناتهي زيرمجموعه .۵ .۱ .۳۲ پرسش
شويم مطمئن تا باشد چقدر k مقدار كمترين باشد. S به متعلق خانه زوج تعدادي شطرنجي صفحه ستون و سطر

است. زوج زيرمجموعه يك شامل خانه ها از عضوي k زيرمجموعه هر

باشد. منظم عضو پنج داراي دقيقاً به طوري كه ندارد وجود حلقه اي كنيد ثابت .۶ .۱ .۳۲ پرسش
شود نتيجه xa = ۰ يا ax = ۰ از همواره ، x ∈ A هر براي اگر مي ناميم منظم را R حلقه يك از a (عضو

نيستند.) متناهي يا جا به جايي يكدار، لزوماً حلقه ها كه كنيد توجه همچنين . x = ۰

۱۳۸۷/۲/۱۹ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۲

باشد. G بيشين زيرگروه ، G مركز كه ندارد وجود G مانند گروهي كنيد ثابت .۱ .۲ .۳۲ پرسش
(. H $ K $ G كه نباشد موجود K مانند ديگري زيرگروه اگر گوييم بيشين را G گروه از H (زيرگروه

به طوري كه باشد X در بسته و باز مجموعه اي A و متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۲ .۲ .۳۲ پرسش
تابع دهيد نشان . A 66=∅ ,X

f (x) =


۱ x ∈ A

۰ x 6∈ A

. inf{d(a,b) : a ∈ A,b 6∈ A}> ۰ اگر تنها و اگر است يكنواخت پيوسته X بر

داراي طبيعي اعداد از a۰,a۱, . . . ,an,an+۱ دنباله و باشد طبيعي عددي n كنيد فرض .۳ .۲ .۳۲ پرسش
. ai | ai−۱+ai+۱ و ai > ۱ ، ۱≤ i≤ n هر براي و a۰ = an+۱ = ۱ كه باشد خاصيت اين

۱۴



؛ a j = a j−۱+a j+۱ به طوري كه دارد وجود ۱≤ j ≤ n عدد كنيد ثابت الف)
دارد. وجود ۲ عدد يك دست كم دنباله اي چنين در كنيد ثابت ب)

. nσ(n)
ϕ(n)
≡ ۲ كه كنيد مشخص را n طبيعي اعداد همه .۴ .۲ .۳۲ پرسش

است.) اويلر تابع ϕ(n) و بوده n مثبت مقسوم عليه هاي همه مجموع ، σ(n) از (منظور

كرده اند شركت است، شده مطرح دوگزينه اي سؤال n آن در كه مسابقه يك در دانشجو تعدادي پرسش۳۲. ۲. ۵.
مستقل، صورت به سؤال هر به اكنون نيست. يكسان نفري دو هيچ پاسخ هاي مجموعه كه است شده مشخص و
يك تنها كه آن احتمال كنيد ثابت مي يابد. اختصاص {۱,۲, . . . ,۲n} مجموعه از نمره اي تصادفي و يكنواخت

است. ۱
۲

حداقل بياورد، را نمرات مجموع بيشترين نفر

داشته s, t ∈ [۰,۱] هر براي و باشد تابع يك γ : [۰,۱]−→ [۰,۱]× [۰,۱] كنيد فرض .۶ .۲ .۳۲ پرسش
باشيم

|γ(s)− γ(t)| ≤M|s− t|α ,

. α ≤ ۱
۲

آن گاه باشد، پوشا γ اگر دهيد نشان هستند. مثبت و ثابت اعدادي M,α آن در كه
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وسومين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و سومين

۱۳۸۸/۲/۱۶ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۳

ازاي به اگر كنيد ثابت باشد. X از زيرمجموعه اي A و متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۱ .۱ .۳۳ پرسش
است. بسته A آن گاه باشد، بسته A∩K مجموعه ، K مانند X از فشرده زيرمجموعه هر

هستند: معادل زير موارد كنيد ثابت است. مفروض G گروه .۲ .۱ .۳۳ پرسش
است؛ نرمال G زيرگروه هر الف)

. (ab)m = ba كه دارد وجود m صحيح عدد a,b ∈ G هر براي ب)

است. بخش پذير n! بر ∏n−۱
k=۰(۲

n−۲k) ، n طبيعي عدد هر براي دهيد نشان .۳ .۱ .۳۳ پرسش

R كنيد ثابت خودتوان. عضو تعدادي حاصلضرب با است برابر عضو هر R يكدار حلقه در .۴ .۱ .۳۳ پرسش
است. جا به جايي حلقه اي

f : C\A→ C تحليلي تابع اگر كنيد ثابت باشد. شمارا و بسته A ⊆ C كنيد فرض .۵ .۱ .۳۳ پرسش
است. ثابت مقداري برابر f آن گاه باشد، كران دار

مي گيريد.) را نمره نصف دهيد پاسخ سؤال به A = {۰}∪
{۱

n |n ∈ N
}

خاص حالت براي (چنانچه
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عدد ندارد. وجود دوري هيچ و است متصل ديگر گره سه به گره هر زير، نامتناهي شبكه در .۶ .۱ .۳۳ پرسش
كه به طوري دهيم نسبت مثبت ً اكيدا حقيقي عدد يك شبكه از گره هر به مي خواهيم است. شده داده λ حقيقي
ممكن كار اين λ از مقاديري چه ازاي به شود. گره آن عدد برابر λ گره، هر مجاور گره هاي اعداد جمع حاصل

است؟

۱۳۸۸/۲/۱۷ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۳

نقاط اين ثقل مركز G و دارند قرار R۳ بعدي سه فضاي واحد گوي درون A۱, . . . ,An نقاط .۱ .۲ .۳۳ پرسش
است. يك از كم تر G تا Ai فاصله به طوري كه دارد وجود ۱≤ i≤ n شاخص دهيد نشان است.

به طوري كه باشد نامنفي و پيوسته تابعي f : R۲ → R كنيد فرض .۲ .۲ .۳۳ پرسش
كه دارد وجود ممكن شعاع كم ترين با D مانند بسته اي گوي كنيد ثابت . ∫∫

R۲
f (x,y)dxdy = ۱

∫∫
D

f (x,y)dxdy =
۱
۲
.

چهار مجموع صورت به مي توان را M۲(F) عضو هر باشد، ميدان يك F اگر كنيد ثابت .۳ .۲ .۳۳ پرسش
نوشت. وارون پذير )ماتريس

است. F در درايه هاي با ۲×۲ ماتريس هاي تمام مجموعه M۲(F)
)

يك داراي دانشجو هر دهند. امتحان دارد، صندلي صد كه سالني در دانشجو صد است قرار .۴ .۲ .۳۳ پرسش
بنابراين است. كرده گم را خود صندلي شماره مي شود سالن وارد كه دانشجويي اولين است. صندلي شماره
همراه به را خود صندلي شماره دانشجويان بقيه مي نشيند. آن روي و كرده انتخاب تصادف به را صندلي يك
از باشد، شده اشغال اگر و مي نشيند آن روي باشد خالي صندلي اش اگر مي شوند سالن وارد كه كدام هر و دارند

۱۷



از آخر كه دانشجويي دو كه اين احتمال مي نشيند. آن روي و كرده انتخاب تصادف به را يكي خالي صندلي هاي
است؟ چقدر بنشينند خود صندلي روي مي شوند سالن وارد همه

a ∈ A براي باشد. آن از كران دار زيرمجموعه اي A و متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۵ .۲ .۳۳ پرسش
A شعاع و A قطر همچنين مي شود. تعريف ecc(a) = sup{d(a,b) : b ∈ A} صورت به a مركز از خروج

صورت به ترتيب به را

diam(A) = sup{ecc(a) : a ∈ A} و rad(A) = inf{ecc(a) : a ∈ A}

داشته A مانند آن از كران دار زيرمجموعه هر براي هرگاه مي ناميم مركزي را X متريك فضاي كنيم. مي تعريف
باشد. مركزي متريك فضاي يك X كنيد فرض . diam(A) = rad(A) باشيم

است؛ باز Cr(x) =
{

y ∈ X
∣∣ d(x,y) = r

}
مجموعه دهيد نشان . x ∈ X و r > ۰ كنيد فرض الف)

است. ناهمبند X كنيد ثابت باشد. داشته عضو يك از بيش X كنيد فرض ب)

است. متناهي G نرمال و آبلي زيرگروه هر و است آبلي G′ به طوري كه است مفروض G گروه .۶ .۲ .۳۳ پرسش
است. متناهي G كنيد ثابت
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وچهارمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و چهارمين

۱۳۸۹/۲/۱ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۴

داريم x,y ∈ G هر براي به طوري كه هستند مفروض f : G → G تابع و G گروه .۱ .۱ .۳۴ پرسش
است. پوشا) و يك به يك (همريختي خودريختي يك f كنيد ثابت . f (x f (y)) = f (x)y

ثابت است. باز چگال، زيرمجموعه  هر آن در كه باشد متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۲ .۱ .۳۴ پرسش
است. چگال X تنهاي نقاط مجموعه كنيد

نيست.) حدي نقطه كه است آن از نقطه اي مجموعه، يك تنهاي (نقطه

، ↑ ، → پيكان هاي از يكي صفحه، در صحيح مختصات با اعداد شبكه نقاط از كدام هر به .۳ .۱ .۳۴ پرسش
از ديگري نقطه در لانه اش و دارد قرار شبكه اين از دلخواهي نقطه در مورچه اي است. شده داده نسبت ↓ ←و
حركت مجاور نقطه به گرفته، قرار آن در كه نقطه اي به مربوط پيكان جهت در مورچه مرحله هر در است. شبكه
مورچه اگر دهيد نشان مي كند. تغيير ساعت گرد جهت در ۹۰۰ كرده، ترك كه نقطه اي پيكان سپس و مي كند

مي كند. ميل بي نهايت به لانه تا فاصله اش نرسد لانه اش به هرگز

كه دارد وجود Rn از ناشمارايي زيرمجموعه كنيد ثابت باشد. طبيعي عددي n كنيد فرض .۴ .۱ .۳۴ پرسش
است. خطي مستقل آن متمايز عضو n )هر

بگيريد. نظر در R روي برداري فضاي عنوان به را Rn
)
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R۲ همبند زيرمجموعه هر تصوير كه باشد خاصيت اين داراي f : R۲→ R۲ كنيد فرض .۵ .۱ .۳۴ پرسش
است. پيوسته f كنيد ثابت باشد. فشرده f تحت R۲ فشرده  زيرمجموعه هر تصوير و همبند f تحت

است. ۹۸ برابر داد قرار واحد مكعب در مي توان كه مربعي بزرگ ترين مساحت دهيد نشان .۶ .۱ .۳۴ پرسش

۱۳۸۹/۲/۲ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۴

تقسيم W۱ ⩽W۲ ⩽ · · ·⩽Wn وزن هاي با قسمت n به را سنگ ريزه تعدادي كنيد فرض .۱ .۲ .۳۴ پرسش
مي كنيم. تقسيم V۱ ⩾ V۲ ⩾ · · · ⩾ Vn وزن هاي با قسمت n به را سنگ ريزه ها همان ديگر بار باشيم. كرده

داريم ۱⩽ k ⩽ n هر براي دهيد نشان

W۱+W۲+ · · ·+Wk ⩽V۱+V۲+ · · ·+Vk.

براي كه باشد موجود f : R→ R تابع آن ها براي كه بيابيد را c مانند حقيقي اعداد همه .۲ .۲ .۳۴ پرسش
باشيم داشته x ∈ R هر

f
′′
(x)> f

′
(x)+ c , f

′
(x)> f (x)+ c.

. a۲ = b۲ مي شود نتيجه ab 6= ba از همواره G در به طوري كه است مفروض G گروه .۳ .۲ .۳۴ پرسش
است؛ نرمال G زيرگروه هر كنيد ثابت الف)

باشد. داشته را بالا شرط كه بياوريد G آبلي غير گروه يك از مثالي ب)

از نامتناهي زيرمجموعه اي بر كه گونه اي به باشد تحليلي تابعي f : C→ C كنيد فرض .۴ .۲ .۳۴ پرسش
. f (x) ∈ R ، x ∈ R هر براي كنيد ثابت است. حقيقي آن مقادير [۰,۱]

از P۱(x),P۲(x), . . . دنباله اگر مي ناميم چندجمله اي ابَرَ يك را f : Z → Z تابع .۵ .۲ .۳۴ پرسش
از متناهي تعدادي فقط x مانند صحيح عدد هر ازاي به كه باشد داشته وجود صحيح ضرايب با چندجمله اي هاي

. f (x) = ∑∞
n=۱Pn(x) و باشند ناصفر ها Pi(x)

يك f (x) = ∑∞
n=۱Pn(x) دهيد نشان ، Pn(x) = x(x۲ − ۱)(x۲ − ۴) . . . (x۲ − n۲) اگر الف)
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. f (x) = Q(x) ، x ∈ Z هر براي كه ندارد وجود Q(x) مانند چندجمله اي هيچ ولي است ابَرَچندجمله اي
دارد. صحيح اعداد در ريشه متناهي تعداد حداكثر ناصفر ابَرَچندجمله اي يك كنيد ثابت ب)

خودتوان آن اعضاي ۲۳ از بيش كه باشد متناهي و يكدار جا به جايي، حلقه اي R كنيد فرض الف) پرسش۳۴. ۲. ۶.
هستند. خودتوان R عناصر همه كنيد ثابت هستند.

هستند. خودتوان آن اعضاي ۲۳ دقيقاً كه دارد وجود عضو k از بيش با متناهي حلقه اي ، k هر براي كنيد ثابت ب)

۲۱



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وپنجمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و پنجمين

۱۳۹۰/۲/۱۴ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۵

موجود G مانند متناهي گروهي آن ها ازاي به كه كنيد مشخص را k مانند طبيعي اعداد همه .۱ .۱ .۳۵ پرسش
باشد. داشته k مرتبه از عضو ۲۰۱۱ دقيقاً كه باشد

لازم باشد داشته k مرتبه از عضو ۲۰۱۱ دقيقاً كه متناهي گروهي ارائه اي k چنين هر براي كه كنيد (توجه
است.)

يعني، باشد، آن برشي نقطه يك p ∈ X و فشرده و همبند متريك فضاي يك X كنيم فرض .۲ .۱ .۳۵ پرسش
كنيد ثابت .U ∩V =U ∩V = ϕ و X \{p} =U ∪V كه باشند موجود V و U ناتهي مجموعه هاي

است. فشرده و همبند U ∪{p}

كنيد ثابت . R[x] ∼= S[x] و است ميدان R به طوري كه هستند مفروض S و R حلقه هاي .۳ .۱ .۳۵ پرسش
. R∼= S

اگر گوييم همسايه را چندوجهي اين وجه دو هستند. مثلث همگي وجهي ۱۳۹۰ يك وجوه .۴ .۱ .۳۵ پرسش
دارند وجود وجه دو هميشه رنگ، سه با وجه ها رنگ آميزي هر براي دهيد نشان باشند. داشته مشترك ضلع يك

هستند. مشترك همسايه وجه يك داراي و همرنگ كه
۲۲



(X ,d) متريك فضاي بر كران دار و پيوسته مقدار، حقيقي توابع تمام از متشكل C(X) فضاي پرسش۳۵. ۱. ۵.
متر با همراه را

ρ( f ,g) = sup{| f (x)−g(x)| : x ∈ X}

نيز (X ,d) آن گاه باشد، داشته شمارا و چگال زيرمجموعه اي (C(X),ρ) اگر كنيد ثابت مي گيريم. نظر در
شمارادارد. و چگال زيرمجموعه اي

طبيعي عدد هر براي باشد. [۰,۱] بازه در متمايز اعداد از دنباله اي x۱,x۲, . . . كنيد فرض .۶ .۱ .۳۵ پرسش
بزرگترين با برابر را Mn اگر مي آيد. دست به زيربازه n بازه، اين از {x۱, . . . ,xn−۱} نقاط مجموعه حذف با ، n

. limsup
n→∞

nMn ≥
۱

ln۲
دهيد نشان بگيريم، زيربازه ها اين طول

۱۳۹۰/۲/۱۵ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۵

تابع ، ۱ ≤ i ≤ ۲۰ هر براي مفروض اند. ۰ < a۱ < a۲ < · · · < a۲۰ حقيقي اعداد .۱ .۲ .۳۵ پرسش

در f (x) =
۲۰

∏
i=۱

bi(x) تابع مي كنيم. تعريف bi(x) =


ai
x x≤ ai

x
ai

x > ai

صورت به را bi : (۰,∞)→ R

مي كند؟ اختيار را خود مقدار كمينه۱ نقاطي چه

. a= a۲x كه دارد وجود x∈R عضو ، a∈R هر براي مي دانيم است. مفروض R يكدار حلقه پرسش۳۵. ۲. ۲.
. a = ya۲ كه گونه اي به دارد وجود y ∈ R عضو ، a ∈ R هر براي كنيد ثابت

|z۰|= ۱ كه است موجود z۰ ∈C كنيد ثابت باشد. تحليلي تابعي f : C→C كنيم فرض پرسش۳۵. ۲. ۳.
. | f (z۰)− z̄۰| ≥ ۱ و

1minimum
۲۳



چندجمله اي يك عنوان به f (x۱۱ , . . . ,xnn) = det



x۱۱ , . . . ,x۱n

... ...

xn۱ , . . . ,xnn


تابع دهيد نشان .۴ .۲ .۳۵ پرسش

است. تحويل ناپذير متغيره، n۲

چند جمله اي دو ضرب حاصل صورت به را آن نتوان اگر مي گوييم تحويل ناپذير را متغيره چند چندجمله اي (يك
كرد.) تجزيه ثابت غير

وجود x مانند عددي كنيد ثابت باشد. بي كران و باز مجموعه اي U ⊆ [۰,∞) كنيم فرض .۵ .۲ .۳۵ پرسش
است. نامتناهي U ∩{x,۲x,۳x, . . .} كه دارد

و كند تصوير صفر عدد به را صفر ماتريس اگر مي ناميم اثر شبه را f : Mn(R)→ R تابع .۶ .۲ .۳۵ پرسش
پوچ توان A ∈Mn(R) ماتريس كنيد ثابت . f (AB) = f (BA) باشيم داشته ، A,B ∈Mn(R) هر براي

. f (A) = ۰ باشيم داشته ، f : Mn(R)→ R مانند اثر شبه تابع هر براي اگر تنها و اگر است

۲۴



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وششمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و ششمين

۱۳۹۱/۲/۲۶ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۶

صدق زير شرط در كه كنيد مشخص را A مانند حقيقي درايه هاي با n×n ماتريس هاي همه .۱ .۱ .۳۶ پرسش
كنند:

است. ناصفر نيز Av درايه هاي همه آن گاه است، ناصفر آن درايه هاي تمام كه باشد دلخواهي ستوني بردار v اگر

x شامل U باز مجموعه يك x ∈ R هر ازاي به كه باشد تابعي f : R→ R كنيد فرض .۲ .۱ .۳۶ پرسش
است. چندجمله اي يك f كنيد ثابت باشد. چندجمله اي يك U به f تحديد كه باشد داشته وجود

دلخواه حقيقي عدد سه براي دارد. متر ۱۰ طول به تيرآهن هايي فروشي آهن .۳ .۱ .۳۶ پرسش
تهيه x۳ و x۲ ، x۱ طول هاي به آهن قطعه ۳ تيرآهن ها اين برش با مي خواهيم ۰ < x۱,x۲,x۳ ≤ ۱۰

تعداد حداقل f (x۱,x۲,x۳) كنيد فرض نيست. امكان پذير تيرآهن قطعه هاي دادن جوش كنيد توجه كنيم.
كنيد. مشخص را f تابع ناپيوستگي نقاط مجموعه باشد. نياز مورد تيرآهن هاي

يك حداكثر x ∈ R هر براي كنيد ثابت باشد. يك دار و جا به جايي حلقه اي R كنيد فرض .۴ .۱ .۳۶ پرسش
باشد. پوچ توان ex و وارون پذير e+ x كه دارد وجود e ∈ R خودتوان عضو

تبديل مرتب ميدان يك به زير رابطه با حقيقي) ضرايب با گويا توابع (ميدان R(x) مي دانيم .۵ .۱ .۳۶ پرسش

۲۵



اگر تنها و اگر ۰◁ P
Q

مي كنيم تعريف صورت اين در ، P(x)
Q(x)

=
anxn + · · ·+a۰
bmxm + · · ·+b۰

كنيم فرض مي شود:

، ۰◁g كه g ∈ R(x) هر براي اگر است همگرا ◁ ـ ، f به { fn} دنباله مي گوييم . ۰< an

bm
دنباله مي گوييم همچنين .−g◁ ( fn− f )◁ g آن گاه ، n > N اگر كه باشد داشته وجود N > ۰ عدد
، n,m > N اگر كه باشد داشته وجود N > ۰ عدد ۰◁g كه g∈R(x) هر براي اگر است كوشي ◁ ـ ، { fn}

.−g◁ ( fn− fm)◁g آن گاه
باشد؛ همگرا ◁ ـ كه بزنيد مثال متمايز جملات با دنباله اي الف)

نيست. همگرا ◁ ـ ولي است كوشي ◁ ـ كه دارد وجود دنباله اي دهيد نشان ب)

، B ، A كنيد فرض است. صحيح آن رأس هاي همه مختصات كه است متوازي السطوحي P .۶ .۱ .۳۶ پرسش
اضلاع روي ، P اضلاع روي نه ولي وجوه روي ، P داخل اكيداً صحيح مختصات با نقاط تعداد ترتيب به D و C

با است برابر P حجم دهيد نشان باشند. P رأس هاي روي و ، P رأس هاي روي نه ولي

A+
۱
۲

B+
۱
۴

C+
۱
۸

D.

۱۳۹۱/۲/۲۷ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۶

ماتريس باشند. دلخواه مجموعه هايي A۱, . . . ,An و طبيعي عددي n كنيد فرض .۱ .۲ .۳۶ پرسش

. Xn = ۰ دهيد نشان . xi j =


۱ Ai $ A j

۰ صورت اين غير در
مي كنيم تعريف چنين را X = [xi j ]n×n

۲۶



دهيد قرار باشد. اول عددي p كنيد فرض .۲ .۲ .۳۶ پرسش

G =





۱ a b c

۰ ۱ ۰ d

۰ ۰ ۱ e

۰ ۰ ۰ ۱


: a,b,c,d,e ∈ Zp


.

(زيرگروه G′ اعضاي است. p۵ مرتبه از گروه يك (p پيمانه (به ماتريس ها ضرب عمل همراه به G كه مي دانيم
كنيد. مشخص را (G مشتق

نقطه در f مي گوييم باشد. پيوسته تابعي f : X →Rn و متريك فضاي يك X كنيد فرض .۳ .۲ .۳۶ پرسش
باشيم داشته است، f (x) مساوي يا بزرگ تر مؤلفه به مؤلفه f (y) كه y ∈ X هر براي اگر است بيشين x ∈ X

. f (x) = f (y)

است؛ ناتهي M f =
{

x ∈ X
∣∣ است بيشين x در f

}
مجموعه باشد ناتهي و فشرده X اگر كنيد ثابت الف)

نباشد. فشرده M f كه بزنيد مثال f : X → R۲ مانند پيوسته تابعي و X مانند فشرده اي متريك فضاي ب)

| f |+ |g| كه باشند تحليلي توابعي f ,g : U→C و باشد همبند و باز U ⊆C كنيد فرض پرسش۳۶. ۲. ۴.
هستند. ثابت توابعي g و f كنيد ثابت است. ثابت

كره سطح از ۳۴ از بيش اگر دهيد نشان گرفته اند. قرار كره سطح روي P چهاروجهي رأس هاي .۵ .۲ .۳۶ پرسش
مي گيرند. قرار شده رنگ قسمت در آن رأس هاي همه كه دارد وجود P از دوراني باشد، شده رنگ

وجود H : G→ G تابع همچنين است. شده تعريف G مجموعه روي ◦ دوتايي عمل .۶ .۲ .۳۶ پرسش
مي شود نتيجه (a ◦ b) ◦ c = (a ◦ d) ◦ f تساوي از a,b,c,d, f ∈ G هر براي كه به گونه اي دارد

است. گروه يك (G,◦) كنيد ثابت ، b = d ◦ ( f ◦H(c))

۲۷



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هفتمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هفتمين

۱۳۹۲/۲/۲۴ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۷

باشد: شده تعريف زير صورت به R روي d متريك كنيد فرض .۱ .۱ .۳۷ پرسش

d(x,y) =


۰ x = y

max{|x|, |y|} x 6= y

نيست. باز و است بسته (R ,d) در Q كنيد ثابت
نيست.) d بودن متريك اثبات به (نيازي

وجود k طبيعي عددي يك كنيد ثابت باشد. فرد مرتبه از متناهي گروه يك G كنيد فرض .۲ .۱ .۳۷ پرسش
. x۲k

= x داريم ، x ∈ G هر ازاي به كه دارد

بگيريد. نظر در طبيعي اعداد مجموعه در را x۲− kxy+ y۲+ x = ۰ معادله .۳ .۱ .۳۷ پرسش
است؛ جواب داراي k = ۳ براي معادله اين دهيد نشان الف)

نيست. جواب داراي k فرد و طبيعي عدد نامتناهي تعداد براي معادله اين كنيد ثابت ب)
۲۸



صورت به بتوان را R عضو هر به طوري كه باشد متناهي و جا به جايي حلقه يك R كنيد فرض .۴ .۱ .۳۷ پرسش
است. يكدار R حلقه كنيد ثابت نوشت. R از عضو دو حاصلضرب

مانند عددي كنيد ثابت باشد. ناتهي و همبند فشرده، متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۵ .۱ .۳۷ پرسش
دارد: جواب X در زير معادله z۱, . . . ,zn ∈ X هر و n≥ ۱ هر براي كه است موجود β

۱
n
(d(x,z۱)+ · · ·+d(x,zn)) = β .

۳۷۳۷ و آبي مهره ۳۷۳۷ قرمز، مهره ۳۷۳۷ زرد، و آبي قرمز، سفيد، مهره هاي با بازي يك در پرسش۳۷. ۱. ۶.
شده اند: چيده سطر يك روي زير صورت به زرد مهره

به بازي حركات ساير كرد. كم يا اضافه مهره ها بين دلخواه محل هاي در سفيد مهره دو مي توان حركت هر در
است: زير صورت

مهره دو اين حذف با باشد، آبي مهره يك قرمز، مهره يك راست سمت مهره اولين اگر يعني، اول، حركت مثلاً
مهره كه داد قرار هم كنار در مهره دو زرد، مهره يك جاي به يعني، برعكس، يا كرد جايگزين زرد مهره اي مي توان
باقي مهره اي هيچ كه رسيد حالتي به مي توان اوليه آرايش از آيا باشد. قرمز چپ سمت مهره و آبي راست سمت

نماند؟

۱۳۹۲/۲/۲۵ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۷

۲۹



مي كنيم: تعريف زير به صورت را {an} دنباله باشد. حقيقي عددي k > ۱ كنيد فرض .۱ .۲ .۳۷ پرسش

a۰ = ۱, an+۱ =
kan

kn+۱−۱
, n≥ ۰.

. f (x) = a۰+a۱x+a۲x۲+ · · · مي دهيم قرار
نيست.) مطالب اين اثبات به نيازي است. پيوسته R تمام در f تابع و است همگرا همواره مذكور (سري

؛ f (kx)− f (x) = kx f (x) داريم x ∈ R هر براي كنيد ثابت الف)
بيابيد. را f ريشه هاي تمام ب)

به طوري كه كنيد مشخص را A مانند حقيقي درايه هاي با ۲ × ۲ ماتريس هاي همه .۲ .۲ .۳۷ پرسش
. A۲ = I و det(A) = ۱

هر و x,y ∈ R۲ هر براي و باشد كران دار پايين از f : R۲→ R پيوسته تابع كنيد فرض .۳ .۲ .۳۷ پرسش
باشيم داشته ۰≤ λ ≤ ۱

f (λx+(۱−λ )y)≤ λ f (x)+(۱−λ ) f (y)−λ (۱−λ )||x− y||۲.

مي گيرد. نقطه يك فقط و يك در را خود كمينه۱ مقدار f كنيد ثابت

ثابت باشد. D = {z ∈ C : |z| ≤ ۱} قرص۲ شامل C از U باز زيرمجموعه كنيد فرض .۴ .۲ .۳۷ پرسش
آن گاه ، ۱≤ | f (x)| باشيم داشته x ∈ [−۱,۱] هر براي و باشد تحليلي تابعي f : U → C اگر كنيد

∣∣∣∣∫ ۲π

۰
f (eit) f (e−it)dt

∣∣∣∣≥ ۴.

باشد X زيرمجموعه هاي از خانواده اي S و عضوي n متناهي مجموعه يك X كنيد فرض .۵ .۲ .۳۷ پرسش
، X متمايز عضو دو هر براي كنيد فرض همچنين . A∪B ∈S داريم S در B و A هر براي به طوري كه

1minimum
2disc

۳۰



كنيد ثابت است. آن ها از يكي دقيقاً شامل كه دارد وجود S از عضوي

∑
A∈S
|A| ≥ n(n−۱)

۲
.

دارند وجود g,h,a ∈G اعضاي دهيد نشان باشد. متناهي غيرآبلي گروه يك G كنيد فرض .۶ .۲ .۳۷ پرسش
. gh = hg و h = aga−۱ ، g 6= h به طوري كه

۳۱



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هشتمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و هشتمين

۱۳۹۳/۲/۲۳ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۸

گويا آن متمايز عضو دو هر مجموع كه باشد گنگ اعداد از زير مجموعه يك A كنيد فرض .۱ .۱ .۳۸ پرسش
دارد. عضو دو حداكثر A كنيد ثابت است.

همگرا، دنباله هر حد به طوري كه باشد ناتهي همبند متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۲ .۱ .۳۸ پرسش
است. عضوي تك X كنيد ثابت باشد. دنباله آن از جمله اي

p۳ با برابر R اعضاي تعداد كه گونه اي به باشد يكدار و جا به جايي حلقه يك R كنيد فرض .۳ .۱ .۳۸ پرسش
آن در كه باشد p از تواني نيز zd(R) مجموعه اعضاي تعداد اگر كنيد ثابت است. اول عددي p آن در كه باشد،

دارد. بيشين ايده آل يك تنها R آن گاه ، zd(R) =
{

a ∈ R
∣∣ ∃ 0 6= b ∈ R,ab = 0

}
x,y∈X هر براي كه باشد طوري f : X→X تابع و متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض پرسش۳۸. ۱. ۴.

. d( f (x), f (y)) = d(x,y) باشيم داشته
f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

مرتبه n

، f n آن در كه است، موجود lim
n→+∞

d(x, f n(x))
n

، x ∈ X هر ازاي به كنيد ثابت الف)

است؛
ندارد. بستگي x انتخاب به حد اين مقدار كنيد ثابت ب)
۳۲



تعداد H متناهي گروه هر براي به طوري كه باشند متناهي گروه دو G۲ و G۱ كنيد فرض .۵ .۱ .۳۸ پرسش
و G۱ دهيد نشان باشد. برابر H به G۲ از گروهي همريختي هاي تعداد با H به G۱ از گروهي همريختي هاي

هستند. يكريخت G۲

{۱, . . . ,n} اعداد از همگي آن درايه هاي كه باشد n×n ماتريسي A= [ai j]n×n كنيد فرض پرسش۳۸. ۱. ۶.
. K(B)≤ n كه رسيد B = [bi j]n×n مانند ماتريسي به مي توان A ستون هاي جا به جايي با دهيد نشان است.

.
{
(i, j) ; bi j = j

}
مجموعه اعضاي تعداد با است برابر K(B) آن در كه

۱۳۹۳/۲/۲۴ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۸

H ∼= K يا ، K و H مانند آن زيرگروه دو هر براي به طوري كه است مفروض G متناهي گروه .۱ .۲ .۳۸ پرسش
كرد. توليد عضو ۲ حداكثر با مي توان را G زيرگروه هر كنيد ثابت . K ⊆ H يا و H ⊆ K يا

چرا؟ است؟ همگرا
+∞

∑
n=۱

cosn
n

(۱+
۱√
۲
+ · · ·+ ۱√

n
) سري آيا .۲ .۲ .۳۸ پرسش

هرگونه به به طوري كه باشد رأسي ۲n چندگانه) يال و طوقه (بدون ساده گرافي G كنيد فرض .۳ .۲ .۳۸ پرسش
بين يال هاي تعداد با V۱ رأس هاي بين يال هاي تعداد كنيم تقسيم V۲ و V۱ رأسي n دسته دو به را آن رأس هاي

است. برابر رئوس همه درجه دهيد نشان است. برابر V۲ رأس هاي

آن از پايه اي {e۱, . . . ,en} و F ميدان يك روي بعدي n برداري فضاي يك V كنيد فرض .۴ .۲ .۳۸ پرسش
زيرفضاي هر براي دهيد نشان مي گيريم. نظر در را P= {λ۱e۱+ · · ·+λnen : λi = ۰,۱} مجموعه باشد.

است. ۲m با مساوي يا كمتر W ∩P مجموعه اعضاي تعداد V از W بعدي m

. c = ۳ كنيد ثابت باشد جواب داراي طبيعي اعداد در a۲+b۲+۱= abc معادله اگر .۵ .۲ .۳۸ پرسش

بسته يكه قرص شامل مختلط صفحه از باز زيرمجموعه اي U كنيد فرض .۶ .۲ .۳۸ پرسش
داشته |z| = ۱ كه z هر ازاي به اگر دهيد نشان باشد. تحليلي U بر f و ،D = {z ∈ C : |z| ≤ ۱}

است. ساده ريشه آن و دارد D در ريشه يك فقط f آن گاه ، ۰< Re (zf(z)) باشيم

۳۳



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و نهمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و نهمين

۱۳۹۴/۲/۲۲ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۳۹

باشد. X زيرمجموعه هاي همه  مجموعه  P(X) و بوده عضوي n مجموعه  يك X كنيد فرض .۱ .۱ .۳۹ پرسش
باشيم داشته ، A,B ∈ P(X) هر براي و f (∅) = ۰ كه كنيد تعيين را f : P(X)→{۰,۱} توابع تعداد

f (A)+ f (B) = f (A∪B)+ f (A∩B).

گوي اين در بسته ساده خم يك γ و باشد تحليلي a مركز به بازي گوي روي f كنيد فرض .۲ .۱ .۳۹ پرسش
طبيعي عدد هر براي كه دارد وجود گوي اين روي g مانند تحليلي تابعي دهيد نشان نمي گذرد. a از كه باشد

داريم ، n∫
γ

g(z)
(z−a)n dz =

∫
γ

√
n f (z)

(z−a)n dz.

دو f ,g : R→ C كنيد فرض باشد. مختلط اعداد حلقه C و يكدار حلقه اي R كنيد فرض .۳ .۱ .۳۹ پرسش
. f = g يا f = g كنيد ثابت . | f (r)|= |g(r)| ، r ∈ R هر ازاي به به طوري كه باشند حلقه اي همريختي

باشيم داشته x,y ∈ A هر براي اگر مي شود ناميده همريختي يك B حلقه به A حلقه از T (تابع
(. T (xy) = T (x)T (y) و T (x+ y) = T (x)+T (y)

۳۴



گوييم «خوب» را f : X → R پيوسته تابع باشد. متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۴ .۱ .۳۹ پرسش
دهيد نشان باشد. فشرده {x ∈ X : f (x)g(x) = ۱} مجموعه g : X → R پيوسته تابع هر براي هرگاه

است. خوب خوب، تابع دو مجموع

به طوري كه باشد پيوسته تابعي f : [۰,π]→ R كنيد فرض .۵ .۱ .۳۹ پرسش
∫ π

۰
f (x)sinxdx =

∫ π

۰
f (x)cosxdx = ۰.

است. [۰,π] در ريشه دو حداقل داراي f كنيد ثابت

زيرفضاي يك بعد بيشترين بگيريد. نظر در C روي برداري فضاي يك عنوان به را Cn مجموعه پرسش۳۹. ۱. ۶.
باشد. A =

{
(z۱, . . . ,zn) ∈ Cn : z۲۱+ · · ·+ z۲n = ۰

}
زير مجموعه كه بيابيد را Cn

۱۳۹۴/۲/۲۳ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۳۹

بسته آن باز گوي هر و است حدي نقطه داراي كه است موجود متريك فضاي يك دهيد نشان .۱ .۲ .۳۹ پرسش
است.

دهيد قرار و باشد ميدان يك F كنيد فرض .۲ .۲ .۳۹ پرسش

R =
{

a۰+a۲x۲+ · · ·+anxn
∣∣ n ∈ N,n≥ ۲, ai ∈ F

}
.

نمي تواند R دهيد نشان است. جا به جايي و يكدار حلقه  يك چندجمله اي ها معمولي ضرب و جمع با R وضوح به
باشد. (PID) اصلي ايده آل حوزه يك

عدد هر كه دهيم قرار چنان دنباله يك در مي توانيم را يك از بزرگ تر طبيعي اعداد كنيد ثابت .۳ .۲ .۳۹ پرسش
نباشند. اول هم به نسبت متوالي جمله دو هيچ و شود ظاهر بار يك دقيقاً

G كنيد فرض به علاوه، باشد. ۴p مرتبه از گروه يك G و فرد اول عدد يك p كنيد فرض .۴ .۲ .۳۹ پرسش

۳۵



۲ از بزرگ تر مرتبه از عضو ۲p−۲ حداقل داراي G دهيد نشان باشد. ۴ مرتبه از غيردوري زيرگروه يك داراي
است.

قرار باشند. صحيح مقادير با هم توزيع و مستقل تصادفي متغيرهاي {Un}n∈Z كنيد فرض .۵ .۲ .۳۹ پرسش
.E[|A|] = ۱ دهيد نشان . A = {n ∈ Z : f (n) = ۰} و f (n) = n+Un دهيد

A⊆X زيرمجموعه هر ازاي به به طوري كه باشد فشرده متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض پرسش۳۹. ۲. ۶.
كمتر A قطر از r كه دارند وجود ۰< r و a ∈ A است، بسته گوي هاي از اشتراكي و دارد نقطه يك از بيش كه

دارد. ثابت نقطه يك f : X → X طولپايي۱ هر كنيد ثابت . A⊆ Dr(a) نيز و است
. (Dr(a) = {x ∈ X ;d(x,a)≤ r} اينجا، (در

1isometry
۳۶



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهلمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهلمين

۱۳۹۵/۶/۳ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۰

ثابت است. خودتوان e+ f به طوري كه هستند مفروض e, f ∈ R خودتوان عناصر و R حلقه پرسش۴۰. ۱. ۱.
است. خودتوان هم e f كنيد

( .x۲ = x هرگاه گويند خودتوان را R حلقه از x (عنصر

مي شود تعريف d(m,n) = log
√

mn
(m,n)

ضابطه با كه d : N×N→ R تابع كنيد ثابت .۲ .۱ .۴۰ پرسش
است. N روي متر يك

است.) n و m مشترك مقسوم عليه بزرگترين ، (m,n) از (منظور

مثبت ريشه يك دقيقاً xn + · · ·+ x−۱ = ۰ معادله ، n طبيعي عدد هر براي مي دانيم .۳ .۱ .۴۰ پرسش
كنيد. محاسبه را آن حد و است همگرا {un} دنباله دهيد نشان مي ناميم. un را آن كه دارد

باشد. آن وارون پذير عناصر تمام مجموعه U(R) و يكدار و متناهي حلقه يك R كنيد فرض .۴ .۱ .۴۰ پرسش
ندارد. ناصفر پوچ توان عنصر R دهيد نشان باشند، اول هم به نسبت R مرتبه و U(R) مرتبه اگر

(. xn = ۰ به طوري كه باشد موجود n طبيعي عدد هرگاه گويند پوچ توان را R در x (عنصر
۳۷



نقطه هر براي به طوري كه باشند يك شعاع به دايره اي داخل نقاطي Pn و ... ، P۱ كنيد فرض .۵ .۱ .۴۰ پرسش
نقاط دهيد نشان باشد. يك حداكثر Pn و ... ، P۱ نقاط از P فاصله هاي حاصلضرب دايره، اين روي P مانند

دارند. قرار دايره مركز در Pn و ... ، P۱

باشد، يكنوا R۲ در خط هر به آن تحديد كه است پيوسته تابعي f : R۲→ R كنيد فرض .۶ .۱ .۴۰ پرسش
تابع كنيد ثابت است. يكنوا g(t) = f (ta+ b) ضابطه با g : R→ R تابع ، a,b ∈ R۲ هر براي يعني،

. f (x) = h(x.v) كه دارند وجود R۲ در v بردار و h : R→ R

است.) v و x داخلي ضرب x.v از (منظور

۱۳۹۵/۶/۴ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۰

تركيبي AB به طوري كه باشند حقيقي درايه هاي با ۲× ۲ ماتريس دو B و A كنيد فرض .۱ .۲ .۴۰ پرسش
است. B و A ، I از خطي تركيبي نيز BA دهيد نشان است. B و A ، I از خطي

شامل كه يافت مي توان چنان بسته نيم كره يك كره، سطح روي نقطه پنج هر براي دهيد نشان پرسش۴۰. ۲. ۲.
است. نقطه پنج آن از نقطه چهار حداقل

مي شود.) شامل نيز را آن مرز بسته، نيم كره (توضيح:

فرض همچنين باشند. نامنفي حقيقي اعداد از دنباله سه {cn} و {bn} ، {an} كنيد فرض .۳ .۲ .۴۰ پرسش
ثابت باشد. همگرا

+∞

∑
n=۱

cn سري به علاوه، و an+۱ ≤ an−bn+cn باشيم داشته n طبيعي عدد هر براي كنيد

است. همگرا {an} دنباله كنيد

، x ∈ R هر براي به طوري كه ندارد وجود f : R → R پيوسته تابع هيچ كنيد ثابت .۴ .۲ .۴۰ پرسش
. f ( f (x)) = cosx

نيست. بخش پذير ۲n−۱ بر ۳n−۱ ، n > ۱ طبيعي عدد هر براي دهيد نشان .۵ .۲ .۴۰ پرسش

هر دهيد نشان است. غيرنرمال زيرگروه متناهي تعداد داراي كه است گروهي G كنيد فرض .۶ .۲ .۴۰ پرسش
است. نرمال زيرگروه يك ، G نامتناهي زيرگروه

۳۸



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل و يكمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و يكمين

۱۳۹۶/۶/۱۴ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۱

اگر كنيد ثابت . x۲ = y۲ = ۰ به طوري كه باشند R حلقه از عضو دو y و x كنيد فرض .۱ .۱ .۴۱ پرسش
. x+ y = ۰ آن گاه باشد، R از خودتوان عنصر يك x+ y

. f ′′(x) ≥ ۰ ، x ∈ R هر براي اگر گوييم محدب را f : R→ R مشتق پذير دو بار تابع .۲ .۱ .۴۱ پرسش
كنيد: رد يا اثبات را زير گزاره

است. محدب نيز ( f ◦ f ) آن گاه باشد، محدب و مشتق پذير دو بار f اگر

كنيد ثابت ندارند. قرار G مركز در آن از عنصر ۱۳۹۶ دقيقاً كه باشد گروه يك G كنيد فرض .۳ .۱ .۴۱ پرسش
دهيد. ارائه گروهي چنين از مثال يك است. عضوي ۱۴۰۰ متناهي گروه يك G

عدد يك حداكثر كنيد ثابت باشد. حقيقي ضرايب با غيرثابت چندجمله اي يك f كنيد فرض .۴ .۱ .۴۱ پرسش
يك از بيشتر تكرر و باشند حقيقي f (x)− r چندجمله اي ريشه هاي تمام به طوري كه دارد وجود r حقيقي

باشند. داشته

وجود f : C→C تحليلي تابع ، φ : (۰,∞)→ (۰,∞) صعودي تابع هر براي كنيد ثابت .۵ .۱ .۴۱ پرسش
. f (x)≥ φ(x) داريم ، x > ۰ هر براي كه دارد

۳۹



و باشد حقيقي ضرايب با متغيره دو چندجمله اي يك P(x,y) =
n

∑
i, j=۰

ai, jxiy j كنيد فرض پرسش۴۱. ۱. ۶.

(x۲,y۲) و (x۱,y۱) متمايز نقطه دو هر براي كنيد فرض همچنين . |A|> (n+۱)۲ به طوري كه A⊆R۲

. P(۰,۰) = ۰ دهيد نشان . P(x۱− x۲,y۱− y۲) = ۰ داريم ، A در

۱۳۹۶/۶/۱۵ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۱

كنار عدد دو هر از كه خاصيت اين با داده ايم قرار دايره يك روي را طبيعي عدد ۴۱ تعداد .۱ .۲ .۴۱ پرسش
بر يكي همچنان ولي نيستند هم كنار كه دارند وجود عدد دو دهيد نشان است. بخش پذير ديگري بر يكي هم

است. بخش پذير ديگري

است. X از متناهي زيرمجموعه اي {x۱, . . . ,xn} و فشرده متريك فضاي يك X كنيد فرض .۲ .۲ .۴۱ پرسش
مي كنيم: تعريف

A =

{
a > ۰ :

n⋃
i=۱

Ba(xi) = X

}
.

است. باز مجموعه اي A كنيد )ثابت
است. a شعاع و x مركز به باز گوي Ba(x)

)
زيرمجموعه يك S اگر باشد. F ميدان روي متناهي بعد با برداري فضاي يك V كنيد فرض .۳ .۲ .۴۱ پرسش
در T خطي تبديل دهيد نشان است، بسته توابع تركيب عمل به نسبت كه باشد V روي خطي تبديلات از ناتهي

. Im T ⊕kerT =V كه دارد وجود S

كه است بسته و پيوسته خمي γ كنيد فرض و بگيريد نظر در را يك طول به اضلاع با مكعبي .۴ .۲ .۴۱ پرسش
مكعب وجه يك از رأس يك يا ضلع يك با خم (اگر است. تماس در وجه ها همه با و دارد قرار مكعب وجوه روي
آوريد. دست به را خم اين طول براي ممكن مقدار كمترين است). تماس در وجه آن با گوييم مي نيز كند برخورد

۴۰



مي كنيم: تعريف زير صورت به را {xk}∞
k=۱ دنباله مثبت، اعداد از n۱,n۲, . . . دنباله هر براي .۵ .۲ .۴۱ پرسش

xk = ۲+
n۱

۲+ n۲
...+

nk
۲

.

مي دهيم. نشان [n۱,n۲, . . .] با وجود صورت در را xk دنباله حد
باشيم داشته ni ∈ {۵,۲۰} با n۱,n۲, . . . دنباله يك ازاي به كه مي گيريم xهايي همه مجموعه را S

. x = [n۱,n۲, . . .]

بيابيد؛ را max(S) و min(S) الف)
است؛ حد داراي {xk}∞

k=۱ دنباله آن گاه ، ni ∈ {۵,۲۰} ، i هر ازاي به اگر كنيد ثابت ب)
. S = [min(S),max(S)] كنيد ثابت ج)

اگر باشد. R در ضرايب با ناصفر اي چند جمله يك f (x) و يكدار حلقه يك R كنيد فرض .۶ .۲ .۴۱ پرسش
I ⊴R هر براي آن گاه باشد، {J⊴R[x] : f /∈ J} مجموعه در شمول) رابطه به (نسبت بيشين عضو يك M

. M 6= I[x] كنيد ثابت

۴۱



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل و دومين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و دومين

۱۳۹۷/۴/۱۹ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۲

تحت N نامتناهي مجموعه زير هر تصوير به طوري كه دارد وجود f : N→N مانند تابعي آيا .۱ .۱ .۴۲ پرسش
باشد؟ N كل با برابر f

ناتهي زير مجموعه دو هر براي اگر تنها و اگر است همبند (X ,d) متريك فضاي كنيد ثابت .۲ .۱ .۴۲ پرسش
. d(x,A) = d(x,B) به طوري كه باشد موجود x ∈ X نقطه يك ، X از B و A

يك I دهيد نشان باشد.  R در بيشين راست ايده آل يك I و يكدار حلقه يك R كنيد فرض .۳ .۱ .۴۲ پرسش
. I۲ = I يا است طرفه دو ايده آل

ثابت . f (۰) = f (۱) و باشد پيوسته دوم مشتق داراي f : [۰,۱]→ R تابع كنيد فرض .۴ .۱ .۴۲ پرسش
كنيد

۳ f ′(۱)۲ ≤
∫ ۱

۰
f ′′(x)۲dx.

۴۲



مي دهيم: قرار باشد. مثبت عددي t و طبيعي عددي n كنيد فرض .۵ .۱ .۴۲ پرسش

A =

{
(u۱, . . . ,un) ∈ Zn : u۱, . . . ,un ≥ ۰,

n

∑
j=۱

u j

j
≤ t

}
.

مي دهد. نشان را A اعضاي تعداد |A| آن در كه |A|> tn دهيد نشان

σ ∈ Aut(G) آن، در a,b هم مرتبه عنصر دو هر براي هرگاه گوييم «مناسب» را G گروه .۶ .۱ .۴۲ پرسش
N و اول) عدد يك p) pk مرتبه از مناسب گروه يك G كنيد فرض . σ(a) = b به طوري كه باشد موجود
G/N كنيد ثابت . α(N)⊆ N باشيم داشته α ∈ Aut(G) هر براي به طوري كه باشد  G از نرمالي زيرگروه

است. مناسب گروه يك )نيز
است.  G گروه خودريختي هاي مجموعه نمايش دهنده Aut(G)

)

۱۳۹۷/۴/۲۰ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۲

هر براي و B =
{

x = (x۱,x۲) ∈ R۲ : ||x||=
√

x۲۱+ x۲۲ < ۱
}

كنيد فرض .۱ .۲ .۴۲ پرسش
مي كنيم: تعريف زير به صورت را d متر ، x,y ∈ B

d(x,y) =


۲−||x||− ||y||, x 6= y

۰ x = y.

ندارد. حدي نقطه (B,d) متريك فضاي كنيد ثابت

به طوري كه موجودند (Q,+) گروه از B و A سره زيرگروه هاي دهيد نشان .۲ .۲ .۴۲ پرسش

Q= {a+b | a ∈ A, b ∈ B} .

هر براي به طوري كه كنيد ارائه f : (۰,+∞)→R مانند غيرثابت و پيوسته تابعي از مثالي .۳ .۲ .۴۲ پرسش
. f (۲x) f (x)≤ ۰ مثبت x

۴۳



تابعي φ : Mn(R)→Mn(R) و حقيقي n×n ماتريس هاي مجموعه Mn(R) كنيد فرض پرسش۴۲. ۲. ۴.
. φ(P+Q) = φ(P)+φ(Q) باشيم داشته P,Q ∈ Mn(R) وارون پذير ماتريس دو هر براي كه باشد

داريم ، A,B ∈Mn(R) هر براي كنيد ثابت

φ(A+B) = φ(A)+φ(B).

ثابت . ۱ ≤ β < α و باشند حقيقي اعدادي ۰ < x۱ < x۲ < x۳ < · · · كنيد فرض .۵ .۲ .۴۲ پرسش
همگراست: زير سري كنيد

∞

∑
n=۲

(xn− xn−۱)
β

xα
n

.

براي به طوري كه دارند وجود طبيعي اعداد از A۱,A۲,A۳, . . . زيرمجموعه هاي كنيد ثابت .۶ .۲ .۴۲ پرسش
j و i مشترك مقسوم عليه بزرگترين با برابر Ai∩A j اعضاي تعداد متمايز) لزوماً (نه j و i طبيعي عدد دو هر

است.

۴۴



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل و سومين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و سومين

۱۳۹۸/۶/۱۲ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۳

مثبت حقيقي عدد هر براي كنيد ثابت . f (x) =
ax+b
cx+d

و a,b,c,d > ۰ كنيد فرض .۱ .۱ .۴۳ پرسش
است. همگرا

{
f ۲n(x)

}∞

n=۱
دنباله ، x

است.) خودش با f تابع تركيب بار m ، f m از (منظور

كنيد ثابت باشد. دوسويي ( f ◦g) و بوده پيوسته دو هر f ,g : R→R تابع دو كنيد فرض .۲ .۱ .۴۳ پرسش
هستند. دوسويي g و f تابع دو هر

باشد.) پوشا و يك به يك كه است تابعي دوسويي، (تابع

. x ∈ R و نيست صفر مقسوم عليه آن در ۲ كه طوري به باشد يكدار حلقه يك R كنيد فرض .۳ .۱ .۴۳ پرسش
مي شود. جابجا نيز خودتوان عنصر هر با x كنيد ثابت شود، جابجا R در وارون پذير عنصر هر با x اگر

كنيد: تعريف ، x ∈ X و r > ۰ هر براي باشد. متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۴ .۱ .۴۳ پرسش

Br(x) =
{

y ∈ X
∣∣ d(x,y)< r

}
و Cr(x) =

{
y ∈ X

∣∣ d(x,y)≤ r
}
.

داريم r مقدار شمارا حداكثر ازاي به آن گاه باشد، X از نقطه اي x۰ و فشرده X اگر كنيد ثابت

۴۵



. Br(x۰) 6=Cr(x۰)

ازاي به A\T (A) به طوري كه باشد تابع يك T : X → X و مجموعه يك X كنيد فرض .۵ .۱ .۴۳ پرسش
است. شمارا

{
x ∈ X

∣∣ T (x) 6= x
}

كنيد ثابت است. شمارا A⊆ X هر

يا 〈a〉∩ 〈bab−۱〉 = {e} آن در b و a هر براي كه باشد گروه يك G كنيد فرض .۶ .۱ .۴۳ پرسش
مي شوند جابجا هم با كه باشند G از نابديهي عنصر دو y و x كنيد فرض همچنين . 〈a〉∩〈bab−۱〉 = 〈a〉

است. نرمال G در 〈y〉 كنيد ثابت باشد، نرمال G در 〈x〉 اگر . (o(x),o(y)) = ۱ و

۱۳۹۸/۶/۱۳ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۳

ولي بوده فشرده زيرمجموعه شمارا تعداد داراي حداكثر كه بزنيد مثال متريك فضاي يك .۱ .۲ .۴۳ پرسش
باشد. داشته بسته زيرمجموعه ناشمارا تعداد

باشد S از عضوي x كنيد فرض همچنين است. هماني عضو با نيم گروهي S كنيد فرض .۲ .۲ .۴۳ پرسش
است. وارون پذير نيز x كنيد ثابت است. وارون پذير x۲ به طوري كه

دارد. متمايز اول عامل سه حداقل ۲۱۳۹۸
+۱ عدد كنيد ثابت .۳ .۲ .۴۳ پرسش

هر اگر كنيد ثابت . A,B ∈ Mn(F) و باشد صفر مشخصه با ميدان يك F كنيد فرض .۴ .۲ .۴۳ پرسش
. tr(AkB) = 0 داريم ، k ≥ ۱ هر براي آن گاه باشد، پوچ توان B و A خطي تركيب

r ∈ (۰,۱) هر براي كنيد ثابت . diam f (S۱)≤ ۱ و تحليلي f : C→ C كنيد فرض .۵ .۲ .۴۳ پرسش
است. A مجموعه قطر diam(A) و Sr =

{
z ∈ C

∣∣ |z|= r
}

آن در كه ، diam( f (Sr))≤ r داريم

بگيريد درنظر را {۱,۲, . . . ,n} زيرمجموعه هاي از F۲ و F۱ ناتهي و ۱ مجزا خانواده دو .۶ .۲ .۴۳ پرسش
۱,۲, . . . ,n كه دهيد نشان . A∩B 6= ∅ باشيم داشته A,B ∈ Fi هر و i ∈ {۱,۲} هر براي به طوري كه
حداقل عضو، سه حداقل با F۱∪F۲ از عضو هر كه كرد رنگ گونه اي به آبي و قرمز سفيد، رنگ سه با مي توان را

باشد. داشته رنگ دو
disjoint

۴۶



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل و چهارمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و چهارمين

۱۴۰۱/۲/۱۹ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۴

اگر باشند. حقيقي درايه هاي با n×m و m×n ماتريس هاي ترتيب به B و A كنيد فرض .۱ .۱ .۴۴ پرسش
است. خودتوان نيز BA دهيد نشان باشد، قطري BA و خودتوان AB

(. T ۲ = T هرگاه گوييم خودتوان را T (ماتريس

ندارد: وجود زير ويژگي با f : R→ R تابع دهيد نشان .۲ .۱ .۴۴ پرسش
حقيقي عدد هيچ به { f (ai)}∞

i=۱ دنباله متمايز، جملات با حقيقي اعداد از {ai}∞
i=۱ همگراي دنباله هر «براي

نيست.» همگرا

گونه اي به باشد حقيقي ضرايب با متغيره n چندجمله اي تابع يك f : Rn →R كنيد فرض .۳ .۱ .۴۴ پرسش
دهيد: قرار است. ۱ حداكثر f در متغير هر درجه كه

Q =
{
(x۱, · · · ,xn)

∣∣ x۱, · · · ,xn ∈ [۰,۱]
}
.

هر ازاي به و هستند ۱ يا ۰ آن درايه هاي از كدام هر كه است موجود Rn در b مانند نقطه ا ي دهيد نشان
. | f (b)| ≥ | f (x)| داريم ، Q در x = (x۱, · · · ,xn)

۴۷



. ∑
i∈N

ai < ∞ به طوري كه باشد نامنفي حقيقي اعداد از دنباله اي {ai}∞
i=۱ كنيد فرض .۴ .۱ .۴۴ پرسش

است. گنگ عددي ∑
i∈A

ai ، A مانند طبيعي اعداد ناتهي زيرمجموعه هاي از شمارايي تعداد حداكثر براي مي دانيم
هستند. صفر برابر بعد به جايي از دنباله اين اعضاي كنيد ثابت

T اگر . G = CT به طوري كه باشند آن زيرگروه هاي C و T و گروه، يك G كنيد فرض .۵ .۱ .۴۴ پرسش
است. متناهي G/Z(G) كنيد ثابت ، T 6= NG(T ) و نامتناهي دوري C متناهي،

اعداد ها pi كه كنيد تعريف (p۱, p۲, p۳) صورت به نقاط تمام از متشكل را ∆ مجموعه .۶ .۱ .۴۴ پرسش
آنها، بين در كه باشند R۳ در بردار سه v۱,v۲,v۳ كنيد فرض . p۱+ p۲+ p۳ = ۱ و باشند نامنفي حقيقي
انتخاب ∆ از يكنواخت توزيع با تصادفي طور به (p۱, p۲, p۳) نقطه اگر دارد. را اقليدسي طول بيشترين v۱

داريم (۰, ۱۴) بازه در c عدد هر ازاي به كنيد ثابت شود،

P(‖p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳‖ ≤ c‖v۱‖)≤ ۴c.

است.) w بردار اقليدسي طول ‖w‖ از منظور و A پيشامد دادن رخ احتمال P(A) از (منظور

۱۴۰۱/۲/۲۰ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۴

دشمن. يا هستند دوست هم با يا جمع اين در فرد دو هر هستند. حاضر نفر n جمع، يك در .۱ .۲ .۴۴ پرسش
يك متناظر را فرد هر هستند. دشمن هم با دو به دو كه باشد جمع در حاضر افراد تعداد بيشترين m كنيد فرض
۳ از بيش دشمن، دو هر فاصله و متر يك حداكثر دوست دو هر فاصله كنيد فرض بگيريد. R۲ صفحه در نقطه
افراد اولاً به طوري كه كرد افراز دسته k به را افراد اين همه بتوان كه آوريد بدست را k مقدار كمترين است. متر
باشند. دشمن يكديگر با ندارند قرار دسته يك در كه فردي دو هر ثانياً و باشند دوست هم با دسته هر به متعلق

همريختي يك اگر باشد. متناهي شاخص با G از زيرگروه يك H و گروه يك G كنيد فرض .۲ .۲ .۴۴ پرسش
وجود نيز (Z,+) به H از پوشا همريختي يك كنيد ثابت آن گاه باشد، داشته وجود (Z,+) گروه به G از پوشا

دارد.
۴۸



و باشد انتگرال پذير كران دار، بازه هر روي f : (۰,+∞)→ (۰,+∞) تابع كنيد فرض .۳ .۲ .۴۴ پرسش

lim
x→∞

f (۲x)
f (x)

= ۱.

، α < ۱ هر براي كنيد ∫ثابت ∞

۱

f (x)
xα dx = ∞.

-k و متمايز زيرمجموعه هايي A۱, . . . ,At+۱ كنيد شده اند. فرض داده k و t طبيعي اعداد .۴ .۲ .۴۴ پرسش
{۱,۲, . . . ,n} k-عضويِ زيرمجموعه هاي از خانواده اي F كنيد فرض باشند. {۱,۲, . . . ,n} مجموعه از عضوي
بزرگ، كافي اندازه به n براي كنيد ثابت ندارد. اشتراك Aiها از تا t−۱ با حداكثر F عضو هر به طوري كه است

داريم

|F | ≤
(

n
k

)
−
(

n−b (t+۱)k
۲ c

k

)
.

A در a۱,a۲, · · · دنباله هر ازاي به هرگاه مي ناميم پوچ گرا را R حلقه يك از A زيرمجموعه .۵ .۲ .۴۴ پرسش
توسط شده توليد ايده ال جا به جايي، حلقه  يك در كنيد ثابت . a۱ · · ·an = ۰ كه باشد موجود n طبيعي عدد

است. پوچ گرا مجموعه يك پوچ گرا، مجموعه يك

مفروض اند. g(z) = ۱+ ez + eαz ضابطه  با g : C→ C تابع و α گنگ حقيقي عدد .۶ .۲ .۴۴ پرسش
است. كران دار و بسته بازه  يك {Re(z) : g(z) = ۰} مجموعه  بستار كنيد ثابت

است.) z مختلط عدد حقيقي قسمت Re(z) از (منظور

۴۹



كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل و پنجمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و پنجمين

۱۴۰۲/۴/۲۷ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۵

داريم ، a,b ∈ R هر براي كه است صعودي اكيداً تابعي f : R→ R كنيد فرض .۱ .۱ .۴۵ پرسش
∫ f (b)

a
f (t)dt =

∫ b

f (a)
f (t)dt.

. f (x) = x ، x ∈ R هر براي كنيد ثابت

اول عددي آن نابديهي زيرگروه هر مرتبه به طوري كه باشد نامتناهي گروه يك G كنيد فرض .۲ .۱ .۴۵ پرسش
كنيد ثابت است.

مي شود؛ توليد عنصر ۲ توسط G الف)
است. ساده گروه يك G ب)

باشد). نابديهي نرمال زيرگروه فاقد هرگاه است ساده G (گروه

مجموعه دهيد نشان هستند. متمايز طبيعي اعداد a۱, . . . ,an كنيد فرض .۳ .۱ .۴۵ پرسش

A =

{
ai

a j

∣∣ ۱≤ i, j ≤ n
}

است. متمايز اول عدد n−۱ حداكثر داراي
۵۰



باشد موجود a ∈ G و f : G→ G تابع يك اگر باشد. متناهي گروه يك G كنيد فرض .۴ .۱ .۴۵ پرسش
است. فرد G مرتبه كنيد ثابت آن گاه ، f (xa) = x f (x) باشيم داشته ، x ∈ G هر براي به طوري كه

است خاصيت اين داراي f : X → R تابع و است متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۵ .۱ .۴۵ پرسش
دارد وجود g : X → R تابع كنيد ثابت . | f (x)− f (y)| ≤ d(x,y)+۱ داريم ، x,y ∈ X هر براي كه

مي كند: صدق زير نامساوي هاي در x,y ∈ X هر براي كه

|g(x)− f (x)| ≤ ۱ و |g(x)−g(y)| ≤ d(x,y).

همه مشترك مقسوم عليه بزرگترين كه هستند طبيعي اعداد a۱,a۲, . . . ,an كنيد فرض .۶ .۱ .۴۵ پرسش
آن اول سطر كه يافت ۱ دترمينان با و صحيح درايه هاي با n× n ماتريسي مي توان كنيد ثابت است. ۱ آن ها

باشد. [a۱ . . .an]

۱۴۰۲/۴/۲۸ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۵

پوشاند. را ۱ شعاع به قرصي نمي توان ۱ از كمتر شعاع به قرص دو با كنيد ثابت .۱ .۲ .۴۵ پرسش
است.) R۲ در بسته گوي قرص، از (منظور

يك f كنيد ثابت . f (z) = f (z− z۲) ، z ∈ C هر براي و تحليلي f : C→ C تابع .۲ .۲ .۴۵ پرسش
است. ثابت تابع

A+At ماتريس به طوري كه است حقيقي درايه هاي با مربعي ماتريس يك A كنيد فرض .۳ .۲ .۴۵ پرسش
است. نامنفي عددي A درايه هاي همه مجموع كنيد ثابت باشد. خودتوان

.(B۲ = B هرگاه گوييم خودتوان۱ را B (ماتريس

، n≥ ۱ براي اگر به طوري كه دارد وجود {−۱,+۱} اعداد از α۱,α۲, . . . دنباله كنيد ثابت پرسش۴۵. ۲. ۴.
است. چگال R در

{
xn
∣∣ n≥ ۱

}
مجموعه آن گاه ، xn = α۱+

α۲

۲
+ · · ·+ αn

n
كنيم تعريف

1idempotent
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است Rn در تصادفي بردار يك x كنيد فرض بگيريد. نظر در را d اقليدسي متر با Rn فضاي .۵ .۲ .۴۵ پرسش
زيرفضاي يك W كنيد فرض ۱−است. برابر ۱

۲
احتمال با و ۱ برابر ۱

۲
احتمال با مستقل طور به آن مولفه هر كه

آن در كه
(
dist(x,W )

)۲ رياضي اميد محاسبه است مطلوب باشد. Rn از بعُدي k

dist(x,W ) = inf{d(x,y) : y ∈W} .

R[x] در تكين۲ چندجمله اي هر به طوري كه باشد صحيح (حوزه) دامنه يك R كنيد فرض .۶ .۲ .۴۵ پرسش
ثابت ، ab ∈ P+Q كه a,b ∈ Rهر براي باشند. R در اول ايده آل دو Q و P و باشد داشته R در ريشه يك

. b ∈ P+Q يا a ∈ P+Q كنيد

2monic
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه  چهل وششمين

كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و ششمين

۱۴۰۳/۲/۱۱ اول نوبت پرسش هاي ۱ .۴۶

كه ندارد وجود حقيقي اعداد از x۱,x۲, . . . دنباله كنيد ثابت .۱ .۱ .۴۶ پرسش

lim
n→∞

(xn+۱+ xn+۲+ xn+۳) = ۷ و lim
n→∞

(xn+۱+ xn+۲+ · · ·+ xn+۷) = ۳.

، (x+y)۲ = x۲+y۲ باشيم داشته ، x,y∈ R هر براي اگر باشد. حلقه يك R كنيد فرض پرسش۴۶. ۱. ۲.
. (xy)۲ = x۲y۲ داريم ، x,y ∈ R هر براي كنيد ثابت آن گاه

باشند. Ω از پيشامدهايي E۱, . . . ,En و متناهي احتمال فضاي يك (Ω,P) كنيد فرض .۳ .۱ .۴۶ پرسش
ثابت دارد. قرار E۱, . . . ,En از تا ai حداكثر در x آن گاه ، x ∈ Ei اگر كه دارد را ويژگي اين Ω در x عضو هر

كنيد
n

∑
i=۱

P(Ei)

ai
≤ ۱.

آن، از K و H زيرگروه دو هر ازاي به به طوري كه است متناهي گروه يك G كنيد فرض .۴ .۱ .۴۶ پرسش
است. دوري گروه يك G كنيد ثابت است. |K| و |H| مشترك مقسوم عليه بزرگترين با برابر |H ∩K|
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اعداد از ε۱,ε۲, . . . دنباله هر براي كه است خاصيت اين داراي (X ,d) كامل متريك فضاي .۵ .۱ .۴۶ پرسش
X كنيد ثابت . X =

∞⋃
i=۱

Bεi(xi) به طوري كه يافت را X اعضاي از x۱,x۲, . . . دنباله مي توان مثبت، حقيقي
شماراست. حداكثر مجموعه اي

است.) x مركز به و ε شعاع به باز گوي Bε(x) از منظور ، ε > ۰ و x ∈ X (براي

است اين برديا هدف دارد. اختيار در را x۱, . . . ,x۱۰۰ متمايز دو به دو حقيقي عدد ۱۰۰ آيلا .۶ .۱ .۴۶ پرسش
j و i عدد دو گام هر در برديا اين منظور، براي . xk = min{x۱, . . . ,x۱۰۰} به طوري كه بيابد را k شاخص كه
كوچكتر x j يا xi اعداد از يك «كدام كه مي پرسد آيلا از و مي كند انتخاب {۱, . . . ,۱۰۰} اعداد مجموعه از را
همين صورت به بازي و مي پرسد را خود بعدي سوال برديا داد، پاسخ برديا سوال به آيلا اين كه از پس، است؟».
بيابيد را سوال هايي تعداد كمترين دهد. غلط پاسخ برديا سوال يك به حداكثر كه دارد اجازه آيلا مي يابد. ادامه

كنيد. ثابت را خود ادعاي مي رسد. خود هدف به آن ها پرسيدن با برديا كه

۱۴۰۳/۲/۱۲ دوم نوبت پرسش هاي ۲ .۴۶

عضوي n مجموعه دو {b۱, . . . ,bn} و {a۱, . . . ,an} و باشد طبيعي عددي n كنيد فرض .۱ .۲ .۴۶ پرسش
كنيد ثابت ،

n

∑
i=۱
|ai− t| ≤

n

∑
i=۱
|bi− t| باشيم داشته ، t حقيقي عدد هر براي اگر باشند. حقيقي اعداد از

n

∑
i=۱

ai =
n

∑
i=۱

bi.

ماتريس يك A−A۲ اگر باشد. حقيقي درايه هاي با مربعي ماتريس يك A كنيد فرض .۲ .۲ .۴۶ پرسش
برابرند. A۲ و A مشخصه چندجمله اي هاي كنيد ثابت باشد، پوچ توان

اين داراي T : X → X پيوسته تابع باشد. فشرده متريك فضاي يك (X ,d) كنيد فرض .۳ .۲ .۴۶ پرسش
كه دارد وجود n طبيعي عدد ، x,y ∈ X متمايز نقطه دو هر براي كه است خاصيت

. T (x∗) = x∗ كه دارد وجود x∗ ∈ X كنيد ثابت . d(T n(x),T n(y))< d(x,y)

است.) خودش با T تركيب بار n ، T n از (منظور
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، ۰ مولفه هاي با n طول به بردارهاي همه مجموعه  A و طبيعي عددي ۲≤ n كنيد فرض .۴ .۲ .۴۶ پرسش
را y و x فاصله A در y = (y۱, . . . ,yn) و x = (x۱, . . . ,xn) بردار دو هر براي باشد. ∗ دلخواه عدد يا ۱
اعضاي تعداد بيشترين كنيد ثابت . {xi,yi} = {۰,۱} كه مي كنيم تعريف n تا ۱ بين هاي i تعداد با برابر

. ۳×۲n−۲ با است برابر است n−۱ حداكثر و ۱ حداقل آن ها دو به دو فاصله  كه A

و باشند، ۱ مطلق قدر با مختلط اعدادي z۱, . . . ,zn و باشد طبيعي عددي n كنيد فرض .۵ .۲ .۴۶ پرسش

P(z) = (z− z۱)(z− z۲) · · ·(z− zn).

. |P(z∗)|= rn و |z∗|= r كه دارد وجود z∗ ∈ C كنيد ثابت ، ۱< r حقيقي عدد هر براي

با I هرگاه گوييم بزرگ را R در I ايده آل باشد. جا به جايي و يكدار حلقه يك R كنيد فرض .۶ .۲ .۴۶ پرسش
باشد عنصر يك شامل R در بزرگ ايده آل هر كنيد فرض باشد. داشته ناصفر اشتراك ، R در ناصفر ايده آل هر
توليد خودتوان عنصر يك توسط R در كمين۱ ايده آل هاي تمام مجموع كنيد ثابت نيست. صفر مقسوم عليه كه

مي شود.

1minimal
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بخش

سوم

پاسخ ها



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ويكمين

۱۳۸۶/۲/۲۰ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۱

نيمه باز نيم دايره دو به صورت (w) سفيد و (b) سياه رنگ دو با دايره رنگ آميزي با ب) و الف .۱ .۱ .۳۱ پاسخ
در رأس دو و سفيد قسمت در رأس يك داراي متساوي الاضلاع مثلث هر زيرا است. منفي پاسخ كه مي بينيم
رنگ دو به آن رئوس كه است دايره از قطري قائم الزاويه مثلث هر وترِ همچنين است. برعكس يا سياه قسمت

مي باشند.

:۱ .۳۱ شكل

. (w۱w۲) نباشد قطر كه مي كنيم انتخاب سفيد) (مثلاً همرنگ رأس دو با وتري ابتدا است. مثبت پاسخ ج)
بدترين دارند. قرار وتر اين بر عمود قطر بر مي آورند، پديد متساوي الساقين مثلث وتر اين با كه رأس هايي حال
مثلث وجود عدم فرض به پس، ،(b۱b۲) باشند سياه) (يعني ديگر رنگ از قطر اين سر دو كه است آن حالت
در را w۲w۴ و w۱w۳ وتر دو حال . (w۳w۴) هستند سفيد قطر اين بر عمود قطر سر دو متساوي الساقين،
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سياه بايد آن ها بر عمود قطرهاي انتهاي باشيم نداشته متساوي الساقيني مثلث همچنان اگر مي گيريم. نظر
مثلث هايي b۱b۳b۶ و b۱b۴b۵ ، b۲b۳b۶ ، b۲b۴b۵ مثلث چهار هر حال . (b۵,b۶ و b۳,b۴) باشند،

هستند. سياه رأس هاي با متساوي الساقين

داريم ، A⊆ Rd هر و x ∈ Rd هر براي كه ديد مي توان راحتي به .۲ .۱ .۳۱ پاسخ

(
A+{x}

)′
= A′+{x} .

بنابراين،

A′+B =
⋃
b∈B

(
A′+{b}

)
=
⋃
b∈B

(
A+{b}

)′
⊆
(⋃

b∈B

(
A+{b}

))′
=
(
A+B

)′
. (۱ .۳۱)

داريم مشابه به طور نشد، استفاده اي B و A مجموعه هاي خصوصيات از آمده به دست نتايج در اين كه به توجه با

A+B′ ⊆
(
A+B

)′
. (۲ .۳۱)

مي شود نتيجه (۲ .۳۱) و (۱ .۳۱) از

(
A+B′

)⋃(
A′+B

)
⊆
(
A+B

)′
. (۳ .۳۱)
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كه دارد وجود متمايز جمله هاي با {an +bn} دنباله پس، . c ∈
(
A+B

)′ كنيد فرض اكنون

an +bn→ c.

براي دارد. همگرا زيردنباله اي {an} دنباله نتيجه، در است، كران دار A مجموعه . bn ∈ B و an ∈ A كه
اين صورت در است. a ∈ A مثل نقطه اي آن حد و همگراست دنباله همين كه كرد فرض مي توان سادگي
، A = A∪A′ به اين كه توجه با . c−a ∈ B لذا است، بسته B مي كند. ميل c−a به نيز {bn} دنباله

گرفت: نظر در مي توان a نقطه براي حالت دو
. c∈A′+B پس، . c−a∈B و a∈A′ آن در كه c= a+(c−a)اين صورت در . a∈A′ اول: حالت
به توجه با نتيجه، در است. a با برابر بعد به جايي از {an} دنباله اين صورت در . a ∈ A\A′ دوم: حالت
خواهد متمايز هم {bn} دنباله جملات بعد به جايي از است، متمايز {an +bn} دنباله جمله هاي كه اين

. c ∈ A+B′ نتيجه، در است. B′ عضو ، c−a يعني، آن، حد لذا، و بود
نتيجه، در است.

(
A+B′

)⋃(
A′+B

)
عضو a دهد، روي دوم يا اول حالت دو از كدام هر پس،

(
A+B

)′ ⊆ (A+B′
)
∪
(
A′+B

)
. (۴ .۳۱)

مي شود نتيجه (۴ .۳۱) و (۳ .۳۱) از

(
A+B

)′
=
(
A+B′

)
∪
(
A′+B

)
.

برابر G در شاخصشان كه باشد G زير گروه هاي همه فهرست H۱, . . . ,Hn كنيم فرض .۳ .۱ .۳۱ پاسخ
Hi هر چون همچنين است. نرمال هم H۱ ∩ ·· · ∩Hn نتيجه، در بوده، نرمال Hi هر پس، است. ۲ با
گروه پس، است. متناهي هم H۱∩·· ·∩Hn شاخص كه گرفت نتيجه مي توان است متناهي شاخص داراي

است. نظر مورد گروه همان A كه مي كنيم ادعا است. متناهي مي ناميم، A آن را كه G
H۱∩···∩Hn

B = K
H۱∩···∩Hn

نوشت مي توان يكريختي، قضاياي طبق باشد. ۲ شاخص با A از زير گروهي B كنيد فرض
از حال . H۱∩·· ·∩Hn ⊆ K ⊴G كه در آن

A
B
=

G
H۱∩···∩Hn

K
H۱∩···∩Hn

∼=
G
K
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n دقيقاً A پس، است. Hi ها از يكي K نتيجه، در است. ۲ مساوي G در K شاخص كه مي شود نتيجه
از عبارتند كه دارد ۲ شاخص با زير گروه

H۱

H۱∩·· ·∩Hn
,

H۲

H۱∩·· ·∩Hn
, · · · , Hn

H۱∩·· ·∩Hn
.

هستند. متمايز دو به دو هم بالا در شده ذكر گروه هاي هستند، متمايز دو به دو Hi ها چون كه كنيد توجه
نتيجه، در و عضوي دو G

Hi
گروه دارد، ۲ شاخص Hi هر چون است. آبلي A دهيم نشان كه است اين كار باقي

است. آبلي A نتيجه، در و ، G′ ⊆ H۱∩·· ·∩Hn بنابراين، . G′ ⊆ Hi پس، است، آبلي

B۱, . . . ,B۶ و A۱, . . . ,A۶ احتمال هاي با به ترتيب B و A تاس دو .۴ .۱ .۳۱ پاسخ
هم زمان پرتاب در j مجموع پيش آمد احتمال و مي گيريم نظر در را آن ها ۶ و . . . ،۲ ،۱ وجوه براي
شرط كنيد فرض . Pj = ∑ j

k=۱AkB j−k اين صورت در مي دهيم. نشان Pj(۲ ≤ j ≤ ۱۲) با را آن ها
، P۲ = A۱B۱ به اين كه توجه با اكنون باشد. برقرار j = ۲,۳, . . . ,۱۲ براي ۲

۳۳ < Pj <
۴
۳۳

و P۱۲ = A۶B۶

P۷ = A۱B۶+A۲B۵+A۳B۴+A۴B۳+A۵B۲+A۶B۱،

داريم

P۷ ≥ A۱B۶+A۶B۱ ≥ ۲
√

A۱A۶B۱B۶ = ۲
√

A۱B۱A۶B۶

≥ ۲
√

P۲P۱۲ ≥ ۲
√

۲
۳۳ .

۲
۳۳ ≥

۴
۳۳

.

ندارد. امكان كه

را آن ها است. شمارا گوياست مركزشان مختصات هم و شعاع هم كه گوي هايي مجموعه .۵ .۱ .۳۱ پاسخ
باشيم داشته n هر براي كه باشد صفحه نقاط از دنباله اي {xn} اگر مي كنيم. نام گذاري {B۱,B۲,B۳, . . .}

شود، برقرار نيز ديگر شرط اين كه براي است. چگال صفحه در دنباله اين نقاط مجموعه آن گاه ، xn ∈ Bn

از گذرنده خط راستاي در ، i < j < n هر براي كه كنيم انتخاب طوري را xn استقرايي شكل به است كافي
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بپوشانند. را گوي يك نمي توانند خط متناهي تعداد زيرا است ممكن به وضوح كار اين نباشد. x j و xi نقطه دو

λ۱, . . . ,λn و بوده A مشخصه چند جمله اي p(x)= xn+a۱xn−۱+ · · ·+an كنيد فرض پاسخ۳۱. ۱. ۶.
كه كنيد توجه ابتدا باشند. (p(x) = ۰ ريشه هاي حقيقت (در A ويژه مقادير

an = (−۱)nλ۱ · · ·λn = (−۱)n det(A).

داشت خواهيم تقسيم عمل انجام با است، صفر با برابر x−λi بر p(x) تقسيم باقيمانده i هر براي كه آنجا از

p(x)
x−λi

= xn−۱+(λi +a۱)xn−۲+ · · ·+
(
λ n−۱

i +a۱λ n−۲
i + · · ·+an−۲λi +an−۱

)
.

i = ۱, . . . ,n ازاي به بالا روابط كردن جمع با پس، . p′(x) = P(x)
x−λ۱ + · · ·+

p(x)
x−λn

كه كنيد توجه حال
داشت خواهيم tr(Ak) = λ k

۱ + · · ·+λ k
n تساوي از استفاده و

p′(x) = nxn−۱+
(
tr(A)+na۱

)
xn−۲

+ · · ·+
(
tr(An−۱)+a۱tr(An−۲)+ · · ·+an−۲tr(A)+nan−۱

)
.

قرار مساوي با پس، است. p′(x) = nxn−۱+(n−۱)a۱xn−۲+ · · ·+an−۱ برابر p مشتق طرفي از
مي شود: تشكيل زير دستگاه اخير، رابطه دو از p′(x) ضرايب دادن



a۱ =−tr(A)

a۱tr(A)+۲a۲ =−tr(A۲)

a۱tr(A۲)+a۲tr(A)+۳a۳ =−tr(A۳)

...

a۱tr(An−۲)+ · · ·+an−۲tr(A)+(n−۱)an−۱ =−tr(An−۱)

a۱tr(An−۱)+ · · ·+an−۱tr(A)+nan =−tr(An).

تساوي به دليل بلكه ضرايب دادن قرار مساوي از نه قبل، دستگاه سطر آخرين كه كنيد توجه
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بالا دستگاه از an مقدار كرامر، دستور از استفاده با اكنون است. شده حاصل p(λ۱)+ · · ·+ p(λn) = ۰

مي آوريم: بدست زير صورت به را

an =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰ ۰ · · · −tr(A)

tr(A) ۲ ۰ ۰ · · · −tr(A۲)

tr(A۲) tr(A) ۳ ۰ · · · −tr(A۳)

... ...

tr(An−۱) tr(An−۲) tr(An−۳) · · · · · · −tr(An)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰ ۰ · · · ۰

tr(A) ۲ ۰ ۰ · · · ۰

tr(A۲) tr(A) ۳ ۰ · · · ۰

... ...

tr(An−۱) tr(An−۲) tr(An−۳) · · · · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
برهان ابتداي در چنان كه طرفي از است. n! با برابر بالا كسر مخرج در واقع دترمينان كه كنيد توجه حال

مي شود. كامل اثبات بالا رابطه در جايگذاري با پس، . an = (−۱)n det(A) شديم متذكر

۱۳۸۶/۲/۲۱ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۱

رابطه آن گاه باشد، فرد و طبيعي عدد n اگر .۱ .۲ .۳۱ پاسخ

( n−۱
۲ +۱

)
+
( n−۱

۲ +۲
)
+ · · ·+

(n−۱
۲ +n

)
= n۲
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و باشند صحيح اعدادي k و m كنيم فرض دوم، قسمت بررسي براي مي كند. ثابت را مسئله اول قسمت
است، زوج k پس، . ۱۲m+ ۷۸ = k۲ بنابراين، . (m+ ۱)+ (m+ ۲)+ · · ·+(m+ ۱۲) = k۲

ممكن كه ۲t۲−۶m = ۳۹ داريم قبل رابطه در جايگذاري با حال . k = ۲t داريم اي t ازاي به مثال براي
است. زوج عددي تساوي اين چپ سمت زيرا نيست،

منجر زير عبارت بررسي به مسأله ، ν = yβ و u = xα متغير تغيير با اوّل: راه حل .۲ .۲ .۳۱ پاسخ
مي شود:

u۲ν۲

u۳+ν۳ (۵ .۳۱)

است. بي نهايت يا صفر كنند ميل ان به ν و u بايد كه نقطه اي ، β و α علامت به بسته البته كه
موجود حد اين . u,ν→ ۰+ كه شود بررسي وقتي بايد (۵ .۳۱) حد حالت اين در . α,β > ۰ اول: حالت

زيرا است، صفر برابر و

۰≤ u۲ν۲

u۳+ν۳ =
(
( u

ν )
۳
۲ +(ν

u )
۳
۲
)−۱ √uν ≤

√
uν
۲

.

كه شود بررسي وقتي بايد (۵ .۳۱) حد حالت اين در برعكس). (و β < ۰ و α > ۰ سوم): (و دوم حالت
زيرا است، صفر برابر و موجود حد هم حالت اين در . ν →+∞ و u→ ۰+

۰≤ u۲ν۲

u۳+ν۳ =
u۲

u۳
ν۲ +ν

≤ u۲

ν
.

نشان . u,ν → +∞ كه شود بررسي وقتي بايد (۵ .۳۱) حد حالت اين در . α,β < ۰ چهارم: حالت
مورد حد بگيريد. نظر در را u = ν مسير است؛ بي نهايت برابر خاص مسيري از حد حالت اين در كه مي دهيم

مي شود: تبديل زير عبارت به نظر
u۴

۲u۳
=

u
۲
→+∞
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نيست. موجود حد حالت اين در بنابراين،
كرد: بررسي هم زير شكل به را سوم تا اول قسمت هاي مي توان متغير، تغيير از بعد دوم: راه حل

۰≤ u۲ν۲

u۳+ν۳ ≤min
{

u۲

ν
,
ν۲

u

}
≤max{u,ν}

مي شود. نتيجه مياني نابرابري از سوم و دوم حالت هاي همگرايي و نهايي نابرابري از اول حالت همگرايي

ضابطه با An به An از را f تابع . y = (y۱, · · · ,yn) و x = (x۱, . . . ,xn) كنيد فرض .۳ .۲ .۳۱ پاسخ

f : z = (z۱, . . . ,zn) 7→ z′ = (Z′۱, . . . ,Z
′
n)

و

Z′j =


x j, z j = x j 6= y j

y j, z j = y j 6= x j

z j, اينصورت غير در

خاصيت داراي z∈ An هر براي An به An از f تابع كه داد نشان مي توان مي كنيم. تعريف ۱≤ j≤ n براي
است: زير

d(z,x) = d(z′,y) و d(z,y) = d(z′,x).

مي نگارد. C به روي را D و D به روي را C كه است پوشا و يك به يك تابعي f بنابراين،

مي كنيم: ثابت را زير حكم ابتدا .۴ .۲ .۳۱ پاسخ

است.» بيشين ايده آل نامتناهي تعدادي داراي F [x] حلقه آن گاه باشد، ميدان يك  F «اگر

و است بيشين تكين، و تجزيه ناپذير چند جمله اي يك توسط شده توليد ايده آل چون كه كنيد توجه اثبات براي
كه دهيم نشان است كافي هستند، متمايز متمايز، تكين و تجزيه ناپذير چند جمله اي دو توسط شده توليد ايده آل
كنيد فرض خلف، برهان به  كار اين براي است. نامتناهي F [x] در تجزيه ناپذير و تكين چند جمله اي هاي تعداد

۶۵



چند جمله اي چون كه باشد. F [x] در تجزيه پذير و تكين چندجمله اي هاي همه از فهرستي f۱, f۲, . . . , fn

f۱ f۲ · · · fn +۱ ، i يك حداقل براي پس، باشد داشته تكين و تجزيه ناپذير عاملي بايد f۱ f۲ · · · fn +۱

بوده fi مضرب هم ۱ ثابت چند جمله اي نتيجه، در و است fi مضرب هم f۱ f۲ · · · fn امّا است. fi از مضربي
آوريد). به ياد را اول اعداد مجموعه بودن نامتناهي اثبات براي اقليدس (برهان است تناقض كه

قبل، قسمت طبق باشد. R در بيشيني ايده آل M كنيد فرض كلي، حالت در مسئله اثبات براي اكنون
ضابطه با Φ : R[x]→ ( R

M )[x] نگاشت كه آنجا از حال است. بيشين ايده آل نامتناهي داراي ( R
M )[x] حلقه

پوشا همريختي يك Φ(anxn+ · · ·+a۱x+a۰)= (an+M)xn+ · · ·+(a۱+M)x+(a۰+M)

در بيشين ايده آل هر براي زيرا است، بيشين ايده آل نامتناهي تعداد داراي هم R[x] كه مي شود نتيجه است،
. Φ−۱(I) 6=Φ−۱(J) آن گاه ، I 6= J اگر و است، R[x] در بيشين ايده آلي هم Φ−۱(I) ، I مانند ( R

M )[x]

به صورت ماتريسي A كه كنيم بازنويسي A



x۱

...

x۲n


=



۰

...

۰


به صورت مي توانيم را مسأله .۵ .۲ .۳۱ پاسخ

A =



۰ ±۱

. . .

±۱ ۰


۲n×۲n

A كه دهيم نشان اگر هستند. −۱ يا +۱ درايه ها بقيه و صفر همه آن اصلي قطر درايه هاي يعني، مي باشد،
است. حل مسئله است، وارون پذير ماتريس يك

است. ۱ برابر n هر براي ۲ پيمانه به |A| كه مي دهيم نشان است، صحيح عددي ماتريس اين دترمينان چون
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داريم باشد. صفر نمي تواند بنابراين،

|A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۰ ±۱

. . .

±۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۰ ۱

. . .

۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(۲ (پيمانه

= ندارد قرار خودش جاي سر عنصري هيچ آن ها در كه عنصر ۲n جايگشت هاي تعداد

= ۲n!
( ۱
۰۱ −

۱
۱۱ +

۱
۲! −·· ·+(−۱)۲n ۱

(۲n)!

)
≡ ۱( ۲ پيمانه ).

t۱, t۲ ∈ (۰,۱] كه B = (t۲q۲,۱− t۲) و A = (t۱q۱,۱− t۱) فرض به توجه با الف) .۶ .۲ .۳۱ پاسخ
خط باشد، گويا عدد دو اين بين گنگي عدد α اگر كه است واضح هستند. متمايز گوياي عدد دو q۲ و q۱ و
دو در B و A ضمن در و مي پوشاند را T \ {M} كه مي سازد نيم صفحه دو (α,۰) نقطه و M بين واصل
وجود B و A بين T \ {M} داخل پيوسته مسيري نيست ممكن نتيجه، در مي افتند. مختلف نيم صفحه

باشد. داشته
و باشد پيوسته f : T → T كنيد فرض ب)

F(M) = M′ = (λ p,۱−λ )

تابع . λ > ۰ كه مي كنيم بررسي را حالتي پس، است. f ثابت نقطه M زيرا است، حل مسئله ، λ = ۰ اگر
مي كنيم: تعريف زير شكل به را g : [۰,۱]→ T

g(t) = f (t p,۱− t) .

مي كنيم: تعريف زير به صورت را D مجموعه است. پيوسته نيز g كه است واضح

D =
{
(t p,۱− t) ∈ T

∣∣ t ∈ [۰,۱]
}
.

1homeomorphic
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كه مي دهيم نشان است. فشرده بازه يك با همسانريخت۱ لذا، و ، M′ و M شامل پاره خط همان واقع در D

حل مسئله نروند، M به f تحت D نقاط از هيچ كدام اگر است. f براي ثابت نقطه يك دست كم شامل D

دارد. ثابت نقطه يك دست كم f نتيجه، در و است D زير مجموعه f (D) (الف)، طبق زيرا است،
مي دهيم قرار بروند. M نقطه به f تحت ، D نقاط از بعضي مي كنيم فرض پس،

t۰ = inf
{

t ∈ [۰,۱]
∣∣ g(t) = M

}
.

همچنين . g(t۰) = M به علاوه و t۰ > ۰ داريم ، g(۰) = f (M) 6= M اين كه و g پيوستگي به توجه با
مي افتند. D پاره خط داخل ، g تحت [۰, t۰] بازه نقاط تصوير (الف) قسمت به توجه با

اين صورت در باشد. دوم مؤلفه روي تصوير π : R۲→ R كنيد فرض

π(g(۰)) = ۱−λ < ۱−۰

و
π(g(t۰)) = π(M) = ۱> ۱− t۰.

به طوري كه دارد وجود t۱ ∈ (۰, t۰) نتيجه، در

π(g(t۱)) = ۱− t۱.

داشت خواهيم g(t۱) ∈ D اين كه به توجه با

f (t۱p,۱− t۱) = (t۱p,۱− t۱).

دارد. ثابت نقطه f يعني،
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي و دومين

۱۳۸۷/۲/۱۸ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۲

، B۱ = A۱ \∅ مجموعه هاي ،∅ ⊆ A۱ ⊆ A۲ ⊆ ·· · ⊆ Am ⊆ X دنباله براي .۱ .۱ .۳۲ پاسخ
برابر آن ها اجتماع كه هستند X از هم از جدا زيرمجموعه هاي Bm+۱ = X \Am ، . . . ، B۲ = A۲ \A۱

اين و است B۱, . . . ,Bm+۱ جعبه m+۱ در X عضو k دادن قرار معادل مسأله جواب بنابراين، است. X

مي باشد. (m+۱)k يعني، عضوي، m+۱ مجموعه يك به عضوي k مجموعه يك از توابع تعداد با برابر

كه داد نشان مي توان بسادگي آن گاه باشد، خودتوان ماتريس يك A اگر كه كنيد توجه .۲ .۱ .۳۲ پاسخ
فرض رياضي، استقراي روش به حال است. برقرار n = ۱ ازاي به حكم پس، . rank(I−A) = N(A)

داريم باشند. خودتوان ماتريس هايي Ak+۱ ، ... ، A۱ و باشد درست n = k ازاي به حكم كنيد

rank(I−A1A2 · · ·Ak+1) = rank((I−A1)A2 · · ·Ak+1 + I−A2 · · ·Ak+1)

≤ rank(I−A1)+ rank(I−A2 · · ·Ak+1)

≤ N(A1)+N(A2)+ · · ·+N(Ak+1).

است. كامل اثبات رياضي، استقراي بر بنا پس،
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داريم ، z ∈ C هر و صحيح n و m هر براي كه ديد مي توان سادگي به .۳ .۱ .۳۲ پاسخ

f (z+mw۱+nw۲) = f (z).

نمي گيرند. قرار راستا يك در w۲ و w۱ ، ۰ صورت اين در نباشد. حقيقي w۱

w۲
كنيد فرض اول: حالت

اين به محدود ناحيه روي f تابع بگيريد. نظر در را w۱+w۲ و w۲ ، ۰ ، w۱ رئوس با متوازي الاضلاعي
در ويژگي اين است، متناوب w۲ و w۱ تناوب دوره دو با تابع اين كه آنجايي از است. كران دار متوازي الاضلاع
صفحه در بردار دو عنوان به w۲ و w۱ كه اين به توجه با دقيق تر، بيان به است. معتبر مختلط صفحه همه
مي شود. توليد آن ها توسط صفحه عضو هر هستند، خطي مستقل R ميدان روي برداري فضاي يك به عنوان

نتيجه، در . z = xw۱+ yw۲ كه دارند وجود y و x حقيقي اعداد بنابراين،

f (z) = f (xw۱+ yw۲)

= f (([x]+ x− [x])w۱+([y]+ y− [y])w۲)

= f ((x− [x])w۱+(y− [y])w۲).

قضيه از و است كران دار f پس، است، شده ياد متوازي الاضلاع در نقطه اي (x− [x])w۱+(y− [y])w۲ اما
است. ثابت تابعي كه مي شود نتيجه ليوويل

مجموعه ، r بودن گنگ دليل به باشد. گنگ و حقيقي عددي r =
w۱

w۲
كنيد فرض دوم: حالت

زيرمجموعه يك شامل
{
(mr+n)w۲

∣∣ m,n ∈ Z
}

لذا و است چگال R در
{

mr+n
∣∣ m,n ∈ Z

}
است. ثابت f نتيجه، در است. f (۰) برابر مجموعه اين نقاط تمام روي f است. C در نامتناهي و كران دار

مي گيريم (b,b۲) نقطه برابر را B و (a,a۲) نقطه برابر را A راهنمايي، به توجه با الف) .۴ .۱ .۳۲ پاسخ
تعريف زير شكل به را X مجموعه . a < b و دارند قرار f (x) = x۲ تابع با متناظر سهمي روي دو هر كه

مي كنيم:

X =
{
(x۱,x۲, . . . ,xn−۲) ∈ [a,b]n−۲

∣∣ x۱ ≤ x۲ ≤ ·· · ≤ xn−۲
}
.
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آن گاه ، Pi =(xi,x۲i ) دهيم قرار اگر است. فشرده نتيجه، در Rn−۲و كران دار و بسته زيرمجموعه X مجموعه
تابع بودن پيوسته به توجه با است. تباهيده احتمالاً و محدب ضلعي n يك AP۱ · · ·Pn−۲B

پيوسته مي دهد نسبت را AP۱ · · ·Pn−۲B ضلعي n مساحت X عضو هر به كه نگاشتي ، f (x) = x۲

مي گيرد، را خود بيشينه۱ مقدار ناتهي، فشرده فضاي يك روي پيوسته حقيقي تابع هر كه اين به توجه با است.
چند اين است. ممكن مقدار بيش ترين AP۱, · · ·Pn−۲B مساحت كه دارد وجود (x۱,x۲, . . . ,xn−۲)∈ X

به بيش تر مساحت با چندضلعي يك افتاده، هم روي نقطه هاي جابه جايي با زيرا باشد تباهيده نمي تواند ضلعي
مي آيد. وجود

وتر بين ذوزنقه از سهمي سطح زير به مربوط انتگرال كردن كم با زير، صورت به سهمي قطاع مساحت ب)
مي آيد: دست به افقي، محور و AB

S =
f (b)+ f (a)

۲
(b−a)−

∫ b

a
f =

b۲+a۲

۲
(b−a)− ۱

۳
(b۳−a۳)

=
b−a
۶

(۳(b۲+a۲)−۲(b۲+ba+a۲))

=
(b−a)۳

۶
.

آن در كه ، ABC مثلث كه بيابيم طوري را c ∈ [a,b] بايد مي كنيم. بررسي را n = ۳ حالت ابتدا
فاصله بيش ترين C كه است اين با معادل اين باشد. داشته را ممكن مساحت بيش ترين ،C = (c,c۲)

AB ضلع با C نقطه در مماس كه است ممكن صورتي در حالتي چنين باشد. داشته AB ضلع تا را ممكن
يعني، باشد، موازي

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b−a
.

است: ساده هم ABC مثلث مساحت محاسبه است. شده مشخص C محل جا اين تا . c = b+a
۲

نتيجه، در

S۳ =
b۲+a۲

۲
(b−a)− c۲+a۲

۲
(c−a)− b۲+ c۲

۲
(b− c)

=
b−a
۴

(
۲(b۲+a۲)− (b۲+a۲+۲

(
b+a
۲

)۲
)

)

=
(b−a)۳

۸
.
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شد. مشخص نيز سوم نقطه جاي به علاوه، شد. ثابت n = ۳ براي حكم ترتيب اين به . S۳
S

=
۳
۴

نتيجه، در و
شود: توليد زير افراز با ضلعي n بزرگ ترين كنيد فرض كلي، حالت اثبات براي

a = x۰ < x۱ < .. . < xn−۲ < xn−۱ = b.

مي دهد نتيجه اين . xk =
xk+۱+ xk−۱

۲
بايد ۰< k < n−۱ هر براي ، n = ۳ حالت جواب به توجه با

ديگر عبارت به است. منظم مي كند بيشينه را مساحت كه افرازي كه

xk = a+
k

n−۱
(b−a).

مي شود: محاسبه زير شكل به حاصل ضلعي n مساحت

Sn = b۲+a۲
۲ (b−a)−

n−۱

∑
k=۱

x۲k+x۲k−۱
۲ (xk− xk−۱)

= b−a
۲(n−۱) ((n−۱)(b۲+a۲)−

n−۱

∑
k=۱

((a+ k
n−۱ (b−a))۲+(a+ k−۱

n−۱ (b−a))۲))

= b−a
۲(n−۱) ((n−۱)(b۲−a۲)− ۲a(b−a)

n−۱

n−۱

∑
k=۱

(۲k−۱)− (b−a)۲

(n−۱)۲

n−۱

∑
k=۱

(k۲+(k−۱)۲))

= (b−a)۲

۲(n−۱)۳ ((n−۱)۳(b+a)−۲a(n−۱)۳− (b−a) n−۱
۳ (۲n۲−۴n+۳))

= (b−a)۳

۶(n−۱)۲ (n
۲−۲n).

است. n تابع تنها كه Sn

S
=

n(n−۲)
(n−۱)۲

= ۱− ۱
(n−۱)۲

پس،

صفحه از عضو ۲n− ۱ با زيرمجموعه هايي كه كنيد توجه ابتدا است. k = ۲n جواب .۵ .۱ .۳۲ پاسخ
اصلي قطر روي خانه هاي مثال، براي نيستند. زوجي زيرمجموعه هيچ شامل كه دارند وجود n×n شطرنجي

بگيريد. نظر در را اصلي قطر زير و
دارد. زوج زيرمجموعه اي شطرنجي، صفحه از خانه ۲n هر انتخاب كه مي كنيم ثابت ، n روي استقرا با اكنون

است. برقرار روشني به n = ۲ و مقدم) انتفاي (به n = ۱ براي نتيجه

1maximum
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انتخاب آن از خانه ۲(n+۱) = ۲n+۲ و داريم (n+۱)× (n+۱) شطرنجي صفحه يك كنيد فرض
است. زوج مجموعه آن خود كه باشد شده انتخاب خانه دو دقيقاً ستون و سطر هر از اگر است. شده

آن از كه مي رسيم اي n× n شطرنجي صفحه به مناسب ستوني و سطر حذف با زير حالات از يك هر در
است. شده انتخاب خانه ۲n حداقل

ستوني به باشد، نشده انتخاب خانه دو دقيقاً ستون هر از اما باشد، شده انتخاب خانه دو سطر هر از اگر الف)
باشد، شده انتخاب خانه اي j ستون از اگر است. شده انتخاب خانه يك حداكثر آن از كه مي كنيم نگاه j مانند
باشد، نشده انتخاب خانه اي j ستون از كه صورتي در مي كنيم. حذف را i سطر آن گاه ، i سطر در مثال براي

مي كنيم. حذف هم را j ستون مي كنيم. حذف را دلخواه سطري
نگاه j ستون به آن گاه ، j ستون در مثال براي باشد، شده انتخاب خانه يك دقيقاً i مانند سطري از اگر ب)
ستون از اگر مي كنيم. حذف را j ستون و i سطر باشد، شده انتخاب خانه ۲ حداكثر ، j ستون از اگر مي كنيم.
شده انتخاب خانه يك حداكثر آن از كه دارد وجود j′ مانند ستوني باشد، شده انتخاب خانه دو از بيش تر ، j

مي كنيم. حذف را i سطر و j′ ستون صورت اين در است.
خانه ۲ حداكثر آن از كه دارد وجود j مانند ستوني ، باشد نشده انتخاب خانه اي هيچ i مانند سطري از اگر ج)

مي كنيم. حذف را j ستون و i سطر است، شده انتخاب

ديده راحتي به باشد. منظم عضو پنج دقيقاً با حلقه اي R كنيد فرض خلف، برهان روش به .۶ .۱ .۳۲ پاسخ
نيم يك تشكيل ضرب عمل همراه يعني، است، بسته ضرب عمل به نسبت R منظم عناصر مجموعه كه مي شود
e ∈ R منظم عضو پس، دارد، خودتوان عضو يك حداقل متناهي گروه نيم هر كه آنجا از حال مي دهد. گروه

، x ∈ R هر براي بنابراين، . e۲ = e به طوري كه دارد وجود

e(ex− x) = ۰= (xe− x)e.

راحتي، براي است. e ضربي هماني عضو با يكدار حلقه اي R يعني، ، ex = x = xe داريم است منظم e چون
مي دهيم. نشان ۱ با را حلقه ضربي هماني عضو ، e نماد از استفاده بجاي بعد، به اينجا از

طبيعي اعداد پس، دارد، منظم عضو پنج فقط R و هستند منظم نيز . . . ، y۳ ، y۲ چون باشد، منظم عضوي y اگر
پس، . ym−n = ۱ نتيجه، در و ynym−n = yn۱ ترتيب اين به . ym = yn به طوري كه دارند وجود m > n

حلقه اي R رو اين از است. منظم وارون پذير، عضو هر كه است واضح طرفي از است. وارون پذير منظم عضو هر
(−۱)۲ = ۱ طرف يك از حال است. عضوي پنج گروهي ، R وارون پذير عناصر گروه ،U(R) كه است يكدار
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بنابراين، .−۱ = ۱ نتيجه، در و (−۱)۵ = ۱ پس، است، عضوي ۵ گروهي U(R) چون ديگر طرف از و
آن گاه بگيريم، U(R) گروه براي مولدي را α اگر پس، است. ۲ با برابر R مشخصه

(۱+α۲+α۳)۳ = (۱+α۲+α۳+α۲+α۴+α۵+α۳+α۵+α۶)(۱+α۲+α۳)

= (۱+α +α۳)(۱+α۲+α۳)

= ۱+α۲+α۳+α +α۳+α۴+α۴+α۶+α۷

= ۱+α۲+α +α۶+α۷

= ۱.

، (۳,۵) = ۱ چون اما . (۱+α۲+α۳)۵ = ۱ نتيجه، در . ۱+α۲+α۳ ∈U(R) ترتيب، اين به
است. تناقض كه α = ۱ نتيجه، در و α۲(۱+α) = ۰ پس، . ۱+α۲+α۳ = ۱ باشيم داشته بايد

۱۳۸۷/۲/۱۹ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۲

گروه بنابراين، باشد. موجود خاصيت اين با G مانند گروهي كنيد فرض خلف، برهان روش به پاسخ۳۲. ۲. ۱.
بيشين با كه ، G = Z(G) يعني، است، آبلي G پس، است. دوري نتيجه، در و ندارد سره زيرگروه G

Z(G)

دارد. تناقض Z(G) بودن
Z(G) چون باشد. موجود خاصيت اين با G مانند گروهي كنيد فرض خلف، برهان روش به دوم: راه حل
ً اكيدا ،a ،مركزساز C(a) بنابراين، نباشد. G مركز در كه مي گيريم چنان را a ∈G پس، است، سره زيرگروه

است. آشكار تناقضي كه a ∈ Z(G) نتيجه، در و C(a) = G بنابراين، است. Z(G) شامل

آن گاه ، d(x,y)< δ اگر به طوري كه دارد وجود δ > ۰ آن گاه باشد، يكنواخت پيوسته f اگر پاسخ۳۲. ۲. ۲.
. d(a,b)≥ δ پس، ، f (a)− f (b) = ۱ چون b 6∈ A و a∈ A هر براي پس، . | f (x)− f (y)|< ۱

۲
. inf{d(a,b);a ∈ A b 6∈ A} ≥ δ > 0 نتيجه، در

اگر ، ε > ۰ هر براي كه مي شود ملاحظه δ = inf{d(a,b);a ∈ A,b 6∈ A} انتخاب با بالعكس،
. | f (x)− f (y)|= ۰< ε آن گاه ، d(x,y)< δ
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مي ناميم. Cn را شده ذكر ويژگي با a۰,a۱,a۲, . . . ,an,an+۱ دنباله .۳ .۲ .۳۲ پاسخ
دو اين . a j ≥ a j+۱ و a j ≥ a j−۱ صورت اين در . a j = max{ai : ۱≤ i≤ n} مي دهيم قرار الف)
. a j−۱ = a j = a j+۱ يا و a j = a j−۱+a j+۱ يا كه مي دهد نتيجه a j | a j−۱+a j+۱ عبارت و نابرابري
استدلال همين مكرر كاربردن به با . a j|a j−۲ كه مي شود نتيجه a j−۱|a j−۲+a j از و j 6= ۱ اخير حالت در

است. متناقض a j > ۱ با كه مي رسيم a j|۱ به
اثبات براي مي رسيم. {Cn−۱} دنباله يك به ، n≥ ۲ با {Cn} دنباله يك از a j حذف با كه كنيد توجه ب)

عبارت دو هر يا يك برقراري بايد ، ۱< j < n و j = n ، j = ۱ حالت سه به توجه با مطلب اين

a j+۱|a j−۱+a j+۲ و a j−۱|a j−۲+a j+۱

حذف با بنابراين، مي آيند. به دست a j = a j−۱+ a j+۱ و Cn خصوصيات به توجه با كه كنيم بررسي را
باشد. ۲ با برابر بايد b آن در كه مي رسيم ۱,b,۱ صورت به C۱ دنباله يك به جملات بزرگترين پياپي

متمايز اول عوامل به n تجزيه را ۲a pa۱
۱ · · · p

ak
k و باشد مسأله براي جوابي n كنيد فرض .۴ .۲ .۳۲ پاسخ

در مي شمارد. را n هم و ϕ(n) هم ، pi آن گاه ، ai > ۱ باشيم داشته ۱ ≤ i ≤ k يك براي اگر بگيريد.
. a∈ {۰,۱,۲} كه مي دهد نشان مشابه استدلالي . ai = ۱ ، i هر براي پس، نيست. ممكن كه pi|۲ نتيجه،
۲ با برابر يا n بنابراين، . k ∈ {۰,۱} نتيجه، در و ۲k|۲ ، پس ، ۲k|ϕ(n) و ۲k|σ(n) كنيد توجه اكنون

. n = ۴p يا و n = ۲p يا ، n = p يا به طوري كه دارد وجود p اول عدد يا و است ۴ با برابر يا
، ۶p(p+۱)−۲= (۶p+۱۲)(p−۱)+۱۰ كه آنجا از و ۶p(p+۱)

p−۱
≡ ۲ پس، ، n = ۲p اگر

چرا نيست ممكن هم n = ۴p حالت . n ∈ {۶,۲۲} نتيجه، در و باشد ۱۰ از مقسوم عليهي p−۱ بايد
با برابر يا و است اول عددي n يا بنابراين، نيست. ممكن كه ۴|۲ پس، ، ۴|n و ۴|ϕ(n) صورت اين در كه

است. ۲۲ يا ۶ ، ۴ ،۱ اعداد از يكي

(w۱,w۲, · · · ,wn) با را بارم دهي يك و مي كنيم شماره گذاري n تا يك از را سؤالات .۵ .۲ .۳۲ پاسخ
. wi ∈ {۱,۲, · · · ,۲n} كه مي دهيم نمايش

دو كه بگيريد اين را Ai پيش آمد و باشند گرفته را نمره بيشترين نفر دو دست كم كه بگيريد اين را A پيش آمد
باشد. نكرده حل را iام سؤال ديگري و باشد كرده حل را iام سؤال يكي كه باشند موجود بيشينه امتياز با نفر
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به باشند، شده بيشينه بارم دهي يك در نفر دو اگر ثانياً ، Ai ⊆ A اولاً زيرا . A = ∪n
i=۱Ai كه است روشن

پس، دارند. اختلاف هم با سؤال يك در دست كم مسأله، فرض دليل

P(A) = P(∪n
i=۱Ai)≤

n

∑
i=۱

P(Ai).

. P(Ai)≤ ۱
۲n ، i هر براي مي دهيم نشان اكنون

. wi = w′i آن گاه ، (w۱, · · · ,wi, · · · ,wn),(w۱, · · · ,w′i, · · · ,wn) ∈ Ai اگر لم.
را نمره بيشترين كه كساني است، wi iام سؤال بارم كه حالتي براي . wi < w′i كنيد فرض لم. اثبات
سؤال اين بارم وقتي نكرده اند. حل كه آن هايي و كرده اند حل را i سؤال كه آن هايي دسته اند. دو گرفته اند،
كه ديگري شخص و كرده اند حل را i سؤال كه مي شوند آن هايي به منحصر افراد اين كند پيدا افزايش w′i به

است. فرض خلاف اين كه باشد نكرده حل را i سؤال كه ندارد وجود باشد، نمره بيشترين داراي
كه دارد وجود wi يك حداكثر iامي، از غير به wها j تمام انتخاب با كه مي شود نتيجه لم اين از

نتيجه، در و (w۱, · · · ,wi, · · · ,wn) ∈ Ai

P(Ai)≤
(۲n)n−۱

(۲n)n =
۱
۲n

.

۱
۲ دست كم باشد نمره بيشترين داراي نفر يك دقيقاً كه اين احتمال پس، . P(A) ≤ n ۱

۲n = ۱
۲ بنابرابن،

است.

مي كنيم. تقسيم برابر قسمت n۲ به را [۰,۱]× [۰,۱] مربع ، n طبيعي عدد يك ازاي به .۶ .۲ .۳۲ پاسخ

مي ناميم. xm و . . . ، x۲، x۱ را آن ها كه مي آيد وجود به نقطه m = (n+۱)۲ تقسيم بندي اين رئوس در
آن گاه ، i 6= j اگر كه است واضح

|xi− x j| ≥
۱
n
.

. xi = γ(ti) كه دارد وجود ti ∈ [۰,۱] عدد i هر ازاي به γ بودن پوشا به توجه با
، i 6= j هر براي بنابراين،

M|ti− t j|α ≥ |γ(ti)− γ(t j)|= |xi− x j| ≥
۱
n
.
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است. (Mn)
−۱
α دست كم دوتايشان هر فاصله كه هستند [۰,۱] در متمايز نقطه (n+۱)۲ ها ti نتيجه، در

كه مي دهد نتيجه اين
((n+۱)۲−۱)(Mn)

−۱
α ≤ ۱.

نتيجه، در
n۲−

۱
α ≤M

۱
α .

مي دهد نتيجه اين و باشد مثبت نمي تواند چپ سمت توان كه مي دهد نتيجه n هر براي نابرابري اين برقراري
. α ≤ ۱

۲
كه
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وسومين

۱۳۸۸/۲/۱۶ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۳

است موجود A در {an} مانند دنباله اي پس، نباشد. بسته A كنيم فرض خلف، برهان به .۱ .۱ .۳۳ پاسخ
به مي گيريم. نظر در را K = {an : n ∈ N}∪ {x} مجموعه همگراست. x /∈ A مانند نقطه اي به كه
كه گفت مي توان مسأله، فرض به توجه با بنابراين، است. فشرده مجموعه اين كه داد نشان مي توان سادگي
نتيجه است، اخير مجموعه براي چسبيدگي نقطه يك x چون حال است. بسته A∩K = {an : n ∈ N}

نيست. ممكن كه x ∈ A∩K ⊆ A كه مي گيريم

، ab توسط شده توليد دوري زيرگروه ، 〈ab〉 كه آنجا از . a,b∈G كنيد فرض (ب⇒الف) پاسخ۳۳. ۱. ۲.
. (ab)m = ba كه دارد وجود m صحيح عدد يعني، ، ba = b(ab)b−۱ ∈ 〈ab〉 پس، است نرمال G در
m صحيح عدد (ب)، طبق . g ∈ G و h ∈ H بوده، G از دلخواهي زيرگروه H كنيد فرض ( ⇒ب (الف

است. نرمال H پس، . ghg−۱ = (g−۱gh)m = hm ∈ H كه دارد وجود

.۳ .۱ .۳۳ پاسخ

n−۱

∏
k=۰

(۲n−۲k) =
n−۱

∏
k=۰

۲k(۲n−k−۱) = ۲
n(n−۱)

۲
n

∏
k=۱

(۲k−۱). (∗)

(∗) تجزيه در p توان از n! تجزيه در p توان ، p≤ n اول عدد هر براي دهيم نشان است كافي اثبات، براي
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با است برابر n! در ۲ توان ، p = ۲ اگر ، n≥ ۳ كنيد فرض است واضح حكم n = ۱,۲ براي است. كمتر

∞

∑
k=۱

[
n
۲k

]
≤

∞

∑
k=۱

n
۲k = n≤ n(n−۱)

۲
.

فرما، قضيه طبق ، (∗) در p توان تخمين براي است. ∑∞
k=۱

[
n
pk

]
با برابر n! تجزيه در p توان ، p > ۲ اگر

است.
[

n
p−۱

]
با برابر t(p−۱)≤ nآنها ازاي به كه tهايي تعداد . ۲t(p−۱) p

≡ ۱ همچنين . ۲p−۱ p
≡ ۱

توان پس، هستند. بخش پذير p بر است شده ظاهر (∗) در كه (۲k−۱)ها از تا
[

n
p−۱

]
حداقل بنابراين،

اما است.
[

n
p−۱

]
مساوي يا بزرگتر (∗) در p

∞

∑
k=۱

[
n
pk

]
≤

∞

∑
k=۱

n
pk ≤

n
p−۱

.

مي كند. ثابت را حكم اين و است مساوي يا كمتر نيز
[

n
p−۱

]
از پس، است، صحيح عدد يك چپ سمت چون

سطر زيرا . ∏n−۱
k=۰(۲

n−۲k) با است برابر Z۲ روي n× n پذير وارون ماتريس هاي تعداد دوم: حل راه
سطر ترتيب همين به و حالت ۲n−۲۱ باشد، بايد اول سطر از مستقل كه دوم سطر دارد، حالت ۲n−۱ اول
تعداد حال باشد. نداشته تواند مي حالت (۲n−۲k) نيست kام تا اول سطرهاي خطي تركيب كه (k+۱)ام

n! دارند صفر n− ۱ و ۱ يك دقيقاً ستون و سطر هر در كه آنهايي يعني، جايگشتي، ماتريس هاي اعضاي
لاگرانژ قضيه طبق و مي دهند وارون پذير ماتريس هاي از زيرگروه يك تشكيل جايگشتي ماتريس هاي اما است.

است. ثابت حكم

مي گيريم چنان را e۱,e۲, · · · ,en خودتوان اعضاي باشد. R در پوچتواني عضو x كنيم فرض پاسخ۳۳. ۱. ۴.
نتيجه، در و است وارون پذير ۱− x اما . (۱− e۱)(۱− x) = ۰ پس، . ۱− x = e۱e۲ · · ·en كه
. e۲ = · · ·= en = ۱ كه مي شود نتيجه قبل، استدلال تكرار با . ۱− x = e۲ · · ·en بنابراين، . e۱ = ۱

باشد، توان خود e اگر حال ندارد. صفر جز به پوچتواني عضو R يعني، ، x = ۰ نتيجه، در و ۱−x = ۱ پس،
نتيجه، در و xe = exe مشابه طور به . ex = exe رو اين از و ، (ex−exe)۲ = ۰ داريم x هر براي آن گاه
خودتوان عضو تعدادي حاصلضرب عضو، هر چون دارند. قرار R مركز در خودتوان اعضاي يعني، ، ex = xe

است. جا به جايي R پس، است،
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مي كنيم: تعريف زير شكل به را S گردايه باشد. | f | بالاي كران يك M كنيد فرض .۵ .۱ .۳۳ پاسخ

S =
{
(g,B)

∣∣ است تحليلي g : C\B→ C و |g| ≤M بسته، B⊆ A ، g|C\A = f
}
.

كرد: مرتب جزئي طور به زير ترتيب رابطه با مي توان را مجموعه اين

(g,B)⊴ (h,C)⇐⇒ است) g توسعه h و C ⊆ B) .

باشد. S در زنجيري {(gα ,Bα)|α ∈ I} كنيد فرض دارد. را زُرن لم شرايط (S,⊴) كه مي دهيم نشان
طبيعي طور به B∗ روي هم g∗ تابع است. A در مشمول و بسته مجموعه اين بگيريم، ∩Bα برابر را B∗ اگر
و مي گيريم gα(z) برابر را g∗(z) . z ∈ Bα كه دارد وجود α ∈ I آن گاه ، z ∈ B∗ اگر مي شود. تعريف
بالا كران يك (g∗,B∗) پس، است. شده تضمين خوش تعريفي انتخاب شده، مجموعه بودن زنجير به توجه با

است. ناتهي S بنابراين، . ( f ,A) ∈ S به علاوه، است. بحث مورد زنجير براي
غير در زيرا باشد، تهي بايد C باشد، S بيشين عضو (h,C) اگر دارد. بيشين عضو يك S زُرن، لم طبق پس،
است كران دار h چون تنهاست. نقطه يك شامل لزوماً كه است ناتهي و شمارا بسته مجموعه C صورت اين

است. تناقض در (h,C) بودن بيشين با اين و است رفع شدني نقطه اين در آن تكينگي
است. ثابت h ليوويل، قضيه طبق پس، است. كران دار و شده تعريف C تمام روي h يعني، ،C = ϕ پس،

است. ثابت تابعي نيز f لذا،

{sn}∞
n=۰ دنباله اعضاي همه اگر تنها و اگر است مسئله از جوابي λ كه مي دهيم نشان ابتدا .۶ .۱ .۳۳ پاسخ

باشند: مثبت مي آيند دست به زير بازگشتي رابطه از كه

sn+۱ = λ sn−۲sn−۱ ، s۰ = ۱ و s۱ = λ . (∗)

انتخاب دلخواه به را شبكه گره هاي از يكي و f با را مي دهد نسبت عددي گره، هر به كه تابعي ادعا، اثبات براي
قرار اگر اكنون . f (o) = ۱ مي كنيم فرض مثبت، عددي در f كردن ضرب با به علاوه، مي ناميم. o و كرده
مي كند. صدق (∗) در كه است مثبت دنباله اي {sn} كه ديد مي توان راحتي به ، sn = ∑

d(x,o)=n
f (x) دهيم

، d(x,o)= n> ۰ اگر . f (o)= ۱ دهيم: قرار است كافي باشد، براي(∗) مثبت جوابي {sn} اگر عكس بر
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قرار . λ ≥√۸ اگر تنها و اگر است مثبت (∗) جواب كه مي كنيم ثابت حال . f (x) =
sn

۳×۲n−۱ داريم

داشت خواهيم ، µ =
λ√
۲

اگر صورت اين در . un =
sn√
۲n دهيد

un+۱ = µun−un−۱ u۰ = ۱,u۱ = µ (∗∗).

خواهد مثبت بنابراين، و صعودي دنباله اي {un} ، µ ≥ ۲ اگر كه مي شود ثابت استقرا با به راحتي اكنون
صورت، اين در ، tn =

un+۱

un
مي دهيم قرار باشد، مثبت اعضاي با دنباله اي {un} اگر ديگر طرف از و شد.

{tn} استقرا، با پس، .tn+1− tn =
1

tn−1
− 1

tn
بنابراين، . tn+۱+

۱
tn

= µ ثانياً و ۰ < tn < µ اولاً

و µ ≥ ۲ پس، ، t + ۱
t
= µ صورت اين در اما دارد. t چون حدي بنابرابن، است. كران دار و يكنوا دنباله اي

. λ ≥√۸ كه مي دهد نتيجه اين

۱۳۸۸/۲/۱۷ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۳

به و ۱ شعاع به گوي خارج ها Ai همه بنابراين، نباشد، طور اين كنيد فرض هندسي: روش .۱ .۲ .۳۳ پاسخ
دهيم، نشان π با را مي گذرد واحد گوي و گوي اين مشترك فصل از كه صفحه اي اگر پس، واقع اند. G مركز
نمي تواند است، آن ها ثقل مركز كه G صورت اين در ولي واقع اند ندارد، قرار G كه π از سمتي در هم Aiها

باشد. π ديگر طرف در
نقاط ثقل مركز در را خود كمينه f (x) = ∑n

i=۱ |X −Ai|۲ تابع كه ديد مي توان راحتي به جبري: روش
نتيجه، در . O = ▽ f (x) = ۲∑n

i=۱(X −Ai) داريم كمينه نقطه در زيرا مي كند، اتخاذ A۱, . . . ,An

f (G) < n پس، . f (O) < n داريم هستند، واحد گوي درون Aiها چون اما . X = ۱
n ∑n

i=۱Ai = G

. |G−Ai|۲ ≤ ۱ كه دارد وجود اي i بنابراين،

مي كنيم: تعريف زير شكل به را F : R۲×R+→ R تابع .۲ .۲ .۳۳ پاسخ

F(x,r) =
∫ ∫

Dr(x)
f .
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. F(x,∞) = ۱ و F(x,۰) = ۰ كه است واضح است. r شعاع به و x مركز به قرص Dr(x) كه در آن
[۰,Rx] بازه به موقتاً را تابع دوم مؤلفه . F(x,Rx) >

۱
۲ كه دارد وجود اي Rx > ۰ ، x هر براي پس،

اگر كه دارد وجود اي M > ۰ پس، است. كران دار DRx(x) روي پس، است، پيوسته f مي كنيم. محدود
داريم ، ۰≤ r < r′ ≤ Rx براي . f (x)≤Mx آن گاه ، |x| ≤ Rx

۰≤ F(۰,r′)−F(۰,r) =
∫ ∫

Dr(۰)\Dr(۰)
f ≤Mxπ(r′۲− r۲)≤ ۲RxMxπ(r′− r).

كه اين به توجه با و است پيوسته r برحسب F(x,r) ثابت، x هر براي پس،

F(x,۰) = ۰<
۱
۲
< F(x,Rx)

كه دارد وجود قرص يك دست كم لذا، . F(x,rx) =
۱
۲ كه دارد وجود rx > ۰ مياني مقدار قضيه طبق

بگيريد. نظر در را r۰ مساوي يا كم تر شعاع با قرص هايي چنين همه اكنون است. ۱۲ برابر آن روي f انتگرال
صورت، اين غير در است. بديهي قرص كوچك ترين مسأله كه باشد متناهي بحث مورد قرص هاي تعداد اگر
۳
۲ قرص سه اين اجتماع روي f انتگرال زيرا باشند جدا هم از دو به دو قرص  ها اين از تا سه كه نيست ممكن
از يكي اگر هستند. D۳r۰(۰) زيرمجموعه همه كه كنند قطع را Dr۰(۰) قرص  ها اين همه اگر شد. خواهد
در پس، كند. قطع را قرص دو اين از يكي كم دست بايد ديگري قرص هر نكند، قطع را Dr۰(۰)قرص ها اين

هستند. DR∗(۰) زيرمجموعه قرص ها اين همه كه دارد وجود اي R∗ > ۰ صورت هر
فشرده مجموعه روي F مي دهيم نشان . f (x)≤M∗ باشيم داشته ، |x| ≤ R∗ براي كنيد فرض

A = [۰,r۰]×
{

x ∈ R۲ ∣∣ |x| ≤ R∗
}

آن گاه ، ۰≤ r,s≤ r۰ و |x|, |y| ≤ R∗ اگر است. پيوسته

|F(x,r)−F(y,s)| ≤
∫ ∫

Dr(x)∆Ds(y)
f ≤M∗S

تفاضل مساحت ، s→ r و y→ x وقتي كه است واضح است. Dr(x)∆Ds(y) مساحت برابر ، S آن در كه
F لذا، مي كند. ميل F(x,r) به هم F(y,s) نتيجه در و مي كند ميل صفر به Dr(x)∆Ds(y) متقارن

است. پيوسته
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مي دهيم قرار
K =

{
r ∈ [۰,r۰]

∣∣ ∃x;(x,r) ∈ A,F(x,r) =
۱
۲

}
.

، r∗=minK اگر و دارد عضو كوچك ترين پس، . F(۰,r۰) = ۱
۲ زيرا است r۰ شامل و فشرده مجموعه اين

مي خواستيم. كه است همان اين و D = Dr∗(x∗) نتيجه، در و F(x∗,r∗) = ۱
۲ كه دارد وجود اي x∗ آن گاه

.۳ .۲ .۳۳ پاسخ
b a

d c

=

۱ a

۰ −۱

+

−۱ ۰

d ۱

+

۰ ۱

۱ c

+

 b −۱

−۱ ۰


هستند. وارون پذير همگي بالا رابطه راست سمت در شده نوشته ماتريس هاي كه است واضح

باشد.) يكدار حلقه اي F كه است كافي يادداشت: )

pn كنيد فرض است. ۱
۳

برابر احتمال اين ، n≥ ۳ كه دانشجو n حالت براي مي كنيم ثابت .۴ .۲ .۳۳ پاسخ

جاي اول نفر كنيد فرض دانشجو، n حالت براي .p3 =
1
3

كه مي شود ديده راحتي به باشد. مربوط احتمال

−k)ام 1) تا دوم نفرات حال است. ۱
n

پيشامد اين احتمال بنشيند. (۲ ≤ k ≤ n− ۲) kام نفر صندلي
مي كند. انتخاب تصادف به خالي صندلي n− k+۱ بين از صندلي يك kام نفر و مي نشينند خود جاي در
سر آخر نفر دو كه اين احتمال بنشيند، kام نفر جاي اول نفر كه اين شرط با ۲≤ k≤ n−۲ براي بنابراين،
احتمال اين k = n−۱,n براي و است ۱ احتمال اين k = ۱ براي است. pn−k با برابر بنشينند خود جاي

پس، است. صفر

pn =
۱
n
×۱+

۱
n

pn−۱+
۱
n

pn−۲+ . . .+
۱
n

p۳+
۱
n
×۰+

۱
n
×۰

=
۱
n
(۱+ pn−۱+ . . .+ p۳).

فرض با . pn =
۱
۳

مي كنيم ثابت ، p۳ =
۱
۳

كه اين به توجه با n روي قوي استقراي با حال
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داريم ، p۳ = p۴ = . . .= pn−۱ =
۱
۳

pn =
۱
n

(
۱+

n−۳
۳

)
=

۱
۳
.

است. بزرگ تر ضلع ساق، و است متساوي الساقين مثلث هر مركزي متريك فضاي يك در لم. .۵ .۲ .۳۳ پاسخ
داريم بگيريد. نظر در را A = {a,b,c} مجموعه . a,b,c ∈ X كنيد فرض لم. اثبات
c نقطه در A مركز خروج به . diam(A) = d(a,b) كنيم فرض مي توانيم . diam(A) = rad(A)

. ecc(c)≥ rad(A) داريم شعاع، تعريف به توجه با . ecc(c) = max{d(c,a),d(c,b)} كنيد توجه
A در فاصله بزرگ ترين d(a,b) كه مي دانيم به علاوه، . max{d(c,a),d(c,b)} ≥ d(a,b) نتيجه، در
d(a,b) مساوي يا كوچك تر ديگري و است برابر d(a,b) با d(c,b) و d(c,a) اعداد از يكي پس، است،

شد. اثبات لم به اين ترتيب، است.

است. Cr(x) دروني نقطه y كه دهيم نشان بايد . d(x,y) = r پس، .y ∈Cr(x) كنيد فرض الف): اثبات
فرض . Nr(y)⊆Cr(x) مي دهيم نشان بگيريد. نظر در را ، y مركز به و r شعاع به باز گوي يعني، ، Nr(y)

با و d(z,y)< d(x,y) كه اين و z و y ، x نقطه سه به توجه با . d(z,y)< r پس، . z ∈ Nr(y) كنيد
شد. ثابت Cr(x) بودن باز بنابرابن، . z ∈Cr(x) پس، . d(x,z) = r داريم لم، از استفاده

در بگيريد. ۱
۲

d(a,b) از كم تر و مثبت عددي را r باشند. X متمايز عضو دو b و a كنيد فرض ب): اثبات
است باز مجموعه اين لم، دليل به به علاوه، نيست. آن عضو b و است a شامل Nr(a)∪Cr(a) صورت اين

است. ناهمبند X پس، هست. نيز بسته وضوح به و

اين مسأله حل ايده حال . |G′|< ∞ داريم است، آبلي G′ چون . G′⊴G كه دانيم مي .۶ .۲ .۳۳ پاسخ
پيدا بيشين عنصر يك است آن ها از يكي G′ البته كه G′ شامل و آبلي و نرمال زيرگروه هاي بين كه است

مي كنيم: تعريف كار اين براي كنيم. حل را مسأله زيرگروه، اين بودن متناهي از استفاده با كنيم

X =
{

H < G
∣∣ G′ ⊆ H و است نرمال و آبلي H

}
.

است. بيشين عنصري داراي X مي دهيم نشان زُرن لم از استفاده با حال . X 6= ϕ پس، ، G′ ∈ X چون

است. شمول رابطه همان شده، گرفته نظر در ترتيب رابطه كه باشد X در زنجيري {Hα}α∈I كنيد فرض
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H است. H مانند بيشين عنصري داراي X پس، است. نرمال و آبلي ∪α∈IHα ديد مي توان راحتي به
نظر در را C(H) يعني، ، H مركزساز حال مي باشد. متناهي مسأله فرض طبق پس، است. آبلي و نرمال
، g ∈C(H)\H اگر . H =C(H) مي دهيم نشان . H ⊆C(H) داريم است، Hآبلي چون مي گيريم.
اما مي باشد. H شامل اكيداً كه است G آبلي و نرمال زيرگروه يك 〈g,H〉 داد نشان مي توان به راحتي آن گاه

دارد. تناقض H بودن بيشين با اين
در H ساز نرمال N(H) كه است يكريخت Aut(H) از زيرگروهي با N(H)

C(H) مي دانيم . H =C(H) پس،
چون است. يكريخت Aut(G) از زيرگروهي با G

H پس، ،C(H) = H و N(H) = G چون است. G

نتيجه را G بودن متناهي كه است متناهي هم G
H نتيجه، در است، متناهي هم Aut(H) است، متناهي H

مي دهد.

۸۵



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وچهارمين

۱۳۸۹/۲/۱ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۴

مي آوريم. دست به را f (e) = f ( f (e)) تساوي مسأله فرض در x = y = e قراردادن با .۱ .۱ .۳۴ پاسخ
بنابراين،

f ( f (e)) = f ( f ( f (e))).

قرار با حال . f (e) = e پس، . f (e) = f ( f ( f (e))) = f (e f ( f (e))) = f (e) f (e) نتيجه، در
است. f بودن دوسويي بيانگر خود كه مي آيد دست به f ( f (y)) = y رابطه مسأله، فرض در x = e دادن

داريم x,y ∈ G هر براي به علاوه،

f (xy) = f (x f ( f (y))) = f (x) f (y).

است. همريختي f پس،

يك و a ∈ X نقطه نباشد، چگال X در S اگر باشد. X تنهاي نقاط مجموعه S كنيد فرض .۲ .۱ .۳۴ پاسخ
همه اولاً كه كنيد انتخاب چنان {xn} مانند دنباله اي .B∩S = ϕ كه دارد وجود B مانند آن از همسايگي
تنها نقطه a كه اين به توجه با . xn→ a ثالثاً و باشند a مخالف آن نقاط همه ثانياً باشد، B در آن اعضاي

است. ممكن كار اين نيست،
هر براي دهيم نشان است كافي است. X چگال زيرمجموعه يك A = X\

{
xk
∣∣ k ∈ N

}
مي كنيم ادعا
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است. A حدي نقطه يك xk ، k ∈ N

كه اين به توجه با كرد. ميل xk به {yn} مانند X نقاط از دنباله اي با مي توان نيستند، S در ها xn چون
باشد. {xn} دنباله نقاط از غير نقاطش كه كرد انتخاب طوري را {yn} دنباله مي توان ، a 6= xk و xn→ a

. xk ∈ Ā لذا، و هستند A در {yn} دنباله جملات نتيجه، در
زيرا به دست مي دهد، تناقض يك اين است. باز A مسأله فرض طبق لذا، و است چگال A كه كرديم ثابت پس،
اين نيست. بسته Ac نتيجه، در نيست. Ac در ، a يعني، آن، حد كه است {xn} دنباله نقاط مجموعه Ac

است. A بودن باز با متناقض

مجموعه كه است معني بدان اين نكند. ميل بي نهايت به لانه تا مورچه فاصله كنيد فرض .۳ .۱ .۳۴ پاسخ
است، متناهي A نقاط تعداد مي گردد. باز آن به مرتبه نامتناهي مورچه كه دارد وجود شبكه از A كران دار
شده خارج پيكان جهت چون مي كند. گذر آن از بار بي نهايت مورچه كه دارد وجود a مانند نقطه اي بنابراين،
گذر بار بي نهايت نيز a مجاور نقاط همه از مورچه مي كند، تغيير ساعتگرد جهت در ۹۰۰ گذر بار هر در a از
مي رسد. لانه اش به پس، مي كند گذر مرتبه بي نهايت شبكه نقاط تمام از مورچه استدلال اين تكرار با و مي كند

جواب A۰ صورت اين در A۰ =
{
(۱,x, . . . ,xn−۱)

∣∣ x ∈ R
}

دهيد قرار اول: راه حل .۴ .۱ .۳۴ پاسخ
،V۱ = (۱,x۱, . . . ,xn−۱

۱ ) اگر كه كنيم توجه است كافي منظور اين براي است. مسأله
اين آن گاه باشند، A۰ متمايز عضو n ،Vn = (۱,xn, . . . ,xn−۱

n ) و . . . ،V۲ = (۱,x۲, . . . ,xn−۱
۲ )

مي باشد Vn ، . . . ،V۲ ،V۱ ترتيب به آن سطرهاي كه ماتريسي دترمينان چون هستند. خطي مستقل عضو n

هستند. خطي مستقل ماتريس اين سطرهاي است، صفر غير عددي
دهيم قرار دوم: راه حل

X =
{

A
∣∣ است خطي مستقل A عضوي n زيرمجموعه هر و A⊆ Rn } .

ادعا مي گيريم. X از بيشيني عضو را A۰ مي كند. صدق زُرن لم شرايط در و است غيرتهي X صورت اين در
است. مسأله جواب A۰ صورت اين در كه است ناشمارا A۰ مي كنيم

v عنصر ، A۰ $ A۰ ∪{v} چون آن گاه ، v 6∈ A۰ اگر باشد. شمارا A۰ كنيد فرض صورت، اين غير در
است. A۰ عضو n−۱ از خطي تركيبي

عضوي n−۱ زيرمجموعه هاي تعداد چون و است A۰ عضو n−۱ خطي تركيب Rn در بردار هر بنابراين،
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نيست. ممكن كه است ابرصفحه شمارا تعدادي اجتماع با برابر Rn پس، است شمارا هم A۰

نيست.) صفحه شمارا تعدادي اجتماع فضا همچنين نيست. خط شمارا تعدادي اجتماع صفحه كه كنيد (توجه

دنباله اي و ε > ۰ صورت اين در نباشد. پيوسته x∗ ∈R۲ مانند نقطه اي در f كنيد فرض .۵ .۱ .۳۴ پاسخ
سر دو كه خطي پاره n ≥ ۱ هر براي . | f (xn)− f (x∗)| ≥ ε و xn→ x∗ كه دارد وجود {xn} مانند
شامل كه f تحت آن تصوير لذا، و است همبند مجموعه يك پاره خط اين بگيريد. نظر در را است x∗ و xn آن
اي yn پس، . | f (xn)− f (x∗)| ≥ ε كه كنيد توجه است. همبند نيز است f (x∗) و f (xn) نقطه دو

. | f (yn)− f (x∗)|= k
k+۱ε كه دارد وجود مذكور پاره خط روي

لذا، و است فشرده {x∗}∪
{

yk
∣∣ k ∈ N

}
مجموعه پس، مي كند. ميل x∗ به {yk} دنباله وضوح به اكنون

همگرا زيردنباله اي {yk} و | f (x∗)− f (yk)| → ε زيرا نيست، ممكن اين باشد. فشرده بايد هم آن تصوير
بسته f ({x∗}∪

{
yk
∣∣ k ∈ N

}
) پس، كند. ميل f (yk) و f (x∗) نقاط از كدام هيچ به نمي تواند كه دارد

نيست. فشرده لذا، و نيست

است شده داده نشان شكل در مكعب درون ۹
۸ مساحت به مربعي قراردادن براي روش يك .۶ .۱ .۳۴ پاسخ

مي كنند. تقسيم ۳ : ۱ نسبت به را مكعب اضلاع مربع، رأس هاي كه

طول با و [−۱,۱]۳ شكل به را مكعب مقياس تغيير يك با محاسبات برخي در سادگي، براي ادامه، از پيش
مي كنيم: حل گام چند در را مسأله اكنون مي كنيم. فرض ۲ ضلع

O مختصات مبدأ با برابر و مكعب مركز بر منطبق را بيشين مربع مركز مي توان كه مي كنيم ادعا اول: گام
مكعب تقارن دليل به دهيم، نشان l⃗ با را O به مربع مركز كننده متصل بردار و S با را مربع اگر زيرا گرفت،
شده اند. واقع مكعب درون S+ ۲⃗l و S يعني، ،−S = S+ ۲⃗l ولي مي گيرد. قرار مكعب درون نيز −S

ماست. مطلوب ويژگي با مربع كه است مكعب درون نيز S+ ۲⃗l پس،
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Q و P كه است روشن مسأله شرايط از بگيريد. نظر مورد مربع از مجاور رأس دو با برابر را Q ، P دوم: گام
داشته را ويژگي ها اين Q و P اگر بالعكس، . P⃗⊥Q⃗ و |P⃗|= |Q⃗| كه هستند [−۱,۱]۳ مكعب از نقطه دو
Q ، P چنين يافتن هدف پس، مي دهند. تشكيل را مكعب درون مربعي Q−رأس هاي P−و ، Q ، P باشند
فوق شرايط بناميم، (u,v,w) و (x,y,z) ترتيب به را Q و P مختصات اگر شود. بيشينه |P⃗| كه است اي

هستند: بيان قابل به صورت زير

x۲+ y۲+ z۲ = u۲+ v۲+w۲

xu+ yv+ zw = ۰ (∗)

x,y,z,u,v,w ∈ [−۱,۱]

مي كنيم ادعا است. (∗) هاي جواب همه براي A = x۲+y۲+ z۲ = u۲+v۲+w۲ مقدار يافتن هدف و
اختيار (x,y,z,u,v,w) = (۱,۱, ۱۲ ,−۱,

۱
۲ ,۱) ازاي به مثال عنوان به كه است ۹

۴ با برابر بيشينه اين
مي شود.

و مكعب ضلع روي Q يا P از يكي قبلي، گام دو شرايط با بيشين مربع براي كه مي دهيم نشان سوم: گام
باشند. نداشته قرار مكعب از ضلعي بر Q و P از كدام هيچ كنيد فرض ابتدا است. واقع مكعب وجه بر ديگري
را Q ، P⃗ حول كوچكي دوران با سپس و مكعب داخل به را P ، Q⃗ حول كوچكي دوران با ابتدا صورت، اين در
هم چنان به طوري كه كرد بزرگ تر همزمان را Q⃗ و P⃗ دوي هر مي توان اكنون مي كنيم. منتقل مكعب داخل به
مكعب ضلع روي بر P كنيد فرض اكنون است. تناقض در مربع بودن بيشين با اين و بمانند باقي مكعب داخل
و P⃗ از گذرنده صفحه در مي توان پس، است. مكعب داخل ً اكيدا يعني، نباشد، مكعب از وجهي بر Q اگر باشد.
درون هم چنان Q به طوري كه كرد منتقل مكعب داخل به را P كوچكي دوران با است واقع آن بر P كه ضلعي

مي رسيم. تناقض به Q و P همزمان كردن بزرگ با ً مجددا بنابراين، بماند. مكعب
(∗) در لزوم، صورت در ، Q جاي به −Q يا و P جاي به −P گرفتن نظر در با مي توان كه است اين نتيجه

هستند. يك با برابر نيز w و v ، u از يكي نيز و x = y = ۱ كرد فرض
مي كنيم. بررسي بعد گام در را حالت دو اين
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پس، . x = y = w = ۱ اول) (حالت چهارم: گام


۱+۱+ z۲ = u۲+ v۲+۱(= A)

u+ v+ z = ۰.

. uv = −۱
۲ يعني، ، ۲+۲uv = ۱ ديگر، به عبارت . z۲ = (u+ v)۲ داريم دوم معادله از

براي را خود مقدار بيشترين عبارت اين . A = |u|۲+ ۱+ ۱
۴|u|۲ و |u|, |v| ≥ ۱

۲ داريم اول معادله از
است. ۹۴ با برابر كه مي گيرد |u|= ۱

۲ در ۱
۲ ≤ |u|

۲ ≤ ۱

داريم است). مشابه x = y = u = ۱ (حالت x = y = v = ۱ دوم) (حالت


۱+۱+ z۲ = ۱+u۲+w۲(= A)

u+۱+ zw = ۰.

داريم دوم معادله از

|zw|= |u+۱| ⇒ z۲ ≥ (zw)۲ ≥ (u+۱)۲.

داريم اول معادله از

۱+u۲+w۲ ≥ ۲+(۱+u)۲⇒ w۲ ≥ ۲(۱+u)

⇒ |w|۲ ≥ ۲|۱+u|= ۲|zw|

⇒ |z| ≤ |w|
۲
≤ ۱

۲

⇒ A≤ ۲+
۱
۴
=

۹
۴
.

۱۳۸۹/۲/۲ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۴
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نظر در را حالت دو . w۱+w۲+ . . .+wn = v۱+ v۲+ . . .+ vn = A مي دانيم .۱ .۲ .۳۴ پاسخ
مي گيريم:

داريم . wk ⩽ vk الف)

w۱+w۲+ . . .+wk ⩽ kwk ⩽ kvk ⩽ v۱+ v۲+ . . .+ vk.

داريم . wk > vk ب)

w۱+w۲+ . . .+wk = A− (wk+۱+ . . .+wn)

⩽ A− (n− k)wk

⩽ A− (n− k)vk

⩽ A− (vk+۱+ . . .+ vn)

= v۱+ v۲+ . . .+ vk.

در را f (x) = e۲x تابع مي توان ، c ⩽ ۰ براي است. c ⩽ ۰ مسأله، پاسخ مي كنيم ادعا .۲ .۲ .۳۴ پاسخ
وجود كند صدق مسأله شرايط در كه f مانند تابعي هيچ c > ۰ براي كه مي كنيم اثبات اكنون گرفت. نظر

داريم ، x ∈ R هر براي پس، . g = f ′− f مي دهيم قرار ندارد.

g(x),g′(x)> c.

كه است موجود z ∈ (y,x) مانند نقطه اي ميانگين، مقدار قضيه به توجه با y < x براي

g(x)−g(y) = g′(z)(x− y)> c(x− y).

بنابراين،
g(x)− cx >−cy+g(y)>−cy+ c = c(۱− y).

نامساوي چپ سمت چون مي رسيم، تناقض به دهيم، ∞−ميل سمت به را y و كنيم فرض ثابت را x اگر حال
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است. ثابت مقداري فوق

باشد. G در دلخواهي عضو g ، h ∈H باشد، G از زيرگروهي H كنيد فرض اول: حل راه .۳ .۲ .۳۴ پاسخ

نمي شوند. جابجا h و g يعني، ، ghg−۱ 6= h صورت، اين غير در . ghg−۱ ∈H آن گاه ، ghg−۱ = h اگر
در و g۲ = g−۲ بنابراين، . g−۲ = h۲ پس، نمي شوند. جابجا هم g−۱ و h همچنين . g۲ = h۲ پس،

. g۴ = e نتيجه،
نتيجه، در و نمي شوند جابه جا هم g−۱h و g نمي شوند، جابجا h و g چون مشابه، طور به
داريم g۴ = e رابطه از استفاده و g۲ در طرفين ضرب با . g۲ = (g−۱h)۲ = g−۱hg−۱h

است. نرمال H بنابراين، . ghg−۱ = h−۱ ∈ H پس، . e = ghg−۱h

در كه است گروهي از غيرآبلي مثالي Q۸ = {±۱,±i,± j,±k} هميلتوني چهارگان هاي گروه همچنين
مي كند. صدق مسأله شرط هاي

نمي شوند. جابه جا هم h و gh آن گاه نشوند، جابه جا هم با h و g اگر اول، راه حل با مشابه طور به دوم: حل راه
بنابراين، . ghg = h پس، . (gh)۲ = h۲ لذا،

ghg−۱ = hg−۲ = h(g۲)−۱ = hh−۲ = h−۱ ∈ H.

است. نرمال H پس،

مي توان ، f تابع تيلور بسط به توجه با مي گيريم. نظر در را g(z) = f (z̄)− f (z) تابع .۴ .۲ .۳۴ پاسخ
است. تحليلي نيز g كه گرفت نتيجه

[۰,۱] كه اين به توجه با است. ۰ برابر A مانند [۰,۱] از نامتناهي زيرمجموعه اي روي g تحليلي تابع اكنون
كه است موجود A در {xn} مانند دنباله اي پس، است. x۰ مانند حدي نقطه اي داراي A است، فشرده
نتيجه، در . g = ۰ بنابراين، است. ۰ برابر {xn : n ∈ N}∪ {x۰} روي g تحليلي تابع و xn → x۰

داريم ، x ∈ R هر براي حال . z ∈ C هر براي f (z̄) = f (z)

f (x) = f (x̄) = f (x).

. f (x) ∈ R بنابراين،
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مسأله شرط Pn(x)ها پس، مي باشد، n ⩾ |m| براي Pn(x)ها همه ريشه ، m هر چون الف) .۵ .۲ .۳۴ پاسخ
باشد داشته وجود Q(x) مانند k درجه چندجمله اي يك كنيد فرض خلف، برهان با حال هستند. دارا را
. k−۲< degPn = ۲n۰+۱⩽ k كه باشد چنان n۰ كنيد فرض . ∑∞

n=۱Pn(x) = Q(x) به طوري كه
بنابراين،

∞

∑
n۰=n۰+۱

Pn(x) = Q(x)−
n۰

∑
n=۱

Pn(x).

چپ سمت ولي دارد. ريشه k حداكثر كه است k حداكثر درجه از چندجمله اي يك تساوي راست سمت حال
هستند. تساوي چپ سمت ريشه هاي ۰,۱,۲, . . . ,k اعداد زيرا دارد، ريشه k از بيش

براي باشند. f (x) = ∑∞
n=۱Pn(x) ابرچندجمله اي ريشه هاي a۱,a۲,a۳, . . . صحيح اعداد كنيد فرض ب)

مانند عددي b و a صحيح دوعدد هر براي بنابراين، هستند. صفر بعد به جايي از Pn(a)ها ، a صحيح عدد هر
طوري به دارد وجود P(x) چندجمله اي بنابراين، . Pn(a) = Pn(b) = ۰ ، n > N براي كه دارد وجود N

. P(b) = f (b) و P(a) = f (a) كه
داريم f (a j) = ۰ ، j هر براي چون f (b) 6= ۰ ، b ∈ Z براي اگر حال .b−a| f (b)− f (a) بنابراين،

نيست. ممكن اين كه است بخش پذير عدد بي نهايت بر f (b) پس، . b−a j| f (b)

كه كنيم توجه مي دهيم. نشان B(R) با را R خودتوان اعضاي مجموعه اول: حل راه الف) .۶ .۲ .۳۴ پاسخ
. x(x−۱) = ۰ آن گاه ، x۲ = x اگر زيرا دارد. را خودتوان اعضاي از نيمي حداقل M بيشين ايده آل هر
، | R

M | = |
R
M | < ۳ لذا . |M| ⩾ ۱

۲ |B(R)| >
۱
۲
۲
۳ |R| بنابراين، هستند. M عضو x− ۱ يا x يا پس،

كه آنجا از حال . ۲ ∈ J(R) يعني، ، ۲ ∈ M نتيجه، در . ۲(۱+M) = M پس، . | R
M | = ۲ يعني،

داريم . ۲+ e۱ = e۲ كه دارند وجود e۲ و e۱ خودتوان اعضاي ، (۲+B(R))∩B(R) 6=∅

⇒ ۴+۴e۱+ e۱ = e۲ = ۲+ e۱

⇒ ۲+۴e۱ = ۰

⇒ ۲(۱+۲e۱) = ۰.

داريم دلخواه x هر براي حال . ۲ = ۰ بنابراين، است. وارون پذير ۱+ ۲e۱ پس، . ۲ ∈ J(R) اما
، ۱ = −۱ كه آنجا از . x = a+ b كه دارند وجود a,b ∈ B(R) لذا، . (x+B(R))∩B(R) 6= ∅

است. خودتوان x يعني، . x۲ = a۲+b۲ = a+b = x بنابراين، . x = a+b داريم

۹۳



مي گيريم خودتوان تعداد كمترين با بولي غير حلقه اي را R و نباشد درست مسأله كنيم فرض دوم: حل راه
دو از يكي حداقل پس، R = Re×R(۱−e) چون باشد، R در خودتواني e 6= ۰,۱ اگر . | R

B(R) |<
۳
۲ كه

Re خودتوان هاي تعداد و | Re
B(Re) |⩽ |

R
B(R) |<

۳
۲ اما ، Re مثلاً هستند، بولي غير R(۱− e) و Re حلقه

بنابراين، دارد. تناقض R انتخاب با كه (۱−e 6∈ Re (چون است R خودتوان هاي تعداد از كمتر يكي حداقل
است بولي R نتيجه، در . |R| = ۲ يعني، ، |R| < ۳ پس، . | R

B(R) | <
۳
۲ همچنين و B(R) = {۰,۱}

است. تناقض هم باز كه
داريم بگيريد. خودتوان اعضاي مجموعه را B(R) و باشد حلقه اعضاي تعداد n كنيد فرض سوم: حل راه

|B(R)|+ |−B(R)|> ۲
۳

n+
۲
۳

n =
۴
۳

n.

داريم بگيريد. دلخواه عضوي را x . |B(R)∩ (−B(R))|> n
۳ پس،

|x+[B(R)∩ (−B(R))]|+ |B(R)|> n
۳
+
۲n
۳

= n.

مي دهد نتيجه كه
(x+[B(R)∩ (−B(R))])∩B(R) 6=∅.

. (−a)۲ = (−a) و a۲ = a داريم هستند. خودتوان x+ a و −a و a كه دارد وجود a عضو پس،
به عبارت ديگر، يا ، x+ a = (x+ a)۲ = x۲+۲ax+ a۲ = x۲+ a بنابراين، . a = −a نتيجه، در

. x۲ = x

Z۲ آن در كه است مسأله جواب يك R = Z۲×Z۲×·· ·×Z۲×Z۳ حلقه مي شود ديده راحتي به ب)
شده اند. ضرب هم در مرتبه k تعداد به ها
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وپنجمين

۱۳۹۰/۲/۱۴ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۵

برابر x−۱ مرتبه با x مانند عضو يك مرتبه گروه، هر در كه كنيد توجه ابتدا اول: راه حل .۱ .۱ .۳۵ پاسخ
مي شوند ظاهر جفت به صورت k مرتبه با اعضاي يا يعني، ، O(x−۱) = k آن گاه ، O(x) = k اگر پس، است.
داريم xها اين از يكي براي اين كه يا و ندارد) وجود خاصيت اين با عضو ۲۰۱۱ دقيقاً چون ندارد امكان (كه
D۲۰۱۱ ديگر طرف از باشد. ۲ مي تواند فقط k نتيجه، در و x مرتبه يعني، ، O(x) = ۲ پس، . x−۱ = x

دارد. ۲ مرتبه عضو ۲۰۱۱ دقيقاً كه است متناهي گروهي
مرتبه داراي مولد ϕ(k) اين كه است مولد ϕ(k) داراي عضوي k و دوري گروه هر كه آن جا از دوم: راه حل
. ϕ(k)|۲۰۱۱ يعني، است، ϕ(k) از مضربي k مرتبه از اعضاي تعداد كه مي شود نتيجه راحتي به هستند، k

است. شده خواسته خواص با گروهي D۲۰۱۱ بالا، حل مانند و k = ۲ اين كه مگر است، زوج همواره ϕ(k) اما

دنباله اي بنابراين، . x ∈U ∪{p} كنيم فرض است. بسته U ∪{p} مي دهيم نشان ابتدا .۲ .۱ .۳۵ پاسخ
آن گاه ، xn = p باشيم داشته n بي نهايت براي اگر . xn→ x كه است موجود U ∪{p} در {xn} مانند
ولذا هستند U در نهايتاً xnها آن گاه ، xn 6= p بعد به جايي از اگر همچنين . x = p لذا، و xn → p

. x ∈U ∪{p} لذا، و x 6∈V نتيجه، در . x ∈U
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صورت به را f : X →U ∪{p} تابع حال

f (x) =


x x ∈U ∪{p}

p x ∈V

اگر باشد. X در y به همگرا دنباله اي yn كنيم فرض است. پيوسته تابع اين مي كنيم ادعا مي كنيم. تعريف
بنابراين، . yn ∈V ∪{p} داريم بعد به جايي از لذا، و y∈V آن گاه ، yn ∈V باشيم داشته n بي نهايت براي

. y ∈V ∪{p} زيرا f (y) = p اما . f (yn)→ p لذا، و f (yn) = p بعد به جايي از
هماني U ∪{p} روي f چون و yn ∈U ∪{p} بعد به جايي از آن گاه ، yn 6∈V بعد به جايي از اگر اما

. f (yn)→ f (y) پس، است
است. چنين نيز U ∪{p}= f (X) پس، است. فشرده و همبند X و پيوسته f ا

هم S[x] پس، است. (P.I.D) اصلي ايده آل هاي دامنه يك R[x] پس، است ميدان R چون .۳ .۱ .۳۵ پاسخ
ميدان T يكدار، و جابه جايي حالت در كه كنيم (توجه است ميدان S نتيجه، در و است اصلي ايده آل دامنه

باشد.) اصلي ايده آل هاي دامنه T [x] اگر تنها و اگر است
مي شوند حفظ يكريختي تحت وارون پذير عناصر اين كه به توجه با باشد، يكريختي ϕ : R[x]→ S[x] اگر حال
هستند)، ميدان S و R (چون هستند ثابت چندجمله اي S[x] و R[x] وارون پذير عناصر اين كه به توجه با و

است. S و R بين يكريختي ϕ |R : R→ S تابع كه مي شود نتيجه

بود خواهد رنگ آميزي يك وجود معني به حكم بودن نادرست كه مي شود ديده روشني به .۴ .۱ .۳۵ پاسخ
مثال براي رنگ ها از يكي اكنون شده اند. رنگ مختلف رنگ سه به دقيقاً وجه، هر همسايه وجه سه آن در كه
همسايه وجه يك دقيقاً وجه ۱۳۹۰ از كدام هر مي شماريم. را آبي وجه هاي و مي گيريم نظر در را آبي رنگ
مي شود. شمرده وجه يك آبي همسايه عنوان به بار سه دقيقاً آبي وجه هر طرفي از داشت. خواهد آبي رنگ به

است. تناقض يك اين كه ۳|۱۳۹۰ بنابراين،

دهيد قرار باشد. چگال C(X) در D = { f۱, f۲, . . .} كنيد فرض .۵ .۱ .۳۵ پاسخ
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B =

{
n ∈ N

∣∣ fn(x)>
۱
۲

xي ∈ Xازاي به
}
.

ρ( fn,g)< ۱
۲ كه باشيم داشته ي n بايد باشد يك ثابت تابع g : X→R اگر زيرا نيست تهي B مجموعه

. fn(x)> ۱
۲ داريم ، x ∈ X هر ازاي به ي n چنين براي و

دهيد قرار . fn(xn) >
۱
۲ كه دارد وجود xn ∈ X مانند نقطه اي ، B تعريف طبق ، n ∈ B هر ازاي به

تابع دارد. وجود x∗ ∈ X \Y نباشد، چنين اگر است. چگال X در Y مي كنيم ثابت .Y =
{

xn
∣∣ n ∈ B

}
مي كنيم: تعريف زير شكل به را f : X → R

f (x) = min
(
۱,

d(x,Y )
d(x∗,Y )

)
.

داريم ، x ∈ Y هر براي و f (x∗) = ۱ به علاوه، است. كران دار و پيوسته f كه كرد ثابت مي توان به راحتي
. f (x) = 0

و fn(xn) >
۱
۲ آن گاه ، n ∈ B اگر . ρ( f , fn) ≥ ۱

۲ ، fn ∈ D هر براي كه مي دهيم نشان اكنون
. fn(x)≤ ۱

۲ داريم ، x∗ به ويژه ، x ∈ X هر براي آن گاه ، n 6∈ B اگر . ρ( f , fn)>
۱
۲ پس، f (xn) = ۰

بودن چگال با اين و f 6∈D پس، . ρ( f , fn)≥ ۱
۲ كه مي شود نتيجه ، f (x∗) = ۱ اين كه به توجه با پس،

است. تناقض در D

c چنين . c ≥ ۱
ln۲ آن گاه ، c > limsupnMn اگر ، cهر براي دهيم نشان است كافي .۶ .۱ .۳۵ پاسخ

كنيد فرض . Mn <
c
n

داشت خواهيم بزرگ كافي اندازه به هاي n براي بنابراين، بگيريد. نظر در را اي
از ترتيب به ، [۰,۱] بازه از {x۱, . . . ,xn−۱} حذف با شده ايجاد قطعات طول با برابر u۱ ≤ . . . ≤ un

باشد. بزرگ، به كوچك
زيربازه هاي از تا k حداكثر در xn,xn+۱, . . . ,xn+k−۱ نقاط ، k = ۰,۱, . . . ,(n−۱) براي كه كنيد توجه
un−k, . . . ,un طول به بازه k+۱بين از آن ها، شدن اضافه با بنابراين، و گرفت خواهد قرار u۱, . . . ,un طول به

داريم نامساوي ها، اين جمع با . Mn+k ≥ un−k داريم بنابراين، مي ماند. بي تغيير يكي حداقل

۱= un +un−۱+ · · ·+u۱ ≤Mn +Mn+۱+ · · ·+M۲n+۱

< c
n +

c
n+۱ + · · ·+

c
۲n−۱ .
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. c≥ ۱
ln۲ بنابراين، . lim

n→∞

(
۱
n
+

۱
n+۱

+ · · ·+ ۱
۲n−۱

)
= ln۲ اما

كه يافت گونه اي به را a۱,a۲,a۳, . . . دنباله مي توان يعني، است، ممكن كران بهترين ۱
ln۲

كران تبصره:
. limsupnMn =

۱
ln۲ آن براي

۱۳۹۰/۲/۱۵ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۵

هر براي بگيريد. نظر در را Ci(x) = bi(x)b۲۱−i(x) تابع ف ۱ ≤ i ≤ ۱۰ هر براي .۱ .۲ .۳۵ پاسخ
.Ci(x)≥

a۲۱−i
ai

داريم ، x ∈ (۰,∞)

تابع كمينه بنابراين، مي شود. اختيار ai ≤ x ≤ a۲۱−i بازه در است a۲۱−i
ai

همان كه Ci(x) كمينه
. ai≤ x≤ a۲۱−i باشيم داشته ، ۱≤ i≤ ۱۰ هر براي كه مي افتد اتفاق وقتي دقيقاً f (x) =∏۱۰

i=۱Ci(x)

است. [a۱۰,a۱۱] بازه همان مي كند اخذ آن ها در را خود كمينه مقدار f (x) كه نقاطي بنابراين،

فرض، طبق : sr = ۰ آن گاه ، rs = ۰ و باشند حلقه اعضاي s,r اگر مي دهيم نشان ابتدا .۲ .۲ .۳۵ پاسخ
مي گيريم چنان را x آن گاه ، a ∈ R اگر حال . sr = (sr)۲x = s rs︸︷︷︸rx = ۰ كه دارد وجود x عضو
پس، . (۱− ax)a = ۰ داريم شد گفته بالا در آن چه طبق و a(۱− ax) = ۰ پس، . a = a۲x كه
.a = xa۲ پس، . (۱− xa)a = ۰ كه گرفت نتيجه مي توان . a(۱− xa) = ۰ و لذا، ، a−axa = ۰

. | f (z۰)− z̄|< ۱ باشيم داشته ،|z۰|= ۱ كه z۰ ∈C هر براي كنيد فرض خلف) (برهان پاسخ۳۵. ۲. ۳.
داريم ، z̄ = ۱

z
كه اين به توجه با

|z f (z)−۱|< |z|= ۱.

كه بالا نابرابري لذا، مي گيرد، ناحيه مرز روي را خود بيشينه آن نرم پس، است. تحليلي z f (z)− ۱ تابع
z ∈ C هر براي يعني، است، برقرار نيز قرص داخل نقاط براي است، برقرار واحد قرص مرز روي نقاط براي
آشكار تناقضي كه ۱< ۱ داريم دهيم، قرار صفر برابر را z اگر . |z f (z)−۱|< ۱ داريم نيز |z| ≤ ۱ كه

است.
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نخست هستند. متغيره چند چند جمله اي دو h و g كه det[xi j]۱≤i j≤n = gh كنيد فرض .۴ .۲ .۳۵ پاسخ
كه مي شود ديده ام، i سطر حسب بر دترمينان بسط كمك به مثال براي مشخص، j ، i براي كه كنيد توجه
برحسب چندجمله اي هايي عنوان به h ، g كردن مرتب با بنابراين، است. يك درجه از xi j حسب بر چپ سمت
فقط xi j متغير هر پس، است. صفر ديگري در و يك برابر g يا h از يكي در xi j درجه كه مي شود ديده xi j

مانند آمده اند سطر يك در همزمان كه متغير دو اكنون مي شود. ظاهر g يا h از يكي در دقيقاً) بنابراين، (و
و كنيم مرتب متغير دو اين حسب بر چندجمله اي عنوان به را چپ سمت اگر بگيريد. نظر در را xi j و xik

است. صفر xi jxik ضرب حاصل ضريب كه مي شود ديده كنيم، توجه iام سطر حسب بر دترمينان بسط به
عنوان به g و h كردن مرتب با باز باشد آمده g در ديگري و h در يكي xi j و xik راست سمت در اگر اما
نشان تناقض اين است. ناصفر xi jxik ضريب كه مي شود ديده متغير، دو اين از يك درجه چندجمله اي هاي
سطر يك متغيرهاي همه پس، مي شوند. ظاهر g يا h از يكي در همزمان هم سطر متغير دو هر كه مي دهد
بنابراين، است. صادق هم ستون يك متغيرهاي مورد در استدلال همين مشابه بيايند. g يا h از يكي در بايد

است. ثابت چندجمله اي ديگري و مي شوند ظاهر g يا h از يكي در متغير n۲ هر

كه (α,β ) مانند بازه هر براي مي دهيم نشان ابتدا .Vm =
∞⋃

n=m

۱
n

U كنيم فرض .۵ .۲ .۳۵ پاسخ
باشد. تهي مجموعه اين مي كنيم فرض خلف، برهان به .Vm ∩ (α,β ) 6= ∅ داريم ۰ < α < β

حقيقي، اعداد ارشميدسي خاصيت بنابر .U ∩ (nα,nβ ) = ∅ داريم ، n ≥ m هر ازاي به بنابراين،
نتيجه، در . (n+۱)α < nβ داريم ، n≥ n۰ هر براي بنابراين . ۱

n۰
< β−α

α كه دارد وجود ي n۰ ≥m

است. تناقض در U بودن بي كران با اين و U ∩ (n۰α,∞) =∅ پس، .
∞⋃

n=n۰

(nα,nβ ) = (n۰α,∞)

باز مجموعه اين چون .V۱∩V۰ 6=∅ داريم شد گفته بالا در آنچه طبق .V۰ = (۱,۲) كنيم فرض حال
بازگشتي به صورت مي توان استدلال همين با حال .Nr1 [x1]⊆V1∩V0 كه موجودند ي r۱ < ۱ و x۱ است

كه يافت را {rm} و {xm} دنباله هاي

Nrm [xm]⊆Vm∩Nrm−۱(xm−۱). ۰< rm <
۱
m

(∗)

لذا، و xm ∈ Nrk(xk) داريم ، m≥ k هر براي زيرا است كوشي {xm} دنباله

|xm− xk|< ۲rk <
۲
k
.
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داريم (∗) بنابر . xm→ x كه دارد وجود xي پس، است تام [۰,∞) چون حال

x ∈
∞⋂

m=۱
Nrm [xm]⊆

∞⋂
m=۱

Vm =
∞⋂

m=۱
(

∞⋃
n=m

۱
n

U).

نشان اين .nmx ∈U معادل، به طور يا ، x ∈ ۱
nm

U كه دارد وجود nm ≥ m مانند عددي m هر براي پس،
كه مي دهد

{n۱x,n۲x,n۳x, . . .} ⊆U ∩{x,۲x,۳x, . . .} .

تابع باشد. صفر آن ويژه مقادير همه اگر فقط و اگر است پوچ توان A ماتريس مي دانيم .۶ .۲ .۳۵ پاسخ
A ويژه مقادير همه روي بيشينه كه f (A) = max{|λ۱|, . . . , |λn|} ضابطه با f : Mn(R)→ R

اگر پس، هستند. يكي BA و AB مشخصه چند جمله اي هاي زيرا است اثر شبه تابع يك مي شود گرفته
است. پوچ توان A پس، . λ۱ = · · ·= λn = ۰ آن گاه ، f (A) = ۰

وارون پذير، S هر و A هر براي آن گاه باشد، اثر شبه f اگر كه كنيد توجه ابتدا ديگر، طرف اثبات براي
اثر شبه توابع براي آن مقدار آن كه بدون متشابه ماتريس يك با را A مي توان پس، . f (A) = f (SAS−۱)

قطر روي درايه هاي كه مثلثي پايين ماتريس يك با پوچ توان ماتريس هر (چون كرد. جايگزين كند، تغيير
مي كنيم فرض كليت دادن دست از بدون پس، است.) متشابه است صفر آن اصلي

A =



۰ ۰

. . .

∗ ۰


.

قطر روي يك درايه هاي با قطري ماتريس يك يعني، ، Ei = diag(1, . . . ,1,0,1, . . . ,1) دهيد قرار
آن اول ستون كه است ماتريسي AE۱ ولي E۱A = A صورت اين در است. ۰ كه (i, i) درايه جز به (اصلي)
AE۲ ولي E۲A = A كه مي شود ملاحظه است. صفر نيز A اول ستون كرد فرض مي توان .پس، است صفر
همه كه مي شود تبديل ماتريسي به A روش، اين ادامه با است. صفر نيز آن دوم ستون كه است ماتريسي

. f (A) = ۰ پس، است. صفر آن ستون هاي
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كه آنجايي از كرد. استفاده f (A) = tr(Ak) اثر شبه تابع از مي توان اول قسمت براي دوم: راه حل

f (AB) = tr((AB)k) = tr(B(AB)k−1A) = tr((BA)k) = f(BA)

براي كه مي شود نتيجه آن گاه ، f (A) = ۰ باشيم داشته f اثر شبه هر براي اگر پس، است. اثر شبه تابع، اين
هر براي كه گرفت نتيجه مي توان سادگي به و ∑

i
λ k

i = ۰ ، k هر براي يعني، ، tr(Ak) = 0 داريم ، k هر
است. A پوچ تواني معادل اين اين و λi = ۰ ، i
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وششمين

۱۳۹۱/۲/۲۶ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۶

دقيقاً A سطر هر در اگر تنها و اگر مي كند صدق مسأله شرط در A ماتريس مي دهيم نشان .۱ .۱ .۳۶ پاسخ
باشد. موجود صفر غير درايه يك

برعكس، مي كند. صدق مسأله شرط در A وضوح به آن گاه باشد، صفر غير درايه يك دقيقاً A سطر هر در اگر
درايه هاي همه اگر بگيريد. نظر در را آن اول سطر و كند صدق مسأله شرط در كه باشد ماتريسي A كنيد فرض
حداقل بايد A اول سطر در بنابراين، است. صفر نيز Av اول درايه ، v هر براي آن گاه باشند، صفر سطر اين
غير ، a1 jو a۱i مثلاً درايه، يك از بيش A اول سطر در اگر ديگر، طرف از باشد. موجود صفر غير درايه يك

كه مي گيريم چنان را s 6= ۰ و r 6= ۰ اعداد آن گاه باشند، صفر

a۱ir+a۱ js = ∑
t 6=i, j

a۱t

در هستند. −۱ آن درايه هاي مابقي و s آن ام j درايه ، r آن iام درايه كه مي گيريم ستوني برداري نيز را v و
مسأله شرايط در A اگر پس، است. صفر Av در اول درايه اما هستند، صفر غير v درايه هاي همه صورت اين
در كه مي دهد نشان مشابه استدلال دارد. وجود غيرصفر درايه يك دقيقاً A اول سطر در آن گاه كند، صدق

دارد. وجود صفر غير درايه يك دقيقاً نيز A ديگر سطر هر

هستند. يكي هم با باشند، برابر ناتباهيده بازه يك روي چند جمله اي دو اگر كه مي دانيم .۲ .۱ .۳۶ پاسخ
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هر براي مي گيريم. نظر در را K = [−M,M] بازه باشد. دلخواهي حقيقي عدد M > ۰ كنيم فرض
فشرده K چون است. چندجمله اي Ux روي f تحديد كه است موجود Ux مانند بازي مجموعه x ∈ K

باشد Pi برابر Uxi به f تحديد كنيم فرض حال . K ⊆ ∪n
i=۱Uxi كه موجودند ي xn و . . . ، x۱ ، است

كه مي گيريم نتيجه Uxi ∩Uxi+۱ 6= ∅ كه اين به توجه با صورت اين در . x۱ < x۲ < .. . < xn و
است. چنين R كل روي f بود، دلخواه M چون و است چندجمله اي K روي f بنابراين، . Pi = Pi+۱

مجموعه B و ۱۰ برابر آن ها مؤلفه هاي جمع كه باشد بردارهايي مجموعه A كنيد فرض .۳ .۱ .۳۶ پاسخ
موردنظر مجموعه A∪B مي دهيم نشان باشد. ۱۰ برابر آن ها كوچك تر مؤلفه دو جمع كه باشد بردارهايي

است.
مثل نقطه اي B مانند x شامل باز گوي هر ازاي به حال . f (x) = ۱ پس، x = (x۱,x۲,x۳) ∈ A اگر
يك x يعني، ، f (x۱,x۲,x۳)≥ ۲ پس، . y۱+ y۲+ y۳ > ۱۰ كه دارد وجود y = (y۱,y۲,y۳) ∈ B

است. ناپيوستگي نقطه
پس، . x۱+ x۲ = ۱۰ و x۱ ≤ x۲ ≤ x۳ كرد فرض مي توان كليت از شدن كاسته بدون ، x ∈ B اگر
ε > ۰ كه است y = (x۱+ε,x۲+ε,x۳+ε) مانند نقطه اي شامل x شامل گوي هر حال . f (x) = ۲

است. ناپيوستگي نقطه x پس، است. بيشتر ۱۰ از y مؤلفه دو هر جمع زيرا f (y) = ۳ اما
اگر است. پيوسته B و A از خارج نقطه هر در f كنيم ثابت است كافي مسأله حل تكميل براي
براي . x۱ ≤ x۲ ≤ x۳ كرد فرض مي توان كليت، رفتن دست از بدون ، x = (x۱,x۲,x۳) 6∈ A∪ B

دارد: وجود حالت سه x

است. پيوسته x در f وضوح به و x۱+ x۲+ x۳ < ۱۰ پس، . f (x) = ۱ (۱

x شامل همسايگي يك حالت اين در . x۳> ۱۰−(x۱+x۲) و x۱+x۲< ۱۰ پس، . f (x)= ۲ (۲
و y۱ + y۲ < ۱۰ همسايگي اين در y = (y۱,y۲,y۳) هر براي كه دارد وجود

است. پيوسته x در f لذا، و f (y) = ۲ پس، . y۳ > ۱۰− (y۱+ y۲)

حول همسايگي يك مي توان بنابراين، است. بيشتر ۱۰ از x مؤلفه دو هر جمع پس، . f (x) = ۳ (۳
پس، باشد. ۱۰ از بيشتر نيز y مؤلفه دو هر جمع همسايگي آن در y هر براي كه كرد انتخاب x

مي شود. ثابت حكم و f (y) = ۳
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موجود e۲ و e۱ خودتوان عضو دو حداقل ، x يك براي كنيد فرض خلف، برهان روش به .۴ .۱ .۳۶ پاسخ
بنابراين، . (xe۱)m = ۰= (xe۲)m كه مي گيريم چنان را m عدد كنند. صدق مسأله شرايط در كه باشند
مانند وارون پذير عضوي ديگر طرف از . Rxm ⊆ R(۱−e۱) (∗) نتيجه، در و xm = xm(۱−e۱) داريم
را قبل رابطه طرفين اگر . u۱(۱− e۱) = x(۱− e۱) پس، ، u۱ = x+ e۱ كه طوري به دارد وجود u۱

مي آيد دست به برسانيم m توان به

۱− e۱ = u−m
۱ xm ∈ Rxm.

مي شود نتيجه (∗) به توجه با كه R(۱− e۱)⊆ Rxm بنابراين،

Rxm = R(۱− e۱).

. R(۱− e۱) = R(۱− e۲) داريم نتيجه، در . Rxm = R(۱− e۲) مي دهد نشان مشابه استدلال يك
بنابراين، . (۱−e۲) = s(۱−e۱) و (۱−e۱) = r(۱−e۲) به طوري كه دارند وجود s و r اعضاي پس،

۱− e۱ = r(۱− e۲) = r(۱− e۲)(۱− e۲)

= (۱− e۱)(۱− e۲) = (۱− e۱)(s(۱− e۱)

= s(۱− e۱) = ۱− e۲.

)

. e۱ = e۲ بنابراين،

كنيد فرض است. همگرا ◁ ـ صفر تابع به fn(x) = ۱
xn دنباله مي دهيم نشان الف .۵ .۱ .۳۶ پاسخ

درجه برابر را N اگر باشد. مثبت دو هر Q و P پيش روي ضريب هاي و است شده داده g = P
Q ◁ ۰

داريم ، n > N چنانچه آن گاه بگيريم، Q

g(x)− fn(x) =
P(x)
Q(x)

− ۱
xn =

xnP(x)−Q(x)
xnQ(x)

▷۰.
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Q پيش روي ضريب همان مخرج پيش روي ضريب و P پيش روي ضريب همان صورت پيش روي ضريب زيرا
همگرا ◁ ـ صفر ثابت تابع به { fn} دنباله لذا، و −g◁ ۰◁ fn وضوح به به علاوه، و fn ◁ g پس، است.

است.
كوشي  ـ ◁ دنباله اين مي دهيم نشان ابتدا مي كنيم. تعريف hn(x) =∑n

k=۰
۱

x۲k شكل به را {hn} دنباله ب)
كه كنيد انتخاب نحوي به را N > ۰ عدد باشد. شده داده قبل قسمت مانند ۰◁g = P

Q كنيد فرض است.
آن گاه ، n > m > N اگر باشد. Q درجه از بزرگ تر ۲N

hn(x)−hm(x) =
n

∑
k=m+۱

۱
x۲k ◁n× ۱

n
× P(x)

Q(x)
= g(x).

است. ۱
n

P(x)
Q(x) از كم تر ۱

x۲k گوياي تابع ، k > m هر براي و است n از كم تر جمع جملات تعداد واقع، در
فرض نيست. همگرا  ـ ◁ ،R(x) در {hn} كه مي دهيم نشان اكنون است.) (الف) قسمت مشابه (استدلال،
h(x۲) به

{
hn(x۲)

}
كه ديد مي توان به سادگي صورت اين در باشد. همگرا  ـ ◁ ، h تابع به {hn} كنيد

داريم به علاوه، است. همگرا

hn(x۲) =
n

∑
k=۰

۱
x۲k+۱ = hn+۱(x)−

۱
x
.

داشت خواهيم دهيم، ميل بي نهايت به را n طرف، دو در اگر

h(x۲) = h(x)− ۱
x
.

ساده شده نمايش h(x) = R(x)
S(x) كنيد فرض ندارد. R(x) در جوابي هيچ تابعي معادله اين مي دهيم نشان

داشت خواهيم مخرج ها كردن ضرب با باشد. معادله جواب يك

xR(x۲)S(x) = xR(x)S(x۲)−S(x)S(x۲).

S(x) كه باشد عددي بزرگ ترين k ≥ ۱ كنيد فرض باشد. داشته x عامل بايد S(x)S(x۲) كه است واضح
داريم ندارند. x عامل R و T و S(x) = xkT (x) صورت، اين در باشد. بخش پذير xk به

xR(x۲)xkT (x) = xR(x)x۲kT (x۲)− xkT (x)x۲kT (x۲).
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پس،
R(x۲)T (x) = xk(R(x)− xk−۱T (x))T (x۲)

ندارند. x عامل R و T زيرا مي دهد دست به تناقض يك اين و باشد داشته x عامل بايد R(x۲)T (x) لذا، و

آن گاه كنيم، تبديل ديگر متوازي السطوح يك به صحيح انتقال يك با را P اگر كه است روشن پاسخ۳۶. ۱. ۶.
صحيح انتقال هاي با مي توان كه است واضح نمي كنند. تغيير P حجم همچنين و D و C ، B ، A كميت هاي

باشد. تهي يا و بيفتد اتفاق رأس يال، وجه، يك در شكل دو هر اشتراك كه طوري پوشاند را فضا كل P

متوازي السطوح هاي تعداد N′ و S داخل صحيح نقاط تعداد N كنيد فرض بگيريد. [−R,R]۳ مكعب را S

هستند. S داخل كاملاً كه باشد مذكور
لم.

است.) X حجم ، vol(X) از منظور ) limR→∞
vol(S)

N = ۱ الف)

limR→∞
vol(S)

N′ = vol(p) ب)

limR→∞
N
N′ = A+ ۱

۲B+ ۱
۴C+ ۱

۸D ج)

نتيجه حكم (ج)، در ضرب سپس و (ب) بر (الف) تقسيم با صورت اين در زيرا كنيم؛ ثابت را لم اين است كافي
مي شود.

با برابر W حجم بناميد. W را هستند S داخل كه متوازي السطوح هايي اجتماع است. واضح (الف) قسمت
در P رئوس فاصله بيشترين را d ديگر، طرف از . vol(S)≥N′.vol(P) (۱) بنابراين، است. N′.vol(P)

يك را Q و x ∈ S̄ كنيد فرض . S̄⊆W مي كنيم ادعا . S̄ = [−R+d,R−d]۳ دهيد قرار و بگيريد نظر
، x ∈ S̄∩Q و است d با برابر Q رئوس فاصله بيشترين چون . x ∈ Q كه بگيريد نظر در متوازي السطوح

بنابراين، S̄⊆W كرديم ثابت پس، . x ∈W نتيجه، در و Q⊆W پس، . Q⊆ S كه مي گيريم نتيجه

N′vol(P)≥ vol(S̄) = (
R−d

R
)3vol(S). (۲)

+∞ به R دادن ميل با و vol(P)≤ vol(S)
N′ ≤ ( R

R−d)
3vol(P) كه مي گيريم نتيجه (۲) و (۱) روابط از

مي شود. ثابت (ب) قسمت
از يكي رأس يك بر منطبق يا و يال يك درون وجه، يك درون صحيح، نقطه هر (ج): قسمت اثبات
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دهيد. نسبت نقطه آن به را ۱
۸ يا و ۱

۴ ، ۱
۲ ، ۱ عدد وضعيت اين به بسته است. مذكور متوازي السطوح هاي

آن حاصل و بزنيد جمع را Q داخل صحيح نقاط با متناظر اعداد ، S داخل Q متوازي السطوح هر براي حال
طرفي، از بزنيد. جمع هم با را S داخل متوازي السطوح هاي همه با متناظر اعداد سپس بگيريد. نظر در را
با برابر نهايي جمع حاصل پس، است. A+ ۱

۲B+ ۱
۴C + ۱

۸D با برابر متوازي السطوح هر با متناظر عدد
آن با متناظر عدد اگر ، S داخل صحيح نقطه هر براي ديگر، طرف از است. N′(A+ ۱

۲B+ ۱
۴C+ ۱

۸D)

i روي حالت گيري با موضوع (اين دارد قرار متوازي السطوح ۲i دقيقاً در نقطه آن آن گاه باشد، ۲−i با برابر
با برابر حداكثر نهايي جمع حاصل پس، نباشند. S داخل كاملاً است ممكن آن ها از بعضي كه مي شود) ديده

نتيجه، در است. N

N ≥ N′(A+
۱
۲

B+
۱
۴

C+
۱
۸

D) (۳)

را Q∩ S̄ داخل صحيح نقاط با متناظر اعداد تنها ، S داخل Q متوازي السطوح هر براي ديگر، شيوه به
با متناظر عدد طرفي از بزنيد. جمع هم با هم را متوازي السطوح ها همه جمع حاصل سپس و بزنيد جمع
با برابر حداكثر نهايي جمع حاصل پس، است. A+ ۱

۲B+ ۱
۴C+ ۱

۸D با برابر حداكثر متوازي السطوح هر
است، ۲−i آن با متناظر عدد كه S̄ داخل صحيح نقطه هر ديگر، طرف از است. N(A+ ۱

۲B+ ۱
۴C+ ۱

۸D)

با برابر حداقل نهايي جمع حاصل پس، Sاند. داخل كاملاً آن ها همه كه دارد قرار متوازي السطوح ۲i در دقيقاً
پس، است. S̄ داخل صحيح نقاط تعداد N′′ كه است N′′

N′′ ≤ N′(A+
۱
۲

B+
۱
۴

C+
۱
۸

D). (۴)

و شد ثابت لم پس، مي شود. نتيجه limR→∞
N′′
N = ۱ كه اين و (۴) و (۳) روابط از (ج) قسمت حال

مي شود. ثابت مسأله شد، داده توضيح كه همان طور

۱۳۹۱/۲/۲۷ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۶
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با است برابر Xk ماتريس از iام j درايه كه كنيد توجه .۱ .۲ .۳۶ پاسخ

∑
i۱,i۲,··· ,ik−۱

xii۱xi۱i۲ . . .xik−۱ j.

كه مي افتد اتفاق زماني بالا عبارت ناصفر جملات تنها و

Ai $ Ai۱ $ · · · $ Aik−۱ $ A j.

جايي آن از حال، است. A j در پايان و Ai از شروع با k+۱ طول به زنجيرهاي تعداد با برابر عدد اين بنابراين،
صفراند. Xn درايه هاي همه پس، باشد. داشته وجود مي تواند n+۱ طول به زنجيري مجموعه n بين در كه

اگر يعني، باشند، شده مرتب اندازه ترتيب به Aiها اگر كه كنيد توجه نخست دوم: راه حل

|A۱| ≤ |A۲| ≤ · · · ≤ |An|

مي توانند X اصلي قطر از بالاتر درايه هاي تنها پس، داد. نخواهد رخ Ai $ A j قطعاً ، i≥ j هر براي آن گاه
. Xn = ۰ كه است روشن حالت اين در و باشند ناصفر

مرتب اندازه ترتيب به كه باشند A۱, · · · ,An همان A′۱, · · · ,A′n كنيد فرض دلخواه، حالت براي حال
كه باشد جايگشتي π اگر طرفي، از . X ′n = ۰ داريم باشد، A′iها با متناظر ماتريس X ′ اگر بنابراين، شده اند.
بنابراين، . X = PX ′P−۱ كه است روشن ، π نظير جايگشتي ماتريس P و مي كند تبديل A′iها به را Aiها

Xn = (PX ′P−۱)n = PX ′nP−۱ = ۰.

۱۰۸



ضابطه با φ : G→ Zp×Zp×Zp×Zp تابع كنيد توجه .۲ .۲ .۳۶ پاسخ

φ





۱ a b c

۰ ۱ ۰ d

۰ ۰ ۱ e

۰ ۰ ۰ ۱




= (a,b,d,e)

و است پوشا همريختي يك

kerφ =





۱ ۰ ۰ x

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


: x ∈ Zp


kerφ اما . G′⊆ kerφ نتيجه، در و بوده آبلي G

kerφ است، Zp×Zp×Zp×Zpيكريخت با G
kerφ چون

.G′ = kerφ يا و است) غيرآبلي G چون ندارد امكان (كه G′ = {e} يا پس، است، عضوي p گروه يك
مي شود نتيجه پس،

G′ =





۱ ۰ ۰ x

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


: x ∈ Zp



۱۰۹



مي كنيم. تعريف g(x۱, · · · ,xn) = x۱+ · · ·+xn صورت به را g : Rn→R تابع الف) .۳ .۲ .۳۶ پاسخ
است، فشرده X چون است. پيوسته نيز R به X از تابعي به عنوان (g◦ f ) پس، است. پيوسته وضوح به g

. (g◦ f )(y)≤ (g◦ f )(x) ، y∈X هر براي كه دارد وجود x∈X يعني، مي گيرد، را خود مقدار بيش ترين
باشد، f (x) مساوي يا بزرگ تر مؤلفه به مؤلفه f (y) ، y ∈ X يك براي اگر . x ∈M f كه مي دهيم نشان
مؤلفه از ً اكيدا f (y) مؤلفه هاي از هيچ كدام نمي تواند ، g( f (y)) ≤ g( f (x)) كه اين به توجه با آن گاه

. f (y) = f (x) لذا، باشد. بيش تر f (x) در متناظرش
است: شده تعريف زير صورت به كه مي گيريم R۲ از زيرمجموعه اي را X فضاي ب)

X = {۰}× [۰,۱]∪{(x۱,−x)|x ∈ [۰,۱]} .

مي دهيم نشان . f (x,y) = (x,y) يعني، مي گيريم، طبيعي نشاندن را f : X → R۲ تابع

M f = {(۰,۱)}∪{(x,−x)|x ∈ (۰,۱]}

بيان است. روشن X صورت به توجه با اخير ادعاي اثبات نيست. فشرده نيست، بسته چون نتيجه، در كه
در كه باشد موجود f (X) در نقطه اي نبايد باشد M f عضو بخواهد (۰,y) ∈ X اگر است: چنين آن دقيق
كه مي دهد رخ حالتي در دقيقاً اين باشد. (۰,y) از بزرگ تر مؤلفه يك در و مساوي يا بزرگ تر مؤلفه دو هر
به توجه با كه باشد داشته بايد را وضعيت همان نيز باشد M f عضو بخواهد (x,−x) ∈ X اگر . y = ۱

، X در (۰,۱) وجود دليل به كه (۰,۰) مگر هستند M f عضو نقاط اين همه پاره خطي، اين منفي شيب
نيست. M f عضو

V از تحليلي توابعي fn, . . . , f۲, f۱ كنيد فرض مي كنيم. ثابت كلي تري حالت در را مسأله .۴ .۲ .۳۶ پاسخ
هستند. ثابت ها fk همه مي دهيم نشان باشد. ثابت | f۱|+ | f۲|+ · · ·+ | fn| به طوري كه باشند C به

كه مي كنيم انتخاب طوري را αk مختلط عدد ، k هر ازاي به باشد. دلخواه نقطه اي z۰ ∈U كنيد فرض
كنيم انتخاب ۱ برابر را αk مي توانيم fk(z۰) = ۰ اگر . |αk|= ۱ و باشد نامنفي حقيقي عدد αk fk(z۰)

. αk =
| fk(z۰)|
fk(z۰)

مي دهيم قرار صورت اين غير در و
است برقرار هم gn و · · · ، g۲ ، g۱ براي مسأله شرايط كه است واضح . gk(z) = αk fk(z) مي كنيم تعريف

۱۱۰



داريم هستند. نامنفي حقيقي اعداد gk(z۰)ها به علاوه، و

|g۱(z)+ · · ·+gn(z)| ≤ |g۱(z)|+ · · ·+gn(z)|= |g۱(z۰)|+ · · ·+ |gn(z۰)|

= g۱(z۰)+ · · ·+gn(z۰) = |g۱(z۰)+ · · ·+gn(z۰)|.

مي گيرد z۰ نقطه در را خود نرم بيشينه است، تحليلي U بر كه ، G(z) = g۱(z)+ · · ·+gn(z) تابع پس،
است. |g۱(z)|+ · · ·+ |gn(z)| برابر ثابت مقدار اين و باشد ثابت بايد G بيشينه، اصل طبق نتيجه، در و
عنوان به كه است برابر آن ها جمع نرم با مختلط عدد n نرم جمع صورتي در تنها كه كنيد توجه اين به اكنون
نامنفي حقيقي عدد يك است) ناصفر g۱ كه نقاطي (در gk

g۱
پس، باشند. راستا هم و هم جهت صفحه در بردار

. βk ∈ R+ آن در كه gk = βkg۱ نتيجه، در باشد ثابت آن مقدار بايد gk
g۱

بودن تحليلي به توجه با و است
، ۱+β۲+ · · ·+βn ≥ ۱ و است ثابت تابع G(z) = g۱(z)(۱+β۲+ · · ·+βn كه اين به توجه با

هستند. ثابت توابع ها fk نتيجه، در و gkها كه مي دهد نتيجه اين و است ثابت تابع g۱ داريم

آمده دست به P وجهي چهار تصادفي دوران يك از كه باشد وجهي چهار Q كنيد فرض .۵ .۲ .۳۶ پاسخ
تعريف زير صورت به را ، i = ۱, . . . ,۴ ، Ai پيشامدهاي و شماره گذاري ۴ تا ۱ اعداد با را Q رأس هاي باشد.

مي كنيم:

Ai : بگيرد قرار شده رنگ قسمت در Q iام رأس

است، گرفته قرار كره سطح روي يكنواخت توزيع با و تصادفي شكل به Q رأس هاي از كدام هر كه آنجايي از
.P(Ai)>

۳
۴ داريم

كه كنيد توجه حال

P(
۴
∩

i=۱
Ai) = ۱−P(

۴
∪

i=۱
Ac

i )

≥ ۱− (
۴

∑
i=۱

P(Ac
i ))

≥ ۱−
۴

∑
i=۱

(۱−P(Ai))> ۰

دارد! وجود حالتي چنين پس، است. مثبت ً اكيدا بگيرند قرار رنگي قسمت در رأس چهار هر كه اين احتمال

۱۱۱



داريم ،(۱) طبق حال . b = b(cH(c) (۱) پس، ، (ab)c = (ab)c كه آنجا از .۶ .۲ .۳۶ پاسخ

(a(bH(b)))c = (a(dH(d)))c.

نتيجه، در

bH(b) = (dH(d))(cH(c))
(۱)
= dH(d). (۲)

عضو يك e آن گاه ، e = cH(c) دهيم قرار اگر (۱) طبق و است c انتخاب از مستقل cH(c) عبارت پس،
آن گاه ، ab = ad اگر است. برقرار G در چپ حذف قانون مي دهيم نشان حال است. G براي راست هماني

. b = d(cH(c)) = d نتيجه، در . (ab)c = (ad)c

حذف از پس . eH(e) = e(eH(e)) نتيجه، در . e = e(eH(e)) داريم ، (ae)e = (ae)e كه آنجا از
كنيم توجه حال . H(e) = e (۳) بنابراين، مي آيد. دست به H(e) = eH(e) = e چپ سمت از e

مي دهد نتيجه (ab)e = (ae)b رابطه كه

b = e(bH(e)) = e(be) = eb. ((۳) به (بنا

است. G طرفه دو هماني عضو e پس،
مي دهد نتيجه كه (ed)H(d) = (ec)H(c) داريم d و c هر براي پس، است، طرفه دو هماني e چون
. H(H(c)) = c (۴) مي آيد دست به قبل رابطه در d = e جايگذاري با و c = d(H(d)H(H(c)))

جواب داراي G در a = bx معادله ، b و a هر براي كه كرديم ثابت يعني، ، c = d(H(d)c) پس،
كنيم: ثابت را G بودن پذير شركت كه هستيم آماده اكنون است. x = H(b)a

چنان را x شد گفته آنچه طبق و باشند G از دلخواهي عضوهاي c و b ، a مي كنيم فرض كار اين براي
دست به چپ حذف قانون از استفاده با و bc = b(cH(x)) پس، . (a(bc))x = (ab)c كه مي گيريم
و x = e پس، مي آيد. دست به x = H(H(x)) = H(e) = e نهايت در (۴) بنابر و H(x) = e مي آيد

. a(bc) = (ab)c نتيجه، در
مي توان مشابه طور به و دارد راست وارون G عضو هر پس، . aH(a) = e داريم a هر براي ديگر طرف از
است. گروه يك (G, ·) نتيجه، در و است طرفه دو وارون داراي G عضو هر بنابراين، . H(a)a = e داد نشان

۱۱۲



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وهفتمين

۱۳۹۲/۲/۲۴ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۷

صورت اين در . ε = |x|
۲ دهيد قرار ، x ∈ R\{۰} هر براي .۱ .۱ .۳۷ پاسخ

Bε(x) =
{

y ∈ R : d(x,y)<
|x|
۲

}
= {x} .

داريم ، ۰< ε هر براي

Bε(۰) = {y ∈ R : d(y,۰)< ε}= (−ε,ε).

است. بسته Q پس، است. باز Qc =
⋃

x∈Qc

{x} ، ۰ 6∈Qc چون

نيست. باز Q پس، ، (−ε,ε) 6⊆Q وضوح به بگيريد. نظر در را ۰ ∈ (−ε,ε) بازه ، ε > ۰ هر براي

داريم ، x ∈ G هر براي ، |G|= n چون .۲ .۱ .۳۷ پاسخ

xn = e. (∗)

آن در كه aφ(n) n≡ ۱ آن گاه ، (a,n) = ۱ كه باشند طبيعي عدد دو n و a اگر اويلر، قضيه به بنا طرفي از
يعني ، ۲φ(n) n≡ ۱ اويلر قضيه به بنا پس، . (۲,n) = ۱ داريم است، فرد n چون حال است. اويلر تابع φ

۱۱۳



. x۲φ(n)
= x ، x هر براي لذا، و x۲

φ(n)−۱ = e داريم ، x ∈ G هر براي ، (∗) به بنا . n|۲φ(n)−۱

است. معادله جواب x = y = ۱ كه مي شود ديده راحتي به k = 3 براي الف) .۳ .۱ .۳۷ پاسخ
y = nd ب.م.م، (m,n) = ۱ كه دارد وجود طبيعي n و m اعداد پس، . d ب.م.م= (x,y) مي دهيم ب)قرار

مي آوريم دست به معادله در دادن قرار با . x = md و

m۲d۲− kmnd۲+n۲d۲+md = ۰

بنابراين، . m = ad كه دارد وجود a طبيعي عدد يعني، ، d|m مي كند ايجاب كه

a۲d۴− kand۳+n۲d۲+ad۲ = ۰.

ايجاب كه a|m همچنين و ب.م.م (m,n) = ۱ اما . a|n۲ كه مي گيريم نتيجه معادله اين از d۲ حذف از
مي آيد: در زير صورت به معادله اكنون . a = ۱ مي كنند

d۲− knd +n۲+۱= ۰.

مانند كاملي مربع ∆ = k۲n۲−۴(n۲+۱) بايد باشد، طبيعي جواب هاي داراي اخير معادله كه اين براي
خواهيم نيست، بخش پذير ۳ بر كه باشد فردي عدد k اگر حال . (k۲−۴)n۲ = t۲+۴ يعني، باشد، t۲

داشت
(k۲−۴)n۲ ≡ ۰ (mod ۳).

زيرا ندارد، امكان t۲+۴≡ ۰(mod ۳) اما

t۲+۴≡ t۲+۱≡ ۱ يا ۲ (mod ۳).

ندارد. طبيعي جواب  معادله نيست، بخش پذير ۳ بر كه فردي kهاي تمام براي بنابراين،

دو آن از يك هر سپس مي نويسيم. عضو دو ضرب صورت به را a و a ∈ R مي كنيم فرض .۴ .۱ .۳۷ پاسخ

۱۱۴



مي توان را a عضو بنابراين، مي دهيم. ادامه را فرآيند اين و نوشته R ديگر عضو دو ضرب صورت به هم را عضو
R كه آنجا از نوشت. آخر الي و عضو ۸ حاصلضرب عضو، ۴ حاصلضرب سپس عضو، ۲ حاصلضرب صورت به

به طوري كه موجودند · · ·n۳ > n۲ > n۱ طبيعي اعداد و y ∈ R چون عضوي است، متناهي

a = yn۱b۱, a = yn۲b۲, a = yn۳b۳, . . . .

m > i حال . yi = y j كه است موجود i < j پس، است. متناهي
{

yi|i > ۱
}
⊆ R مجموعه طرفي از

صورت دراين . a = ymb كه مي گيريم چنان را

a = ymb = yiym−ib = y jym−ib = y j−iymb = y j−ia،

دلخواه عناصر براي كه داريم توجه حال . a = taa به طوري كه است موجود ta عضو a ∈ R هر براي يعني،
با است متناهي R چون . ta۲ = a۲ و ta۱ = a۱ داريم ، t = ta۱ + ta۲ − ta۱ta۲ دادن قرار با a۲ و a۱

. ta = a ، a ∈ R هر ازاي به كه مي شود پيدا t ∈ R عضو روند همين ادامه

بگيريد. درنظر را A=
{
(z۱,z۲, . . . ,zn)

∣∣ z۱,z۲, . . . ,zn ∈ X , n≥ ۱
}

مجموعه پاسخ۳۷. ۱. ۵.
مي كنيم: تعريف زير ضابطه با را φF : X −→ R تابع ، F = (z۱, . . . ,zn) ∈ A هر براي

φF(x) =
۱
n
(d(x,z۱)+ · · ·+d(x,zn)).

است. [aF ,bF ] مانند ناتهي و كران دار بسته، بازه يك آن برد پس، است. پيوسته φF چون
است. برقرار حكم β ∈

⋂
F∈A

[aF ,bF ] هر براي صورت اين در .
⋂

F∈A

[aF ,bF ] 6= ϕ مي كنيم ثابت

چون . aF ≤ bG داريم G = (y۱, . . . ,ym) ∈ A و F = (z۱, . . . ,zn) ∈ A هر براي مي كنيم ادعا

aF ≤
۱
n
(d(yℓ,z۱)+ . . .+d(yℓ,zn)) (۱≤ ℓ≤ m)

و

bF ≥
۱
m
(d(zk,y۱)+ . . .+d(zk,ym)) (۱≤ k ≤ n)
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باشيم داشته ۱≤ ℓ≤ m يك و ۱≤ k ≤ n يك براي است كافي

۱
m
(d(zk,y۱)+ . . .+d(zk,ym))≥

۱
n
(d(yℓ,z۱)+ . . .+d(yℓ,zn)).

باشيم داشته بايد ۱≤ ℓ≤ m هر و ۱≤ k ≤ n هر براي صورت، اين غير در

۱
m
(d(zk,y۱)+ . . .+d(zk,ym))<

۱
n
(d(yℓ,z۱)+ . . .+d(yℓ,zn)).

پس،
n

∑
k=۱

m

∑
ℓ=۱

d(yℓ,zk)>
m

∑
ℓ=۱

n

∑
k=۱

d(zk,yℓ)

باشند. برابر بايد بالا رابطه طرفين نتيجه، در و است متقارن متريك زيرا نيست، ممكن كه

از آبي ، i از قرمز مهره هر جاي به اگر باشد. عضوي ۸ چهارگان هاي۱ گروه Q۸ كنيد فرض .۶ .۱ .۳۷ پاسخ
حالت نظير اوليه آرايش ديد مي توان راحتي به كنيم استفاده قرار −۱ از سفيد و k از زرد ، j

k۳۷۳۷ j۳۷۳۷ i۳۷۳۷ = k ji = i۲ =−۱

بعد Q۸ در اوليه حاصلضرب بازي قواعد طبق همچنين است. ۱ نظير نباشد مهره اي هيچ كه حالتي و است
زيرا مي ماند. ثابت حركت هر انجام از

i j = k, jk = i, ki = j, j۲ =−۱.

رسيد. مهره هيچ حالت به نمي توان نتيجه، در

۱۳۹۲/۲/۲۵ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۷

1Quaternion
۱۱۶



الف) .۱ .۲ .۳۷ پاسخ

f (kx)− f (x) =
∞

∑
n=۰

an(kx)n−
∞

∑
n=۰

anxn

=
∞

∑
n=۰

an(kn−۱)xn

=
∞

∑
n=۰

kan−۱xn

= kx
∞

∑
n=۰

anxn

= kx f (x).

مي آيد. دست به k۰−۱= ۰ كه مطلب اين و an براي بازگشتي رابطه از سوم تساوي كه
(الف) قسمت به توجه با ب)

f (kx) = f (x)(۱+ kx). (∗)

نتيجه، در و بود خواهد صفر برابر تساوي راست سمت در پرانتز داخل عبارت ، x = −۱
k دهيم قرار اگر

نيز kx باشد، تابع ريشه x اگر كه مي دهد نتيجه (∗) تساوي وضوح به . f (−۱) = f (x×−۱
k ) = ۰

هستند. f ريشه مختلف nهاي براي −kn نتيجه، در است. تابع ريشه
طبيعي n هر براي x۱

kn باشد، شده ذكر ريشه هاي جز به ريشه اي x اگر ندارد. ديگري ريشه f مي كنيم ادعا
عددي هر نتيجه، در و نمي شود صفر وقت هيچ معادله راست سمت در پرانتز داخل عبارت است. ريشه نيز
ميل صفر به كند ميل بينهايت به n وقتي x۱

kn ، k > ۱ چون اما است. f ريشه نيز آن ۱
k باشد، f ريشه كه

به ريشه اي f پس، . f (۰) = a۰ = ۱ 6= ۰ اما . f (۰) = ۰ كه مي شود نتيجه ، f پيوستگي از و مي كند
ندارد. شده ذكر موارد جز

مي كند. عاد را x۲−۱ چندجمله اي ، A كمين چند جمله اي ، A۲ = I فرض با : اول راه حل .۲ .۲ .۳۷ پاسخ
A بنابراين، ندارد. تكراري ريشه و مي شود تجزيه R روي كامل به طور A كمين چند جمله اي بنابراين،
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كه طوري به دارد وجود R روي P وارون پذير ماتريس يعني، است، قطري پذير

PAP−۱ =

 α ۰

۰ β


. α,β ∈ R آن در كه

دو هر يا α,β مي شود نتيجه detA = ۱ شرط از و α,β ∈ {۱,−۱} مي شود نتيجه A۲ = I شرط از
. A =−I و A = I دارد: انتخاب دو A ماتريس بنابراين، هستند. −۱ با برابر هردو يا ۱ با برابر

صدق خود مشخصه چندجمله اي در ماتريس هر كه آنجا از . A =

 a b

c d

 كنيم فرض : دوم راه حل

داريم مي كند،

A۲− tr(A)A+det(A)I = ۰،

داريم جايگذاري با . tr(A)A = (۱+det(A))I يعني،

(a+d)

 a b

c d

=

 ۱+ad−bc ۰

۰ ۱+ad−bc

 . (∗)

به كه چرا نيست، ممكن a = −d حالت اما . a = ±d پس، . a۲+ bc = ۱ = d۲+ bc نتيجه، در
a = d پس، دارد. تناقض a۲+ bc = ۱ با كه a۲+ bc = −۱ مي دهد نتيجه det(A) = ۱ همراه
رابطه به توجه با و ad + bc = ۱ يعني، ، ۲ad = ۱+ ad− bc مي شود نتيجه (∗) رابطه از دوباره و
bd = dc = ۰ مي دهد نتيجه (∗) ديگر طرف از . ad = ۱ مي گيريم نتيجه ، ad−bc = det(A) = ۱

، A۲ = I چون و A =

 a ۰

۰ a

 پس، . b = c = ۰ مي آيد بدست a در طرفين ضرب با كه
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و A =

 ۱ ۰

۰ ۱

 دارد: وجود انتخاب دو فقط A براي بنابراين، . a = ±۱ يعني، ، a۲ = ۱ داريم

. A =

 −۱ ۰

۰ −۱



دنباله است. حقيقي عدد يك α = infx∈R۲ f (x) پس، است. كران دار پايين از f چون .۳ .۲ .۳۷ پاسخ
.limn→+∞ f (xn) = α كه است موجود {xn} ⊆ R۲

داريم . λ =
۱
۲

، y = xm ، x = xn دهيد قرار ، n,m≥ ۱ هر براي

α ≤ f (
xn + xm

۲
)≤ ۱

۲
f (xn)+

۱
۲

f (xm)−
۱
۴
‖xn− xm‖۲.

نتيجه +∞ سمت به n و m دادن ميل با و ‖xn−xm‖۲ ≤
۱
۲
( f (xn)−α)+

۱
۲
( f (xm)−α) پس،

كه است موجود x ∈ R۲ است، كامل R۲ چون است. كشي {xn} دنباله كه مي شود
بنابراين، است). پيوسته R۲ روي محدب تابع (هر است پيوسته f ولي . limn→+∞ xn = x

α = lim
n→+∞

f (xn) = f (x)،

مي گيرد. x در را خود كمينه مقدار f يعني،
آن گاه كند، اتخاذ را خود كمينه مقدار نيز x′ در f اگر حال

α ≤ f (
x+ x′

۲
)≤ ۱

۲
f (x)+

۱
۲

f (x′)− ۱
۴
‖x− x′‖۲ = α− ۱

۴
‖x− x′‖۲.

.x = x′ يعني، ، ۱
۴
‖x− x′‖۲ ≤ ۰ پس،

داريم z = eitمتغير تغيير با است. تحليلي نيز f (z̄) تابع پس، است. تحليلي f چون .۴ .۲ .۳۷ پاسخ
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كشي انتگرال فرمول به بنا باشد، مبدا مركز به واحد دايره γ اگر بنابراين، . dt = dz
iz پس، . ieitdt = dz

داريم

∫ ۲π

۰
f (eit) f (e−it)dt =

∫
γ

f (z) f (z)
iz

dz =
۲πi

i
f (۰) f (۰) = ۲π| f (۰)|۲ ≥ ۲π ≥ ۴.

مي كنيم: اثبات را زير گزاره ابتدا .۵ .۲ .۳۷ پاسخ
آن ها از يكي دقيقاً جز به Y اعضاي تمام شامل كه دارد وجود S از عضوي آن گاه ، |Y | ≥ ۲ و y ⊆ X اگر

است.
براي است. روشن نتيجه ، S خاصيت به توجه با |Y | = ۲ براي مي شود. انجام |Y | روي استقرا به اثبات
دارد وجود S از A مانند عضوي استقرا، فرض بر بنا مي گيريم. نظر در را y۱ مانند Y از عضوي ، |Y | > ۲

S مطلوب عضو همان باشد، ، y۱ ∈ A اگر است. y۲ مانند عضوي جز به Y −{y۱} اعضاي تمام شامل كه
عضو اكنون مي باشد. y۲ يا y۱ از يكي دقيقاً شامل كه دارد وجود B مانند S از عضوي ، y۱ 6∈ A اگر است.

بود. خواهد y۲ يا y۱ از يكي دقيقاً جز به Y اعضاي تمام شامل S از A∪B

از يكي دقيقاً شامل كه دارد وجود A۱ مانند S از عضوي ببريم، كار به A۰ = X براي را فوق گزاره اگر حال
چنان x۱, . . . ,xi و A۱, . . . ,Ai كنيد فرض ، i < n−۱ براي مي گذاريم. x۱ را آن نام كه نيست X اعضاي
مي كنيم انتخاب S از طوري را Ai+۱ حال باشد. xi جز به Ai−۱ اعضاي تمام شامل Ai كه باشد شده انتخاب
A۱, . . . ,An−۱ اعضاي مي گذاريم. xi+۱ را آن نام كه باشد آن ها از يكي جز به Ai اعضاي تمام شامل كه
. xi ∈ ∩ j<iA j اما . xi 6∈ Ai داريم ، ۱ < i < n براي زيرا متمايزند، مي شوند، انتخاب صورت اين به كه

داريم بنابراين، . |Ai| ≥ n− i همچنين

∑
A∈S
|A| ≥ |A۱|+ · · ·+ |An−۱| ≥ n−۱+ · · ·+۲+۱=

n(n−۱)
۲

.

همه مي شود، نتيجه باشد. عضو تعداد كمترين با حكم براي نقضي مثال G گروه كنيد فرض .۶ .۲ .۳۷ پاسخ
واقع در است. غيرنرمال G از M بيشين زيرگروه هر مي دهيم نشان هستند. آبلي ، G بيشين زيرگروه هاي
شده توليد گروه يعني، ، G = 〈M,a〉 مي شود نتيجه a ∈G\M عضو گرفتن درنظر با باشد، نرمال M اگر
كرده ايم فرض كه اين به توجه با مي گيريم. نظر در را g ∈M عضو حال مي شود. G با برابر M و a به وسيله
مي شود نتيجه h = aga−۱ دادن قرار با aga−۱ 6= g اگر . aga−۱ ∈M مي شود نتيجه است، نرمال M
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aga−۱ = g ، g ∈M هر براي اگر است. خلف فرض با متناقض كه دارند وجود شده ذكر خواص با عناصر
غير G از بيشين زيرگروه هر پس، است. فرض با متناقض كه مي شود آبلي G = 〈M,a〉 صورت اين در

است. نرمال
صورت اين غير در است. G از M بيشين زيرگروه هر زيرمجموعه (G (مركز Z = Z(G) مي دهيم نشان
دو هر براي مي شود نتيجه اينجا از است. فرض با متناقض كه مي شود آبلي G و ZM = G داشت خواهيم
آبلي به توجه با M∩M′ عضو هر واقع، در . M∩M′ = Z داريم G از M′ و M متمايز بيشين زيرگروه
مي شود. جابجا G = 〈M,M′〉 عضو هر با بنابراين، مي شود. جابجا M′ و M عناصر همه با M′ و M بودن

دارد. قرار G مركز در پس،
زيرگروه داراي پس، نيست. اول مرتبه از گروه H كه كنيد دقت مي گيريم. نظر در را H = G/Z گروه حال
فرض است. بديهي H متمايز بيشين زيرگروه دو هر اشتراك بالا، مطالب به توجه با است. غيربديهي بيشين

مي دهيم قرار و باشند H از نامزدوج و بيشين زيرگروه هاي همه N۱, . . . ,Ns كنيد

h = |H|, hi = |Ni|, i = ۱, . . . ,s.

هر در غيرهماني اعضاي تعداد و است h/hi با برابر هستند مزدوج Ni با كه H از بيشين زيرگروه هاي تعداد
زيرگروه هاي اجتماع صورت به H اعضاي شمارش با اين بنابر است. hi− ۱ با برابر Ni با مزدوج زيرگروه

رابطه به بيشين
h = ۱+

s

∑
i=۱

h(hi−۱)/hi (∗)

مي شود: منجر زير تناقض به (∗) رابطه ، s≥ ۲ اگر واقع در . s = ۱ مي كنيم ادعا مي رسيم.

h≥ ۱+h(
h۱−۱

h۱
+

h۲−۱
h۲

)≥ ۱+h.

پس، . s = ۱ بنابراين،
h = ۱+h(h۱−۱)/h۱.

است. تناقض كه h = h۱ مي دهد نتيجه كه

۱۲۱



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي وهشتمين

۱۳۹۳/۲/۲۳ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۸

دوتاي هر مجموع كه باشند گنگ اعداد x۳ و x۲ ، x۱ كنيم فرض خلف، برهان روش به .۱ .۱ .۳۸ پاسخ
است گويا هم x۱ بنابراين، هستند. گويا سه هر x۲+x۳ و x۱+x۳ ، x۱+x۲ پس، است. گويا آن ها متمايز

. x۱ = ۱
۲

(
(x۱+ x۲)+(x۱+ x۳)− (x۲+ x۳)

)
چون

و X از دلخواهي زيرمجموعه A كنيم فرض است. بسته X از زيرمجموعه هر مي كنيم ادعا .۲ .۱ .۳۸ پاسخ
داريم مسأله فرض به توجه با اما . xn→ x كه دارد وجود A در {xn} مانند دنباله اي پس، باشد. x ∈ A

است. بسته A لذا، . x ∈ A نتيجه، در . x ∈ {xn : n≥ ۱} ⊆ A

يعني، منفك، پس، هستند. ۱ مجزا و بسته X \{x۰} و {x۰} چون باشد. X از عضوي x۰ كنيم فرض اكنون
نتيجه، در . X \ {x۰} = ∅ باشيم داشته بايد X بودن همبند به توجه با بنابراين، شده اند.۲ جدا هم از

X = {x۰}

متناهي R اگر باشد. p از تواني |zd(R)| و |R|= p۳ يكدار، و جايي به جا R كنيد فرض .۳ .۱ .۳۸ پاسخ
و M۱ مي كنيم فرض خلف، برهان روش به است. صفر مقسوم عليه يا است يكه يا عضو هر آن گاه باشد،

2disjoint
2separated
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اگر هستند. p از تواني دو هر |M۲| ≤ p۲ و |M۱| ≤ p۲ كه است واضح باشند. R بيشين ايده آل دو M۲

مقسوم عليه هاي تعداد حالت اين در . R' R
M۱
× R

M۲
چيني باقيمانده قضيه به بنا آن گاه ، M۱∩M۲ = (۰)

داشت خواهيم صورت اين در چون بود، نخواهد p از تواني ، |zd(R)| يعني ، R صفر

|zd(R)|= | R
M۱
× (۰)|+ |(۰)× R

M۱
|−۱.

بنابراين، . |M۱|= |M۲|= p۲ نتيجه، در . |M۱∩M۲|= p لذا، و M۱∩M۲ 6= (۰) پس،

|M۱∪M۲|= |M۱|+ |M۲|−۱≥ p۲+ p۲− p = ۲p۲−P = ۲(۲p−۱)> p۲.

. است تناقض كه هستند صفر مقسوم عليه M۱∪M۲ اعضاي اما

داريم ، m,n ∈N هر براي . an = d(x, f n(x)) دهيد قرار n ∈N و x ∈ X براي الف) .۴ .۱ .۳۸ پاسخ

۰≤ am+n = d(x, f m+n(x))

≤ d(x, f n(x))+d( f n(x), f n+m(x))

= d(x, f n(x))+d(x, f m(x))

= an +am.

an≤ qam+ar . ۰≤ r <m و n=mq+r به طوري كه موجودند r و q صحيح اعداد ، m بر n تقسيم با
اگر ، ar ≤max{a۱,a۲, . . . ,am−۱} و ۰≤ qm

n ≤ ۱ چون . an
n ≤

qm
n

am
m + ar

n كه مي دهد نتيجه
داشت خواهيم ، m≥ ۱ هر براي آن گاه كند، ميل بينهايت به n

۰≤ limsup
n→+∞

an

n
≤ am

m
.

داشت خواهيم كند، ميل بينهايت به m اگر حال

۰≤ limsup
n→+∞

an

n
≤ liminf

m→+∞

am

m
،
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است. موجود φ(x) := lim
n→+∞

d(x, f n(x))
n

پس،
داريم ، n ∈ N هر و x,y ∈ X هر براي ب)

d(x, f n(x))≤ d(x,y)+d(y, f n(y))+d( f n(y), f n(x)) = ۲d(x,y)+d(y, f n(y)).

و x جاي تعويض با . φ(x)≤ φ(y) داشت خواهيم n→+∞ وقتي گرفتن حد و n بر دوطرف تقسيم با
. φ(x) = φ(y) پس، . φ(y)≤ φ(x) داريم y

همريختي هاي تعداد و hG(H) با را H به G از همريختي هاي تعداد H و G گروه دو براي .۵ .۱ .۳۸ پاسخ
مي دهيم. نمايش hs

G(H) با را H به G از پوشاي
مرتبه روي استقرا با را حكم اين . hs

G۱
(H) = hs

G۲
(H) كه مي دهيم نشان ابتدا مسأله، مفروضات كمك به

مي كنيم. ثابت H

. hs
G۱
(H) = hs

G۲
(H) = ۱ صورت اين در ، |H|= ۱ اگر

مي گيريم. H سره زيرگروه هاي را H۱,H۲, . . . ,Hm صورت اين در ، |H|> ۱ اگر
داريم

hG۱(H) = hs
G۱(H)+

m

∑
i=۱

hs
G۱(Hi) (۱)

و

hG۲(H) = hs
G۲(H)+

m

∑
i=۱

hs
G۲(Hi) (۲).

داريم ، i = ۱, . . . ,m براي استقرا فرض از و hG۱(H) = hG۲(H) مسأله مفروضات به توجه با
. hs

G۱
(H) = hs

G۲
(H) مي دهند نتيجه (۲) و (۱) روابط بنابراين، . hs

G۱
(Hi) = hs

G۲
(Hi)

. |G۱|= |G۲| بنابراين، دارد. وجود برعكس و G۲ به G۱ از پوشا همريختي يك كه مي شود نتيجه ويژه، به
. G۱ ' G۲ نتيجه، در و هستند هم يك به يك ، G۲ به G۱ از پوشا همريختي هاي بنابراين،
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دهيد قرار باشد. {۱, . . . ,n} اعداد روي تصادفي جايگشتي σ كنيد فرض .۶ .۱ .۳۸ پاسخ

Xi j =


۱ ai j = σ( j)

۰ ai j 6= σ( j)

.

ام  ـ j ستون با برابر Aσ ام - σ( j) ستون كه باشد شده تعريف گونه اين Aσ ماتريس اگر كه ديد مي توان
داريم آن گاه باشد، A

K(Aσ ) =
n

∑
i, j=۱

Xi j.

داريم رياضي اميد بودن خطي طبق نتيجه، در و E[Xi j] = P(Xi, j = ۱) = ۱
n اما

E[K(Aσ )] =
n

∑
i, j=۱

E[Xi j] = n.

. K(Aσ )≤ n كه دارد وجود σ مانند جايگشتي بنابراين،

۱۳۹۳/۲/۲۴ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۸

باشد شده توليد c و b ، a عضو ۳ توسط كه G از زيرگروه هر كه دهيم نشان است كافي .۱ .۲ .۳۸ پاسخ
حل مسأله باشد، دوري H اگر . K = 〈c〉 و H = 〈a,b〉 مي دهيم قرار مي شود. توليد هم عضو ۲ توسط
گروه يك زيرگروه چون . H 6⊆ K همچنين است. دوري K زيرا ،K 6∼= H آن گاه نباشد، چنين اگر و است
واقع در . c = a−۱abb−۱ ∈ 〈a,b〉 لذا، و c ∈ H پس، . K ⊆ H فرض، طبق باشد، دوري بايد دوري،

مي شود. توليد هم b و a توسط 〈a,b,c〉 زيرگروه پس، است. شده بيان b و a برحسب c
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صورت اين در bn =
۱
n (۱+

۱√
۲ + · · ·+

۱√
n) و an = cosn دهيد قرار بله. .۲ .۲ .۳۸ پاسخ

∣∣∣∣∣ n

∑
k=۱

cosk

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣Re(

n

∑
k=1

eik)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣Re(
ei(n+1)− ei

ei−1
)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ei(n+۱)− ei

ei−۱

∣∣∣∣∣
≤ ۲
|ei−۱|

=
۲√

(۱− cos۱)۲+ sin۲ ۱
.

زيرا است. نزولي {bn} طرفي از

bn+۱ = ۱
n+۱(۱+

۱√
۲ + · · ·+

۱√
n +

۱√
n+۱)

< ۱
n+۱((۱+

۱√
۲ + · · ·+

۱√
n)+

۱
n (۱+

۱√
۲ + · · ·+

۱√
n))

= bn.

جمع بندي فرمول از حكم اكنون . bn→ ۰ داريم است، آن چزاروي ميانگين هاي دنباله bn و ۱√
n
→ ۰ چون

مي شود. نتيجه آبل

برقرار حكم كنيد فرض بناميد. V۱, . . . ,V۲n نزولي ترتيب به درجه شان حسب بر را رئوس .۳ .۲ .۳۸ پاسخ
. B = {Vn+۱, . . . ,V۲n} و A = {V۱, . . . ,Vn} دهيد قرار حال . degV۱ > degV۲n يعني، نباشد،
تعداد و A رئوس بين يال هاي تعداد ترتيب به eB و eA و باشد B رئوس و A رئوس بين يال هاي تعداد l اگر

داريم باشد، B رئوس بين يال هاي

degV۱+ · · ·+degVn = ۲eA + l

۱۲۶



و

degVn+۱+ · · ·+degV۲n = ۲eB + l.

نتيجه، در . ۲eA+ l > ۲eb+ l داريم ، degV۱ > degV۲n كه فرض اين و شماره گذاري نحوه به توجه با
است. فرض خلاف كه eA > eB

به مي توان را x ∈W ∩P عضو هر بگيريد. نظر در را W از {w۱, . . . ,wm} مانند پايه اي .۴ .۲ .۳۸ پاسخ
صورت

x = x۱w۱+ · · ·+ xmwm , xi ∈ F (۱)

نوشت مي توان همچنين نوشت.

wi = µi۱ e۱+ · · ·+µinen, µi j ∈ F, i = ۱, . . . ,m (۲)

و

x = λ۱e۱+ · · ·+λnen, λi = ۰,۱. (۳)

معادلات دستگاه به (۳) و (۲) و (۱) روابط از



µ۱۱x۱+µ۲۱x۲+ · · ·+µm۱xm = λ۱

µ۱۲x۱+µ۲۲x۲+ · · ·+µm۲xm = λ۲

...

µ۱nx۱+µ۲nx۲+ · · ·+µmnxm = λn

معادلات اين از تا m از x۱, . . . ,xm بنابراين، است. m با برابر (۲) روابط به توجه با دستگاه اين رتبه مي رسيم.

۱۲۷



جواب ۲m حداكثر دارد، انتخاب ۲m حداكثر معادله m اين دوم طرف چون و مي آيند دست به كامل طور به
مي شود. نتيجه حكم ،(۱) رابطه از و مي آيد دست به (x۱, . . . ,xm) براي

a 6= b اگر . c = ۳ و a = ۱ مي كند ايجاب كه ۲a۲+۱ = ca۲ آن گاه ، a = b اگر .۵ .۲ .۳۸ پاسخ
مقدار كمترين با و b < a با جوابي (a,b,c) كنيد فرض . b < a مي كنيم فرض كليت، دادن دست از بدون
معادله از جوابي نيز (a′,b′,c′) آن گاه ، b′ = bc−α و a′ = b دهيم قرار اگر باشد. a+b براي ممكن

داريم طرفي از بود. خواهد

b′ = bc−a =
b۲+۱

a
≤ b(b+۱)

a
≤ a′ (∗)

كمترين a+b كه اين به توجه با و a′+b′ < a+b چون . ۰< a′ < b و a′ = b < a همچنين و
از جوابي (a′,b′,c) حال . b′ = a′ كه مي آيد لازم است، بوده b < a با جواب هاي بين در ممكن مقدار

. c = ۳ مي كند ايجاب بالا مانند كه است a′ = b′ با معادله

پس، است. پيوسته z 7→ Re(z f (z)) تابع و فشرده D مرز .۶ .۲ .۳۸ پاسخ

۰< m = min{Re(z f (z)) : |z|= ۱} .

حالي در برابرند موهومي بخش هاي داراي z̄ f (z)−m و z̄ f (z) مختلط اعداد |z|= ۱ كه z هر براي اكنون
پس، است. كوچك تر دوم عدد حقيقي بخش كه

|z f (z)−m|< |z f (z)|.

داريم است، |z|= ۱ كه |z| در طرف دو ضرب با

| f (z)−mz|< | f (z)|.

يعني، است، برابر D درون g(z) = mz ريشه هاي تعداد با f (z) ريشه هاي تعداد روشه، قضيه بنابه اكنون
است. ساده ريشه آن و دارد ريشه يك دقيقاً f

۱۲۸



كشور دانشجويي رياضي مسابقه سي ونهمين

۱۳۹۴/۲/۲۲ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۳۹

اين در ، f ({x}) = ۰ باشيم داشته ، x ∈ X هر براي كه باشد تابعي f كنيد فرض .۱ .۱ .۳۹ پاسخ
مجموعه اي A كنيد فرض اينصورت، غير در زيرا . f (A) = ۰ داشت خواهيم A ∈ P(X) هر براي صورت،

داريم صورت اين در ، y ∈ A و f (A) 6= ۰ كه باشد ممكن عضو تعداد كمترين با

f (A\{y})+ f ({y}) = f (A).

است. صفر ثابت تابع f حالت اين در بنابراين، است. تناقض در A انتخاب با كه f (A\{y}) = ۱ نتيجه، در
آن گاه ، b 6= a و b ∈ X اگر . f ({a}) = 1 باشيم داشته a ∈ X يك براي كنيم فرض اكنون

۱≥ f ({a,b}) = f ({a})+ f ({b}) = ۱+ f ({b}).

است: زير به صورت f تابع كه مي كنيم ادعا اكنون . f ({b}) = ۰ پس،

f (A) =


۱ a ∈ A

۰ a 6∈ A

۱۲۹



آن گاه ، a ∈ A اگر
f (A) = f (A\{a})+ f ({a})≥ ۱.

آن گاه ، a 6∈ A اگر . f (A) = ۱ پس،

۱≥ f (A∪{a}) = f (A)+ f ({a}) = f (A)+۱.

مسأله شرط در فوق ضابطه با f تابع كه كرد مشاهده سادگي به مي توان عضوگيري با . f (A) = ۰ پس،
n+۱ تعداد يعني، دارد، وجود تابعي چنين يك a∈ X هر براي صفر، ثابت تابع بر علاوه پس، مي كند. صدق

است. موجود خاصيت اين با تابع

تحليلي تابع هر باشد، γ خم از خارج a نقطه اگر باشد. نظر مورد گوي Br(a) كنيد فرض .۲ .۱ .۳۹ پاسخ
است. صفر برابر معادله طرف دو هر زيرا است. مسأله پاسخ g

z ∈ Br(a) هر براي ، f تابع تيلور بسط و كشي انتگرالي فرمول به توجه با باشد، γ خم درون a نقطه اگر
داريم

f (z) =
+∞

∑
x=۰

an(z−a)n

و
an =

۱
۲πi

∫
γ

f (z)
(z−a)n+۱ , n = ۰,۱,۲, . . . .

، limn→+∞
n
√√

n+۱= ۱ كه آنجا از . g(z) = ∑+∞
n=۰ an

√
n+۱(z−a)n دهيم قرار است كافي

داريم n هر براي و است تحليلي Br(a) گوي روي g يعني، است، r برابر حداقل نيز سري اين همگرايي شعاع

∫
γ

g(z)
(z−a)n dz = ۲πi an−۱

√
n =

∫
γ

√
n f (z)

(z−a)n dz.

داريم ، r ∈ R هر ازاي به آن گاه ، f = ۰ اگر . f 6= g مي كنيم فرض .۳ .۱ .۳۹ پاسخ
مشابه طريق به و f 6= ۰ پس، . g 6= f زيرا است تناقض كه g = ۰ لذا، . ۰ = | f (r)| = |g(r)|

مي كنيم ادعا . g 6= ۰

f (۱) = g(۱) = ۱.

۱۳۰



يعني، ، f (۱)(۱ − f (۱)) = ۰ نتيجه، در . f (۱) = f (۱ × ۱) = f (۱)۲ داريم
پس، است. تناقض كه f = ۰ لذا، . f (r) = ۰ ، r ∈ R هر ازاي به آن گاه ، f (۱) = ۰ اگر . f (۱) = ۰

داريم ، r ∈ R هر ازاي به حال . f (۱) = g(۱) = ۱


| f (r)|= |g(r)|

| f (r+۱)|= |g(r+۱)|

در . | f (r)+۱|۲−| f (r)|۲ = |g(r)+۱|۲−|g(r)|۲ بنابراين، . | f (r)+۱|= |g(r)+۱| لذا،
با . Re( f (r)) = Re(g(r)) داريم ، r ∈ R هر ازاي به پس، . ۲ Re( f (r)) = ۲Re(g(r)) نتيجه،
. f (r) = g(r) يا f (r) = g(r) ، r ∈R هر ازاي به كه مي گيريم نتيجه | f (r)|= |g(r)| اين كه به توجه

دهيم: قرار اگر حال

A =
{

r ∈ R
∣∣ f (r) = g(r)

}
و

B =
{

r ∈ R
∣∣ f (r) = g(r)

}
،

آن گاه ، A = R اگر . B = R يا A = R لذا، و R = A∪B و بوده (R,+) زيرگروه هاي B و A آن گاه
. f = g لذا، و B = R پس، است. تناقض كه f = g

چون باشد. پيوسته تابع يك g و خوب تابع دو f۲ و f۱ كنيد فرض .۴ .۱ .۳۹ پاسخ

{x ∈ X : ( f۱(x)+ f۲(x))g(x) = ۰}

⊆
{

x ∈ X : f۱(x)g(x)≥
۱
۲

}
∪
{

x ∈ X : f۲(x)g(x)≥
۱
۲

}

مجموعه f خوب تابع هر براي كنيم، ثابت است كافي است، بسته مجموعه يك چپ سمت مجموعه و
است. فشرده

{
x ∈ X : f (x)g(x)≥ ۱

۲
}

۱۳۱



كنيد فرض

φ(t) =


۱
t t ≥ ۱

۲

۲ t < ۱
۲

اكنون . ۱۲ ≤ t اگر تنها و اگر φ(t)t = ۱ و است پيوسته φ : R→ R اينصورت در
{

x ∈ X : f (x)g(x)≥ ۱
۲

}
= {x ∈ X : φ( f (x)g(x))g(x) f (x) = ۱} .

است. فشرده مجموعه اين پس، است. خوب f و پيوسته φ( f g)g چون

كه مي آيد لازم ، ∫ π
۰ f (x)sinxdx = ۰ و است مثبت (۰,π) فاصله بر sinx تابع چون .۵ .۱ .۳۹ پاسخ

داريم باشد. داشته فاصله اين در x۰ مانند اي ريشه f

∫ π

۰
f (x)sin(x− x۰)dx =

∫ π

۰
f (x)(sinxcosx۰− cosxsinx۰)dx = ۰.

نتيجه، در

∫ x۰

۰
f (x)(sin(x− x۰)+

∫ π

x۰
f (x)sin(x− x۰) =

∫ π

۰
f (x)sin(x− x۰)dx = ۰.

باشد، [۰,π] فاصله در f ريشه تنها x۰ اگر حال
؛
∫ π

۰
f (x)sinxdx > ۰ آن گاه باشد، مثبت همواره x۰ از بعد و قبل در f اگر الف)

؛
∫ π

۰
f (x)sinxdx < ۰ آن گاه باشد، منفي همواره x۰ از بعد و قبل در f اگر ∫ب) π

۰
f (x)sin(x − x۰)xd > ۰ آن گاه باشد، مثبت x۰ از بعد و منفي x۰ از قبل f اگر ج)

؛
∫ π

۰
f (x)sinxdx > ۰ پس، .

∫ x۰

۰
f (x)sin(x− x۰)> ۰ و

.
∫ π

۰
f (x)sinxd < ۰ قبل حالت مشابه آن گاه باشد، منفي x۰ از بعد و مثبت x۰ از قبل f اگر د)

نيست. پذير امكان هيچ كدام اما
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زير فضاي باشد، زوج n = ۲m كه وقتي است.
[

n
۲

]
جواب كه مي كنيم ادعا .۶ .۱ .۳۹ پاسخ

V = {(w۱,w۱i, . . . ,wm,wmi) : i ∈ C}

زير فضاي n = ۲m+۱ كه وقتي و

V {(w۱,w۱i, . . . ,wm,wmi,۰) : wi ∈ C}

هستند. مطلوب خاصيت داراي ،
[

n
۲

]
بعد از زيرفضايي

مجموعه در مشمول ، n
۲

بزرگتراز بعد از Cn از W زير فضاي هيچ كه كنيم ثابت است كافي اثبات، تكميل براي
بنابراين، باشد. زيرفضايي چنين W كنيد فرض نيست.

{
(z۱, . . . ,zn) ∈ Cn : z۲۱+ · · ·+ z۲n = ۰

}
را ، v = (b۱, . . . ,b۲) و u = (a۱, . . . ,an) بردار دو ضرب اينجا در . u ·u = ۰ داريم u ∈W هر براي
اين . u · v = ۰ داريم ، u,v ∈W هر براي مي كنيم ادعا مي شود. تعريف u · v = a۱b۱+ . . .+anbn

مي دهيم قرار مي شود. نتيجه ۰= (u+ v) · (u+ v) = u ·u+ v · v+۲u · v رابطه از مطلب

W ′ = {u ∈ Cn : u ·w = ۰∀w ∈W} .

. dimW +dimW ′ = n داريم همچنين .W ⊆W ′ بنابراين،
اينصورت در شود، گرفته درنظر W از w۱, . . . ,wm پايه است (كافي

W ′ = {u = (z۱, . . . ,zn) ∈ Cn : u ·w۱ = ۰, . . . ,u ·wm = ۰} .

داريم رتبه قضيه بردن بكار با و مي آيد بدست مجهول n و معادله m خطي دستگاه يك بنابراين،
(. dimW ′ = n−m

داريم ،W ⊆W ′ چون اما

n = dimW +dimW ′ ≥ ۲dimW.

. dimW ≤ n
۲

پس،

۱۳۳



۱۳۹۴/۲/۲۳ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۳۹

و X =
{۱

n : n ∈ N
}
∪{۰} كنيد فرض .۱ .۲ .۳۹ پاسخ

d(x,y) =


x+ y x 6= y اگر

۰ x = y اگر

و x ∈ X هر براي همچنين، است. آن حدي نقطه ۰ كه است متريك فضاي يك (X ,d) صورت، اين در
كه دارد وجود ۱ ≤ N يا و است عضوي تك مجموعه يك يا Br(x) باز گوي ، r > ۰

است. بسته مجموعه يك Br(x) باز گوي حالت دو هر در . Br(x) =
{۱

n : n≥ N
}
∪{۰,x}

يك I مي دهيم نشان . I =
{

a۲x۲+ · · ·+anxn
∣∣ n≥ ۲,ai ∈ F

}
مي دهيم قرار .۲ .۲ .۳۹ پاسخ

چون و شود توليد f (x) توسط و باشد اصلي I اگر حقيقت در نيست. اصلي كه است R ايده آل
، deg f (x) ≥ ۲ چون . x۲ = g(x) f (x) كه است موجود g(x) ∈ R آن گاه ، x۲ ∈ I = ( f (x))

ولي x۳ 6∈ (x۲) وضوح به اما . I = (x۲) بنابراين، . x۲ = a f (x) نتيجه، در و است ثابت g(x) = a لذا
است. تناقض كه x۳ ∈ I

مي دهيم قرار ابتدا مثال براي دارد. وجود كار اين براي بسياري راه حل هاي .۳ .۲ .۳۹ پاسخ

۲!,۲,۳!,۳,۴!,۴, . . .

مي شود. تعريف a۲n = n+۱ و a۲n−۱ = (n+۱)! به صورت n = ۱,۲,۳, . . . براي دنباله اين يعني،
به صورت متوالي دوجمله زيرا نيستند. اول هم به نسبت متوالي جمله اي دو هيچ دنباله اين در كه است معلوم
از زيردنباله هر اگر فوق دنباله در كه مي كنيم توجه همچنين مي باشند. k ≥ ۲ با k,(k+۱)! يا و k!,k

زيرا، بود نخواهند اول هم به نسبت متوالي جمله دو هيچ باقيمانده دنباله در ً مجددا كنيم، راحذف زوج جملات
مي گيرند، قرار سرهم پشت اكنون كه {an} دنباله از فردي جملات زوج، جملات از تعدادي حذف از پس

۱۳۴



مي باشند. فاكتوريل به صورت
فاكتوريل به صورت اگر و بار يك تنها نباشد فاكتوريل به صورت اگر يك، از بزرگتر طبيعي عدد هر به علاوه،

زوج. جمله يك در بعدي بار و فرد جمله يك در اول بار مي شود: ظاهر {an} دنباله در دوبار دقيقاً باشد،
آيد بدست دنباله اي تا كنيم حذف هستند فاكتوريل صورت به كه را {an} دنباله زوج جملات است كافي حال
نيستند. اول هم به نسبت متوالي جمله اي دو هيچ و شده ظاهر يكبار آن در يك از بزرگتر طبيعي عدد هر كه

مرتبه از عضو φ(۲p) = p−۱ حداقل آن گاه باشد، ۲p مرتبه از عضو يك داراي G اگر .۴ .۲ .۳۹ پاسخ
فرض مي توان بنابراين، مي شود. ثابت حكم و داشت خواهد p مرتبه از عضو φ(p) = p−۱ حداقل و ۲p

ندارد. ۲p مرتبه از عضوي هيچ G كه كرد
G در P اگر مي گيريم. درنظر را a بوسيله شده توليد P گروه باشد. p مرتبه از عضو يك a ∈G كنيد فرض
صورت اين در . P 6= gPg−۱ به طوري كه داشت خواهد وجود g ∈G عضو يك صورت، اين در نباشد، نرمال

|P∪gPg−۱|= |P|+ |gPg−۱|− |P∩gPg−۱|= ۲p−۱.

وجود G در p مرتبه از عضو ۲p− ۲ حداقل بگذاريم، كنار را P∪ gPg−۱ در هماني عضو اگر بنابراين،
مي شود. ثابت حكم و داشت خواهند

از باشد. ۲ مرتبه از عضو يك ، b ∈ G كنيد فرض است. نرمال G در P كه كرد فرض مي توان بنابراين،
اين از . bab−۱ = ai به طوري كه دارد وجود i ∈ {۱,۲, · · · , p−۱} كه مي شود نتيجه P بودن نرمال
i = ۱ اگر . i = p−۱ يا i = ۱ نتيجه، در . a = ai۲ بنابراين، مي آيد. بدست b۲ab−۲ = ai۲ رابطه،
خواهيم نتيجه، در . i = p−۱ پس، است. تناقض كه است ۲p مرتبه از عضو يك ab = ba اينصورت در

داشت
bab−۱ = a−۱. (∗)

باشد. G در ۴ مرتبه از غيردوري زيرگروه يك H = {۱,x,y,z} كنيد فرض
داشت خواهيم بنابراين، . zaz−۱ = a−۱ و yay−۱ = a−۱ ، xax−۱ = a−۱ داريم (∗) به توجه با

a−۱ = zaz−۱ = (xy)a(xy)−۱ = xa−۱x−۱ = a

نيست. ممكن كه
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دهيد قرار .۵ .۲ .۳۹ پاسخ

Xn =


۱ f (n) = ۰

۰ درغيراين صورت

بنابراين،

E[|A|] = E[∑
n∈Z

Xn] = ∑
n∈Z

E[Xn] = ∑
n∈Z

P(Xn = ۱)

= ∑
n∈Z

P[Un =−n] = ∑
n∈Z

P[U۰ =−n] = ۱.

A و f (A) ⊆ A كه باشد X از A ناتهي زيرمجموعه هاي تمام مجموعه A كنيد فرض .۶ .۲ .۳۹ پاسخ
اشتراكي قضيه از و است جزئي مرتب مجموعه ترتيب⊆يك با ، A خانواده باشد. بسته گوي هاي از اشتراكي
عضو داراي A زُرن، لم بنابه پس، است. A عضو A اعضاي از زنجير هر اشتراك كه مي شود نتيجه كانتور
f يعني، است، عضوي تك A۰ كه مي كنيم ادعا باشد. A كمين عضو يك A۰ كنيد فرض است. كمين
مجموعه كه دارد وجود A۰ قطر از كمتر ۰< r يك باشد، عضو يك از بيش داراي A۰ اگر دارد. ثابت نقطه
مي شود نتيجه است طولپا f اين كه و عضوگيري كمك با باشد. ناتهي A۱ = {a ∈ A۰ | A۰ ⊆ Dr(a)}

كه
A۱ = A۰∩{Dr(a) | a ∈ A۰} .

طرف از . A۱ = A۰ پس، . A۱ ∈A يعني، ، f (A۱)⊆ A۱ و است بسته گوي هاي از اشتراكي نيز A۱ پس،
diam A۱ ≤ r < diam A۰ پس، . d(x,y)≤ r يعني، ، x ∈Dr(y) داريم ، x,y ∈ A۱ هر براي ديگر،

است. تناقض يك اين و
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهلمين

۱۳۹۵/۶/۳ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۰

داريم (e + f )۲ = e + f يعني، ، e + f بودن خودتوان رابطه چپ سمت بسط از .۱ .۱ .۴۰ پاسخ
نتيجه، در . e f =− f e ديگر، عبارت به . e f + f e = ۰ بنابراين، . e+ e f + f e+ f = e+ f

e f = e۲ f = e(e f ) = e(− f e) =−(e f )e =−(− f e)e = f e۲ = f e،

است. خودتوان e f يعني، ، (e f )۲ = e۲ f ۲ = e f پس، شوند. مي جا جابه باهم f و e يعني،

اعداد حاصلضرب به n و m تجزيه ، n = pβ۱
۱ . . . pβk

k و m = pα۱
۱ . . . pαk

k كنيد فرض .۲ .۱ .۴۰ پاسخ
باشند. نامنفي و صحيح اعداد α۱, . . . ,αk,β۱, . . . ,βk و متمايز اول اعداد p۱, . . . , pk يعني، باشد، اول

پس،

d(m,n) = log
√

mn
(m,n) = log

k

∏
i=۱

p
αi+βi

۲ −min{αi,βi}
i

=
k

∑
i=۱

۱
۲
|αi−βi| log pi.

مي شود. نتيجه سادگي به متر تابع ويژگي سه هر قدرمطلق، خواص از اكنون
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نتيجه pn(۱) و pn(۰) مقادير به باتوجه .pn(x) = xn + . . .+ x−۱ دهيم مي قرار .۳ .۱ .۴۰ پاسخ
داريم زيرا است، نزولي ً اكيدا دنباله اي {un}n≥۱ همچنين .un ∈ (۰,۱] كه شود مي

un+۱
n+۱+ . . .+un+۱−۱= un

n + · · ·+un−۱= ۰.

. pn(un+۱) = un
n+۱+ · · ·+un+۱−۱< p(un) و است صعودي اكيداً نامنفي اعداد روي pn(x) تابع

به علاوه، مي شود. نتيجه دنباله اين همگرايي ، {un}n≥۱ دنباله يكنوايي و كران داري از . un+۱< un بنابراين،

un
n + · · ·+un−۱= ۰

un+۱
n −۱
un−۱

= ۲

un+۱
n = ۲un−۱.

گيري حد با . lim
n→+∞

un+۱
n = ۰ كه مي شود نتيجه ، un < u۲ < u۱ = ۱ ، n≥ ۳ براي اين كه به توجه با

. lim
n→+∞

un =
۱
۲

پس، ، lim
n→+∞

۲un−۱= ۰ آوريم مي دست به قبل تساوي طرفين از

قرار و a۲ = ۰ كنيد فرض . a= ۰ آن گاه ،a۲ = ۰ اگر دهيم نشان است كافي اول: راه حل پاسخ۴۰. ۱. ۴.
. (|S|, |U(S)|) = ۱ و است R جا به جايي و يكدار زيرحلقه S . S = {m۱R +na : m,n ∈ Z} دهيد
بنابراين، است. ايده آل ، S پوچتوان عناصر مجموعه ، Nil(S) است، جا به جايي S چون

. |۱+Nil(S)|
∣∣ |U(S)| نتيجه، در است. U(S) زيرگروه ۱+Nil(S) همچنين . |Nil(S)|

∣∣ |S|
يعني، ، |Nil(S)| = ۱ داريم ، (|S|, |U(S)|) = ۱ و |Nil(S)| = |۱ + Nil(S)| چون

. a = ۰ پس، Nil(S) = {۰}

پس، . na = ۰ يعني، باشد، a جمعي مرتبه n كنيد فرض . a 6= ۰ و a۲ = ۰ كنيد فرض دوم: راه حل
و b 6= ۰ و b۲ = ۰ صورت اين در . b = n

p a دهيد قرار باشد. n اول عامل يك p كنيد فرض . n 6= ۱

بنابراين، . pb = ۰

(۱+b)p = = ۱+ pb+ b بالاتر توانهاي = ۱.
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فرض طبق همچنين، . p
∣∣ |U(R)| بنابراين، است. U(R) در p مرتبه وارون پذير عضو يك ۱+ b پس،

است. تناقض كه p
∣∣ |R|

مختصات مبدأ مركز به و مختلط صفحه در دايره مي كنيم فرض كليت، دادن دست از بدون .۵ .۱ .۴۰ پاسخ
مي دهيم قرار و داده نمايش z۱, . . . ,zn با را مختلط صفحه در P۱, . . . ,Pn نظير نقاط است.
چنين كنيد فرض است. صفر با برابر zi مقادير از يكي حداقل كنيم مي ادعا . g(z) = Πn

i=۱(z− zi)

است. صفر غير g(z) چندجمله اي ثابت جمله صورت، اين در نباشد.
حقيقي قسمت كه كنيم فرض توانيم مي دوران يك با است. α = (−۱)nz۱ · · ·zn با برابر ثابت جمله اين

است. مثبت α

داريم ۰≤ k ≤ n براي باشند. واحد ام n ريشه هاي ، w۱, . . . ,wn كنيد فرض حال

wk
۱+wk

۲+ · · ·+wk
n =


n k = ۰ يا n

۰ ۱≤ k ≤ n−۱

داشت خواهيم مقادير اين زدن جمع و g(z) چندجمله اي در wiها جايگذاري با

n

∑
i=۱

g(wi) = n+nα.

مي آوريم بدست مسئله فرض از حال

∣∣ n

∑
i=۱

g(wi)
∣∣≤ n

∑
i=۱

∣∣ g(wi)
∣∣≤ n.

يكي حداقل نتيجه، در است. تناقض در است مثبت α حقيقي قسمت اين كه فرض با كه |n+nα| ≤ n لذا
تكرار با بنابراين، است. برابر نقاط بقيه براي سوال شرط همچنان نقطه، اين حذف با است. صفر با برابر ziها از

هستند. صفر با برابر ها zi همه مي شودكه نتيجه استدلال، اين

تعريف ga,b(t) = f (ta+b) صورت به را ga,b : R→ R تابع ، a,b ∈ R۲ هر براي .۶ .۱ .۴۰ پاسخ
مي كنيم.

۱۳۹



هر از يعني، است، ثابت gu,x۰ تابع به طوري كه دارد وجود u ∈ R۲ يك حداقل ، x۰ ∈ R۲ هر براي .۱ لم
است. ثابت تابع آن به f تحديد كه مي گذرد خطي صفحه در نقطه

مي كنيم تعريف .۱ لم اثبات

A =
{

u ∈ R۲ : u 6= ۰,gu,x۰ است صعودي
}

و
B =

{
u ∈ R۲ : u 6= ۰,gu,x۰ است نزولي

}
.

، مسئله فرض طبق حال . A∩B = ∅ يعني، نباشد، طور اين كنيم فرض . A∩B 6= ∅ مي كنيم ادعا
براي اگر چون هستند. بسته B و A مجموعه هاي ، f پيوستگي دليل به طرفي از .R۲−{۰}= A∪B

داريم ، t۱ ≤ t۲ هر براي آن گاه ، un→ u و un ∈ A مثال

gu,x۰(t۱) = lim
n→∞

gun,x۰(t۱)≤ lim
n→∞

gun,x۰(t۲)≤ gu,x۰(t۲).

چون حال .−u ∈ Bآن گاه ، u ∈ A اگر چون هستند، ناتهي دو هر B و A همچنين . u ∈ A پس،
حال . A∩B 6=∅ نتيجه، در و است غلط فرض پس، نيست. ممكن چيزي چنين است، همبند R۲−{۰}

است. ثابت نتيجه، در و است نزولي هم و صعودي هم gu,x۰ تابع ، u ∈ A∩B اگر
است. ثابت تابع دامنه اش روي f آن گاه باشد، ثابت L۲ و L۱ متقاطع خط دو به f تحديد اگر .۲ لم

برابر و ثابت L۲ و L۱ خط دو هر روي f پس، باشد. فوق خط دو تقاطع نقطه x۰ كنيد فرض .۲ لم اثبات
قطع y۲ و y۱ نقاط در را فوق خط دو كه كنيد رسم خطي ، y ∈ R۲ نقطه هر براي حال است. f (x۰)

طرفي از ولي باشد f (y۲) و f (y۱) بين بايد f (y) مسئله، فرض بنابر اكنون باشد. y۲ و y۱ بين y و كند
است. ثابت تابع f نتيجه، در و f (y) = f (x۰) پس، . f (y۱) = f (y۲) = f (x۰)

مي گرديم: باز اصلي مسئله به حال
ثابت تابعي f اگر ،۲ لم بنابر و است ثابت تابع آن، به f تحديد كه مي گذرد خطي ،x۰ نقطه هر از ،۱ لم بنابر
صورت آن در (كه است ثابت تابعي f يا پس، هستند. موازي مختلف، x۰هاي از گذرنده خطوط اين نباشد،
است. ثابت ، u۰ موازي خط هر به f تحديد كه دارد وجود u۰ ناصفر بردار يا و است) برقرار مسئله حكم نيز
، x∈R۲ هر براي اكنون . h(t) = f (tv) كنيد تعريف و بگيريد نظر در u۰ بر عمود و واحد برداري را v حال
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داريم
f (x) = f

(
(x.v)v+[x− (x.v)v]

)
داريم است، u۰ موازي نتيجه، در و v بر عمود x− (x.v)v كه آن جا از ولي

f (x) = f ((x.v)v) = h(x.v).

۱۳۹۵/۶/۴ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۰

،۲ مرتبه از X ماتريس هر ازاي به كيلي-هميلتون قضيه از . S = 〈I,A,B〉 دهيد قرار .۱ .۲ .۴۰ پاسخ
نتيجه، در . X۲ ∈ S آن گاه ، X ∈ S اگر پس، . X۲+ aX + bI = ۰ كه دارد وجود اي b و a اعداد

. BA = (A+B)۲−A۲−B۲−AB ∈ S بنابراين، . (A+B)۲,A۲,B۲ ∈ S

اشتراك است (كافي مي گذرد. عظيمه دايره يك دقيقاً كره، روي نقطه دو هر از كه مي دانيم .۲ .۲ .۴۰ پاسخ
را نقطه پنج اين از نقطه دو حال مي گذرد.) كره مركز و نقطه دو اين از كه بگيريم نظر در را صفحه اي با كره
بسته كره نيم دو به را كره كه مي كنيم رسم را مي گذرد نقطه دو اين از كه عظيمه اي دايره و گرفته نظر در
است باقيمانده نقطه سه از نقطه دو حداقل شامل كره ها نيم اين از يكي مشترك اند. مرز در كه مي كند تقسيم

است. ما مطلوب كره نيم كه

k = n تا k = ۱ از جملات اين زدن جمع با . bk ≤ (ak− ak+۱)+ ck مي نويسيم .۳ .۲ .۴۰ پاسخ
داريم

n

∑
k=۱

bk ≤ a۱−an+۱+
n

∑
k=۱

ck.

همگرايي ،
+∞

∑
k=۱

ck سري همگرايي به توجه با و n→ +∞ دادن ميل با .
n

∑
k=۱

bk ≤ a۱+
n

∑
k=۱

ck پس،

مي شود. ثابت
+∞

∑
k=۱

bk سري

۱۴۱



داريم زنيم. مي جمع k = m > n عدد تا k = n عدد از ، bk ≤ (ak−ak+۱)+ck نامساوي هاي اكنون

m

∑
k=n

bk ≤ an−am+۱+
m

∑
k=n

ck

يا و
am+۱ ≤ an +

m

∑
k=n

ck−
m

∑
k=n

bk.

داريم مي گيريم. حد m→+∞ وقتي ابتدا

lim
m→+∞

am+۱ ≤ an +
+∞

∑
k=n

ck−
+∞

∑
k=n

bk.

داريم مي گيريم. حد n→+∞ وقتي اكنون است. كران دار {am} دنباله پس،

lim
m→+∞

am+۱ ≤ liminf
m→+∞

an +۰−۰

است. همگرا {an} كه مي دهد نشان اين و

. α ∈ (۰, π
۲ ) و cosα = α كه دارد وجود α حقيقي عدد يك دقيقاً .۱ لم .۴ .۲ .۴۰ پاسخ

چون طرفي از دارد. وجود بالا خاصيت با (۰, π
۲ ) بازه در α يك حداقل مياني، مقدار قضيه بنابر .۱ لم اثبات

داريم ، x∈ [−π
۲ ,۰) براي همچنين دارد. بازه اين در ثابت نقطه يك دقيقاً است، نزولي [۰, π

۲ ] بازه در cosx

. cosx < ۱< x داريم ، x > π
۲ براي و cosx >−۱> x داريم ، x <−π

۲ براي . cosx≥ ۰> x

است. (۰, π
۲ ) بازه در جواب آن و دارد جواب يك دقيقاً cosx = x پس،

باشد. داشته وجود f تابع كنيم فرض
. f (α) = α داريم ،(۱) لم در مذكور α براي .۲ لم

كه آنجا از و f ( f ( f (α))) = f (α) نتيجه، در . f ( f (α)) = cosα = α داريم .۲ لم اثبات
بنابر پس، است. cosx ثابت نقطه يك نيز f (α) يعني، ، cos f (α) = f (α) پس، ، ( f ◦ f ) = cos

. f (α) = α لم(۱)،
است. يك به يك [۰, π

۲ ] بازه روي f تابع .۳ لم
آن گاه ، f (x۱) = f (x۲) باشيم داشته ، [۰, π

۲ ] بازه در x۱ 6= x۲ براي كنيد فرض .۳ لم اثبات
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[۰, π
۲ ] روي cosx تابع بودن يك به يك با اين كه cosx۱ = f ( f (x۱)) = f ( f (x۲)) = cosx۲

است. تناقض در
مي گرديم: باز اصلي مسئله حل به حال

كه آنجا از باشد. يكنوا ً اكيدا بايد است، پيوسته چون و است يك به يك [۰, π
۲ ] روي f ، (۳) لم بنابر

كه دارد وجود ε > ۰ ، f پيوستگي بنابر ، α ∈ (۰, π
۲ ) و f (α) = α

α− ε,α + ε, f (α− ε) ∈ (۰,
π
۲
).

داريم است. صعودي اكيداً f
∣∣
[۰, π

۲ ]
اول: حالت

α− ε < α + ε ⇒ f (α− ε)< f (α + ε)

⇒ f ( f (α− ε))< f ( f (α + ε))

⇒ cos(α− ε)< cos(α + ε).

است. تناقض در [۰, π
۲ ] روي cosx بودن نزولي با اين كه

دوم: حالت
داريم است. نزولي ً اكيدا f

∣∣
[۰, π

۲ ]

α− ε < α + ε ⇒ f (α− ε)> f (α + ε)

⇒ f ( f (α− ε))< f ( f (α + ε))

⇒ cos(α− ε)< cos(α + ε).

است. تناقض در [۰, π
۲ ] روي cosx بودن نزولي با هم باز كه

باشد، فرد عددي بايد n اولاً . ۲n−۱|۳n−۱ ، n > ۱ يك براي كه كنيم فرض برخلاف، .۵ .۲ .۴۰ پاسخ
قرار . ۳ - ۳n−۱ كه حالي در ۳|۲n−۱ پس، . ۲n = ۲۲m ≡ ۱(۳ پيمانه ) آن گاه ، n = ۲m اگر زيرا
۲n−۱ از اولي عامل p اگر همچنين . ۳n ≡ ۱(۲n−۱ پيمانه ) صورت اين در و n = ۲m+۱ مي دهيم
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داشت خواهيم نيز باشد،
۳n = ۳۲m+۱ ≡ ۱(p پيمانه ). (∗)

داريم x۲m در (∗) همنهشتي ضرب با . ۳x ≡ ۱(p پيمانه ) كه دارد وجود x صحيح عدد ، p 6= ۳ چون
قانون معروف خواص از يكي بنابر است. p پيمانه به مربعي مانده يك ۳ يعني، ، ۳ ≡ (xm)۲(p (پيمانه
است. ۱۲k±۱ به صورت اعداد از حاصلضربي ۲n−۱ اكنون باشد. ۱۲k±۱ صورت به بايد p مربعي، تقابل

باشد. ۱۲k±۱ به صورت بايد نيز خود پس،
. ۲n = ۲(۶k+۱) آن گاه ، ۲n−۱= ۱۲k+۱ اگر نيز و ندارد امكان ۲n−۱= ۱۲k−۱ وضوح به

است. تناقض در مسئله فرض با كه باشد n = ۱ و k = ۰ بايد صورت، اين در

كه دارد وجود g ∈ G پس، باشد. G غيرنرمال و نامتناهي زيرگروه يك H كنيد فرض .۶ .۲ .۴۰ پاسخ
صورت اين در بگيريد. نظر در را ghg−۱ = x ∈ gHg−۱ \ H عضو . gH−۱g * H

تناقض كه x = g−۱xng = (g−۱xg)n = hn ∈ H آن گاه ، gxg−۱ = xn اگر زيرا gxg−۱ 6∈ 〈x〉

نيست. نرمال 〈x〉 يعني، ، gxg−۱ 6∈ 〈x〉 پس، است.
زيرگروه هاي تعداد چون و است غيرنرمال 〈x〉 ، x∈ gHg−۱\H براي چون باشد نامتناهي gHg−۱\H اگر

به طوري كه دارند وجود . . . و x۲ و x۱ متمايز اعضاي است، متناهي غيرنرمال

〈x۱〉= 〈x۲〉= 〈x۳〉= · · · .

اين و دارد مولد متناهي تعدادي فقط دوري گروه هر ولي است. مولد نامتناهي تعداد داراي 〈x۱〉 بنابراين،
است. تناقض

داريم . α ∈ gHg−۱ \H و gHg−۱∩H = K دهيد قرار حال . |gHg−۱ \H|<+∞ بنابراين،

αK ⊆ gHg−۱ = (gHg−۱ \H)∪K.

α ∈H لذا، و αK = K پس . αK∩K 6=∅ داريم است، نامتناهي αK و متناهي gHg−۱ \H چون
است. تناقض يك اين و
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و يكمين

۱۳۹۶/۶/۱۴ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۱

نتيجه، در . x + y = (x + y)۲ = x۲ + xy+ yx + y۲ = xy+ yx فرض طبق .۱ .۱ .۴۱ پاسخ
. yx = ۰ به طور مشابه . xy = xyx = xyxx = ۰ پس، . xy = x(x+ y) = x(xy+ yx) = xyx

. x+ y = xy+ux = ۰ بنابراين،

داريم x هر براي صورت اين در . f (x) = x۲− ۱ دهيد قرار مي كنيم. رد را گزاره .۲ .۱ .۴۱ پاسخ
. ( f ◦ f )′′(۰) = −۴ مي دهد نتيجه كه . ( f ◦ f (x)) = x۴− ۲x۲ همچنين . f ′′(x) = ۲ ≥ ۰

است. غلط گزاره پس،

اجتماعي G−Z(G) چون است. اول عدد يك ۳۴۹ و ۱۳۹۶= ۴×۳۴۹ كه كنيد توجه پاسخ۴۱. ۱. ۳.
متناهي G نتيجه، در و Z(G) مي دهد نشان كه |Z(G)| ≤ |G−Z(G)| است، Z(G) همدسته هاي از
نتيجه ، |G− Z(G)| = |G| − |Z(G)| و است |G| از مقسوم عليهي |Z(G)| كه آنجا از حال است.
بيفتد: اتفاق مي تواند زير حالت هاي حال . |Z(G)| | |G−Z(G)|= ۱۳۹۶= ۴×۳۴۹ كه مي گيريم
چون . |G/Z(G)| = ۱۳۹۷ = ۱۱× ۱۲۷ صورت اين در |G| = ۱۳۹۷ و |Z(G)| = ۱ (a)

است. تناقض كه است آبلي G نتيجه، در و دوري G/Z(G) پس، ۱۱ 6 |۱۲۷−۱

چون . |G/Z(G)| = ۶۹۹ = ۳× ۲۳۳ صورت اين در |G| = ۱۳۹۸ و |Z(G)| = ۲ (b)
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است. تناقض كه است آبلي G نتيجه، در و دوري G/Z(G) ، ۳ 6 |۲۳۳−۱

است. گروهي چنين از مثالي Z۴×D۳۵۰ گروه . |G|= ۱۴۰۰ و |Z(G)|= ۴ (c)

و دوري G/Z(G) پس، . |G/Z(G)| = ۵ صورت اين در |G| = ۵×۳۴۹ و |Z(G)| = ۳۴۹ (d)

است. تناقض كه است آبلي G نتيجه، در
G/Z(G) پس، . |G/Z(G)| = ۳ صورت اين در . |G| = ۶× ۳۴۹ و |Z(G)| = ۲× ۳۴۹ (e)

است. تناقض كه است آبلي G نتيجه، در و دوري
G/Z(G) پس، . |G/Z(G)| = ۲ صورت اين در . |G| = ۸× ۳۴۹ و |Z(G)| = ۴× ۳۴۹ (f)

است. تناقض كه است آبلي G نتيجه، در و دوري

تمام r۲ و r۱ متمايز اعداد براي كنيد فرض همچنين باشد. n درجه از f (x) كنيد فرض .۴ .۱ .۴۱ پاسخ
دو اين تجزيه با باشند. يك از بيش تكرري با و حقيقي f (x)− r۲ و f (x)− r۱ چندجمله اي دو ريشه هاي

بنويسيم: مي توانيم چندجمله اي

f (x)− r۱ = a(x− x۱)d۱ . . .(x− xk)
dk و f (x)− r۲ = a(x− x′۱)

d′۱ . . .(x− x′k′)
d′k′ .

۲ حداقل توان ها چون همچنين ندارند. مشتركي ريشه چندجمله اي دو اين ، r۱ 6= r۲ اين كه به توجه با
داريم ديگر، طرف از . k,k′ ≤ n

۲ داريم هستند،

(x− x۱)d۱−۱ . . .(x− xk)
dk−۱ | ( f (x)− r۱)′ = f ′(x)

و
(x− x′۱)

d′۱−۱ . . .(x− x′k′)
d′k′−۱ | ( f (x)− r۲)′ = f ′(x).

چندجمله اي دو اين همچنين، هستند. n−k′ و n−k درجه هاي از قبل، روابط چپ سمت چندجمله اي دو
درجه ولي است بخش پذير نيز چندجمله اي دو اين حاصلضرب بر f ′(x) نتيجه، در ندارند. مشتركي عامل
درجه از f ′(x) اين كه با و دارد n مقدار حداقل كه است ۲n− (k+ k′) با برابر حاصلضرب چندجمله اي

است. تناقض در است n−۱
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و kn ≥ n كه مي كنيم انتخاب طوري را kn طبيعي اعداد ، n≥ ۲ براي .۵ .۱ .۴۱ پاسخ

( n
n−۱

)kn > ϕ(n+۱).

مي دهيم قرار اكنون
f (z) = ϕ(۲)+

∞

∑
n=۲

( z
n−۱

)kn .

است. تحليلي تابعي f نتيجه، در و است بي نهايت سري اين همگرايي شعاع ، kn ≥ n چون
، [x] = n۰ دهيم قرار اگر ، x> براي۲ و ، f (x)> ϕ(۲)≥ ϕ(x) داريم ، x≤ براي۲ كه كنيد توجه حال

آن گاه
f (x)≥

( n۰
n۰−۱

)kn۰ > ϕ(n۰+۱)≥ ϕ(x).

داريم . q = (x۲,y۲) و p = (x۱,y۱) مي دهيم قرار . P(۰,۰) 6= ۰ كنيد فرض .۶ .۱ .۴۱ پاسخ

P(x۱− x۲,y۱− y۲) =
n

∑
i, j=۰

ai, j(x۱− x۲)i(y۱− y۲) j

=
n

∑
i, j=۰

ai, j

i

∑
k=۰

(
i
k

)
xk
۱(−x۲)i−k

j

∑
l=۰

(
j
l

)
yl
۱(−y۲) j−l

=
n

∑
k,l=۰

xk
۱yl

۱

n

∑
i=k

n

∑
j=l

ai, j

(
i
k

)(
j
l

)
(−x۲)i−k(−y۲) j−l.

نقطه از تنها تابعي يكي كه گرفت نظر در R(n+۱)۲ فضاي در بردار دو داخلي ضرب مي توان را قبل عبارت
را u(p) ∈ R(n+۱)۲ بردار است كافي است. q = (x۲,y۲) نقطه از تنها تابعي ديگري و p = (x۱,y۱)

داريه هاي با را v(q) ∈ R(n+۱)۲ بردار و uk,l(p) = xk
۱yl

۱ درايه هاي با

vk,l(q) =
n

∑
i=k

n

∑
j=l

ai, j

(
i
k

)(
j
l

)
(−x۲)i−k(−y۲) j−l

، ۱ مكان هاي از يكي به را ,kام l درايه ، v و u دوي هر براي يكسان ولي دلخواه ترتيب يك (با بگيريم. نظر در
. P(x۱−x۲,y۱−y۲) = 〈u(p),v(q)〉 كه ديد مي توان سادگي به دهيد.) نسبت (n+۱)۲ و . . . ، ۲
v(q) و u(p) بردار دو A در q و p متمايز نقطه دو هر براي كه مي شود نتيجه سوال، فرض به توجه با حال
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خطي مستقل {u(p) : p ∈ A} مجموعه كه گرفت نتيجه مي توان مطلب اين كمك به عمودند. يكديگر بر
با و طرفين در v(p) بردار داخلي ضرب با p ∈ A هر براي آن گاه ، ∑p∈A cpu(p) = ۰ اگر زيرا است،

بودن ناصفر به توجه
P(۰,۰) = 〈u(p),v(p)〉

|A| ≤ (n+۱)۲ كه مي شود R(n+۱)۲نتيجه فضاي بعد به توجه با بنابراين، است. صفر cp كه مي شود نتيجه
مي شود. اثبات حكم و است تناقض در فرض با كه

۱۳۹۶/۶/۱۵ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۱

مي كنيم. نام گذاري a۱,a۲, . . . ,a۴۱ ترتيب به دلخواه عدد يك از شروع با را عدد ۴۱ اين .۱ .۲ .۴۱ پاسخ
كه مي دانيم مسئله فرض از نشوند. يافت نظر مورد ويژگي با غيرمتوالي a j و ai اعداد كنيد فرض همچنين
، ai|ai+۱ اگر همچنين ( a۴۲ = a۱ مي كنيم (فرض . ai+۱|ai يا ai|ai+۱ داريم ، ۱≤ i≤ ۴۱ هر براي
مي كنند. صدق مسئله حكم در j = i+۲ و j = i آن گاه ، ai+۱|ai+۲ اگر چون . ai+۲|ai+۱ داريم آن گاه
a۳|a۲ داشت خواهيم صورت اين در است.) مشابه ديگر (حالت a۱|a۲ كنيد فرض كليت، رفتن دست از بدون
اثبات حكم و است تناقض در فرض با كه a۴۱|a۲ مي دهد نتيجه اين . a۴۱|a۱ و a۴۱|a۴۰ ... a۳|a۴ و

مي شود.

دو A پس، هستند. A در نيز a از بزرگتر اعداد آن گاه ، a ∈ A اگر كه مي كنيم توجه ابتدا .۲ .۲ .۴۱ پاسخ
. [a۰,∞) شكل به نيم بازه اي يا و است (a۰,∞) شكل به نيم بازه اي يا دارد. حالت

طور به .∪n
i=۱Ba۰−ε(xi) 6= X داريم r > ε > ۰ هر براي صورت اين در . A = [a۰,∞) كنيم فرض

هر براي كه دارد وجود اي yk كه مي شود نتيجه ε = ۱
k دهيم قرار اگر k > ۱

r طبيعي عدد هر براي خاص،
. d(xi,yk)> a۰− ۱

k داريم ، i = ۱, . . . ,n

همگراست. y چون X از عضوي به كه دارد
{

yk j

}
مانند زيردنباله اي {yk} دنباله است، فشرده X چون اكنون

با اين كه d(xi,y) ≤ a۰ مي گيريم نتيجه ، d(xi,y) = lim j→∞ d(xi,yk j) اين كه به توجه با اكنون
نتيجه را حكم كه A = (a۰,∞) نتيجه، در و است باطل خلف فرض پس، است. تناقض در a۰ ∈ A فرض

مي دهد.
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كنيم توجه حال هستند. A در هم t از بزرگتر اعداد همه كه است واضح . t ∈ A كنيد فرض دوم) حل (راه
كه

X =
⋃
k

(
n⋃

i=۱
Bt− ۱

k
(xi)).

كه دارند وجود kl ، ... ، k۱ اعداد است، فشرده X چون اما

X =

(
n⋃

i=۱
Bt− ۱

k۱
(xi)

)
∪·· ·∪

(
n⋃

i=۱
Bt− ۱

kl
(xi)

)
=

n⋃
i=۱

Bt− ۱
s
(xi)

، (t− ۱
s ,+∞) ⊆ A نتيجه، در . t− ۱

s ∈ A پس، است. kl و ... ، k۱ اعداد ميان از عدد بيشترين s و
است. باز A يعني،

T ۲ ∈ S چون دارد. را بعد بيشترين kerT كه باشد چنان T عضو ، S اعضاي بين كنيد فرض پاسخ۴۱. ۲. ۳.
زيرا . ker(T )∩ Im(T ) = {۰} مي كنيم ادعا . ker(T ) = ker(T ۲) داريم ، ker(T )⊆ ker(T ۲) و
، w ∈ ker(T ۲) = ker(T ) پس، . {۰}= T v = T ۲w آن گاه ، v = Tw ∈ ker(T )∩ Im(T ) اگر
كه مي شود نتيجه ، dim(ker(T ))+ dim(Im(T )) = dim(V ) چون حال . v = Tw = ۰ يعني،

. ker(T )⊕ Im(T ) =V

كنيد فرض و بگيريد نظر در را [۰,۱]۳ مكعب كليت، از شدن كم بدون .۴ .۲ .۴۱ پاسخ
همچنين باشد. نظر مورد ويژگي هاي با خم براي نمايشي ۰≤ t ≤ ۱ با γ(t) = (γ۱(t),γ۲(t),γ۳(t))

يا كمتر طول كه زد تقريب چندضلعي) يك (يا مشتق پذير قطعه به قطعه خمي با را γ مي توان سادگي به
γ كه كرد فرض مي توان كليت از شدن كم بدون پس، كند. حفظ را پرسش ويژگي هاي و باشد داشته مساوي

است. ضلعي) چند يك (يا مشتق پذير قطعه به قطعه خمي
روي به γ خم تصوير زيرا . ∫ ۱۰ |γ ′۱(t)|dt ≥ ۲ مي شود نتيجه x محور روي خم تصوير گرفتن نظر در با
است.  دو آن طول حداقل بنابراين، مي گذرد. نيز يك و صفر نقاط از كه است بسته و پيوسته خمي xها محور
سطح روي خم همواره اين كه به توجه با به علاوه، است. برقرار نابرابري اين نيز γ۳ و γ۲ براي مشابه طور به
صفر i = ۱,۲,۳ ، γ ′i (t) مقادير از يكي حداقل γ مشتق پذيري نقاط براي كه مي شود نتيجه دارد قرار مكعب
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كه مي شود نتيجه γ ′i (t) مقادير از يكي حداقل بودن صفر و
√

a۲+b۲ ≥ a+b√
۲ نامساوي از است.

√
γ ′۲۱ (t)+ γ ′۲۲ (t)+ γ ′۲۳ (t)≥

|γ ′۱(t)|+ |γ ′۲(t)|+ |γ ′۳(t)|√
۲

.

مي آوريم، بدست طرفين از انتگرال گيري با

∫ ۱

۰
|γ ′(t)|dt ≥ ۱√

۲

۳

∑
i=۱

∫ ۱

۰
|γ ′i (t)|dt ≥ ۳

√
۲.

قطرهاي آن اضلاع كه متساوي الضلاعي مثلث است. ۳
√
۲ با برابر γ خم براي ممكن طول حداقل بنابراين،

دارد. ۳
√
۲ با برابر طولي و مي كند صدق مسئله شرايط در مي گذرند مبدا از كه است مكعبي وجه سه

مي دهيم نشان ابتدا . max(S) = ۱۰ و min(S) = ۵
۲ مي دهيم نشان الف) .۵ .۲ .۴۱ پاسخ

[۵,۲۰,۵,۲۰, . . .] =
۵
۲

و [۲۰,۵,۲۰,۵ . . .] = ۱۰

بازه در و است صعودي دنباله اي {a۲k} دنباله كه كنيد دقت . ak = [۵,۲۰,۵,۲۰, . . .︸ ︷︷ ︸
k

] مي دهيم قرار

دنباله دو اين پس، دارد. قرار I۰ بازه در و است نزولي دنباله اي {a۲k+۱} دنباله همچنين دارد. قرار I۰

تنها كه كنند صدق x = ۲+ ۵
۲+ ۲۰

x
معادله در بايد a′ و a مي ناميم، a′ و a را آن ها حد هستند. همگرا

اگر مشابه، استدلالي با . limk→∞ ak =
۵
۲ نتيجه، در و a = a′ = ۵

۲ پس، است. ۵
۲ آن، مثبت جواب

حال است. ۱۰ با برابر كه است x = ۲+ ۲۰
۲+ ۵

x
معادله جواب {bk} دنباله حد ، bk = [۲۰,۵,۲۰,۵, . . .︸ ︷︷ ︸

k

]

xk ها مقدار اين كه به توجه با است. [۵۲ ,۱۰] بازه در باشد موجود [n۱,n۲, . . .] اگر دهيم نشان است كافي
نتيجه، در دارد. قرار [ak,bk] بازه در xk است، نزولي n۲,n۴, . . . به نسبت و صعودي n۱,n۳, . . . به نسبت

است. [۵۲ ,۱۰] بازه در limk→∞ xk

مي كنيم تعريف همچنين . I۰ = [۲,۱۲] و J۰ = [۵۲ ,۱۰] مي كنيم تعريف ب)

f (x) = ۲+
۵
x

و g(x) = ۲+
۲۰
x
.

خودشان از زيرمجموعه اي به را J۰ و I۰ بازه هاي از يك هر و هستند نزولي ً اكيدا توابع g و f كه كنيد توجه
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. f (J۰) = [۵۲ ,۴] و g(J۰) = [۴,۱۰] بنابراين، مي نگارند.
صورت، اين در . b ⩾ a ⩾ ۲ كنيد فرض .۱ لم

( f ◦g)(b)− ( f ◦g)(a)⩽ ۲۵
۱۴۴

(b−a)،

( f ◦ f )(b)− ( f ◦ f )(a)⩽ ۲۵
۸۱

(b−a)،

(g◦g)(b)− (g◦g)(a)⩽ ۲۵
۳۶

(b−a)،

(g◦ f )(b)− (g◦ f )(a)⩽ ۱۰۰
(۲a+۵)(۲b+۵)

(b−a).

بنابراين، . ( f ◦g)(x) = ۹x+۴۰
۲x+۲۰ =

۹
۲ −

۲۵
x+۱۰ داريم .۱ لم اثبات

|( f ◦g)(a)− ( f ◦g)(b)|= ۲۵|a−b|
(a+۱۰)(b+۱۰)

.

داريم همچنين . |( f ◦g)(a)−( f ◦g)(b)|⩽ ۲۵
۱۴۴ |a−b| مي شود نتيجه a,b ⩾ ۲ اين كه به توجه با

كه مي شود نتيجه ، a,b ⩾ ۲ اين كه به توجه با به طور مشابه كه ( f ◦ f )(x) = ۹x+۱۰
۲x+۵ = ۹

۲ −
۲۵

۴x+۱۰

با كه (g◦g)(x) = ۱۲x+۲۰
x+۱۰ = ۱۲− ۱۰۰

x+۱۰ بنابراين . |( f ◦ f )(a)− ( f ◦ f )(b)|⩽ ۲۵
۸۱ |a−b|

داريم همچنين . |(g ◦ g)(a)− (g ◦ g)(b)| ⩽ ۲۵
۳۶ |a− b| مي شود نتيجه a,b ⩾ ۲ اين كه به توجه

مي دهد نتيجه كه (g◦ f )(x) = ۲۴x+۱۰
۲x+۵ = ۱۲− ۵۰

۲x+۵

|(g◦ f )(a)− (g◦ f )(b)|= ۱۰۰|a−b|
(۲a+۵)(۲b+۵)

.

صورت اين در . Ik = (h۱ ◦h۲ ◦ · · · ◦hk)(I۰) دهيد قرار و h۱,h۲, . . . ∈ { f ,g} كنيد فرض .۲ لم
. |Ik| → ۰ و ∩Ik ⊆ J۰ و I۰ ⊃ I۱ ⊃ I۲ ⊃ ·· ·

كه I۲k = (e۱ ◦ e۲ ◦ · · · ◦ ek)(I۰) داريم . Ik = [xk,yk] كنيد فرض .۲ لم اثبات
{y۲k} دنباله و صعودي {x۲k} دنباله eiها، بودن صعودي به توجه با . ei ∈ { f ◦ f , f ◦g,g◦ f ,g◦g}

پس، . y۲k ⩽ [۲۰,۵,۲۰,۵, . . .︸ ︷︷ ︸
۲k

] و x۲k ⩾ [۵,۲۰,۵,۲۰, . . .︸ ︷︷ ︸
۲k

] كه كنيد توجه همچنين است. نزولي

. |Ik| → ۰ كنيم ثابت مي ماند فقط هستند. J۰ بازه در limy۲k و limx۲k

براي كه دارد وجود k۰ عدد ، yk ⩾ xk +α و limx۲k ⩾ ۵
۲ كه آن جا از . |Ik| → α > ۰ كنيد فرض

كه مي شود نتيجه k > k۰ براي (۱) لم از بنابراين (۲x۲k +۵)(۲y۲k +۵)> ۱۰۱ داريم ، k > k۰
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، |( f ◦ g)(I۲k)| ⩽ ۲۵
۱۴۴ |I۲k| مي شود نتيجه (۱) لم از طرفي، از . |(g ◦ f )(I۲k)| ⩽ ۱۰۰

۱۰۱ |I۲k|

داريم ، k > k۰ براي بنابراين، . |(g ◦ g)(I۲k)| ⩽ ۲۵
۳۶ |I۲k| و |( f ◦ f )(I۲k)| ⩽ ۲۵

۸۱ |I۲k|

است. تناقض در فرض با كه I۲k→ ۰ پس، . |I۲k+۲|⩽ ۱۰۰
۱۰۱ |I۲k|

{xk} = [n۱,n۲, . . . ,nk] دنباله ، n۱,n۲, . . . ∈ {۵,۲۰} دنباله هر براي دهيم نشان مي توانيم اكنون
و hk = g مي دهيم قرار ، nk = ۲۰ اگر و hk = f مي دهيم قرار ، nk = ۵ اگر ، k هر براي همگراست.
نتيجه ۲ لم از پس، . xn ∈ Ik ، n ⩾ k هر براي صورت اين در مي كنيم. تعريف (۲) لم مانند را Ik بازه هاي

همگراست. J۰ در عددي به نتيجه، در و كوشي {xk} دنباله كه مي شود
دنباله . x = [n۱,n۲ . . .] كه دارد وجود {nk} ∈ {۵,۲۰} دنباله ، x ∈ J۰ هر براي كنيم ثابت بايد ج)
مي دهيم قرار ، yk ⩽ ۴ اگر ، kامُ مرحله در . y۱ = x مي دهيم قرار مي سازيم. استقرايي طور به را {nk}

مي كنيم تعريف سپس . hk = g و nk = ۲۰ مي دهيم قرار ، yk ⩾ ۴ اگر و hk = f و nk = ۵

اگر اكنون . yk ∈ I۰ داريم ها، yk تعريفِ نحوه به توجه با مي دهيم. ادامه را كار همين و yk+۱ = h−۱k (yk)

داريم ، x = (h۱ ◦h۲ ◦ · · · ◦hk)(yk+۱) كه آن جا از ، Ik = (h۱ ◦h۲ ◦ · · · ◦hk)(I۰) كنيم تعريف
. xk→ x پس، . xk ∈ Ik همچنين و x ∈ Ik

اين در ، M = I[x] كه باشد ايده آلي I كنيد فرض خلف، برهان روش به اول: حل راه .۶ .۲ .۴۱ پاسخ
واضح و است چندجمله اي حلقه يك قبل، رابطه راست سمت . R[x]/M = R[x]/I[x]∼= R/I[x] صورت
چپ سمت در پس، است. صفر با برابر صفر، غير ايده آل هاي همه اشتراك چندجمله اي، حلقه هاي در كه است
به R[x]/M حلقه ناصفر ايده آل هر اما باشد. صفر با برابر غيرصفر ايده آل هاي همه اشتراك بايد هم قبل رابطه
ايده آل هاي تمام اشتراك به متعلق f +M نتيجه، در . f ∈ N بنابراين، . M & N كه است N/M شكل

است. تناقض كه است R[x]/M ناصفر
صورت اين در L = M+ 〈xn+۱〉 دهيد قرار . M = I[x] و deg( f (x)) = n كنيد فرض دوم: حل راه
اگر صورت، اين غير در كه چرا f 6∈ L همچنين .(xn+۱ ∈ L\M (زيرا M $ L و است R[x] ايده آل L

مي شود نتيجه ، deg f (x) = n چون و g(x) ∈ M كه f (x) = g(x)+ xn+۱h(x) آن گاه ، f ∈ L

تناقض M بودن بيشين با كه f 6∈ L بنابراين، است. تناقض كه f (x) = g(x) ∈M پس، . h(x) = ۰

دارد.
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و دومين

۱۳۹۷/۴/۱۹ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۲

مي دهيم قرار باشد. تابع يك f : N → N كنيد فرض ندارد. وجود تابعي چنين .۱ .۱ .۴۲ پاسخ
{۱} با برابر A تصوير اما است. نامتناهي يكي دست كم NrA و A مجموعه دو از . A = f−۱(۱)

ندارد. را يك عدد نيز NrA تصوير و است

جداسازي يك X = A∪B و ناهمبند X كنيد فرض مي كنيم. اثبات را حكم نقيض عكس .۲ .۱ .۴۲ پاسخ
d(x,A)> ۰ يا و ، d(x,B)> ۰ و d(x,A) = ۰ داريم ، x ∈ X هر براي اين صورت در باشد. آن براي
، x ∈ X هر براي به طوري كه موجودند A,B⊆ X ناتهي زيرمجموعه دو كنيد فرض حال . d(x,B) = ۰ و

مي دهيم قرار . d(x,A) 6= d(x,B) داريم

A۱ =
{

x ∈ X
∣∣ d(x,A)< d(x,B)

}
و

B۱ =
{

x ∈ X
∣∣ d(x,A)> d(x,B)

}
.

است. جداسازي يك  X = A۱∪B۱ وضوح به اين صورت در
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rI+ I نتيجه، در . rI * I كه دارد وجود r ∈ R لذا نباشد. طرفه دو ايده آل I كنيد فرض .۳ .۱ .۴۲ پاسخ
rI+ I = R داريم، I بودن بيشين فرض به توجه با بنابراين، است. I شامل سره طور به و راست ايده آل يك
، x = (xr)a+ xb ∈ I۲ داريم ، x ∈ I هر براي نتيجه، در . ra+b = ۱ كه موجودند a,b ∈ I لذا، و

. I۲ = I پس، . I۲ ⊆ I كه است واضح طرفي از . I ⊆ I۲ يعني،

داريم جز به جز انتگرال گيري از استفاده با .۴ .۱ .۴۲ پاسخ
∫ ۱

۰
x f ′′(x)dx =

∫ ۱

۰
xd f ′ = x f ′(x)]۱۰−

∫ ۱

۰
f ′(x)dx

= f ′(۱)−۰− ( f (۱)− f (۰)) = f ′(۱).

داريم شوارتز، كوشي- نامساوي به بنا ديگر طرف از

(∫ ۱

۰
x f ′′(x)dx

)۲
≤ (
∫ ۱

۰
x۲dx)(

∫ ۱

۰
f ′′(x)۲dx) =

۱
۳

∫ ۱

۰
f ′′(x)۲dx.

. f ′(۱)۲ ≤ ۱
۳
∫ ۱
۰ f ′′(x)۲dx بنابراين،

حكم و |A| = btc+ ۱ كه است روشن n = ۱ براي مي دهيم. انجام استقرا با را اثبات .۵ .۱ .۴۲ پاسخ
مي دهيم قرار باشد. درست n براي حكم كنيد فرض است. برقرار

A =

{
(u۱, . . . ,un+۱) ∈ Zn+۱ : u۱, . . . ,un+۱ ≥ ۰,

n+۱

∑
j=۱

u j

j
≤ t

}
.

k = bt(n+۱)c تا k = ۰ از un+۱ مقادير تغيير با و ∑n
j=۱

u j
j ≤ t− un+۱

n+۱ شكل به رابطه بازنويسي با
داريم، استقرا فرض از استفاده و

|A|>
bt(n+۱)c

∑
k=۰

(
t− k

n+۱

)n

.

بازه روي xn تابع انتگرال حسب بر مناسبي پايين كران راست سمت سري براي مي توان بعد شكل به توجه با
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نتيجه، در و آورد بدست [۰, t]

bt(n+۱)c

∑
k=۰

(
t− k

n+۱

)n

≥ (n+۱)
∫ t

۰
xn dx = tn+۱.

مي شود. اثبات استقرا حكمِ

pr = كنيد فرض . x ∈ G آن در كه مي دهيم نشان x̄ با را G/N اعضاي راحتي، براي .۶ .۱ .۴۲ پاسخ
. Θ(x̄) = ȳ به طوري كه است موجود Θ ∈ Aut(G/N) عنصر دهيم نشان بايد ، o(x̄) = o(ȳ)

توجه با . o(y) = pm و o(x) = pn ، r ≥ ۱ كنيد فرض مي گيريم. نظر در هماني را Θ ، r = ۰ اگر
o(t i) = o(t)

(o(t),i) رابطه از و b = ypm−n دهيم قرار اگر بنابراين، . m ≥ n كرد فرض مي توان تقارن به
است موجود σ ∈Aut(G) عنصر ، مسئله مفروضات طبق لذا . o(b) = pn = o(x) داريم كنيم، استفاده
تعريف با σ̄ : G/N→ G/N نگاشت ، N روي شده بيان شرط به توجه با حال . σ(x) = b به طوري كه
آنجا از و o(x̄) = o(b̄) لذا . σ̄(x̄) = b̄ داريم همچنين و دارد قرار Aut(G/N) در σ̄(x̄) = σ(x)

. σ̄(x̄) = ȳ و b = y يعني، ، m = n نتيجه، در . pr = pr

(pr,pm−n)

۱۳۹۷/۴/۲۰ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۲
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داريم x 6= y كه x,y ∈ B هر براي .۱ .۲ .۴۲ پاسخ

d(x,y) = (۱−||x||)+(۱−||y||)> ۱−||x||

هستند. تنها B نقاط تمام يعني، ، B۱−||x||(x) = {x} پس،

راحتي به . B =
{a

b : a,b ∈ Z,فرد b
}

و A =
{ a
۲n : a ∈ Z,n ∈ N

}
دهيد قرار .۲ .۲ .۴۲ پاسخ

چون است. فرد c كه q = ۲mc آن گاه ، p
q ∈Q اگر هستند. Q سره زيرگروه دو B و A كه مي شود ديده

، p
q = x

۲m + y
c ∈ A+B نتيجه، در . cx+ ۲my = p كه موجودند x,y ∈ Z اعداد ، (c,۲m) = ۱

. Q = A+B يعني،

[۱,۲] بازه در پيوسته و نامنفي ثابت، غير تابعي g(x) كنيد فرض مثال براي اول: راه حل .۳ .۲ .۴۲ پاسخ
مي دهيم قرار n ∈ Z كه ۲n ≤ x < ۲n+۱ هر براي . g(۱) = g(۲) = ۰ كه باشد
در ۲x و x ، x مثبت عدد هر براي اين كه به توجه با و است پيوسته تابع اين . f (x) = (−۱)ng(x)

مي شود. نتيجه f (x) f (۲x)≤ ۰ شرط مي گيرند قرار [۲n,۲n+۱) شكل به متوالي بازه دو
است. سوال ويژگي هاي با مثال يك f (x) = sin(π log۲(x)) تابع دوم: راه حل

داريم همچنين . φ(۲I) = ۲φ(I) كه كنيد توجه .۴ .۲ .۴۲ پاسخ

φ(I) = φ(۲I +(−I)) = φ(۲I)+φ(−I) = ۲φ(I)+φ(−I).

وارون پذير، P هر براي پس، . φ(۰) = φ(I + (−I)) = φ(I) + φ(−I) = ۰ نتيجه، در
حقيقي عدد . g(x) = det(B+ xI) و f (x) = det(A− xI) كنيد فرض . φ(P)+φ(−P) = ۰

پذيرند. وارون B+λ I و A−λ I صورت اين در نباشد. g(x) و f (x) ريشه كه بگيريد طوري را λ 6= ۰
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فرض طبق پس،

φ(A) = φ(A−λ I +λ I) = φ(A−λ I)+φ(λ I)،

φ(B) = φ(B+λ I−λ I) = φ(B+λ I)+φ(−λ I).

نتيجه، در

φ(A)+φ(B) = φ(A−λ I)+φ(λ I)+φ(−λ I)+φ(B+λ I)

= φ(A−λ I)+φ(B+λ I) = φ(A−λ I +B+λ I)

= φ(A+B).

داريم ۰< x < y هر براي كه دارد وجود C > ۰ ثابت لم. اول: راه حل .۵ .۲ .۴۲ پاسخ

(y− x)β

yα <C
(

xβ−α − yβ−α
)
.

، t > ۱ هر براي كنيم ثابت است كافي آن گاه ، y
x = t دهيم قرار اگر لم. اثبات

f (t) =
(t−۱)β

tα − tβ <C

، α > β چون
lim
t→∞

f (t) = ۰

داريم هوپيتال، قضيه بنابر همچنين

lim
t→۱+

f (t) = lim
t→۱+

β (t−۱)β−۱

αtα−۱−β tβ−۱ = ۰.

است. كران دار بنابراين، است. پيوسته (۱,∞) روي f چون و limt→∞ f (t) = limt→۱+ f (t) = ۰ پس،
. f (t)<C ، t > ۱ هر براي كه دارد وجود C > ۰ عدد پس،
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داريم k هر براي بالا لم بنابر بازمي گرديم. اصلي مسئله اثبات به حال

k

∑
n=۲

(xn− xn−۱)
β

xα
n

≤
k

∑
n=۲

C(xβ−α
n−۱ − xβ−α

n ) =C(xβ−α
۱ − xβ−α

k )<Cxβ−α
۱ .

است. همگرا است، نامنفي سري چون و هستند كران دار سري، جزئيِ مجموع هاي پس،
داريم دوم: راه حل

(xn− xn−۱)
β

xα
n

≤ (xn− xn−۱)x
β−۱
n

xα
n

=
xn− xn−۱

xα−β+۱
n

.

داريم است، نزولي ۱
xα−β+۱ تابع اين كه به توجه با حال

∞

∑
n=۲

(xn− xn−۱)
β

xα
n

≤
∞

∑
n=۲

xn− xn−۱

xα−β+۱
n

≤
∫ ∞

x۱

۱
xα−β+۱ =

۱
α−β

x(β−α)
۱ .

صدق مسئله شرايط در A۱,A۲, . . . خانواده اگر كه كنيد توجه چيز هر از قبل اول: راه حل .۶ .۲ .۴۲ پاسخ
است: برقرار زير گزاره هاي آن گاه كنند،

. |Ai|= i كه مي شود نتيجه i = j دادن قرار با ✓

است، عضوي i خود، Ai چون و دارد عضو i دقيقا Ai∩A j آن گاه باشد، بخش پذير i بر j اگر ✓
. Ai∩A j = Ai بنا براين

نشان دهنده (i, j) آن در كه است عضوي (i, j) مجموعه يك Ai∩A j ، j و i دلخواه عدد دو ✓براي
مجموعه يك اول نكته طبق سو يك از A(i, j) حال است. j و i مشترك مقسوم عليه بزرگترين
پس، است. A j و Ai مجموعه دو هر زيرمجموعه دوم نكته طبق طرفي از و است عضوي (i, j)

. Ai∩A j = A(i, j)

كنيد فرض و A۱ = {۱} مي دهيم قرار ابتدا مي سازيم. استقرايي شكل به را نظر مورد مجموعه هاي حال
داريم قصد كنند. صدق مسئله شرايط در كه باشند شده  ساخته به طوري كه A۱, . . . ,An−۱ مجموعه هاي

باشد. عضوي (k,n) ، k < n هر براي Ak∩An كه بسازيم گونه اي به را An عضوي n مجموعه
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زيرمجموعه اي A n
p j

كه است واضح دوم نكته به توجه با باشند. p۱, . . . , pm با برابر n اول عوامل كنيد فرض
باشيم داشته بايد بنابراين، است. An از

A n
p۱
∪ . . .∪A n

pm
⊆ An.

اصل كمك به مستقيم را مجموع اين مي توان مي كنيم. محاسبه را A n
p۱
∪ . . .∪A n

pm
اعضاي تعداد ادامه در

با برابر را B j ، ۱ ≤ j ≤ m هر براي مي توان ديگر، روشي عنوان به يا كرد محاسبه شمول عدم و شمول
داريم ، l هر براي كه است واضح صورت، اين  در بخش پذيرند. p j بر كه داد قرار n تا يك از اعدادي

|Bi۱ ∩ . . .∩Bil |=
n

pi۱ . . . pil
= |A n

pi۱
∩ . . .∩A n

pil
|.

اعضاي تعداد با برابر A n
p۱
∪ . . . ∪ A n

pm
اعضاي تعداد شمول عدم و شمول اصل طبق بنابراين،

نيستند. اول n به نسبت كه هستند n تا يك از اعدادي با برابر آخر مجموعه و است B۱ ∪ . . .∪ Bm

دارند. n−φ(n) با برابر تعدادي لذا،
مي كنيم: تعريف باشد A۱∪ . . .∪An−۱ در عدد بزرگترين t كنيد فرض حال

An = (A n
p۱
∪ . . .∪A n

pm
)∪{t +۱, . . . , t +φ(n)} .

، k < n هر براي دهيم نشان است كافي اثبات اتمام براي بنابراين، دارد. عضو n ، An قبل محاسبه به توجه با
داريم دارد. عضو (k,n) ، Ak∩An مجموعه

Ak∩An = Ak∩ (A n
p۱
∪ . . .∪A n

pm
) = (Ak∩A n

p۱
)∪ . . .∪ (Ak∩A n

pm
)

= A(k, n
p۱
)∪ . . .∪A(k, n

pm
).

يافت اي j شاخص همچنين A(k, n
p j
) ⊆ A(k,n) لذا، و (k, n

p j
)|(k,n) ، j هر براي كه كنيد توجه حال

. A(k, n
p۱
)∪ . . .∪A(k, n

pm
) = A(k,n) بنابراين، و (k < n كه كنيد (توجه (k, n

p j
) = (k,n) كه مي شود

pα۱
۱ . . . pαk

k شكل به اول عوامل به n تجزيه كنيد فرض بگيريد. دلخواه را n طبيعي عدد دوم: راه حل
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مي دهيم، قرار باشد.

An =
{

pβ۱
۱ . . . pβk

k : ۰≤ β۱ ≤ pα۱
۱ −۱, . . . ,۰≤ βk ≤ pαk

k −۱
}
.

باشند. دلخواه طبيعي عدد دو j و i كنيد فرض مي كنند. صدق مسئله شرايط در A۱,A۲, . . . مي دهيم نشان
مي نويسيم،

i = pα۱
۱ . . . pαk

k و j = pα ′۱
۱ . . . pα ′k

k ,

مجموعه A j و Ai اشتراك داد نشان مي توان تعريف، به توجه با . ۱ ≤ j ≤ k هر براي α j,α ′j ≥ ۰ كه
هستند. ۱≤ j ≤ k هر براي ۰≤ β j ≤min

{
pα j

j −۱, p
α ′j
j −۱

}
كه pβ۱

۱ ...pβk
k شكل به اعدادي

با، است برابر Ai∩A j اعضاي تعداد نتيجه، در

p
min{α۱,α ′۱}
۱ · · · pmin{αk,α ′k}

k

است. j و i مشترك مقسوم عليه بزرگترين با برابر نيز اين كه
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و سومين

۱۳۹۸/۶/۱۲ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۳

زيرا است، كران دار و پيوسته صعودي، تابع يك g(x) = f ۲(x) تابع ، x > ۰ هر براي .۱ .۱ .۴۳ پاسخ

g′(x) = f ′(x) f ′( f (x)) =
ad−bc
(cx+d)۲

× ad−bc
(c f (x)+d)۲

≥ ۰ و lim
x→+∞

f ۲(x) = f (
a
c
).

. g(x) ≤ g۲(x) ≤ g۳(x) ≤ . . . داريم ، g بودن صعودي بر بنا آن گاه ، x ≤ g(x) اگر همچنين
آن گاه ، x > g(x) اگر حال است. همگرا نتيجه، در و كران دار و صعودي x,g(x), . . . دنباله پس،

است. همگرا و كران دار نزولي، x > g(x)> g۲(x)> · · ·

يك آن برد نباشد، پوشا g اگر است. پوشا f و يك به يك g الزاماً است، دوسويي f ◦g چون .۲ .۱ .۴۳ پاسخ
كاستن بدون است. حقيقي عدد b يا a از يكي حداقل ≥∞−و a< b≤+∞ كه است (a,b)⊆R باز بازه
تابع يك g كنيد فرض يكنواست. ً اكيدا لذا، است. يك به يك و پيوسته g تابع باشد. a∈R كنيد فرض كليت از
. lim
x→−∞

( f ◦g)(x) = f (a) بنابراين، است. پيوسته نيز f ولي limx→−∞ g(x) = a پس، باشد. صعودي
−∞ برابر lim

x→−∞
( f ◦g)(x) بنابراين، يكنواست. ً اكيدا پس، است. پيوسته و دوسويي نيز f ◦g طرفي از

نيز f = ( f ◦ g) ◦ g−۱ و دوسويي g پس، پوشاست، نيز g كه مي دهد نشان تناقض اين است. +∞ يا
است. دوسويي
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صورت اين در باشد. R خودتوان عضو يك e كنيد فرض .۳ .۱ .۴۳ پاسخ

(۲e−۱)۲ = ۴e۲−۴e+۱= ۱.

۲ چون و ۲(xe−ex) = ۰ نتيجه، در . x(۲e−۱) = (۲e−۱)x پس، است. وارون پذير ۲e−۱ پس،
. xe = ex كه مي شود نتيجه نيست، صفر مقسوم عليه

كه دارد وجود n ∈ N آن گاه ، x ∈Cr(x۰)\Br(x۰) اگر لم. .۴ .۱ .۴۳ پاسخ

d(x,x۰) = r, B ۱
n
(x)∩Br(x۰) =∅.

پس، . d(x,x۰) 6< r داريم ، x 6∈ Br(x۰) چون و d(x,x۰)≤ r داريم ، x ∈Cr(x۰) چون لم. اثبات
را n اكنون . Bε(x)∩Br(x۰) = ∅ كه ε > ۰ دارد وجود ، x 6∈ Br(x۰) چون حال . d(x,x۰) = r

مي كنيم تعريف حال بگيريد. ۱ε از بزرگتر عددي

I =
{

r > ۰
∣∣ Br(x۰) 6=Cr(x۰)

}
.

اگر
In =

{
r > ۰ : ∃x ∈ X ,d(x,x۰) = r,B ۱

n
(x)∩Br(x۰) =∅

}
،

I =
∞⋃

n=۱
In آن گاه

r۱,r۲, . . . دنباله پس، نباشد، اين طور كنيم فرض است. متناهي In ، n هر براي كنيم ثابت است كافي حال
d(xi,x۰) = ri كه دارد وجود xi ∈ X ، i هر براي ، In تعريف بنابر حال . ri 6= r j كه دارد وجود In در
ميل x∗ به طوري كه به xi دنباله از زيردنباله اي دارد وجود ، X فشردگي بنابر . B ۱

n
(xi)∩Br(x۰) =∅ و

كه كرد فرض مي توان كليت از شدن كم بدون . d(x j,xk) <
۱
n كه kاي و j دارند وجود پس، مي كند.

، d(x j,xk)<
۱
n چون طرفي از . x j ∈ Brk(x۰) داريم ، d(x j,x۰) = r j < rk كه آنجا از . r j < rk

است. تناقض كه B ۱
n
(xk)∩Brk(x۰) 6=∅ پس، . x j ∈ B ۱

n
(xk) داريم
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كنيد: تعريف زير صورت به را Ḡ = (X ,E) جهت دار گراف اول: حل راه .۵ .۱ .۴۳ پاسخ

(x,y) ∈ E⇐⇒ x 6= y و T (x) = y.

شمارا رأس هر به ورودي يال هاي مجموعه همچنين است. ۱ حداكثر رأس هر خروجي درجه كه است واضح
T−۱(x) همان داريم جهت دار يال x به آن ها از كه رأس هايي همه مجموعه ، x رأس هر براي زيرا است،
و است شمارا A\T (A) = A\{x} مسئله فرض به توجه با آن گاه ، A = T−۱(x) دهيم قرار اگر است.

كه كنيد توجه است. شمارا A لذا،

Z =
{

x
∣∣ T (x) 6= x

}
=
{

x
∣∣ deg+(x) = ۱

}
.

.(deg+(x) = خروجي درجه )
كه كنيد توجه بگيريد. نظر در (Z روي القايي (زيرگراف G[Z] در بيشين مستقل مجموعه يك را S حال
شمارا S = S\T (S) فرض، به توجه با پس، . S∩T (S) =∅ طرفي از Z ⊆ N+(S)∪N−(S)∪S

هستند شمارا نيز N−(S) و N+(S) رأس، هر ورودي و خروجي درجه بودن شمارا به توجه با بنابراين، است.
است. شمارا نيز Z لذا، و

در (A,⊆) صورت اين در . A =
{

D⊆ X
∣∣ ∀p,q ∈ D T (p) 6= q

}
دهيد قرار دوم: حل راه

داريم دارد. D۰ مانند بيشيني عضو پس، مي كند. صدق زُرن لم شرايط

{
x ∈ X

∣∣ T (x) 6= x
}
⊆ T (D۰)∪T−۱(D۰)∪D۰.

است. شده اثبات حكم بنابراين، هستند. شمارا نيز T (D۰) و T−۱(D۰) است، شمارا D۰ چون طرفي از
است. شمارا T−۱({x}) آن گاه ، x ∈ X اگر لم.

لذا، و شماراست A\T (A)⊇ A\{x} پس، . T (A)⊆ {x} اينصورت در A = T−۱({x}) لم. اثبات
شماراست. A

. K ⊴ G آن گاه باشد، x شامل دوري زيرگروه K اگر مي دهيم نشان . 〈x〉⊴ G كنيد فرض پاسخ۴۳. ۱. ۶.
نتيجه، در . K∩gKg−۱ 6= e پس، . 〈x〉= 〈x〉∩ 〈gxg−۱〉 ⊆ K∩gKg−۱ ، g ∈ G هر براي زيرا
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است. نرمال K يعني، ، K ⊆ gKg−۱ فرض، طبق
شد گفته كه آنچه طبق پس، . 〈x〉〈y〉 = 〈xy〉 مي شود نتيجه (o(x),o(y)) = ۱ و xy = yx چون

. 〈y〉⊴ G داريم است، 〈xy〉 مشخصه زيرگروه 〈y〉 چون و است نرمال G در 〈xy〉

۱۳۹۸/۶/۱۳ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۳

زيرمجموعه هاي از عبارت اند فشرده زيرمجموعه هاي مي گيريم. درنظر اقليدسي متريك با Zرا پاسخ۴۳. ۲. ۱.
تعداد و هستند بسته زيرمجموعه ها همه طرفي از است. شمارا نيز متناهي زيرمجموعه هاي تعداد متناهي.

است. ناشمارا Z زيرمجموعه هاي همه

كه دارد وجود y مانند عضوي مسئله فرض طبق باشد. هماني عضو e كنيم فرض .۲ .۲ .۴۳ پاسخ
و داشته راست وارون يك و چپ وارون يك x پس، . x(xy) = e = (yx)x يعني، ، x۲y = e = yx۲

است. وارون پذير نتيجه، در
. B = eB = (B′A)B = B′(AB) = B′e = B′ زيرا ، B = B′ آن گاه ، AB = e = B′A اگر

اول: حل راه .۳ .۲ .۴۳ پاسخ

۲۱۳۹۸+۱ = ۲۱۳۹۸+۲۷۰۰+۱−۲۷۰۰

= (۲۶۹۹+۱)۲−۲۷۰۰ = (۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱)(۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱).

و r|۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱ باشيم داشته اگر زيرا
(
۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱,۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱

)
= ۱ طرفي از

آن گاه ، r|۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱

r|۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱− (۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱) = ۲۳۵۱.
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همچنين . r = ۱ لذا، . r|۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱ و باشد ۲ از تواني بايد r بنابراين،

۲۱۳۹۸+۱
۵≡ (۲۲)۶۹۹+۱

۵≡ (−۱)۶۹۹+۱
۵≡ ۰.

اما . ۵|۲۱۳۹۸+۱ بنابراين،

۲۱۳۹۸+۱
۲۵≡ (۲۱۰)۱۳۹ ·۲۸+۱

۲۵≡ (−۱)۱۳۹ ·۶+۱≡−۵.

، ۵۲ 6 |۲۱۳۹۸+۱ و ۵|۲۱۳۹۸+۱ كه مي دانيم حال . ۲۵ 6 |۲۱۳۹۸+۱ پس،

(۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱,۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱) = ۱

و

۲۱۳۹۸+۱= (۲۶۹۹+۲۳۵۰+۱)(۲۶۹۹−۲۳۵۰+۱).

است. اول عامل سه حداقل داراي ۲۱۳۹۸+۱ نتيجه، در
مي نويسيم دوم: حل راه

۲۱۳۹۸+۱ = (۲۶)۲۳۳+۱

= (۲۶+۱)((۲۶)۲۳۲− (۲۶)۲۳۱+ · · ·−۲۶+۱).

پس، . ۲۶ ۶۵≡−۱ و ۲۶+۱= ۶۵= ۵×۱۳ داريم

(۲۶)۲۳۲− (۲۶)۲۳۱+ · · ·−۲۶+۱
۶۵≡ ۱+۱+ · · ·+۱︸ ︷︷ ︸

۲۳۳

= ۲۳۳
۶۵≡ ۳۸

است. بخش پذير ديگر اول عدد يك بر لزوماً پس، ندارد. ۱۳ و ۵ عامل اخير جمله بنابراين،

۱۶۵



B و A خطي تركيب هر اين كه به توجه با . f (x) = tr((A+ xB)k+1) دهيد قرار .۴ .۲ .۴۳ پاسخ
متحد x از تابعي عنوان به f كه مي شود نتيجه است، صفر نيز پوچتوان ماتريس هر اثر اين كه و است پوچتوان
صفر آن ضرايب تمام پس، مي باشد. x برحسب چندجمله اي يك f كه است واضح همچنين است. صفر با

است). نامتناهي لزوماً F ميدان كه كنيد (توجه مي باشد
با است برابر x ضريب اما باشد. صفر با برابر بايد هم x ضريب كه مي شود نتيجه شد گفته ازآنچه

tr(BAk +ABAk−1 + · · ·+AkB)

بنابراين، . tr(CD) = tr(DC) داريم همواره كه كنيد توجه . (k+۱)tr(AkB) با است برابر وضوح به كه
. tr(AkB) = 0 داريم است صفر مشخصه با ميداني F چون و (k+۱)tr(AkB) = 0

دهيد قرار باشند. دلخواه زاويه دو θ۱,θ۲ ∈ [۰,۲π] كنيد فرض .۵ .۲ .۴۳ پاسخ

g(z) = f (zeiθ۱)− f (zeiθ۲).

تابع پس، . g(۰) = ۰ و تحليلي نيز g : C→ C تابع كه است روشن

h(z) =


g(z)

z , z 6= ۰

g′(۰), z = ۰

داريم ، |z|= ۱ هر براي فرض، بنابه است. تحليلي C روي نيز

|h(z)|= |g(z)| ≤ ۱.

حالت اين در ولي . |h(z)| ≤ ۱ كه مي شود نتيجه بيشينه اصل از |z| = r هر و r ∈ (۰,۱] هر براي
. |g(z)| ≤ r داريم ، |z|= r هر براي يعني، ، |h(z)|= |g(z)|

r
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دهيد قرار بگيريد، نظر در F۱ ∪ F۲ در كمين مجموعه هاي همه خانواده را C .۶ .۲ .۴۳ پاسخ
. G۲ = F۲∩C و G۱ = F۱∩C

ارائه قابل اثبات G۲ 6= ∅ و G۱ = ∅ حالت براي مشابه، طور (به G۲ = ∅ و G۱ 6= ∅ اول: حالت
است.)

در واقع اعضاي و آبي را g \ {x} در واقع اعضاي سفيد، را x بگيريد. نظر در دلخواه را x ∈ g و g ∈ G۱

كنيد. رنگ آميزي قرمز را {۱,۲, . . . ,n}\g

است. بديهي حكم كه باشد x شامل e اگر بگيريد. نظر در |e| ≥ ۳ كه را e ∈ F۱∪F۲ دلخواه عضو حال
e * {۱, . . . ,n}\g همچنين است. كمين F۱∪F۲ در g زيرا e * g\{x} آن گاه نباشد، x شامل e اگر
تناقض اين ولي e′∩g =∅ لذا، و دارد وجود e′ ⊆ e كه e′ ∈G۱ آن گاه ، e⊆ {۱, . . . ,n}\g اگر زيرا

. e′,g ∈ F۱ زيرا است
. G۲ 6=∅ و G۱ 6=∅ دوم: حالت

و x ∈ g۱\g۲ باشد. ممكن كمترين |g۱ ∪ g۲| كه بگيريد نظر در چنان را g۲ ∈ G۲ و g۱ ∈ G۱

و G۱ و هستند كمين F۱∪F۲ در g۲ و g۱ زيرا است، پذير امكان كار اين كنيد. انتخاب نيز را y ∈ g۱\g۲

{۱,۲, . . . ,n}\(g۱∪g۲)اعضاي و آبي را g۱∪g۲\{x,y}اعضاي سفيد، را y و x هستند. مجزا نيز G۲

كنيد. رنگ آميزي قرمز را
توجه با همچنين است. بديهي حكم كه باشد y يا x شامل e اگر ، |e| ≥ ۳ كه e∈F۱∪F۲ دلخواه عضو براي
. e⊆ g۱∪g۲\{x,y} كنيد فرض نيست. ممكن نيز e⊆ g۱∪g۲\{x,y} رابطه ، g۲ و g۱ انتخاب به
با اين كه |e∪ g۱| < |g۱ ∪ g۲| آن گاه ، e ∈ F۲ اگر و |e∪ g۲| < |g۱ ∪ g۲| آن گاه ، e ∈ F۱ اگر

است. تناقض در g۲ و g۱ انتخاب
داريم ، gi ∈ Fi كه آنجا از لذا . e∩ g۱ = e∩ g۲ = ∅ آن گاه ، e ⊆ {۱, . . . ,n}\(g۱ ∪ g۲) اگر

نيست. ممكن نيز اين كه e 6∈ F۲ و e 6∈ F۱
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و چهارمين

۱۴۰۱/۲/۱۹ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۴

در BA قطري ماتريس بنابراين، . (BA)۳ = (BA)۲ مي شود نتيجه (AB)۲ = AB از .۱ .۱ .۴۴ پاسخ
معادله در ، BA ماتريس قطر روي درايه هاي تمام كه مي دهد نشان اين مي كند. صدق x۳−x۲ = ۰ معادله

است. خودتوان BA بنابراين، است. ۱ و ۰ درايه هاي با قطري ماتريس يك BA لذا، مي كنند. صدق فوق

به را Am,n مجموعه m,n ∈ Z هر براي دارد. وجود نظر مورد ويژگي با تابعي كنيد فرض .۲ .۱ .۴۴ پاسخ
كنيد: تعريف زير صورت

Am,n = f−۱([n,n+۱])∩ [m,m+۱].

است. متناهي Am,n مجموعه ، m,n ∈ Z هر براي مي كنيم ادعا
به آن گاه باشد، متمايز جملات با {xk}∞

k=۱ مانند دنباله اي شامل Am,n مجموعه ، m,n ∈ Z براي اگر
انتخاب

{
y j
}∞

j=۱ مانند دنباله اين جملات از همگرا زيردنباله اي مي توان [m,m + ۱] فشردگي دليل
كه يافت {zi}∞

i=۱ مثل
{

y j
}∞

j=۱ از زيردنباله اي مي توان [n,n+ ۱] فشردگي دليل به همچنين كرد.
دارد. تناقض مسئله فرض با اين كه باشد همگرا نيز { f (zi)}∞

i=۱

شمارا مجموعه اي صحيح هاي n و m براي Am,n صورت به مجموعه هاي همه اجتماع كه كنيد توجه حال
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حقيقي اعداد مجموعه بودن ناشمارا با اين و R=
⋃

m∈Z
⋃

n∈Z Am,n وضوح به ديگر سوي از اما بود، خواهد
دارد. تناقض

| f (x)| پس، است. فشرده مجموعه اي Q و پيوسته تابعي | f (x)| كه مي كنيم مشاهده ابتدا پاسخ۴۴. ۱. ۳.
۰ درايه هاي با b ∈ Q مانند نقطه اي كه مي دهيم نشان حال شد. خواهد بيشينه a ∈ Q مانند نقطه اي در
استقرايي طور به را Q نقاط از زير دنباله منظور اين براي . | f (b)| ≥ | f (a)| كه طوري دارد وجود ۱ و

مي سازيم:
a = a۰,a۱,a۲, . . . ,an = b

، ai−۱ = (r۱,r۲, . . . ,rn) اگر ، i ≥ ۱ براي . | f (a۰)| ≤ | f (a۱)| ≤ · · · ≤ | f (an)| كه به طوري
درايه در و بوده ai−۱ با برابر i-ام درايه جز به درايه ها تمام در ai مي كنيم تعريف شكل اين به را ai آن گاه

مي شود: تعريف زير شكل به gi كه باشد [۰,۱] بازه در |gi| بيشينه نقطه برابر i-ام 

gi(s) = f (r۱,r۲, . . . ,ri−۱,s,ri+۱, . . . ,rn).

ai انتخاب بنابر پس، مي دهد. رخ s = ۱ يا s = ۰ نقطه در |gi| بيشينه است، خطي gi چون كنيد دقت
i-ام تا اول درايه هاي تمام i-ام، گام در كه است روشن همچنين . | f (ai)| ≥ | f (ai−۱)| داريم روشني به
. | f (an)| ≥ | f (a۰)| ≥ | f (x)| داشت خواهيم x ∈ Q هر براي نهايت، در هستند. ۱ يا ۰ اعداد ai

هستند. ۱ يا ۰ همگي an درايه هاي همچنين

مي كنيم: ثابت را زير لم اصلي حكم اثبات از قبل .۴ .۱ .۴۴ پاسخ
در . xk >

∞
∑

j=k+۱
x j ، k ∈ N هر براي كه باشد مثبت حقيقي اعداد از دنباله اي {xi}∞

i=۱ كنيد فرض لم.
هستند. متمايز حقيقي، اعداد از A مختلف زيرمجموعه هاي براي ∑

j∈A
x j صورت به مجموع هاي صورت اين

عضو كوچك ترين را k . A 6= B كه باشند طبيعي اعداد از زيرمجموعه دو B و A كنيد فرض لم. اثبات
و k ∈ A مي كنيم فرض تقارن دليل به است). ناتهي A4B مي دهد نتيجه A 6= B) بگيريد A4B

است، A4B عضو كوچك ترين k چون .C = A∩{۱,۲, . . . ,k−۱} كنيد فرض به علاوه، . k 6∈ B
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داريم حال .C = B∩{۱,۲, . . . ,k−۱}

∑
j∈B

x j ≤ ∑
j∈C

x j +
∞

∑
j=k+۱

x j < ∑
j∈C

x j + xk ≤ ∑
j∈A

x j.

مي رسد. اتمام به لم اثبات و
به توجه با باشد. داشته مثبت جمله بينهايت دنباله، كنيد فرض خلف، برهان به اصلي مسئله براي حال
را n۱ < n۲ < · · · دنباله مي توان پس، مي كنند. ميل صفر به دنباله جملات ، ∑∞

i=۱ ai سري همگرايي
داريم ، i هر براي تعريف نحوه اين با . ۰< ani+۱ <

۱
۲ani ، k هر براي كه يافت

∞

∑
j=k+۱

an j < ank(
۱
۲
+
۱
۴
+ · · ·) = ank .

متمايز A ⊆ {n۱,n۲, . . .} مختلف زيرمجموعه هاي براي ∑
j∈A

a j صورت به مجموع هاي لم، بنابر پس،
ناشمارايي تعداد پس است، ناشمارا ، {n۱,n۲, . . .} نامتناهي مجموعه زيرمجموعه هاي تعداد چون هستند.
اين از شمارايي تعداد حداكثر گويا، اعداد تعداد بودن شمارا به توجه با ديگر سوي از داريم. متمايز مجموع
مجموع A⊆ {n۱,n۲, . . .} زيرمجموعه هاي از ناشمارايي تعداد براي و مي شود گويا عددي برابر مجموع ها
تناقض گنگ جمع با زيرمجموعه هاي تعداد بودن شمارا يعني، ، مسئله فرض با كه است گنگ عددي ∑

j∈A
a j

دارد.

و [C : K] < ∞ صورت اين در زيرا ، K =C∩Z(G) 6= {e} دهيم نشان است كافي .۵ .۱ .۴۴ پاسخ
صورت اين در . NG(T ) = N دهيد قرار . [G : Z(G)] ≤ [G : K] = [G : C][C : K] < ∞

N ∩C زيرگروه لذا، و مي باشد C نابديهي زيرگروه N ∩C بنابراين، ، T 6= N چون . N = (N ∩C)T

f : T → T تابع و است نامتناهي x مرتبه باشد، (N∩C) مولد x اگر است. C در متناهي شاخص با و دوري
گروه از عضوي عنوان به f مرتبه است، متناهي T چون مي باشد. T خودريختي يك f (t) = xtx−۱ ضابطه با
. t = f n(t) = xntx−n داريم t ∈ T هر ازاي به آن گاه ، f n = idT اگر است. متناهي T خودريختي هاي
عضو هر با بنابراين، مي شود. جابه جا نيز C عضو هر با xn همچنين مي شود. جابه جا T عضو هر با xn بنايراين

. e 6= xn ∈ Z(G)∩C = K نتيجه، در مي شود. جابه جا نيز G =CT

نظر در را v۱ بردار ابتدا . ‖v۱‖ = ۱ كنيم فرض ، مسئله كليت از شدن كاسته بدون .۶ .۱ .۴۴ پاسخ
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بردارهاي جاي به را مسئله حكم است كافي مي دهيم. گسترش R۳ براي متعامد پايه يك به را آن و گرفته
v′۳ و v′۲ كنيم فرض كنيم. اثبات متعامد پايه آن در v۱ راستاي در v۱,v۲,v۳ مولفه هاي براي v۱,v۲,v۳

، p۱, p۲, p۳ ≥ ۰ هر به ازاي اين كه به توجه با باشند. v۱ راستاي در v۳ و v۲ عمودي تصوير ترتيب به

‖ p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳ ‖≥‖ p۱v۱+ p۱v′۲+ p۳v′۳ ‖

مسئله كليت از شدن كاسته بدون پس، كنيم. اثبات v۱,v۲,v۳ جاي به v۱,v′۲,v
′
۳ براي را حكم است كافي

فضا از (p۱, p۲, p۳) مانند نقاطي هندسي مكان هستند. v۱ راستاي در v۲,v۳ كه كرد فرض مي توان ،
صفحه ابر كل از عبارت باشد p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳ = αv۱ ثانيا و باشد ۱ برابر مجموعشان اولا كه
هندسي مكان اين كند، تغيير (−c,c) بازه در α كه حالتي در است. خط يك يا p۱+ p۲+ p۳ = ۱

صورت به p نقطه اين كه به توجه با حال است. l۱, l۲ موازي خط دو بين محدود ناحيه يا ابرصفحه كل يا
نسبت با برابر ‖p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳‖ ≤ c اينكه احتمال است، شده انتخاب احتمالاتي سادك از همگن

است. احتمالاتي سادك كل مساحت به l۱, l۲ بين محصور ناحيه و احتمالاتي سادك اشتراك مساحت

عبارت شكل مطابق حالت اين در مساحت مقدار و است بالا شكل ساختار به متعلق اشتراك مساحت بيشينه
از: است

S(BCFD) = S(ABC)−S(ADF)

= S(ABC)(۱− S(ADF)

S(ABC)
)

= S(ABC)(۱− (۱−۲x)۲).

−cv۱ با برابر BC خط پاره روي بر p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳ مقدار اين كه به توجه با x مقدار ديگر، طرف از
در حقيقت، در است. محاسبه قابل اقليدسي هندسه در تالس رابطه از است، cv۱ برابر DF خط پاره روي بر و
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. xv۱+(۱−x)v۲ = ۰ لذا، و است ۰ برابر p۱v۱+ p۲v۲+ p۳v۳ مقدار ، E يعني ، BD وسط نقطه ي
داريم بالا رابطه در جايگذاري با . x = c

c+۱ لذا ، v۲ =−cv۱ شكل، اين در كه آنجا از

S(BCFD) = S(ABC)(۱− (۱−۲
c

c+۱
)۲)≤ ۴cS(ABC).

مي آيد. بدست حكم اينجا از و

۱۴۰۱/۲/۲۰ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۴

متشكل عضوي n مجموعه اي X = {p۱, p۲ . . . , pn} كنيد فرض است. m مسئله جواب .۱ .۲ .۴۴ پاسخ
دو به دو كه بگيريد افرادي از عضوي m مجموعه ا ي را T = {q۱, . . . ,qm} مجموعه باشد. جمع اين افراد از
۱≤ i≤m كه i هر براي باشد. q و p شخص دو فاصله دهنده نشان d(p,q) كنيد فرض هستند. دشمن

كنيد: تعريف شكل اين به را X از Xi زيرمجموعه

Xi =
{

p ∈ X
∣∣ d(p,qi)≤ ۱

}
.

حداقل با بايد X از عضو هر است، X در دشمن هم با دو به دو افراد از متشكل زيرمجموعه بزرگترين T چون
داريم ، i 6= j هر براي داد نشان مي توان همچنين . X = ∪n

i=۱Xi پس، باشد. دوست T اعضاي از يكي
داريم مثلث نامساوي كمك به آن گاه باشد، Xi∩X j به متعلق p اگر صورت اين غير در زيرا . Xi∩X j =∅

۲≥ d(qi, p)+d(p,q j)≥ d(qi,q j)> ۳
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دشمن q و p و ، {p,q} ⊆ Xi اگر زيرا است. مشابه نيز دسته يك افراد بودن دوست اثبات است. تناقض كه
آن گاه باشند،

۳< d(p,q)≤ d(p,qi)+d(q,qi)≤ ۲

. i 6= j كه q∈ X j و p∈ Xi مثلاً پس، باشند. متفاوت دسته دو در q و p كنيد فرض حالا است. تناقض كه
نامساوي كمك به و d(p,q) ≤ ۱ داريم باشند، دوست q و p اگر هستند. دشمن q و p مي كنيم ثابت

داريم مثلث
d(qi,q j)≤ d(p,qi)+d(p,q)+d(q,q j)≤ ۳

است. تناقض در q j و qi بودن دشمن فرض با كه

آن گاه ، f (H) = {۰} اگر باشد. پوشا همريختي يك f : G −→ Z كنيد فرض .۲ .۲ .۴۴ پاسخ
بنابراين، دارد. تناقض G/Ker(f)∼=Z با كه [G : Ker(f)]≤ [G : H]<∞ نتيجه، در و H ⊆Ker(f)

. f (H) = mZ داريم m نامنفي و صحيح عدد يك ازاي به بنابراين، است. Z از ناصفر زيرگروه يك f (H)

مي كند. مشخص را Z به H از پوشا همريختي يك g(h) = f (h)
m ضابطه نتيجه، در

. f (۲x)
f (x) > ۲α−۱ داريم ، x > ۲k۰ هر براي كه دارد وجود k۰ صحيح عدد فرض، بنابر .۳ .۲ .۴۴ پاسخ

مي كنيم تعريف
Ik =

∫ ۲k+۱

۲k

f (x)
xα dx.

داريم x = ۲y متغير تغيير از استفاده با حال

Ik+۱ = ۲۱−α
∫ ۲k+۱

۲k

f (۲y)
yα dy.

، k > k۰ براي پس،
Ik+۱ > ۲۱−α

∫ ۲k+۱

۲k

۲α−۱ f (y)
yα dy = Ik

. ∑k Ik = ∞ نتيجه، در و است مثبت و صعودي بعد به جايي از Ik دنباله بنابراين،
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اشتراك Aiها از تا دو حداقل با B هرگاه است F به متعلق B مانند k-عضوي زيرمجموعه اي پاسخ۴۴. ۲. ۴.
كنيد: تعريف زير شكل به را T مجموعه باشد. داشته ناتهي

T =
{

x : x ∈ Ai∩A j for ۱≤ i 6= j ≤ t +۱
}
.

، B∩T 6=∅ كه باشد {۱,۲, . . . ,n} از k-عضوي زيرمجموعه يك B اگر . |T | ≤ (t+۱)k
۲ كه است بديهي

با است برابر Bهايي چنين تعداد دارد. قرار F در B آن گاه
(

n
k

)
−
(

n−|T |
k

)
.

براي اما B′ ∩ T = ∅ كه باشند داشته وجود B′ مانند k-عضوي زيرمجموعه هاي است ممكن حال
دارد. قرار F در B′ نتيجه، در . B′ ∩A j 6= ∅ و B′ ∩Ai 6= ∅ باشيم داشته ۱ ≤ i 6= j ≤ t + ۱

با است برابر حداكثر ′Bهايي چنين تعداد

∑
i6= j
|Ai \T ||A j \T |

(
n−۲
k−۲

)
.

مي گيريم: نظر در حالت دو
. |T |= b (t+۱)k

۲ c اول: حالت
k زيرمجموعه هاي حالت اين در پس، هستند. T زيرمجموعه يكي، حداكثر بجز Aiها همه حالت اين در

و ندارد وجود B′ نوع از عضوي

|F | ≤
(

n
k

)
−
(

n−b (t+۱)k
۲ c

k

)
.

شد. اثبات حكم حالت اين در
. |T |< b (t+۱)k

۲ c دوم: حالت
با است برابر حداكثر B′ نوع از عضوي k زيرمجموعه هاي حالت اين در

∑
i< j
|Ai \T ||A j \T |

(
n−۲
k−۲

)
≤
(

t +۱
۲

)
k۲
(

n−۲
k−۲

)
.
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پس،
|F | ≤

(
n
k

)
−
(

n−|T |
k

)
+

(
t +۱
۲

)
k۲
(

n−۲
k−۲

)
.

كه كنيد دقت

(
n−|T |

k

)
−
(

n−b (t+۱)k
۲ c

k

)
≥
(

n−|T |
k

)
−
(

n−|T |−۱
k

)
≥
(

n−|T |−۱
k−۱

)
.

پس،

|F | ≤
(

n
k

)
−
(

n−b (t+۱)k
۲ c

k

)
−
(

n−|T |−۱
k−۱

)
+

(
t +۱
۲

)
k۲
(

n−۲
k−۲

)
.

كه داد نشان مي توان راحتي به است بزرگ t,k به نسبت كافي اندازه به n چون اما

−
(

n−|T |−۱
k−۱

)
+

(
t +۱
۲

)
k۲
(

n−۲
k−۲

)
< ۰.

باشد. R حلقه در A توسط شده توليد ايده ال J و پوچ گرا مجموعه يك A كنيد فرض .۵ .۲ .۴۴ پاسخ
نيست. پوچ گرا مجموعه J خلف: فرض

برقرار f۱ · · · fn 6= ۰ رابطه ، n ∈ N هر ازاي به كه دارد وجود J در f۱, f۲, · · · دنباله صورت اين در
عضو Λ زُرن، لم بنابر و {۰} ∈Λ آن گاه ، Λ = {I ◁R : ∀n ∈ N, f۱ · · · fn /∈ I} دهيم قرار اگر است.

دارد. B مانند بيشيني
. xA⊆ B كه دارد وجود x ∈ R\B ادعا:

وجود a۱ ∈ A\B لذا، نيست. ممكن كه f۱ ∈ B بنابراين، و J ⊆ B صورت اين غير در زيرا ، A * B اولاً
ادعا a۱a۲A⊆ B اگر . a۱a۲ /∈ B كه دارد وجود a۲ ∈ A گرنه و مي شود ثابت ادعا ، a۱A⊆ B اگر دارد.
از پس است، پوچ گرا مجموعه يك A چون حال مي دهيم. ادامه قبل مانند صورت اين غير در مي شود. ثابت

مي شود. ثابت ادعا و مي شود متوقف روند اين مرحله، متناهي تعداد
به طوري كه دارد وجود n طبيعي عدد مي شود نتيجه Λ در B بودن بيشين از ، x 6∈ B چون

. f۱ · · · fn ∈ B+Rx

تناقض كه f۱ · · · fn fn+۱ ∈ fn+۱(B+Rx) ⊆ B+Rx fn+۱ ⊆ B بنابراين، . xJ ⊆ B طرفي از
مي دهد. به دست
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از است شده تشكيل كه است [r۰,r۱] شكل به بازه اي حكم، در مذكور بازه مي كنيم ثابت .۶ .۲ .۴۴ پاسخ
كه مي گيريم نظر در را حالتي ابتدا مي كنند. صدق مثلث نابرابري هاي در eαr و er و ۱ اعداد كه rهايي

مي كنيم تعريف α > ۱ حالت در است. مشابه α < ۰ و ۰< α < ۱ حالت هاي در اثبات . α > ۱

r۰ = inf{r : ۱< er + eαr} و r۱ = sup{r : eαr < ۱+ er} .

مي كنيم تعريف است. [r۰,r۱] بازه حكم، در مذكور بازه مي كنيم ثابت . r۰ < ۰< r۱ وضوح به

S = {Re(z) : g(z) = ۰} .

مي شود نتيجه مثلث نابرابري از ، g(z) = ۰ كه zاي هر براي

۱≤ eRe(z)+ eαRe(z) و eαRe(z) ≤ ۱+ eRe(z).

. S̄⊆ [r۰,r۱] مي دهد نتيجه كه S⊆ [r۰,r۱] نتيجه، در . r۰ ≤ Re(z)≤ r۱ پس،
مثلثي نتيجه، در و مي كنند صدق مثلث نابرابري  در eαr و er ،۱ اعداد اكنون . r ∈ [r۰,r۱] كنيم فرض حال

كه دارند وجود θ۲ و θ۱ حقيقي اعداد پس، دارد. وجود اضلاع آن با

۱+ er+iθ۱ + eαr+iθ۲ = ۰

مي كنيم تعريف
h(z) = ۱+ ez+iθ۱ + eαz+iθ۲

تعريف ، ۰< ε < ε۰ هر براي حال باشد. Bε۰(r) در h ريشه تنها r كه باشد نحوي به ε۰ > ۰ كنيم فرض
مي كنيم

ρ = min
∂Bε (r)

|h(z)|> ۰.

و m صحيح اعداد δ > ۰ هر براي صورت اين در باشد. دلخواه عددي θ و گنگ عددي α كنيد فرض لم.
. |θ −mα−n|< δ كه دارند وجود n
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مي كنيم تعريف حال . |θ۲−αθ۱
۲π −mα−n|< δ كه دارند وجود n و m صحيح اعداد لم، اين بنابر

ϕ(z) = g(z+ i(θ۱+۲mπ)).

داريم

|h(z)−ϕ(z)|=
∣∣∣eαz+iθ۲− eαz+i(αθ۱+۲mαπ)

∣∣∣
= |eαz|

∣∣∣ei(θ۲−αθ۱−۲mαπ)−۱
∣∣∣

≤ ۲πδ |eαz|.

براي كه مي گيريم عددي را δ > ۰ حال كرده ايم. استفاده
∣∣eiθ −۱

∣∣≤ |θ | مقدماتي نابرابري از آن در كه
داشت خواهيم z ∈ ∂Bε(r) هر براي صورت اين در . ۲πδ |eαz| < ρ باشيم داشته ، z ∈ ∂Bε(r) هر
پس، است. برابر Bε(r) داخل ϕ و h ريشه هاي تعداد روشه، قضيه بنابر پس، . |h(z)−ϕ(z)|< |h(z)|

نتيجه ϕ تعريف به توجه با حال . |Re(z)− r|< ε نتيجه، در و |z− r|< ε كه دارد z مانند ريشه اي ϕ

برقرار ۰ < ε < ε۰ هر براي بالا استدلال چون . |Re(z)− r| < ε كه دارد ريشه اي نيز g كه مي شود
. r ∈ S̄ كه مي گيريم نتيجه است.
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و پنجمين

۱۴۰۲/۴/۲۷ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۵

داشت خواهيم دهيم، قرار برابر را a,b مقدار مسئله صورت رابطه در اگر .۱ .۱ .۴۵ پاسخ
∫ f (a)

a
f (t)dt =

∫ a

f (a)
f (t)dt =−

∫ f (a)

a
f (t)dt.

نتيجه، ∫در f (a)

a
f (t)dt = ۰.

پس، . f (۰)< f (t) داريم ، t ∈ (۰, f (۰)) هر براي ، ۰< f (۰) اگر . f (۰) = ۰ مي كنيم ادعا

۰=
∫ f (۰)

۰
f (t)dt >

∫ f (۰)

۰
f (۰)dt = f (۰)۲ > ۰

. f (t) < f (۰) داريم ، t ∈ ( f (۰),۰) هر براي ، f (۰) < ۰ اگر ترتيب همين به است. تناقض كه
بنابراين،

۰=
∫ ۰

f (۰)
f (t)dt <

∫ ۰

f (۰)
f (۰)dt =− f (۰)۲ < ۰.

. f (۰) = ۰ مي گيريم نتيجه پس، است. تناقض كه
هر براي و f (x) > f (۰) = ۰ داريم ، x > ۰ هر براي f بودن صعودي اكيداً به توجه با ديگر، سوي از
مقادير همه براي و ∫ f (a)

a f (t)dt = ۰ چون ، f (a) 6= a اگر حال . f (x)< f (۰) = ۰ داريم ، x < ۰
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است. تناقض كه باشد صفر برابر نمي تواند انتگرال مقدار است، يكسان a با f (t) علامت ، f (a) و a بين t

. f (a) = a ، a هر براي پس،

نامتناهي و نابديهي زيرگروه داراي نامتناهي و دوري گروه هر زيرا نيست دوري G .۱ نكته .۲ .۱ .۴۵ پاسخ
است.

G = K آن گاه باشد، H شامل سره به طور و G زيرگروه يك K و باشد G از نابديهي زيرگروه H اگر .۲ نكته
. H = K لذا، و ۱ 6= |H|

∣∣ |K| آن گاه ، K 6= G اگر زيرا
لذا و y 6∈ 〈x〉 كه دارد وجود y ∈ G ، (۱) نكته طبق آن گاه ، e 6= x ∈ G اگر الف)

〈e〉 6= 〈x〉$ 〈x,y〉.

. G = 〈x,y〉 ، (۲) نكته طبق پس،
،(۲) نكته طبق لذا، و 〈e〉 6= N $ 〈a〉N آن گاه ، a 6∈ N و باشد G از نابديهي نرمال زيرگروه N اگر ب)

است. فرض خلاف كه |G| ≤ |〈a〉| |N|<+∞ بنابراين، ، G = 〈a〉N داريم

باشند. نوشتن قابل ai
a j

صورت به متمايز اول عدد n حداقل كنيد فرض خلف، برهان با .۳ .۱ .۴۵ پاسخ
صورت به را a۱,a۲, . . . ,an رئوس با G رأسي n گراف باشند. p۱, . . . , pn اول اعداد اين كنيد فرض
دارند وجود ۱ ≤ j,k ≤ n كه ak و a j مانند عدد دو كه مي دانيم ،pi اول عدد هر ازاي به مي سازيم: زير
در باشد. جفت يك از بيش خاصيت، اين با ak و a j اعداد جفت تعداد است ممكن . pi =

a j
ak

به طوري كه
مي كنيم. متصل يكديگر به را آن ها G گراف در و گرفته نظر در را اعداد اين از جفت يك فقط صورت اين
كنيد دقت حال دارد. ai۱ , . . . ,aim مانند دور يك حتما لذا، و است رأس n و يال n شامل G گراف بنابراين،
m حاصلضرب با است برابر ديگر طرف از و است ۱ برابر طرف يك از ai۱

ai۲
× ai۲

ai۳
×·· · aim

ai۱
حاصلضرب كه

اين هستند. متمايز نيز اول اعداد اين همگي و اول عدد يك وارون يا هست اول عدد يك يا كدام هر كه عدد
مي دهد. نشان را مسئله حكم درستي تناقض،
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كه مي شود ثابت استقرا با ، m≥ ۱ هر براي .۴ .۱ .۴۵ پاسخ

f (xam) = xam−۱xam−۲ · · ·ax f (x).

نتيجه f (x) حذف و m = n براي بالا تساوي از استفاده با ، x ∈ G هر براي . n = o(a) كنيد فرض
مي شود

xan−۱xan−۲ · · ·ax = e. (∗)

دهيد قرار است. فرد n مي دهد نتيجه كه n
∣∣ n(n−۱)

۲ لذا، و a
n(n−۱)

۲ = e داريم ، x = e فرض با حال
(∗) رابطه طبق آن گاه ،(x = x−۱ يا (و x۲ = e و e 6= x ∈ G اگر . n = ۲k+۱

(
xa۲kx · · ·xak+۱)x(akx · · ·ax

)
= e.

و g−۱ = akx · · ·ax داريم ، (ai)−۱ = an−i اين كه به توجه با . g = xa۲kx · · ·xak+۱ مي دهيم قرار
كوشي، قضيه طبق و ندارد ۲ مرتبه از عنصري G بنابراين، نيست. ممكن كه ، x = e يا gxg−۱ = e لذا،

است. فرد |G|

مي كنيم: تعريف زير صورت به را g تابع .۵ .۱ .۴۵ پاسخ

g(a) = inf
{

f (x)+d(x,a)
∣∣ x ∈ X

}
.

كه كنيد توجه ،a,b ∈ X هر براي دارد. را نظر مورد خاصيت g تابع مي كنيم ادعا

f (x)+d(x,a)≤ f (x)+d(x,b)+d(b,a).

ديگر، عبارت به . g(a) ≤ g(b) + d(b,a) داريم نابرابري، طرفين از كمينه گرفتن با
g(b)−g(a)≤ d(a,b) مشابه طور به اخير، رابطه در a,b تقارن دليل به . g(a)−g(b)≤ d(a,b)
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a,b ∈ X هر براي بنابراين، است. برقرار نيز

|g(a)−g(b)| ≤ d(a,b).

طرف از و g(a) ≤ f (a)+ d(a,a) = f (a) طرف يك از كه كنيد توجه ، g ديگر ويژگي اثبات براي
،a,x ∈ X هر براي ديگر،

f (x)− f (a)≥−d(x,a)−۱

مي كند ايجاب كه
f (x)+d(x,a)≥ f (a)−۱.

نتيجه ، g تعريف طبق بگيريم، كمينه x ∈ X همه روي بزرگ تر سمت از و بگيريم ثابت را a رابطه اين در اگر
است. تمام اثبات و f (a)≥ g(a)≥ f (a)−۱ بنابراين، . g(a)≥ f (a)−۱ مي شود

برابر a۱,a۲, . . . ,an مشترك مقسوم عليه بزرگترين اين كه فرض با را حكم كلي تر حالت .۶ .۱ .۴۵ پاسخ
شكل به آن اول سطر كه n× n ماتريس مي توان مي كنيم ثابت ديگر، عبارت به مي كنيم. ثابت باشد d با

بود: خواهد n روي استقرا كمك به اثبات كرد. پيدا باشد، d برابر آن دترمينان و [a۱ . . .an]

باشد، d برابر (a۱,a۲) مشترك مقسوم عليه بزرگ ترين اگر زيرا است، برقرار n = ۲ براي حكم استقرا: a۱پايه a۲

−t s

ماتريس است كافي . sa۱+ ta۲ = d داريم كه دارند وجود t و s چون صحيحي اعداد آن گاه

بگيريد. نظر در را
بزرگترين اگر است. برقرار نيز n براي حكم مي كنيم ثابت باشد. برقرار n−۱ براي حكم كنيم فرض حال
(n−۱)×(n−۱) ماتريسي مي توان آن گاه باشد، e با برابر a۱,a۲, . . . ,an−۱ اعداد مشترك مقسوم عليه
Bn−۱ بنابراين، باشد. e برابر آن دترمينان و [a۱a۲ . . .an−۱] شكل به آن اول سطر كه يافت Bn−۱ مانند
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بود: خواهد زير شكل به

Bn−۱ =



a۱ a۲ · · · an−۱

A(n−۲)×(n−۱)


اين كه به توجه با است. صحيح درايه هاي با (n−۲)× (n−۱) ماتريس يك A(n−۲)×(n−۱) آن در كه
ماتريس كه يافت s, t مانند صحيحي اعداد مي توان است، d برابر e و an مشترك مقسوم عليه بزرگترين

Bn =



a۱ a۲ · · · an−۱ an

۰

A(n−۲)×(n−۱)
...

۰

s a۱
e s a۲

e · · · s an−۱
e t


باشد. d دترمينان داراي

۱۴۰۲/۴/۲۸ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۵
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شعاع به دايره با ۱ از كوچكتر شعاع به قرص اشتراك باشد. امكان پذير كار اين كه كنيد فرض پاسخ۴۵. ۲. ۱.
شامل بايد آن ها از يكي حداقل بپوشانند را بزرگتر قرص ۱ از كمتر شعاع با قرص دو اگر است. كمان يك ۱
غير ممكن كه باشد ۲ فاصله به نتيجه، در و متقاطر نقطه دو شامل بايد يعني، باشد، ۱ شعاع به نيم دايره يك

است.

تحليلي تابعي كه f (z)− f (۰) پس، نباشد. ثابت تابعي f كنيد فرض خلف، برهان به .۲ .۲ .۴۵ پاسخ
وجود g تحليلي تابع و k≥ ۱ صحيح عدد نيست، ثابت f چون مي گيرد. صفر مقدار z = ۰ ازاي به كه است
در زير شكل به مسئله صورت تساوي صورت اين در . f (z)− f (۰) = zkg(z) و g(۰) 6= ۰ كه دارد

مي آيد:
f (۰)+ zkg(z) = f (۰)+(z− z۲)kg(z− z۲).

داشت خواهيم zk بر تقسيم و بالا رابطه طرفين از f (۰) كردن كم با

g(z) = (۱− z)kg(z− z۲).

داريم بگيريم، مشتق هستند z حسب بر تحليلي توابعي كه اخير رابطه طرفين از اگر

g′(z) = (۱− z)k(۱−۲z)g′(z− z۲)− k(۱− z)k−۱g(z− z۲)

مي آيد: در زير صورت به z = ۰ جاي گذاري با كه

g′(۰) = g′(۰)− kg(۰)

مي دهد نشان تناقض اين نيست. ممكن g(۰) 6= ۰ و k≥ ۱ به توجه با كه kg(۰) = ۰ مي دهد نتيجه كه
باشد. ثابت تابعي بايد f كه

. B۲ =B مسئله فرض طبق طرفي از ، Bt =B لذا . B=A+At و A= [ai j] دهيد قرار پاسخ۴۵. ۲. ۳.
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آن گاه باشند، B سطري بردارهاي v۱, · · · ,vn و B = [bi j] اگر حال . BBt = B بنابراين،

∑
i, j

ai j =
۱
۲ ∑

i, j
bi j =

۱
۲ ∑

i, j
〈vi,v j〉=

۱
۲
〈∑

i
vi, ∑

j
v j〉=

۱
۲
∣∣∑

i
vi
∣∣۲ ≥ ۰.

باشند حقيقي اعداد در باز بازه هاي همه I۱ = (a۱,b۱), I۲ = (a۲,b۲), . . . كنيد فرض .۴ .۲ .۴۵ پاسخ
را Ii بازه طول هستند). شمارا گويا، اعداد بودن شمارا دليل به بازه ها (اين است گويا اعداد آن ها سر دو هر كه

مي دهيم. نمايش ℓi با
را طبيعي اعداد از n۱ ≤ n۲ ≤ n۳ ≤ ·· · زيردنباله و ±۱ از α۱,α۲, . . . دنباله مي توان مي دهيم نشان

، k ∈ N هر براي كه كرد انتخاب گونه اي به

xnk =
nk

∑
j=۱

α j

j
∈ Ik.

مي دهد. نتيجه را ({x۱,x۲, . . .} (چگال بودن مسئله حكم وضوح به حكم اين اثبات
α۱, . . . ,αnk كنيد فرض كه صورت اين به مي سازيم. استقرايي شكل به را (ni)

∞
i=۱ و (αi)

∞
i=۱ دنباله هاي

را مسئله شرط nk+۱ = nk ، xnk ∈ Ik+۱ اگر . xni ∈ Ii ، i ≤ k هر براي به طوري كه باشد شده تعيين
و ۱

m < ℓk+۱ كه مي يابيم گونه اي به را m > mk عدد ابتدا ، xnk ≤ ak+۱ اگر مي كند. برآورده k+۱ براي
كوچك ترين را nk+۱ حال . xm≤ ak+۱ داريم ترتيب، اين به مي كنيم. ۱−تعريف برابر را αnk+۱, . . . ,αm

كه مي گيريم طبيعي عدد

۱
m+۱

+
۱

m+۲
+ · · ·+ ۱

nk+۱
> ak+۱− xm. (∗)

. xnk+۱ ∈ Ik+۱ مي كنيم ادعا دارد. وجود خاصيت اين با nk+۱ عدد واگراست
∞
∑

j=m+۱

۱
j سري كه آن جا از

، (∗) طبق اولاً

xnk+۱ = xm +
nk+۱

∑
j=m+۱

۱
j
> xm +(ak+۱− xm) = ak+۱
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داريم دارد، را (∗) خاصيت كه است عددي كوچك ترين nk+۱ چون و

۱
m+۱

+
۱

m+۲
+ · · ·+ ۱

nk+۱−۱
≤ ak+۱− xm.

كه مي گيريم نتيجه ۱
nk+۱

< ۱
m < ℓk+۱ چون

xnk+۱ = xm +
nk+۱−۱

∑
j=m+۱

۱
j
+

۱
nk+۱

< xm +(ak+۱− xm)+ ℓk+۱ = ak+۱+ ℓk+۱ = bk+۱,

مي رسد. اتمام به xnk+۱ ∈ Ik+۱ اثبات و

مي كنيم تعريف +۱ برابر را αnk+۱, . . . ,αm ابتدا است. مشابه xnk ≥ bk+۱ حالت در اثبات
برسيم nk+۱ مانند مناسبي عدد به تا مي كنيم تعريف −۱ برابر را بعدي αiهاي سپس . ( ۱m < ℓk+۱)

كم تر عددي  اندازه به xi مقدار −۱ علامت هر انتخاب با كه اين به توجه با . xnk+۱ ∈ Ik+۱ كه به طوري
يافت nk+۱ عدد چنين حتماً،

∞
∑

j=m+۱

۱
j سري بودن واگرا به توجه با همچنين و مي شود كوچك  ℓk+۱ از

مي شود.

و P۲x = Px كنيد دقت مي كند. تصوير W روي را x كه باشد ماتريسي P كه كنيد فرض .۵ .۲ .۴۵ پاسخ
چون است. k برابر Im(P) رتبه همچنين . P = Pt و Im(P)+Ker(P) = Rn كه كرد ثابت مي توان
،W⊥ يعني ،Rn در W عمود زير فضاي به متعلق v عضو هر براي و w ∈W عضو هر براي ، Pw = w

بنابراين، است. ۰ ويژه مقدار n− k و ۱ ويژه مقدار k داراي P بنابراين، . Pv = ۰ داريم

tr(P) =
n

∑
i=۱

Pii = k.

مي شود: محاسبه زير شكل به مسئله رياضي اميد
آن گاه باشد، مسئله فرض در ±۱ درايه هاي با و n طول با تصادفي بردار يك x = (x۱, . . . ,xn) اگر

E(dist(x,W )۲) = E((d(x,Px))۲)

= E((x−Px).(x−Px))

= E(xtx− xtPtPx) داخلي) ضرب تعريف (از
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= E(xtx− xtP۲x) (Pt = Pچون)

= E(xtx− xtPx) (P۲ = Pچون)

= E(
n

∑
i=۱

x۲i −
n

∑
i=۱

n

∑
j=۱

xiPi jx j))

=
n

∑
i=۱

E(x۲i )−
n

∑
i=۱

n

∑
j=۱

E(xiPi jx j) رياضي) اميد بودن خطي بر (بنا

= n−
n

∑
i=۱

Pii پايين) توضيح (از

= n− k. (
n

∑
i=۱

Pii = k چون )

داريم i = j اگر و E(xiPi jx j) = Pi jE(xi)E(x j) = ۰ داريم i 6= j اگر كه كنيد دقت

E(xiPi jx j) = PiiE(x۲i ) = Pii.

دهيد قرار . ab = p+q كه دارند وجود q ∈ Q و p ∈ P عناصر فرض، طبق .۶ .۲ .۴۵ پاسخ
در α مانند ريشه اي f (x) فرض، طبق . f (x) = (x− a)(x− b)− p = x(x− (a+ b))+ q

است، اول ايده آل P چون و (α − b)(α − a) = p ∈ P صورت اين در . f (α) = ۰ يعني، دارد، R

است، اول ايده آل نيز Q چون و α(α− (a+b)) =−q ∈ Q همچنين . α−b ∈ Pيا α−a ∈ P

مي افتد: اتفاق زير حالت چهار از يكي پس، . α− (a+b) ∈ Q يا α ∈ Q

؛ a = α− (α−a) ∈ P+Q صورت اين در ، α ∈ Q و α−a ∈ P (۱

؛ b = α−a−(α−(a+b))∈ P+Q صورت اين در ، α−(a+b)∈Q و α−a∈ P (۲

؛ b = b−α +α ∈ P+Q صورت اين در ، α ∈ Q و α−b ∈ P (۳

. a = α−b− (α− (a+b)) ∈ P+Q صورت اين در ، α− (a+b) ∈Qو α−b ∈ P (۴

مي شود. ثابت حكم بنابراين،
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كشور دانشجويي رياضي مسابقه چهل و ششمين

۱۴۰۳/۲/۱۱ اول نوبت پاسخ هاي ۱ .۴۶

مسئله مفروضات از استفاده با .۱ .۱ .۴۶ پاسخ

lim
n→∞

(xn+۴+ xn+۵+ xn+۶) = lim
n→∞

(xn+۱+ xn+۲+ xn+۳) = ۷.

بنابراين،

lim
n→∞

(xn+۱+ xn+۲+ · · ·+ xn+۶) = ۱۴.

كه آنجا از

xn+۷ =
(
xn+۱+ xn+۲+ · · ·+ xn+۷

)
−
(
xn+۱+ xn+۲+ · · ·+ xn+۶

)
مي دهد نتيجه خاص به طور  اين كه lim

n→∞
xn = ۳−۱۴=−۱۱ مي گيريم نتيجه

lim
n→∞

(xn+۱+ xn+۲+ xn+۳) =−۳۳

است. تناقض در مسئله فرض  با كه
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هر براي مي دهد نتيجه كه x۲+ y۲ = (x+ y)۲ = x۲+ xy+ yx+ y۲ فرض طبق .۲ .۱ .۴۶ پاسخ
بنابراين، . x۲ =−x۲ داريم x = y فرض با . xy =−yx داريم R در x,y

(xy)(xy) = x(yx)y =−x۲y۲ = x۲y۲.

دارد. قرار آن ها در w كه باشد Eiهايي تعداد mw ، w ∈Ω مانند عضوي براي كنيد فرض .۳ .۱ .۴۶ پاسخ
بنابراين، . mw ≤ ai داريم ، w ∈ Ei اگر بنابراين،

n

∑
i=۱

P(Ei)

ai
=

n

∑
i=۱

∑
w∈Ei

P(w)
ai

= ∑
w∈Ω

∑
Ei3w

P(w)
ai

= ∑
w∈Ω

P(w) ∑
Ei3w

۱
ai

= ∑
w∈Ω

P(w)
mw

ai

≤ ∑
w∈Ω

P(w)

= ۱.

فرض طبق بنابراين، . |H| | |K| به طوري كه باشند G زيرگروه دو H,K كنيد فرض .۴ .۱ .۴۶ پاسخ
زيرگروه هر همچنين . H = K آن گاه ، |H|= |K| اگر بنابراين، . H ⊆ K نتيجه، در . |H∩K|= |H|

شكل به G/N زيرگروه هر آن گاه باشد، G نرمال زيرگروه N اگر . |gHg−۱| = |H| زيرا است نرمال G

بنابراين، باشد. مي H/N

,|H/N|)(ب.م.م) |K/N|) = (ب.م.م)
( |H|
|N|

,
|K|
|N|
)
=

,|H|)(ب.م.م) |K|)
|N|

=
|H ∩K|
|N|

= |H ∩K/N|= |H/N∩K/N|.

مي كنيم: ثابت G روي استقرا با را حكم حال دارد. را خاصيت همين نيز G/N نتيجه، در
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مرتبه عضو يك a و |G| اول عامل يك p عدد ، |G| > ۱ كنيد فرض است. بديهي حكم |G| = ۱ براي
G/N = اگر است. دوري استقرا، فرض طبق ، G/N گروه و N = 〈a〉◁G بنابراين، باشد. G در p

و N ⊆M آن گاه ، p | m اگر . m = |M| دهيد قرار . M = 〈b〉 آن در كه G = MN آن گاه ، 〈bN〉

. ab = ba بنابراين، . aba−۱b−۱ ∈M∩N = {e} آن گاه ، p - m اگر است. دوري G = MN = M

نتيجه، در
G = MN ∼= M×N ∼= Zm×Zp ∼= Zmp

است. دوري

مسئله صورت در بيان شده خاصيت باشد. ناشمارا مجموعه اي X كنيد فرض خلف، برهان به .۵ .۱ .۴۶ پاسخ
مي ناميم. (∗) خاصيت را داده شده) شعاع با گوي هاي از دنباله اي با مجموعه (پوشش

Y ⊆ X ناتهي بسته زيرمجموعه هر باشد، (∗) خاصيت داراي كامل متريك فضاي يك (X ,d) اگر ادعاي۱.
دارد. را (∗) خاصيت القايي) متريك (با نيز

تنها پس، است. كامل خود كامل، متريك  فضاي يك از بسته زيرمجموعه هر كه مي دانيم .۱ ادعاي اثبات
كنيم. ثابت Y براي را (∗) خاصيت برقراري بايد

يافت X اعضاي از x۱,x۲, . . . دنباله ، X براي (∗) خاصيت طبق مثبت،  اعداد از ε۱,ε۲, . . . دنباله براي
اگر كه مي كنيم تعريف صورت اين به را Y از y۱,y۲, . . . دنباله حال . X =

⋃
i Bεi/۲(xi) كه مي شود

اگر و مي گيريم، اشتراك اين در دلخواهي نقطه را yi ، Bεi/۲(xi) ∩ Y 6= ∅

اگر تعريف، اين با مي گيريم. Y از دلخواهي عضو برابر را yi ، Bεi/۲(xi) ∩ Y = ∅

خاصيت نيز Y بنابراين، .Y ⊆⋃i Bεi(yi) پس، . Bεi/۲(xi)⊆ Bεi(yi) آن گاه ، Bεi/۲(xi)∩Y 6=∅

دارد. را (∗)

باز گوي هر كه مي شود يافت z∗ ∈ X ، (∗) خاصيت با X ناشماراي كامل متريك فضاي هر براي .۲ ادعاي
باشد. X از نقطه ناشمارا تعداد شامل z∗ مركز به

كه يافت ۱ شعاع به باز گوي شمارا تعداد مي توان . εi = ۱ ثابت دنباله براي (∗) طبق .۲ ادعاي اثبات
ناشماراست. B۱(z۰) مانند گوي ها اين از يكي دست كم ناشماراست، X چون بپوشاند. را X آن ها اجتماع
ثابت دنباله و مجموعه اين براي (∗) خاصيت طبق دارد. را مسئله خاصيت B۱(z۰) قبلي ادعاي طبق
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صورت به و روند همين ادامه با باشد. نقطه ناشمارا تعداد شامل كه يافت را B۱/۲(z۱) گوي مي توان εi =
۱
۲

و باشد ناشمارا B۱/۲n+۱(zn) ، n هر براي كه يافت X اعضاي از z۰,z۱,z۲, . . . دنباله مي توان استقرايي،
z∗ مانند عضوي به است كامل X چون و است كوشي {zn}n≥۱ دنباله بنابراين، . d(zn,zn+۱)< ۱/۲n

دارد. را نظر مورد خاصيت كه هم گراست

شعاع با مجزا بسته گوي دو ۰< r هر و (∗) خاصيت با X ناشماراي كامل متريك فضاي هر براي .۳ ادعاي
باشند. نقطه ناشمارا تعداد شامل يك هر كه مي شود يافت X در r از كم تر

نقطه ناشمارا تعداد شامل آن حول باز گوي هر كه مي شود يافت z∗ ∈ X قبلي ادعاي طبق .۳ ادعاي اثبات
مجموعه اي Aiها وضوح به . An = Bn \Bn+۱ و Bn = B۱/n(z∗) مي كنيم تعريف n ∈ N براي باشد.
ناشمارا An۰ كه مي شود يافت n۰ ∈ N بنابراين، است. B۱ \ {z∗} اجتماع شان و هستند مجزا و بسته
براي پس، باشد. ناشمارا آن مركز به باز گوي هر كه دارد وجود z′∗ ∈ An۰ ،(۲) ادعاي طبق حال باشد.

دارد. را مسئله شرط Bs(z′∗) و Bs(z∗) ، s < min
{۱
۲d(z∗,z′∗),r

}
را S۱,S۲ مجزاي و بسته گوي هاي r = ۱

۲ براي (۳) ادعاي كمك به ابتدا اصلي حكم اثبات براي حال
با كامل متريك فضاهاي يك هر S۲ و S۱ ،(۱) ادعاي به بنا سپس دارند. ۱

۲ از كم تر شعاع دو هر كه مي يابيم
و S۱۱,S۱۲ ⊆ S۱ مجزاي و بسته گوي هاي مي توان ، r = ۱

۴ براي (۳) ادعاي كمك به هستند. (∗) خاصيت
از استقاده با و استقرايي صورت به ترتيب، همين به دارند. ۱

۴ از كم تر شعاع همگي كه يافت S۲۱,S۲۲ ⊆ S۲

Si۱···in۱,Si۱···in۲ ⊆ Si۱···in مجزاي بسته گوي هاي مي توان i۱, . . . , in ∈ {۱,۲} هر براي بالا، ادعاهاي
دارند. ۱/۲n از كم تر شعاع كه يافت

كم تر Si۱···in مجموعه هاي دوبه دوي فاصله نصف از كه بگيريد مثبت عددي را εn ، n ∈ N هر براي حال
اجتماع كه يافت را X اعضاي از x۱,x۲, . . . نقاط مي توان ، ε۱,ε۲, . . . دنباله براي مسئله، فرض طبق باشد.
به مجموعه هاي از يكي با حداكثر Bεn(xn) ، n هر براي ، εi تعريف به توجه با بپوشانند. را X Bεi(xi)ها

دارد. اشتراك Si۱···in صورت
. S j۱ j۲··· jn ∩ Bεn(xn) = ∅ كه مي سازيم استقرايي صورت به را j۱, j۲, . . . ∈ {۱,۲} دنباله حال
مجموعه دو از يكي با دست كم Bεn(xn) صورت اين در باشد. شده ساخته j۱, . . . , jn−۱ كنيد فرض
مي دهيم قرار باشد، داشته تهي اشتراك S j۱··· jn−۱۱ با اگر دارد. تهي اشتراك S j۱··· jn−۱۲ و S j۱··· jn−۱۱

. jn = ۲ مي دهيم قرار صورت اين غير در و jn = ۱

چون حال
· · · ⊆ S j۱··· jn−۱ jn ⊆ S j۱··· jn−۱ ⊆ ·· · ⊆ S j۱
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به n افزايش با S j۱··· jn−۱ jn قطر چون طرفي از ندارد. اشتراك بالا گوي هاي اشتراك با Bεn(xn) ، n هر براي
است. x∗ مانند يكتايي نقطه مجموعه ها� اين همه اشتراك است، كامل X متريك فضاي و مي كند ميل صفر
اجتماع اين كه فرض با اين و x∗ 6∈ Bεn(xn) پس، . x∗ ∈ S j۱ j۲··· jn و S j۱ j۲··· jn ∩Bεn(xn) =∅ چون

دارد. تناقض مي پوشاند را X Bεn(xn)ها

مي دهيم نشان مي  كنيم. اثبات x۱, . . . ,xn متمايز دو به دو عدد n براي كلي حالت در را حكم پاسخ۴۶. ۱. ۶.
سوال، تعداد اين از كمتر با و xk = min{x۱, . . . ,xn} كه يافت را k شاخص سوال، ۲n−۱ با مي توان كه
گام، هر در بگيريد. نظر در را مراحل اين اول، قسمت براي يافت. را k (انديس) شاخص نمي توان الزاما
(ℓ+۱)ام جمله با بار دو و مي گيريم نظر در را اند شده بررسي كنون تا كه جمله اي ℓ بين از عدد كوچكترين
سپس و است درست قطعا مقايسه نتيجه يعني، شد، حاصل نتيجه يك بار دو هر اگر مي كنيم. مقايسه دنباله
اين و گرفته نظر در دنباله اول جمله ℓ+۱ بين جمله كوچكترين شاخص عنوان به را كوچكتر جمله شاخص
ديگري و درست مقايسه دو از يكي دقيقا يعني، بود، متفاوت مقايسه دو حاصل اگر مي كنيم. تكرار را فرايند
سوم مقايسه نتيجه مي دانيم فرض، طبق و مي دهيم انجام را سومي  مقايسه حالت اين در لذا، است. بوده اشتباه
از بعد لذا، بود. خواهند صحيح مقايسه ها تمام بعد به الان از كه مي دانيم وضعيتي چنين در است. صحيح قطعا
داشتيم مقايسه سه به نياز مرحله يك در اگر پس، نيست. مقايسه يك دوباره انجام به نيازي ديگر مرحله اين
را مرحله آن تا دنباله جمله كوچكترين شاخص كردن، مقايسه بار يك با مي توانيم بعدي مقايسه هاي تمام در
عضو كوچكترين شاخص و است شده انجام مقايسه ۲(n−۱)+۱ = ۲n−۱ تعداد كل در پس، بيابيم.

مي شود. پيدا نيز
براي كرد. پيدا را دنباله عضو كوچكترين شاخص الزاما نمي توان سوال كمتري تعداد با كه مي دهيم نشان حال
{x۱, . . . ,xn} با برابر را گراف اين رأس هاي مجموعه مي سازيم. صورت بدين جهت دار گراف يك بخش اين
گراف از ر أس هايي (كه جمله دو اين بين شود، انجام مقايسه اي x j و xi جمله دو بين هرگاه مي گيريم. 
شده اعلام كوچكتر مقايسه نتيجه، در كه رأسي از يال اين جهت مي كنيم. رسم دار جهت يال يك هستند)

بود. خواهد است شده اعلام بزرگتر كه رأسي سمت به است
آن گاه شود، مشخص يكتا صورت به مقايسه تعدادي انجام از پس دنباله جمله كوچكترين شاخص اگر ادعا:

باشد. داشته ورودي يال دو بايد حداقل جمله، كوچكترين متناظر رأس از غير رأسي هر
وجود xq مانند ديگري رأس كنيد فرض باشد. xp جمله، كوچكترين متناظر رأس كنيد فرض ادعا: برهان
(به باشد شده بيان اشتباه به xq به ورودي يال اگر حال است. ۱ حداكثر آن ورودي درجه كه داشته باشد
به xp از جهت داري مسير هيچ آن گاه شده باشد)، گزارش غلط به يال، اين سر دو براي مقايسه نتيجه عبارتي
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جمله كوچكترين را xp الزاما نمي توان لذا، و ندارد وجود يال) آن شده اصلاح جهت گرفتن نظر در از (پس xq

به xi رأس هر كه آنجايي از است. تناقض اين و باشد كمتر xp از xq كه ندارد وجود دليلي زيرا دانست دنباله
بود. خواهد ۲(n−۱) با برابر حداقل سوال ها) (تعداد يال ها تعداد پس، دارد ورودي يال دو كم دست xp جز
كنيد فرض باشد. داشته وجود بايد هم ديگر يال يك كم دست يال، ۲(n−۱) اين بجز مي دهيم نشان حال
xp′ از xp » كه اين از را ما مي تواند كه دليلي تنها صورت اين در باشد. دنباله اين كوچك جمله دومين xp′

تعداد اگر حال باشند. شده مقايسه مستقيم صورت به xp′ و xp كه است اين كند مطمئن است» كوچكتر
درست مقايسه دو از يكي است ممكن آن گاه باشد، بوده بار دو دقيقا باشند شده مقايسه xp′ و xp كه دفعاتي
در ديگر يال و xp′ به xp از يال يك (يعني باشد. شده گزارش اشتباه صورت به ديگري مقايسه و شده گزارش
كم دست پس، است. كوچكتر xp كه كرد اعلام اطمينان با نمي توان صورت اين در كه باشد) برعكس جهت
اعلام جمله كوچكترين متناظر رأس عنوان به را xp اطمينان با بتوان كه است لازم دو اين بين مقايسه سه
باعث ديگر يال ۲n− ۲ ساير همراه به كه بود خواهد ۱ با برابر xp رأس ورودي درجه در اين صورت كرد.

است. الزامي سوال ۲n−۱ يعني، باشد، داشته يال ۲n−۱ كم دست گراف كه مي شود

۱۴۰۳/۲/۱۲ دوم نوبت پاسخ هاي ۲ .۴۶

داريم بگيريم min{a۱, . . . ,an,b۱, . . . ,bn} مساوي يا كوچكتر را t اگر .۱ .۲ .۴۶ پاسخ

n

∑
i=۱

(ai− t)≤
n

∑
i=۱

(bi− t).

بنابراين،
n

∑
i=۱

ai ≤
n

∑
i=۱

bi.

داريم بگيريم max{a۱, . . . ,an,b۱, . . . ,bn} مساوي يا بزرگتر را t اگر همچنين

n

∑
i=۱

t−ai ≤
n

∑
i=۱

t−bi.

بنابراين،
n

∑
i=۱

bi ≤
n

∑
i=۱

ai
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مي شود. ثابت حكم پس،

همه λ ۲
۱ , . . . ,λ ۲

n آن گاه باشند، تكرار احتساب با A ويژه مقادير همه λ۱, . . . ,λn اگر .۲ .۲ .۴۶ پاسخ
تكرار احتساب با A−A۲ ويژه مقادير همه λ۱−λ ۲

۱ , . . . ,λn−λ ۲
n و تكرار احتساب با A۲ ويژه مقادير

در . λi−λ ۲
i = ۰ ، i هر ازاي به پس، صفرند آن ويژه مقادير تمام است پوچتوان A−A۲ چون هستند.

، A۲ مشخصه چندجمله اي با ،
n

∏
i=۱

(x−λi) يعني ، A مشخصه چندجمله اي بنابراين، . λi = λ ۲
i نتيجه،

است. برابر ،
n

∏
i=۱

(x−λ ۲
i ) يعني

به توجه با بگيريد. نظر در را φ(x) = d(x,T (x)) ضابطه با φ : X → [۰,+∞) تابع .۳ .۲ .۴۶ پاسخ
كه دارد وجود x∗ ∈ X نقطه ، X فشردگي دليل به است. پيوسته تابعي φ ، d متريك و T تابع پيوستگي

φ(x∗) = min{φ(x) : x ∈ X}

كه يافت را n ∈ N عدد مي توان مسأله فرض طبق و T (x∗) 6= x∗ ،φ(x∗)> ۰ اگر حال

d(T n(x∗),T n(T (x∗))< d(x∗,T (x∗)).

نتيجه كه φ(x∗) = ۰ بنابراين، دارد. تناقض φ(x∗) بودن كمينه با كه φ(T n(x∗)) < φ(x∗) پس،
. T (x∗) = x∗ معادل، به طور و d(x∗,T (x∗)) = ۰ مي دهد

باشند. داشته n−۱ حداكثر و ۱ حداقل فاصله دو به دو F اعضاي و F ⊆A كنيد فرض پاسخ۴۶. ۲. ۴.
در بردارهايي همه از متشكل F ∗ زيرمجموعه مي كنيم. افراز F ′ و F ∗ زيرمجموعه دو به را F مجموعه
است F در بردارهايي همه از متشكل F ′ زيرمجموعه و است ∗ آن ها مولفه هاي از يكي حداقل كه است F

نيست. ∗ آن ها مولفه  هاي از كدام هيچ كه
با كه است برداري (۱x) ۰

x بردار مي سازيم: زير صورت به را ۱
x و ۰

x متمايز بردار دو F ∗ در x بردار هر براي
مي آيد. بدست x در ∗ مولفه هاي به جاي (۱) ۰ دادن قرار
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{۰
y,

۱
y
}
∩
{۰

x,
۱
x
}
=∅ آن گاه ، y ∈F ∗ و y 6= x اگر ادعا:

i-ام درايه هاي كه دارد وجود i مانند مولفه اي پس، است ۱ حداقل y و x فاصله و x 6= y چون ادعا: برهان
بوده يكسان ۱x و ۰

x i-ام درايه هاي كه است روشن تعريف، به توجه با لذا، هستند. ۱ ديگري و ۰ يكي y و x

مي شود. تاييد ادعا صحت پس، هستند. ۱
y و ۰

y i-ام درايه هاي از متفاوت و
داريم ،

⋃
x∈F ∗

{۰
x,

۱
x
}

مجموعه اعضاي تعداد شمارش با نتيجه، در

۲|F ∗| ≤ |{۰,۱}n \F ′|= ۲n−|F ′|.

در مي تواند يكي فقط آن، متمم و {۰,۱}n در بردار هر بين از ، F مجموعه تعريف به توجه با ديگر، طرف از
است ۱ و ۰ مولفه هاي با y مانند يكتايي بردار ، ۱ و ۰ مولفه هاي با x بردار يك متمم از (منظور باشد. F ′

. |F ′| ≤ ۲n−۱ بنابراين، باشد.) n برابر x با y فاصله كه
داريم اكنون

۲|F |= ۲(|F ∗|+ |F ′|)≤ ۲n−|F ′|+۲|F ′|

≤ ۲n + |F ′|

≤ ۲n +۲n−۱

= ۶×۲n−۲.

بردارهاي همه مي افتد اتفاق آنها براي ۳×۲n−۲ كران كه دارد وجود بردارها از مجموعه اي اين كه اثبات براي
سوم مولفه هاي و هستند (۱,۱),(۱,۰),(۰,∗) شكل به آن ها دوم و اول مولفه كه بگيريد نظر در را تايي n

است. ۳×۲n−۲ با برابر بردارها اين همه تعداد بيايد). مولفه ها اين در ۱ يا ۰ (فقط ندارد ستاره آنها ام n تا

كنيم ثابت است كافي .۵ .۲ .۴۶ پاسخ

۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln |P(reit)|dt = lnrn. (∗)
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كه يافت را ۰≤ t∗ ≤ ۲π عدد مي توان انتگرال براي ميانگين مقدار قضيه طبق صورت اين در

ln |P(reit∗)|= lnrn.

دارد. را مسأله شرط z∗ = reit∗ بنابراين،

مي كنيم تعريف (∗) رابطه اثبات براي

f (z) = (z− r۲z۱) · · ·(z− r۲zn).

ندارد: زير مجموعه در ريشه اي هيچ f (z) پس، . |r۲zi|= r۲ ، ۱≤ i≤ n هر براي كه كنيد توجه

Cr = {z ∈ C : |z| ≤ r} .

لذا، و است همساز تابعي Cr روي ln | f (z)| تابع كه مي دهد نتيجه اين

۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln | f (reit)|dt = ln | f (۰)|= ln

(
r۲n|z۱ · · ·zn|

)
= ۲n lnr

،|z|= r كه z ∈ C هر و ۱≤ i≤ n هر براي ديگر طرف از

|z− r۲zi|۲ = (z− r۲zi)(z− r۲zi)

= |z|۲+ r۴|zi|۲− r۲ziz− r۲ziz

= r۲(۱+ r۲− ziz− ziz)

= r۲(z− zi)(z− zi)

= r۲|z− zi|۲.

داريم ، |z|= r كه z هر براي پس، P(z) = (z− z۱) · · ·(z− zn) چون حال

| f (z)|= |z− r۲z۱| · · · |z− r۲zn|= rn|z− z۱| · · · |z− zn|= rn|P(z)|.
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نتيجه، در

۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln |P(reit)|dt =

۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln(r−n| f (reit)|)dt

=
۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln | f (reit)|dt−n lnr

= n lnr.

اگر بگيريد. نظر در R كمين ايده آل هاي تمام مجموع برابر را I ايده آل .۶ .۲ .۴۶ پاسخ
كنيد توجه دارد. K مثل بيشيني عضو Σ زُرن لم طبق آن گاه ، Σ = {J◁R : I∩ J = ۰}

بزرگ R در J مي دهيم نشان ، J = I
⊕

K دهيد قرار . IK = ۰ مي دهد نتيجه كه IK ⊆ I∩K = ۰

در . K+L /∈ Σ بنابراين، . L * K لذا و L * J آن گاه ، J∩L = ۰ و باشد ناصفر ايده آل يك L اگر است.
. l = i−k ∈ J∩L = ۰ آن گاه ، ۰ 6= i = l+k ∈ I∩(K+L) اگر حال . I∩(K+L) 6= ۰ نتيجه،
R در بزرگ ايده آل يك J كه مي دهد نشان اين است. تناقض كه i = k ∈ I∩K = ۰ و l = ۰ بنابراين،
x = i+ k دهيد قرار نيست. صفر مقسوم عليه كه است x مانند عنصري شامل J مسئله، فرض طبق است.
مي دهد نتيجه ۰ 6= xA ⊆ A آن گاه باشد، R كمين ايده آل يك A اگر . k ∈ K و i ∈ I به طوري كه
داريم ، ek ∈ IK = ۰ چون . xe = i كه دارد وجود e ∈ I نتيجه، در . xI = I بنابراين، . xA = A

. Re⊆ I كه است واضح . e= e۲ مي دهد نتيجه كه x(e−e۲)= ۰ پس، . xe=(i+k)e= ie= xe۲

در . a = (i+ k)z = iz = exz ∈ Re بنابراين، . a = xz كه دارد وجود z ∈ I عنصر a ∈ I هر براي
. I = Re نتيجه،
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نمايه

ا
۱۶۵ ،۱۱ ماتريس، اثر

۸۳ ،۷۶ ،۶۱ ،۵۳ ،۵۲ ،۴۸ ،۱۸ ،۱۵ ،۱۱ احتمال،
۱۲۲ ،۳۲ گنگ، اعداد

۱۲۸ ،۵۵ ،۳۴ مختلط، اعداد
۱۸۵ ،۱۲۵ ،۵۲ رياضي، اميد

۴۹ انتگرال پذير،
۱۳۴ ،۵۵ ايده آل،

۵۲ اول،
۱۲۳ ،۶۵ ،۳۲ ،۱۲ بيشين،

۴۲ طرفه، دو
۱۵۳ راست،

۴۲ بيشين، راست
۱۹۶ كمين،

ب
۵۳ ،۵۱ ،۴۴ ،۳۷ مشترك، مقسوم عليه بزرگترين

۴۰ متناهي، بعد

پ
۴۶ ،۳۷ پوچ توان،

۱۱۱ ،۵۳ ،۴۸ ،۱۱ پيشامد،

ت
تابع

۵۰ صعودي، اكيداً
۵۴ ،۴۵ ،۳۸ ،۳۵ پيوسته،

،۴۶ ،۳۴ ،۳۰ ،۲۷ ،۲۳ ،۲۰ ،۱۶ تحليلي،
۵۱

۴۵ دوسويي،
۳۹ محدب،

۱۳ تام، مختلط
۴۰ خطي، تبديلات

۳۳ تحليلي،
۴۶ خطي، تركيب

چ
۵۱ چگال،

۳۵ ،۲۵ ،۲۱ چندجمله اي،
۵۴ مشخصه،  

۲۴ تحويل ناپذير،
۵۲ تكين،

۴۰ ، متغيره دو
۴۷ متغيره، n

ح
۵۳ ،۳۷ حلقه،

۴۹ ،۳۲ ،۲۹ ،۲۱ ،۱۶ ،۱۲ جا به جايي،
۳۷ يكدار، و متناهي
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۴۵ ،۴۲ ،۴۱ ،۳۴ ،۲۳ يكدار،
۱۳۸ ،۵۵ ،۳۵ ،۲۵ جا به جايي، و يكدار

۳۵ اصلي، ايده آل حوزه

خ
۵۱ ،۴۷ ،۳۹ ،۱۳ خودتوان،

۱۹ خودريختي،

د
۵۲ ، صحيح (حوزه) دامنه

۴۰ ،۳۸ دايره،
۵۳ دنباله،

ر
۲۲ رنگ آميزي،

ز
۴۸ ،۳۸ ،۳۶ زيرگروه،

۴۸ متناهي، شاخص با
۱۴ بيشين،
۲۷ مشتق،

۴۳ ،۱۶ نرمال،
۱۹ چگال، زيرمجموعه 
۴۶ فشرده، زيرمجموعه

س
۴۴ ،۳۸ سري،

ش
۱۰۰ ،۲۴ اثر، شبه

۴۶ شمارا،

ع
۵۰ اول، عدد

۴۶ هماني، عضو
۲۷ دوتايي، عمل

عنصر
۳۷ پوچ توان،

۵۵ ،۴۵ ،۳۷ خودتوان،
۴۵ ،۳۷ وارون پذير،

ف
۴۵ ،۲۰ فشرده،

۴۰ ،۳۳ برداري، فضاي
۵۱ ،۴۶ ،۳۵ ،۲۷ ،۲۳ ،۱۸ ،۱۴ متريك، فضاي

۵۴ ،۴۰ ،۳۶ فشرده،
۲۹ همبند، فشرده،

۵۴ كامل،
۴۲ ،۳۲ همبند،

۲۲ ، فشرده و همبند

ق
۵۱ قرص،
۴۶ قطر،

۴۷ قطري،

ك
۳۸ ،۲۷ كره،
۳۰ كمينه،

گ
۳۳ ساده، گراف

۴۸ ،۴۶ ،۳۹ ،۳۸ ،۳۵ گروه،
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۱۱ آبلي،
۵۳ دوري،

۳۱ غيرآبلي،
۵۳ ،۵۱ ،۳۳ ،۲۸ ،۲۲ متناهي،

۵۰ نامتناهي،

م
۴۷ ،۳۸ ماتريس،

۵۴ پوچ توان، ماتريس
۳۷ متر،

۲۸ متريك،
۳۶ هم توزيع، و مستقل تصادفي متغيرهاي

۲۶ متوازي السطوحي،
۲۷ مرتبه،

۱۷ ثقل، مركز
۴۶ صفر، مشخصه

۵۵ ،۴۵ صفر، مقسوم عليه
۴۰ مكعب،

۴۶ ،۴۰ ،۳۵ ،۱۷ ميدان،

ن
۳۵ ،۱۰ حدي، نقطه

۴۶ نيم گروه،

ه
۲۰ همبند،

۴۸ ،۳۴ ،۳۳ همريختي،

۱۹۹


	درآمد
	بخش اول نتایج 
	بخش دوم پرسشها
	31.1 پرسشهای نوبت اول
	31.2 پرسشهای نوبت دوم
	32.1 پرسشهای نوبت اول
	32.2 پرسشهای نوبت دوم
	33.1 پرسشهای نوبت اول
	33.2 پرسشهای نوبت دوم
	34.1 پرسشهای نوبت اول
	34.2 پرسشهای نوبت دوم
	35.1 پرسشهای نوبت اول
	35.2 پرسشهای نوبت دوم
	36.1 پرسشهای نوبت اول
	36.2 پرسشهای نوبت دوم
	37.1 پرسشهای نوبت اول
	37.2 پرسشهای نوبت دوم
	38.1 پرسشهای نوبت اول
	38.2 پرسشهای نوبت دوم
	39.1 پرسشهای نوبت اول
	39.2 پرسشهای نوبت دوم
	40.1 پرسشهای نوبت اول
	40.2 پرسشهای نوبت دوم
	41.1 پرسشهای نوبت اول
	41.2 پرسشهای نوبت دوم
	42.1 پرسشهای نوبت اول
	42.2 پرسشهای نوبت دوم
	43.1 پرسشهای نوبت اول
	43.2 پرسشهای نوبت دوم
	44.1 پرسشهای نوبت اول
	44.2 پرسشهای نوبت دوم
	45.1 پرسشهای نوبت اول
	45.2 پرسشهای نوبت دوم
	46.1 پرسشهای نوبت اول
	46.2 پرسشهای نوبت دوم

	بخش سوم پاسخها
	31.1 پاسخهای نوبت اول
	31.2 پاسخهای نوبت دوم
	32.1 پاسخهای نوبت اول
	32.2 پاسخهای نوبت دوم
	33.1 پاسخهای نوبت اول
	33.2 پاسخهای نوبت دوم
	34.1 پاسخهای نوبت اول
	34.2 پاسخهای نوبت دوم
	35.1 پاسخهای نوبت اول
	35.2 پاسخهای نوبت دوم
	36.1 پاسخهای نوبت اول
	36.2 پاسخهای نوبت دوم
	37.1 پاسخهای نوبت اول
	37.2 پاسخهای نوبت دوم
	38.1 پاسخهای نوبت اول
	38.2 پاسخهای نوبت دوم
	39.1 پاسخهای نوبت اول
	39.2 پاسخهای نوبت دوم
	40.1 پاسخهای نوبت اول
	40.2 پاسخهای نوبت دوم
	41.1 پاسخهای نوبت اول
	41.2 پاسخهای نوبت دوم
	42.1 پاسخهای نوبت اول
	42.2 پاسخهای نوبت دوم
	43.1 پاسخهای نوبت اول
	43.2 پاسخهای نوبت دوم
	44.1 پاسخهای نوبت اول
	44.2 پاسخهای نوبت دوم
	45.1 پاسخهای نوبت اول
	45.2 پاسخهای نوبت دوم
	46.1 پاسخهای نوبت اول
	46.2 پاسخهای نوبت دوم
	نمایه


