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م   ؤل   فّ   ان پ   ی   ش   گ   ف   ت   ار

ب   ع   د ی   ا آن ه   ا در ک   ه م   ی پ   ردازد خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه (ⅬSIO) خ   ط   ی ن   ی   م   ه −ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

ن   وع ای   ن م   ت   داول وی   ژگ   ی ه   ای از ی   ک   ی اس   ت. ب   ی ن   ه   ای   ت دو) ه   ر ن   ه (ام   ا ق   ی   د ه   ا ت   ع   داد ی   ا ت   ص   م   ی   م گ   ی   ری ف   ض   ای

ن   م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ب   ه   ی   ن   ه) م   ق   دار ب   ودن م   ت   ن   اه   ی م   ث   ال، (ب   ه ع   ن   وان ب   ودن ک   ران دار از ک   ه اس   ت ای   ن ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه داده ه   ای   ی ،ⅬSIO ک   ارب   رد م   وارد اک   ث   ر در اس   ت. ب   ه   ی   ن   ه) ج   واب ی   ک وج   ود (ی   ع   ن   ی ح   ل پ   ذی   ر م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه

ح   ج   م داده ه   ا، م   اه   ی   ت ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ای   د ک   ارب   ر درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ه   س   ت   ن   د (ن   ای   ق   ی   ن   ی) ن   ق   ی   ن   ی م   ی ک   ن   ن   د م   ش   خ   ص را ن   م   ادی   ن

ق   ال   ب ه   ای ب   ی   ن در غ   ی   ره و م   وج   ود ن   رم اف   زار و س   خ   ت اف   زار ک   م   ک   ی، م   س   ئ   ل   ه ه   ای ح   ل ب   رای م   وردن   ی   از م   ح   اس   ب   ات

ی   ا اح   ت   م   ال   ی ق   ال   ب ه   ای پ   ارام   ت   ری، ق   ال   ب ه   ای اس   ت   وار، ق   ال   ب ه   ای م   ث   ال، ب   ه ع   ن   وان ق   ط   ع   ی   ت، ع   دم م   خ   ت   ل   ف

ف   ض   ای ی   ک در ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ج   ای   گ   ذاری ب   ر م   ب   ت   ن   ی پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب ه   ای ک   ن   د. ان   ت   خ   اب را ی   ک   ی ف   ازی، ق   ال   ب ه   ای

ت   ح   ل   ی   ل و ت   ج   زی   ه از ه   س   ت   ن   د. پ   ارام   ت   ره   ا ف   ض   ای ن   ام ب   ه ق   اب   ل ق   ب   ول پ   ری   ش   ی   ده ش   دۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای از م   ن   اس   ب ت   وپ   ول   وژی   ک   ی

از م   ی آی   د. ب   ه دس   ت ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ب   ر ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ م   ش   خ   ص پ   ری   ش   ی   دگ   ی ی   ک ت   أث   ی   ر از ب   رآورد ه   ای   ی ح   س   اس   ی   ت

ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ از ک   وچ   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت ش   رای   ط   ی ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

م   ی ک   ن   د. ای   ج   اد ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار در را ک   وچ   ک   ی ت   غ   ی   ی   رات ت   ن   ه   ا ش   رای   ط آن ت   ح   ت

ت   ا ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ از پ   ارام   ت   ره   ا، ف   ض   ای در را ت   ق   ری   ب   ی و دق   ی   ق ف   واص   ل خ   ود، ب   ه ن   وب   ۀ ک   م   ی، پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

خ   ط   ا ک   ران ه   ای و ح   ل پ   ذی   ر) م   س   ئ   ل   ه ه   ای ت   ا ک   ران دار م   س   ئ   ل   ه ی   ک از م   ث   ال، (ب   ه ع   ن   وان م   س   ئ   ل   ه ه   ا از م   ه   م خ   ان   واده ه   ای

م   ی ش   ون   د. م   رب   وط ع   ددی روش ه   ای پ   ی   چ   ی   دگ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه ک   ه م   ی ده   د ب   ه دس   ت (ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی)

ب   ه اگ   ر» م   ی ش   د چ   ه » م   ی ت   وان ⅬSIO در ب   ه   ی   ن   گ   ی پ   س ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل درب   ارۀ م   خ   ت   ص   ر ش   رح ای   ن از

م   ی ش   ون   د ح   ذف م   ع   م   ولا آن ه   ا اث   ب   ات ک   ه داد پ   اس   خ ح   س   اس   ی   ت و پ   ای   داری ق   ض   ی   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط پ   رس   ش ه   ای

ب   رای ک   ه اس   ت ای   ن ه   دف م   ی ش   ود. ش   رح داده م   ن   اس   ب م   ث   ال ه   ای و ن   ظ   رات ب   ه وس   ی   ل   ۀ آن ه   ا از اس   ت   ف   اده درح   ال   ی ک   ه

ن   ی   ز و ب   ه گ   زی   ن   ی ب   ه ع   لاق   ه م   ن   د ری   اض   ی   ات ارش   د ک   ارش   ن   اس   ی دان   ش   ج   وی   ان و ف   ارغ ال   ت   ح   ص   ی   لان ت   وس   ط ب   ی   ش   ت   ر ب   ررس   ی

۵



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۶

ای   ن ب   ه ع   لاوه، ب   اش   د. راه   ن   م   ا ی   ک ال   گ   وری   ت   م   ی) (پ   ی   چ   ی   دگ   ی ه   ای م   رت   ب   ط زم   ی   ن   ه ه   ای و ب   ه گ   زی   ن   ی زم   ی   ن   ۀ در پ   ژوه   ش   گ   ران

ب   ه ⅬSIO ق   ال   ب ه   ای ک   ه م   ی ک   ن   ن   د ک   ار زم   ی   ن   ه ه   ای   ی در ک   ه ب   اش   د پ   ژوه   ش   گ   ران   ی ب   رای م   ف   ی   دی اب   زار م   ی ت   وان   د م   ب   ح   ث

م   ی آی   ن   د. ب   ه وج   ود م   ال   ی) و م   ه   ن   دس   ی (م   ان   ن   د ن   ام   ش   خ   ص م   ح   ی   ط ه   ای در ط   ب   ی   ع   ی روش ی   ک

،ⅬSIO روش ه   ای و ن   ظ   ری   ه درب   ارۀ لازم م   ق   دم   ات ی   ادآور ۱ ف   ص   ل اس   ت. ش   ده ت   ن   ظ   ی   م زی   ر ش   رح ب   ه ک   ت   اب ای   ن

اس   ت ش   ده م   ن   ت   ش   ر ۱۹۹۸ س   ال در [۱۰۲] ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   ا، رس   ال   ۀ در م   ف   ص   ل ب   ه ط   ور ارائ   ه ش   ده

م   روری و ج   م   ع آوری را ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در م   ورداس   ت   ف   اده م   ک   م   ل ج   واب ه   ای ب   ه م   رب   وط م   ف   اه   ی   م از ب   رخ   ی و

ⅬSIO ب   ه ن   س   ب   ت م   خ   ت   ل   ف روی   ک   رد پ   ن   ج م   ع   ای   ب و م   زای   ا م   ی ک   ن   د. ب   ه روزس   ان   ی را ع   ددی روش ه   ای از م   خ   ت   ص   ر

ش   رح ن   ق   ی   ن   ی ب   ازدۀ ب   ا ب   ه   ادار اوراق م   س   ئ   ل   ۀ از اس   ت   ف   اده ب   ا ک   ه م   ی گ   ی   رد ق   رار م   وردب   ح   ث ۲ ف   ص   ل در (ن   ای   ق   ی   ن   ی) ن   ق   ی   ن   ی

م   ی گ   ردن   د ظ   اه   ر ⅬSIO ب   ه م   رب   وط ن   ش   ری   ه ه   ای در وس   ی   ع ب   ه ط   ور ک   ه ق   ال   ب ه   ای   ی آن ف   ع   ل   ی وض   ع   ی   ت م   ی ش   ون   د. داده

،(۳ (ف   ص   ل ن   ی   م   ه–ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   رای اس   ت   وار ش   ی   وۀ درب   ارۀ م   ی ش   ون   د: داده ش   رح ب   ع   دی درف   ص   ل ه   ای

ک   م   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل و (۵ (ف   ص   ل ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ،(۴ (ف   ص   ل ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

درح   ال   ی ک   ه اس   ت، ش   ده م   ن   ت   ش   ر ۱۹۹۸ س   ال از پ   س ۶ و ۴ ،۳ ف   ص   ل ه   ای در ب   ررس   ی ش   ده م   ط   ال   ب .(۶ (ف   ص   ل

ب   ودن   د. ش   ده ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ،[ [۱۰۲] ،۱۰ و ۶ [ف   ص   ل ه   ای در م   ف   ص   ل ب   ه ط   ور ق   ب   لا ۵ ف   ص   ل م   ح   ت   وای از ب   خ   ش   ی

۵ ف   ص   ل درح   ال   ی ک   ه ک   رد، م   ط   ال   ع   ه ۲ و ۱ م   ق   دم   ات   ی ف   ص   ل ه   ای از ب   ع   د م   س   ت   ق   ل ب   ه ط   ور م   ی ت   وان را ۵ −۳ ف   ص   ل ه   ای

و ق   ض   ی   ه ه   ا ت   ع   م   ی   م ه   ای و پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ب   خ   ش، ه   ر پ   ای   ان ی   ادآوری ه   ای اس   ت. ۶ ف   ص   ل م   وردن   ی   از م   ق   دم   ات ش   ام   ل

م   ی ک   ن   د. ب   ی   ان را ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ چ   ن   د ف   ص   ل ه   ر ی   ادآوری آخ   ری   ن درح   ال   ی ک   ه م   ی ک   ن   د، م   رور را آش   ک   ارش   ده روش ه   ای
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م   ت   رج   م پ   ی   ش   گ   ف   ت   ار

ن   ی   س   ت.» ص   ف   ت پ   ذی   ر ک   ه او ن   ام «ب   ه

دان   ش   گ   اه، ت   ع   ط   ی   ل   ی زم   ان در ای   ران در ب   ار اول   ی   ن ک   ه ک   ن   م اش   اره «ب   ه گ   زی   ن   ی» ک   ل   م   ۀ درب   ارۀ اس   ت لازم ه   م   ه از پ   ی   ش

پ   ای   ان در ک   ه ک   ردی   م ت   رج   م   ه ه   دای   ت   ی دک   ت   ر م   رح   وم ه   م   ک   اری ب   ا را ن   ام   ق   ی   د» ب   ه گ   زی   ن   ی ب   رای ع   ددی «روش ه   ای ک   ت   اب

ک   ل   م   ۀ ب   ه ن   ادرس   ت   ی ری   اض   ی ج   ام   ع   ۀ در ن   اب   اوری ب   ا ام   ا اس   ت. ش   ده چ   اپ درس ن   ام   ه ب   ه ص   ورت دان   ش   گ   اه ت   وس   ط

ت   اب   ع ی   ک ک   ه اس   ت ای   ن ب   ر ف   رض ری   اض   ی در درص   ورت   ی ک   ه داده ان   د، رواج ب   ه   ی   ن   ه س   ازی» » را «Optiⅿization»

اس   ت ع   ب   ارت ه   دف و اس   ت (ب   ه   ی   ن   ه) ک   م   ی   ن   ه ی   ا ب   ی   ش   ی   ن   ه ن   ق   ط   ه، چ   ن   د ی   ا ی   ک در ن   ام   ت   ن   اه   ی) ی   ا (م   ت   ن   اه   ی خ   ود دام   ن   ۀ در

واژۀ ای   ن از ک   ه اس   ت ام   ی   د و م   ی ش   ود ب   ی   ش   ی   ن   ه) ی   ا (ک   م   ی   ن   ه ب   ه   ی   ن   ه آن در ت   اب   ع ک   ه (ن   ق   اط   ی) ن   ق   ط   ه (گ   زی   ن   ش) ی   اف   ت   ن از

ه   م   واره ط   ب   ی   ع   ت ه   رچ   ن   د ب   ه گ   زی   ن   ی، درب   ارۀ ام   ا ش   ود. اس   ت   ف   اده ج   ام   ع   ه ای   ن در ب   ه   ی   ن   ه س   ازی» ب   ه ج   ای «ب   ه گ   زی   ن   ی

دو ب   ی   ن ف   اص   ل   ه ک   وت   اه ت   ری   ن ک   ردن م   ط   رح ب   ا اق   ل   ی   دس م   ی ده   د، گ   واه   ی ت   اری   خ ک   ه ج   ای   ی ت   ا م   ی ده   د، ان   ج   ام ب   ه گ   زی   ن   ی

را ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ چ   ی   س   ت، خ   ط آن ت   ا راس   ت خ   ط ی   ک از خ   ارج در ن   ق   ط   ه ی   ک از ف   اص   ل   ه ک   وت   اه ت   ری   ن ی   ا ن   ق   ط   ه

چ   ون ش   ود، پ   ی   رای   ش م   م   ک   ن...» ف   اص   ل   ه «ک   وت   اه ت   ری   ن ب   ه ش   ک   ل ب   ای   د پ   رس   ش ای   ن درح   ال ح   اض   ر ه   رچ   ن   د ک   رد، م   ط   رح

س   اح   ل دی   گ   ر ب   ه ط   رف ب   خ   واه   د و ب   اش   د داش   ت   ه ق   رار س   ری   ع روان آب ب   ا ع   ری   ض رودخ   ان   ۀ ی   ک س   اح   ل در ف   ردی اگ   ر

اس   ت، م   س   ت   ق   ر رودخ   ان   ه ای   ن روی ب   ر ک   م ه   رچ   ن   د ف   اص   ل   ۀ در پ   ل ده   ن   ۀ ی   ک ب   ه ای   ن   ک   ه ع   ل   م ب   ا ب   رود، خ   ود روب   ه روی

م   ی ش   ود. م   ط   رح م   ق   ی   د ب   ه گ   زی   ن   ی ب   دی   ن ت   رت   ی   ب و ب   ود ن   خ   واه   د راس   ت خ   ط ب   ه روش   ن   ی م   م   ک   ن ف   اص   ل   ۀ ک   وت   اه ت   ری   ن ب   ن   اب   رای   ن

NⅬP ی   ا ⅬOخ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ب   اش   ن   د، غ   ی   رخ   ط   ی ی   ا خ   ط   ی ق   ی   د ه   ا ی   ا و م   وردن   ظ   ر ت   اب   ع ای   ن   ک   ه ب   رح   س   ب ح   ال

ج   ه   ان   ی ج   ن   گ زم   ان در دان   ت   زی   گ ج   رج ت   وس   ط ک   ه ه   س   ت   ن   د م   ت   ن   اه   ی (م   ج   ه   ولات) م   ت   غ   ی   ره   ا ت   ع   داد ک   ه م   ی ش   ود م   ط   رح

م   س   ئ   ل   ه ای   ن آن، ب   ه دن   ب   ال ام   ا داد. ارائ   ه ن   ی   ز را آن ح   ل روش و ک   رد م   ط   رح را ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ روز، ن   ی   از ب   ه ب   ن   ا دوم

ش   رای   ط ب   ا م   ت   ن   اس   ب م   ی ت   وان   ن   د چ   گ   ون   ه م   س   ئ   ل   ه داده ه   ای آن   گ   اه ب   اش   د، ح   ل ش   ده ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک اگ   ر ک   ه ش   د م   ط   رح

۹
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ش   د م   ط   رح پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ی   ا ح   س   اس   ی   ت ت   ح   ل   ی   ل ع   ن   وان ب   ا ک   ه ب   م   ان   د ب   ه   ی   ن   ه ه   م   چ   ن   ان ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ت   ا ک   ن   ن   د ت   غ   ی   ی   ر ح   اض   ر

ه   م   چ   ن   ان و ش   ده ان   د چ   اپ  غ   ی   رف   ارس   ی زب   ان ه   ای ب   ه زی   ادی ک   ت   اب ه   ای زم   ی   ن   ه ای   ن در ک   ه گ   رف   ت ق   رار م   وردپ   ژوه   ش و

م   ورداس   ت   ف   اده و ش   ده ان   د چ   اپ زم   ی   ن   ه ای   ن در ت   رج   م   ه ای ک   ت   اب چ   ن   دی   ن ن   ی   ز ای   ران در و م   ی ش   ون   د چ   اپ ت   غ   ی   ی   رات   ی ب   ا

ب   ه ع   م   ل در م   ع   م   ولا ازط   رف   ی م   ی گ   ی   رن   د. ق   رار اق   ت   ص   اددان   ان ی   ا م   ه   ن   دس   ی   ن م   ان   ن   د ع   م   ل   ی، ی   ا ع   ل   م   ی  پ   ژوه   ش   گ   ران

ح   ل ب   رای ک   ه ه   س   ت   ن   د غ   ی   رخ   ط   ی آن ه   ا ق   ی   د ه   ای ی   ا و غ   ی   رخ   ط   ی ه   دف ت   اب   ع آن، در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ب   رخ   ورد م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی

اس   ت روش   ن م   ی ش   ون   د. ح   ل ت   ک   راری  ب   ه ص   ورت و ت   ق   ری   ب خ   ط   ی ب   ه ص   ورت آن   ال   ی   زی روش ه   ای از اس   ت   ف   اده ب   ا آن ه   ا

ک   ه ج   ای   ی ت   ا داش   ت خ   واه   ی   م را ب   ه   ت   ر پ   اس   خ ان   ت   ظ   ار ش   ون   د گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در زی   اد ت   ر ق   ی   د ه   ا ی   ا و م   ت   غ   ی   ره   ا ت   ع   داد ه   رچ   ه

ه   ر درآن ک   ه ش   ده ان   د م   ع   رف   ی ب   اش   ن   د، ن   ام   ت   ن   اه   ی ق   ی   د ه   ا ت   ع   داد ی   ا م   ت   غ   ی   ره   ا ت   ع   داد ن   ی   م   ه− ن   ام   ت   ن   اه   ی، ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ

ه   م   ان م   س   ئ   ل   ه ه   ا، ای   ن گ   ون   ه ح   ل ب   ا ط   ب   ی   ع   ی ب   ه ط   ور و ه   س   ت   ن   د ن   ام   ت   ن   اه   ی ق   ی   د ه   ا، ت   ع   داد ی   ا و م   ت   غ   ی   ره   ا ت   ع   داد دو،

اس   ت. روز م   وض   وع ک   ه م   ی ش   ود م   ط   رح ب   ه   ی   ن   گ   ی، پ   س ی   ا ح   س   اس   ی   ت ت   ح   ل   ی   ل خ   ط   ی، ب   ه گ   زی   ن   ی ن   ظ   ی   ر پ   رس   ش

زب   ان ه   ای ب   ه زم   ی   ن   ه ای   ن در ک   م   ی ک   ت   اب ت   ع   داد ول   ی ش   ده ان   د م   ن   ت   ش   ر زم   ی   ن   ه ای   ن در زی   ادی م   ق   ال   ه ه   ای ای   ن   ک   ه ب   ا م   ت   أس   ف   ان   ه

پ   س ن   ی   ز و ن   ی   م   ه–ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی زم   ی   ن   ۀ در ک   ت   اب   ی ه   ی   چ دارم اط   لاع ک   ه ج   ای   ی ت   ا ک   ه دارن   د وج   ود غ   ی   رف   ارس   ی

م   ق   ال   ه ه   ا پ   ای   ان در م   ن   درج م   ن   اب   ع ازط   ری   ق را ت   رج   م   ه دس   ت در ک   ت   اب وج   ود ن   ی   س   ت. م   وج   ود ف   ارس   ی ب   ه  ب   ه   ی   ن   گ   ی

اس   ت. ح   اض   ر ک   ت   اب ک   ن   م پ   ی   دا دس   ت   رس   ی آن ب   ه ت   وان   س   ت   م ک   ه را ک   ت   اب   ی ت   ن   ه   ا و ی   اف   ت   م آگ   اه   ی

ن   ادرس   ت م   ط   ال   ب ن   ی   ز و ت   ای   پ   ی ش   ای   د اش   ت   ب   اه ه   ای م   وارد دارای ک   ت   اب اص   ل   ی م   ت   ن ک   ه ش   ود اش   اره ن   ی   س   ت ب   د

ن   وش   ت   ه ام. «ن   ک   ت   ه» ع   ن   وان ت   ح   ت را آن ه   ا ش   دۀ پ   ی   رای   ش ک   ه ع   ل   م   ی اس   ت

ک   رده م   ط   رح را پ   اس   خ ب   دون پ   رس   ش دو ی   ا ی   ک ک   ه اس   ت ای   ن ک   ت   اب ای   ن وی   ژگ   ی ی   ک م   ی ش   وم ی   ادآور پ   ای   ان در

ک   ن   ن   د. م   ن   ت   ش   ر و ح   ل را ای   ن ه   ا م   ی ت   وان   ن   د ع   لاق   ه م   ن   د پ   ژوه   ش   گ   ران ی   ا ت   ک   م   ی   ل   ی ت   ح   ص   ی   لات دان   ش   ج   وی   ان ک   ه اس   ت

ب   ه گ   زی   ن   ی زم   ی   ن   ۀ در Ph.Ⅾ دان   ش   ج   وی دارای ای   ران در دان   ش   گ   اه دو ح   داق   ل دارم، اط   لاع ک   ه ج   ای   ی ت   ا ب   ه وی   ژه ای   ن   ک   ه

(ان   واع ع   م   ل ی   ا ع   ل   م ب   ه ع   لاق   ه م   ن   د ج   وان   ان ب   رای م   وض   وع ای   ن م   ع   رف   ی ب   ه خ   اط   ر درن   ت   ی   ج   ه ه   س   ت   ن   د. ن   ی   م   ه− ن   ام   ت   ن   اه   ی

ای   ن ب   ه  دی   ن ادای ض   م   ن ب   ت   وان   م ت   ا گ   رف   ت   ه ام ک   ت   اب ای   ن  ت   رج   م   ه ب   ه ت   ص   م   ی   م ک   ش   اورزی...) ازج   م   ل   ه م   ه   ن   دس   ی زم   ی   ن   ۀ

ب   ودن ن   اس   ال   م ب   ازن   ش   س   ت   گ   ی، س   ن، ک   ه ب   اش   ن   د داش   ت   ه ب   اور ک   ه ب   اش   م داده ن   ی   ز را پ   ی   ام ای   ن خ   ّق، و ع   لاق   ه م   ن   د ج   وان   ان

ک   ه ن   ی   س   ت ل   ط   ف از خ   ال   ی ب   م   ان   م. س   اک   ت ق   ب   ل   ی ی   ا ف   ع   ل   ی دان   ش   ج   وی   ان ط   رف از پ   رس   ش در ک   ه ن   م   ی ش   ون   د م   ان   ع ج   س   م   ی 

را ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی» «ب   ه گ   زی   ن   ی ع   ن   وان ت   ح   ت م   ؤل   ف   ی   ن ه   م   ی   ن از دی   گ   ر ک   ت   اب   ی ک   ت   اب، ت   رج   م   ۀ ای   ن ت   ک   م   ی   ل از پ   س

ه   م را آن ف   ع   ل   ی، ک   ت   اب ع   رض   ۀ از پ   س ه   س   ت   م م   ص   م   م ک   ه ب   رم   ی گ   ردد ق   ب   ل س   ال چ   ن   د ب   ه ت   ق   ری   ب   اً آن چ   اپ ک   ه ی   اف   ت   م

ق   رارده   م. ع   لاق   ه م   ن   دان دس   ت   رس در ب   ه ن   ح   وی و ک   ن   م ت   رج   م   ه



۱۱ م   ط   ال   ب ف   ه   رس   ت

ک   ردن   د ح   ف   ظ ط   وری را ج   و ک   ه س   پ   اس   گ   زارم ری   اض   ی ع   ل   وم دان   ش   ک   دۀ ب   ه وی   ژه ت   ب   ری   ز، دان   ش   گ   اه م   دی   ران از پ   ای   ان در

ن   م   ان   ن   د. دور م   ط   ال   ع   ه از ک   ن   ن   د م   ج   ب   ور را خ   ود آن ه   ا ب   ا م   رت   ب   ط اف   راد ک   ه

را زن   دگ   ی م   ن، ط   رف از ک   م   ک   ی ه   ی   چ ب   دون ک   م   ال و ت   م   ام ک   ه دارم را س   پ   اس   گ   زاری ن   ه   ای   ت ه   م   س   رم از س   ران   ج   ام

م   ی ک   ن   د. اداره ش   ای   س   ت   ه ب   ه ن   ح   وی

آن ه   ا م   ی   ل ک   م   ال ب   ا و ه   س   ت   م ادب   ی و ع   ل   م   ی  ن   گ   ارش ن   ق   ص درب   ارۀ ت   ذکّ   ر پ   ذی   رای م   ش   ت   اق   ان   ه ک   ه اس   ت ذک   ر ب   ه لازم

ک   رد. خ   واه   م اع   م   ال ب   ع   دی اح   ت   م   ال   ی وی   رای   ش ه   ای در را

م   ی   رن   ی   ا م   ی   ر ک   م   ال

۱۴۰۳ م   اه اردی   ب   ه   ش   ت ب   ی   س   ت   م
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۱

ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

ی   ک   ت   ای   ی و ب   ه   ی   ن   گ   ی ۱ −۱

(ب   ه اخ   ت   ص   ار ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی و ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   ت   ن   اه   ی)، (ی   ا م   ع   م   ول   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

در ق   ی   د ه   ای ت   ع   داد و ت   ص   م   ی   م ف   ض   ای ب   ع   د ک   ه م   ی  ک   ن   د ب   ح   ث ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   اب در (ⅬSIO و ⅬIO ، ⅬO

چ   ن   د (ه   م   ان   ن   د اس   ت   ث   ن   ا ک   م   ی    ب   ا ب   اش   د. م   ت   ن   اه   ی آن ه   ا از ی   ک   ی دق   ی   ق   اً و ن   ام   ت   ن   اه   ی دو ه   ر م   ت   ن   اه   ی، دو ه   ر ب   ه ت   رت   ی   ب، آن

دک   ت   رای رس   ال   ۀ در را ن   م   ون   ه ی   ک ۱ دان   ت   زی   گ ج. آن ه   ا ب   ی   ن از ، [[۱۰۲]،۲ در [ف   ص   ل گ   ردآوری ش   ده رای   ج ک   ارب   رد

ک   ار چ   ن   د ب   ا ی   ا دوم ج   ه   ان   ی ج   ن   گ ب   ا و ش   د ش   روع ۱۹۳۶ در آم   اری اس   ت   ن   ت   اج درب   ارۀ رس   ال   ه ک   رد. م   ع   رف   ی خ   ود

ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ر زی   اد ب   س   ی   ار ت   ع   داد ب   ا ع   م   ل ، در ب   رآم   ده م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ی   ش   ت   ر گ   ردی   د. م   ت   وق   ف ([۱۹۰] ه   م   چ   ون ج   دی   د

ب   ه ص   ورت را آن ه   ا م   ی  ت   وان ب   ه ط   وری ک   ه ه   س   ت   ن   د،

P : inf
x∈Rn
〈c, x〉

s.t. 〈a(t), x〉 ≥ b(t), t ∈ T ,
(۱ −۱)

ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت T و اس   ت Rn در اق   ل   ی   دس   ی داخ   ل   ی ض   رب م   ب   ی   ن آن در 〈·, ·〉 ک   ه ک   رد ب   ی   ان

م   ان   ن   د م   رت   ب س   ه ت   ای   ی ه   ای از م   ج   م   وع   ه ی   ک از ه   س   ت   ن   د م   ت   ش   ک   ل داده ه   ا و ن   ام   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ

از ب   اش   د ع   ب   ارت T ه   رگ   اه م   ی گ   وی   ی   م پ   ی   وس   ت   ه را P م   ان   ن   د ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ .(c, a, b) ∈ Rn × (Rn)T × RT

1. G. Dantzig
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و ( T روی پ   ی   وس   ت   ه ح   ق   ی   ق   ی ت   واب   ع از خ   ط   ی (ف   ض   ای b ∈ C(T ) ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ه   اوس   دورف، ف   ش   ردۀ ف   ض   ای ی   ک

م   ات   ری   س   ی ب   ه ش   ک   ل را (۱ −۱) در P م   س   ئ   ل   ۀ ه   م   چ   ن   ی   ن، .a = (a۱(·), . . . , an(·)) ∈ C(T )n

P : inf
x∈Rn

cTx

s.t. aTt x ≥ b(t), t ∈ T ,
(۲ −۱)

P م   س   ئ   ل   ۀ ش   دن   ی ف   ض   ای م   ج   م   وع   ۀ .c ∈ Rn س   ت   ون   ی ب   ردار ت   ران   ه   ادۀ از  اس   ت ع   ب   ارت آن در cT ک   ه م   ی ن   وی   س   ی   م

ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت F ب   ه روش   ن   ی، م   ی ش   ود. داده ن   ش   ان F = {x ∈ Rn : aTt x ≥ bt, t ∈ T} ب   ه ص   ورت

م   ح   دّب ب   س   ت   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ه   ر ج   داس   ازی، ق   ض   ی   ۀ از پ   ی   ام   د ی   ک ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   رع   ک   س، (و م   ح   دّب ب   س   ت   ه م   ج   م   وع   ۀ

خ   ط   ی). دس   ت   گ   اه ب   رخ   ی ج   واب م   ج   م   وع   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت

ب   ه ص   ورت g : Rn → R̄ ∪ {+∞} ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع ب   ه م   ع   روف ت   اب   ع م   ع   رف   ی ب   ا

g(x) = sup
t∈T
{bt − aTt x}, (۳ −۱)

ی   ک ب   ا ت   ن   ه   ا خ   ط   ی ه   دف ت   اب   ع ب   ا م   ع   م   ول   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ی   ک ب   ه ص   ورت P ،F = {x ∈ Rn : g(x) ≤ ۰}

م   ان   ن   د ق   ی   د

P : infx∈Rn cTx

s.t. g(x) ≤ ۰

از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب g ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی پ   ای   ی   ن و ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ب   الای ن   م   ای   ش، م   ن   ح   ن   ی درم   ی آی   د.

gph g : = {(x, g(x)) : g(x) ∈ R},

epi g : = {(x, λ) ∈ Rn+۱ : g(x) ≤ λ},

و

hypo g := {(x, λ) ∈ Rn+۱ : g(x) ≥ λ}.

از اس   ت ع   ب   ارت g ت   اب   ع دام   ن   ۀ ب   دی   ن ت   رت   ی   ب س   ره. م   ح   دّب ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت g آن   گ   اه F 6= ϕ اگ   ر

ن   ات   ه   ی م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ

ⅾoⅿ g := {x ∈ Rn : g(x) < +∞}.
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،{x ∈ Rn : g(x) ≤ λ} ی   ع   ن   ی ،g ت   اب   ع زی   رت   راز م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ودن م   ح   دّب ،g ت   اب   ع ب   ودن م   ح   دّب از

م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه ،g ت   اب   ع ب   ودن ش   ب   ه م   ح   دّب ،λ ∈ R

ک   ه اس   ت م   ف   ی   د وق   ت   ی ت   ن   ه   ا م   ع   م   ول   ی م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه ص   ورت P دوب   ارۀ ق   ال   ب ب   ن   دی م   ت   أس   ف   ان   ه،

م   ی ش   ود: م   رب   وط P ع   ددی ب   ررس   ی و ن   ظ   ری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه ک   ه دل   ی   ل دو ب   ه ب   اش   د، پ   ی   وس   ت   ه P

اس   ت. دش   وار g از F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ه از ه   ن   دس   ی اط   لاع   ات آوردن ب   ه دس   ت .۱

x∈F؛ م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ی   ک در g م   ح   دّب زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل م   ح   اس   ب   ۀ .۲

∂g(x) := {u ∈ Rn : g(y) ≥ g(x) + uT (y − x) ∀y ∈ Rn},

ک   ن   ی   د). م   راج   ع   ه آن در درج ش   ده م   ن   اب   ع و [۱۲۸] (ب   ه اس   ت س   خ   ت

داش   ت: خ   واه   ی   م ۱ والادی   ر دس   ت   ور از آن   گ   اه ب   اش   د، پ   ی   وس   ت   ه P م   س   ئ   ل   ۀ اگ   ر ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه

∂g(x) := ⅽonv{−at : g(x) = bt − aTt x, t ∈ T}.

ق   رار ای   ن   ج   ا در ث   اب   ت. داده ه   ای ب   ا ⅬSIO م   ع   ل   وم م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت P ف   ص   ل، ای   ن س   راس   ر در

S := {x ∈ F : cTx = ν(P )} و ( inf ϕ = +∞ ک   ه ق   رارداد ای   ن (ب   ا ν(P ) := inf
x∈F

cTx م   ی ده   ی   م

و اس   ت ب   س   ت   ه و م   ح   دّب F م   ج   م   وع   ۀ ک   ه اس   ت روش   ن .P ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ و ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب ک   ه

ب   اش   ی   م، داش   ت   ه اس   ت م   م   ک   ن (ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ (ب   رخ   لاف ول   ی ،F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ آش   ک   ار وج   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت S

.ν(P ) ∈ R ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ح   تّ   ی S = ϕ

دن   ب   ال   ه ه   ای از خ   ط   ی ف   ض   ای م   ی ک   ن   ی   م. م   ع   رف   ی را [۱۶۱] ۲ ک   ورت   ان   ک در ن   م   اد ه   ا ه   م   ان   ن   د ن   م   اد چ   ن   د ای   ن   ک

ص   ف   ر ه   م   ه ج   ا در ک   ه λ ∈ RT ت   واب   ع از ع   ب   ارت ان   د آن اع   ض   ای ک   ه م   ی ده   ی   م ن   ش   ان R(T ) ب   ا را ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه م   ت   ن   اه   ی

م   ت   غ   ی   ره   ای ب   ه م   رب   وط R(T ) ن   م   اد ک   ه اس   ت ده   ه چ   ن   د ب   رای .T روی ن   ق   اط از م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد در ب   ه ج   ز اس   ت،

ف   رض اس   ت. ش   ده داده رواج [۷۱] در و م   ی رود ب   ه ک   ار اس   ت   ان   دارد ب   ه ص   ورت ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   رن   ام   ه ری   زی دوگ   ان

م   ث   ب   ت ح   ق   ی   ق   ی اع   داد و ن   ام   ن   ف   ی ح   ق   ی   ق   ی اع   داد از ب   اش   ن   د ع   ب   ارت ب   ه ت   رت   ی   ب (R−− و R−) R++ و R+ ک   ن   ی   د

م   ی ده   ی   م. ن   م   ای   ش 0T ب   ا را R(T ) در خ   ن   ث   ی ع   ض   و و R(T )
+ ب   ا را R(T ) در م   ث   ب   ت م   خ   روط م   ن   ف   ی). و (ن   ام   ث   ب   ت

از: ع   ب   ارت ان   د ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   ع   رف   ی را ک   ت   اب ای   ن در ب   ه  ک   ار رف   ت   ه پ   ای   ه ای م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط ن   م   اد ه   ای اب   ت   دا،

ⅽonv X := {
∑
t∈T

λtxt : xt ∈ X ∀t ∈ T, λ ∈ R(T )
+ ,

∑
t∈T

λt = ۱},

1. Valadier
2. Kortanek
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ⅽone X := {
∑
t∈T

λtxt : xt ∈ X ∀t ∈ T, λ ∈ R(T )
+ },

aff X := {
∑
t∈T

λtxt : xt ∈ X ∀t ∈ T, λ ∈ R(T ),
∑
t∈T

λt = ۱},

و

span X := {
∑
t∈T

λtxt : xt ∈ X ∀t ∈ T, λ ∈ R(T )}.

ی   ک خ   ط   ی پ   وس   ت   ۀ و (آف   ی   ن   ی) ت   خ   ت پ   وس   ت   ۀ م   ب   دأ)، (ب   ا م   ح   دّب م   خ   روط   ی پ   وس   ت   ۀ م   ح   دّب، پ   وس   ت   ۀ م   ف   ه   وم ب   ه 

ی   ک ب   س   ت و م   رز درون، م   ع   ن   ی ب   ه ⅽⅼ X و bⅾ X ،int X خ   ط   ی ف   ض   ای ی   ک از X م   ان   ن   د ن   ات   ه   ی زی   رم   ج   م   وع   ۀ

ت   م   ام   ی آن   گ   اه ،X = ϕ اگ   ر ت   ع   ری   ف، ب   ن   اب   ر ه   س   ت   ن   د. ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای ی   ک از X م   ان   ن   د زی   رم   ج   م   وع   ه

ب   ردار ت   ک ع   ض   وی، م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ک   ه م   ح   دّب، م   خ   روط   ی پ   وس   ت   ۀ ب   ه اس   ت   ث   ن   ای ب   ود خ   واه   ن   د ت   ه   ی ج   ب   ری  پ   وس   ت   ه ه   ای

ب   ا ‖ · ‖∞ و ‖ · ‖۱ ،‖ · ‖۲ ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب را Rn در س   وپ   ری   م   م ن   رم و خ   ط   ی ن   رم اق   ل   ی   دس   ی، ن   رم اس   ت. ص   ف   ر،

ن   ش   ان d∞(·, ·) و d۱(·, ·) ،d۲(·, ·) ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب را ن   ظ   ی   ر ف   اص   ل   ۀ و B∞ و B۱ ،B۲ واح   د ب   س   ت   ۀ گ   وی ه   ای

و م   ی ده   د ن   ش   ان را آن ن   ظ   ی   ر ف   اص   ل   ه d(·, ·) د رص   ورت   ی  ک   ه م   ی رود، ب   ه ک   ار ک   ل   ی ن   رم ی   ک ب   رای ‖ · ‖ ن   م   اد م   ی ده   ی   م.

م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان 0n ب   ا را Rn در ص   ف   ر ب   ردار

و rint X آن   گ   اه ش   ود گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در اق   ل   ی   دس   ی ن   رم ب   ه وس   ی   ل   ۀ ال   ق   اش   ده ت   وپ   ول   وژی ب   ا ،ϕ 6= X⊂Rn اگ   ر

ال   ق   اش   ده ت   وپ   ول   وژی ب   ه ن   س   ب   ت X م   رز و درون (ی   ع   ن   ی ه   س   ت   ن   د X ن   س   ب   ی م   رز و ن   س   ب   ی درون ن   م   ای   ان   گ   ر rbⅾ X

X دورش   ون   دۀ م   خ   روط آن   گ   اه ب   س   ت   ه، م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت X اگ   ر .( aff X در Rn ب   ه وس   ی   ل   ۀ

ت   م   ام   ی ح   ده   ای   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ر ک   ه 0+X := {v ∈ Rn : c+ v ∈ X ∀c ∈ X} از ب   ود خ   واه   د ع   ب   ارت

و ،r = ۱, ۲, . . . ،xr ∈ X ،µr ∈ R+ داری   م آن در ک   ه م   ی ش   ود م   ن   ط   ب   ق limr→∞ µrxr ب   ه ش   ک   ل

اس   ت، X م   ان   ن   د م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ب   ع   د ن   ش   ان ده   ن   دۀ ⅾiⅿ X = ⅾiⅿ aff X ب   ه ع   لاوه .µr ↓ ۰

X م   ان   ن   د م   ح   دّب م   خ   روط ی   ک م   ث   ب   ت ق   ط   ب از اس   ت ع   ب   ارت X۰ := {y ∈ Rn : xT y ≥ ۰, ∀x ∈ X}

خ   ط   ی .X م   ان   ن   د خ   ط   ی زی   رف   ض   ای ی   ک ب   ر م   ت   ع   ام   د زی   رف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت X⊥ := X۰ ∩ (−X۰) و

و X در م   وج   ود خ   ط   ی زی   رف   ض   ای ب   زرگ ت   ری   ن از اس   ت ع   ب   ارت X م   ان   ن   د م   ح   دّب م   خ   روط ی   ک از ⅼin X ب   ودن

اس   ت). آن ف   ری   ن ن   ق   ط   ۀ ی   ک 0n (ک   ه X ن   وک دار م   خ   روط از اس   ت ع   ب   ارت X∩(ⅼin X)⊥

م   ی ک   ن   ی   م: م   ت   ن   اظ   ر ،σ = {aTt x ≥ bt, t ∈ T} آن، ق   ی   دی دس   ت   گ   اه ب   ا ی   ا P ب   ا را ادام   ه در م   ج   م   وع   ه ه   ای
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ق   ی   دی: داده ه   ای م   ح   دّب پ   وس   ت   ۀ •

C := ⅽonv{(at, bt), t ∈ T} ⊂ Rn+۱

اول: گ   ش   ت   اور م   خ   روط •

M := ⅽone{ at, t ∈ T} ⊂ Rn

دوم: گ   ش   ت   اور م   خ   روط •

N := ⅽone{(at, bt), t ∈ T} = R+C ⊂ Rn+۱

م   ش   خ   ص   ه: م   خ   روط •

K := N + ⅽone {(۰n,−۱)} ⊂ Rn+۱

ع   ب   ارت ProjRn : Rn × R→ Rn ک   ه M = ProjRn (N) = ProjRn (K) داری   م ب   ه روش   ن   ی

داش   ت   ه ه   رگ   اه اس   ت ن   اس   ازگ   ار σ م   ی گ   وی   ی   م .ProjRn(x, xn+۱) = x ی   ع   ن   ی ،Rn روی ت   ص   وی   ر ن   گ   اش   ت از اس   ت

م   ت   ن   اه   ی زی   ردس   ت   گ   اه ه   ای ب   رخ   ی خ   اص، ح   ال   ت ی   ک در ه   رگ   اه گ   وی   ی   م ن   اس   ازگ   ار ق   وی ب   ه ط   ور را آن و F = ϕ ب   اش   ی   م

م   ی ش   ون   د) ب   ی   ان داده ه   ا ب   رح   س   ب دو (ه   ر ⅽⅼ K آن، ب   س   ت و K م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط ب   اش   ن   د. ن   اس   ازگ   ار σ از

σ س   ازگ   اری گ   ش   ت   اور، م   خ   روط ه   ای ب   ه ت   وج   ه ب   ا م   ی ک   ن   ن   د. دری   اف   ت را F و σ ب   ه م   رب   وط اط   لاع   ات ه   م   ۀ ب   ه ت   رت   ی   ب،

م   ی ش   ود. ت   وص   ی   ف M ب   ا F ب   ودن ک   ران دار ح   ال آن   ک   ه و م   ی ش   ود ت   وص   ی   ف N ب   ا

ب   ه ط   ور و (0n, ۱) ∈ ⅽⅼ K اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ن   اس   ازگ   ار σ م   ان   ن   د دس   ت   گ   اه ی   ک (وج   ودی). ۱ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ

.(0n, ۱) ∈ K اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ن   اس   ازگ   ار ق   وی

م   ع   روف ل   م از ⅬSIO ن   س   خ   ۀ ب   رای ب   ود. ب   رق   رارخ   واه   د ۱ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ آن   گ   اه ،N ده   ی   م ق   رار K ب   ه ج   ای اگ   ر

σ س   ازگ   ار دس   ت   گ   اه ی   ک پ   ی   ام   د را wTx ≥ γ م   ان   ن   د ن   ام   س   اوی ی   ک ک   ه آوری   د ب   ه ی   اد ن   ی   س   ت. ای   ن گ   ون   ه ۱ ف   رک   اس

. wTx ≥ γ ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ F ه   ر ب   رای ه   رگ   اه گ   وی   ی   م

س   ازگ   ار. خ   ط   ی دس   ت   گ   اه ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت σ ک   ن   ی   د ف   رض ن   اه   م   گ   ن). ف   رک   اس (ل   م ۲ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر σ پ   ی   ام   د از اس   ت ع   ب   ارت wTx ≥ γ م   ان   ن   د خ   ط   ی ن   ام   س   اوی ی   ک درای   ن ص   ورت،

.(w, γ) ∈ ⅽⅼ K

1. Farkas
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و اگ   ر ه   س   ت   ن   د م   ع   ادل σ̃ = {ãTt x ≥ bt, t ∈ T} و σ = {aTt x ≥ bt, t ∈ T} س   ازگ   ار دس   ت   گ   اه دو

ج   ای   گ   زی   ن ن   م   ای   ش دو دی   گ   ر، ب   ه ع   ب   ارت .F = F̃ اگ   ر ی   ع   ن   ی ب   اش   ن   د، داش   ت   ه ی   ک   س   ان ج   واب ه   ای م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر ت   ن   ه   ا

داش   ت [ق   ض   ی   ۀ خ   واه   ی   م ۲ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   رط   ب   ق ب   ده   ن   د. ت   ش   ک   ی   ل را F م   ان   ن   د ب   س   ت   ه م   ح   دّب م   ج   م   وع   ه ی   ک از

:[[۱۰۲] ،۵ .۱۰

در ک   ه ه   م   ان ط   ور ب   ه ع   لاوه، .ⅽⅼ K = ⅽⅼ K̃ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ه   س   ت   ن   د م   ع   ادل σ̃ و σ •

ب   ا اس   ت م   ع   ادل F 6= ϕ ب   رق   راری اس   ت، ش   ده داده ن   ش   ان [[۱۰۲] ۹ و ۵  [ف   ص   ل ه   ای

ب   ودن. ⇔ک   ران دار (0n,−۱) ∈ int ⅽⅼ K = int K ⇔ M = Rn •

اس   ت. ⅽⅼچ   ن   دوج   ه   ی K ⇔ چ   ن   دوج   ه   ی م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک •

اس   ت. ن   وک دار ⅽⅼ K ⇔ ک   ام   ل ب   ع   د •

{(0n,−۱)} م   خ   روط از ب   اش   د ع   ب   ارت ⅽⅼ K ن   وک دار ⇔م   خ   روط (خ   ط   ی) ت   خ   ت چ   ن   دگ   ون   ۀ ی   ک •

ش   دن   ی م   ی ت   وان ،x ∈ Rn در s(x, ·) ک   م   ک   ی ت   اب   ع ب   ا .t ∈ T ،s(x, t) := 〈a(t), x〉 − b(t) ک   ن   ی   د ف   رض

ت   اب   ع ص   ف   ره   ای م   ج   م   وع   ۀ ب   اش   د. ن   ام   ن   ف   ی T روی s(x, ·) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر x ∈ F داری   م ک   رد: ب   ررس   ی را آن ب   ودن

م   ی ن   ام   ن   د: x ∈ Rn در ت   س   اوی) (ق   ی   ده   ای ف   ع   ال ق   ی   د ه   ای م   ج   م   وع   ۀ را X در ک   م   ک   ی

T (x) := {t ∈ T : s(x, t) = ۰}.

م   ان   ن   د ن   ام   ق   ی   د ج   ام   ع ک   ردن ک   م   ی   ن   ه م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ی   اف   ت   ن م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه T (x) م   ح   اس   ب   ه ب   ن   اب   رای   ن،

σ ق   ی   دی دس   ت   گ   اه در ض   رای   ب ت   م   ام   ی و ن   ب   اش   د ص   ف   ر ب   ا م   ت   ح   د ک   م   ک   ی ت   اب   ع اگ   ر م   ی ش   ود. م   ن   ج   ر inf
x∈T

s(x, t)

ض   رای   ب ای   ن اگ   ر ب   ود. خ   واه   د م   ت   ن   اه   ی T (x) م   ج   م   وع   ۀ آن   گ   اه ،t ش   اخ   ص از ت   ح   ل   ی   ل   ی ت   واب   ع از ب   اش   ن   د ع   ب   ارت

م   ی ش   ود. ج   ب   ری م   ع   ادل   ۀ ی   ک ح   ل ش   ام   ل T (x) م   ح   اس   ب   ۀ آن   گ   اه ب   اش   ن   د، چ   ن   دج   م   ل   ه ای

از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب x ∈ F در ف   ع   ال م   خ   روط و ش   دن   ی ج   ه   ت ه   ای م   خ   روط

D(F ;x) := {d ∈ Rn : ∃θ > ۰, x+ θd ∈ F}

و

A(x) := ⅽone{at, t ∈ T (x)}.

داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود θ > ۰ م   ان   ن   د ع   دد ی   ک d ∈ Rn م   ان   ن   د ب   رداری و t ∈ T (x) ب   رای اگ   ر

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،x+ θd ∈ F ب   اش   ی   م
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م   ت   رج   م] اس   ت. ش   ده پ   ی   رای   ش اص   ل   ی م   ت   ن در دس   ت   ور [ن   ک   ت   ه:

پ   س ،t ∈ T (x) چ   ون آن   گ   اه ک   ن   ی   م، اض   اف   ه ط   رف   ی   ن ب   ه را −bt اگ   ر .bt + aTt θd = aTt (x+ θd) ≥ bt

چ   ون و D(F ;x) ⊂ A(x)◦ ب   ن   اب   رای   ن، .aTt d ≥ ۰ ی   ا aTt θ d ≥ ۰ ازای   ن رو و aTt x− bt = ۰ داری   م

داش   ت: خ   واه   ی   م پ   س ،ⅽⅼ A(x) = A(x)◦◦ داری   م م   خ   روط) ب   ه م   رب   وط ف   رک   اس ل   م ب   ه ت   وج   ه (ب   ا

A(x) ⊂ ⅽⅼ A(x) ⊂ D(F ;x)◦. (۴ −۱)

م   خ   ت   ل   ف چ   ه   ارچ   وب ه   ای در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   ع   رف   ی را ج   ام   ع) دی   گ   ر س   ه ت   ای و م   ح   ل   ی (ی   ک   ی ک   ی   ف   ی ق   ی   د چ   ه   ار ای   ن   ک

داری   م: ( σ (ی   ا P ب   رای ک   ه م   ی گ   وی   ی   م ه   س   ت   ن   د. م   ف   ی   د پ   ای   داری) و دوگ   ان   ی (ب   ه   ی   ن   گ   ی،

ه   ر اگ   ر اس   ت، ب   رق   رار x ∈ F در (ⅬFⅯⅭQ (ب   ه اخ   ت   ص   ار ف   رک   اس  ـم   ی   ن   ک   ووس   ک   ی۱ م   ح   ل   ی ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت •

م   ت   ن   اه   ی دس   ت   گ   اه زی   ر ی   ک پ   ی   ام   د از ب   اش   د ع   ب   ارت اس   ت، ب   رق   رار ت   س   اوی ب   ه ص   ورت X در ک   ه σ پ   ی   ام   د

ب   ه ت   وج   ه ب   ا خ   ود ک   ه D(F ;x)◦⊂ A(x) اگ   ر (۲ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه (ب   ا م   ع   ادل ب   ه ط   ور ی   ا σ از

.D(F ;x)◦ = A(x) ب   ا اس   ت م   ع   ادل ،(۴ −۱)

پ   ی   ام   د از ب   اش   د ع   ب   ارت σ پ   ی   ام   د ه   ر اگ   ر (FⅯⅭQ (ب   ه اخ   ت   ص   ار م   ی   ن   ک   ووس   ک   ی ـ ف   رک   اس ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت •

ب   اش   د. ب   س   ت   ه K اگ   ر ،(۲ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه (ب   ا م   ع   ادل ب   ه ط   ور ی   ا م   ت   ن   اه   ی زی   ردس   ت   گ   اه ی   ک

ب   اش   د م   وج   ود اس   ل   ی   ت   ر) ن   ق   ط   ۀ (ب   ه ن   ام x̂ ∈ Rn م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ای اگ   ر (SⅭQ) اس   ل   ی   ت   ر۲ ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت •

.T (x̂) = ϕ و x̂ ∈ F اگ   ر م   ع   ادل، ب   ه ط   ور ی   ا aTt x̂ ≥ bt ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه

م   ان   ن   د ع   ددی و (SS ن   ق   ط   ۀ (ب   ه ن   ام x ∈ Rn م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ای اگ   ر (SSⅭQ) اس   ل   ی   ت   ر ق   وی ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت •

م   ع   ادل، ب   ه ط   ور ی   ا aTt x̂ ≥ bt + ε ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   ن   د م   وج   ود ε > ۰

آن در ک   ه ،ν(PSS) > ۰ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر

PSS : sup(x,y)∈Rn+۱ y

s.t. aTt x ≥ bt + y, t ∈ T .

ب   ررس   ی ب   رای ن   ی   ز و ب   اش   د پ   ی   وس   ت   ه P اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت پ   ی   وس   ت   ه ⅬSIO در PSS م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

ه   م   چ   ن   ی   ن، ش   ود. ح   ل ب   ه   ی   ن   گ   ی آوردن ب   ه دس   ت ح   د ت   ا PSS م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه ن   ی   س   ت ن   ی   ازی ،ν(PSS) > ۰ ش   رط

،kaTt ≥ kbt − ۱ ب   ه ص   ورت ق   ی   د ب   ی ن   ه   ای   ت ،σ در aTt x ≥ bt ق   ی   د ه   ر ب   ه ج   ای اگ   ر ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه

1. Minkowsky
2. Slater



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۲۰

(bⅾ F ن   ق   اط (ح   تّ   ی F ن   ق   اط ب   ه ط   وری ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت F از دی   گ   ری خ   ط   ی ن   م   ای   ش ب   ده   ی   م، ق   رار ،k ∈ N

غ   ی   رف   ع   ال ش   دن   ی ج   واب ه   ر در آن ق   ی   د ه   ر ک   ه دس   ت   گ   اه ه   ای   ی وج   ود .ε = ۱ ب   ا SS ن   ق   ط   ۀ از ب   ود خ   واه   ن   د ع   ب   ارت

ن   ق   ط   ۀ در T (xk) از ش   دن   ی ج   ه   ت (روش ه   ای اس   ت ⅬO ب   ا م   ق   ای   س   ه در ⅬSIO ن   ام   ط   ل   وب وی   ژگ   ی ی   ک ب   اش   د،

ش   ام   ل و ب   اش   د پ   ی   وس   ت   ه σ اگ   ر آم   د ن   خ   واه   د پ   ی   ش ن   اخ   وش   ای   ن   د ح   ال   ت ای   ن م   ی ک   ن   د). اس   ت   ف   اده xk ف   ع   ل   ی ت   ک   رار

(ن   ت   ی   ج   ۀ اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت ح   ال   ت ای   ن در int F ک   ه ن   ب   اش   د 0Tnx ≥ ۰ ب   دی   ه   ی ن   ام   س   اوی

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ه روش   ن   ی .([۱۰۲] از ۵ .۹ .۱

SSⅭQ⇒ SⅭQ.

م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ آن   گ   اه ب   اش   د، ب   رق   رار SⅭQ و پ   ی   وس   ت   ه P م   س   ئ   ل   ۀ اگ   ر ب   ه ع   لاوه،

ⅽonv (C ∪ {(0n,−۱)}) = ⅽonv {(at, bt) , t ∈ T ; (0n,−۱)}

خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن اس   ت. ب   س   ت   ه K = R+ ⅽonv (C ∪ {(0n,−۱)}) ب   ن   اب   رای   ن و ن   م   ی ش   ود 0n+۱ ش   ام   ل

داش   ت:

P پ   ی   وس   ت   ۀ

SⅭQ اس   ت ب   رق   رار

⇒ FⅯⅭQ اس   ت ب   رق   رار ⇒ اس   ت ب   رق   رار x ∈ F ه   ر در ⅬFⅯⅭQ

ب   ه ص   ورت (KKT) ۱ ک   اروش− ک   ه   ن− ت   اک   ر ش   رط در x̄ ∈ F اگ   ر

c ∈ A(x̄) (۵ −۱)

x ∈ F ه   ر ب   رای درن   ت   ی   ج   ه، ک   ه c ∈ D (F ; x̄)◦ داش   ت خ   واه   ی   م (۴ −۱) ب   ه ت   وج   ه ب   ا آن   گ   اه ک   ن   د، ص   دق

.c ∈ D (F ; x̄)◦ ⇔ x̄ ∈ S درواق   ع، .x̄ ∈ S ی   ع   ن   ی ،cT (x− x̄) ≥ ۰ داش   ت خ   واه   ی   م

(x̄, λ̄) ∈ Rn × R(T )
+ ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود λ̄ ∈ R(T )

+ م   ان   ن   د ت   اب   ع   ی م   ی ک   ن   ی   م ف   رض ای   ن   ک

ب   ه ص   ورت P لاگ   ران   ژی ت   اب   ع ع   ط   ف ن   ق   ط   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت

L(x, λ) := cTx+
∑
t∈T

λt (bt − aTt x),

داری   م: (x, λ) ∈ Rn × R(T )
+ ه   ر ب   رای ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ف   رض ی   ع   ن   ی،

L(x̄, λ) ≤ L(x̄, λ̄) ≤ L(x, λ̄). (۶ −۱)

1. Karush–Kuhn–Tucker



۲۱ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

در ن   ام   س   اوی اول   ی   ن از λs = λ̄s + ۱ و t 6= s ∈ T ه   ر ب   رای ،s ∈ T م   ان   ن   د م   ع   ل   وم ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   رای

ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   رای ب   ه ع   لاوه، .x̄ ∈ F درن   ت   ی   ج   ه و bs − aTs x̄ ≤ ۰ داش   ت خ   واه   ی   م λt = λ̄t ب   ا (۶ −۱)

داش   ت: خ   واه   ی   م x ∈ F م   ان   ن   د م   ع   ل   وم

cT x̄ = L(x̄, 0T ) = L(x̄, λ̄) ≤ L(x, λ̄) = cTx+
∑
t∈T

λ̄t (bt − aTt x) ≤ cTx,

.x̄ ∈ S داش   ت خ   واه   ی   م ن   ی   ز (۶ −۱) از درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

م   ی ش   ود: ن   ت   ی   ج   ه (۶ −۱) در ن   ام   س   اوی اول   ی   ن از ک   ه م   ی ش   ود ∑م   ش   اه   ده
t∈T

λ̄t (bt − aTt x̄) = L(x̄, λ̄)− L(x̄, 0T ) ≥ ۰

م   ک   م   ل   ی ش   رط ،x̄ ∈ F ب   ه ت   وج   ه ب   ا ک   ه

λ̄t (bt − aTt x), t ∈ T ه   ر ب   رای (۷ −۱)

م   ی آی   د. ب   ه دس   ت

م   ی ش   ود. م   ن   ج   ر c 6=0n ب   ه ک   ه x̄ ∈ S 6= F ب   ه ط   وری ک   ه ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را P م   ان   ن   د ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک

دی   گ   ر م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک آن   گ   اه ،kaTt x ≥ kbt − ۱ ش   ود داده ق   رار aTt x≥bt ق   ی   د ه   ر ب   ه ج   ای k ∈ N ه   ر ب   رای اگ   ر

ب   راب   ر ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ه   م   چ   ن   ان درن   ت   ی   ج   ه ک   ه داش   ت خ   واه   ی   م را c ارزش ب   ردار و F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ه   م   ان ب   ا ⅬSIO

م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ح   ال   ت ای   ن م   ی ک   ن   ی   م ف   رض س   ادگ   ی، ب   رای ب   ود. خ   واه   د SS ن   ق   ط   ۀ ی   ک ش   دن   ی، ن   ق   ط   ۀ ه   ر و اس   ت S

داری   م درح   ال   ی ک   ه اس   ت) (ت   ن   اق   ض (۵ −۱)⇒ c = 0n داش   ت خ   واه   ی   م ای   ن ص   ورت، در ب   اش   د. ب   رق   رار اب   ت   دا در P

ه   ر ب   رای ،(۶ −۱) در دوم ن   ام   س   اوی ب   ه ت   وج   ه ب   ا و (۶ −۱)⇒ (۷ −۱)⇒ λ̄ = 0T ⇒L(·, λ̄) = 〈c, ·〉

.c = 0n م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه آن از ه   م   چ   ن   ی   ن، .c ∈ (Rn)◦ = {0n} ی   ع   ن   ی ک   ه ،cT x̄ ≤ cTx داری   م x ∈ Rn

ش   رط ی   ک ای   ن   ک   ه م   گ   ر ن   ی   س   ت   ن   د؛ لازم ول   ی ه   س   ت   ن   د، ک   اف   ی x̄ ب   ه   ی   ن   گ   ی ب   رای (۶ −۱) و (۵ −۱) ش   رای   ط ب   ن   اب   رای   ن،

ب   اش   د. ب   رق   رار ⅭQ م   ان   ن   د م   ش   خ   ص

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل ادام   ه در گ   زاره ه   ای آن   گ   اه ب   اش   د، ب   رق   رار x̄ ∈ F در ⅬFⅯⅭQ اگ   ر (ب   ه   ی   ن   گ   ی). ۳ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ

.x̄ ∈ S .۱

.c ∈ A(x̄) .۲

اس   ت. L لاگ   ران   ژی ت   اب   ع زی   ن   ی ن   ق   ط   ۀ ی   ک
(
x̄, λ̄

)
ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود λ̄ ∈ R(T )

+ م   ان   ن   د ت   اب   ع ی   ک .۳



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۲۲

ب   ه دس   ت K م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط ب   ه وس   ی   ل   ۀ س   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ه م   رب   وط اط   لاع   ات اگ   ر

اس   ت ک   ران دار S واق   ع، در م   ی ک   ن   د. ب   ازی S ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ درب   ارۀ گ   ش   ت   اور م   خ   روط را ن   ق   ش ه   م   ی   ن آن   گ   اه آی   د،

ب   ب   ی   ن   ی   د]. را [۱۰۲] در ۹ .۳ .۱ ن   ت   ی   ج   ۀ م   ث   ال [ب   ه ع   ن   وان c ∈ int M اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر

ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه م   رب   وط ق   ض   ی   ه ه   ای م   ی ت   وان آن ب   ا ک   ه اس   ت ⅬO م   ف   ی   د وی   ژگ   ی ی   ک ب   ه   ی   ن   ه، ج   واب ی   ک   ت   ای   ی

ی   ک اس   ت: ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ در ن   ق   ش ه   م   ی   ن دارای ق   وی ت   ر وی   ژگ   ی ی   ک داد. ق   رار اس   ت   ف   اده م   ورد را رای   ج ح   س   اس   ی   ت

داش   ت   ه وج   ود α > ۰ م   ان   ن   د ع   ددی اگ   ر اس   ت P م   س   ئ   ل   ۀ از ی   ک   ت   ا ج   واب ی   ک ق   وی ب   ه ط   ور x̄ ∈ F م   ان   ن   د ع   ض   و

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه x ∈ F ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د

cTx ≥ cT x̄+ α‖ x− x̄ ‖۲ (۸ −۱)

.S = x̄ م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۴ −۱) از ب   ه روش   ن   ی،

ت   ن   ه   ا و اگ   ر P م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ق   وی ی   ک   ت   ای ج   واب ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت x̄ ∈ F ن   ق   ط   ۀ (ی   ک   ت   ای   ی). ۴ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ

.c ∈ int D(F ; x̄)◦ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر

ق   وی ب   ه ط   ور (۴ −۱) ب   ه ت   وج   ه ب   ا x̄ آن   گ   اه ،c ∈ int A(x̄) اگ   ر ،x̄ ∈ F م   ع   ل   وم ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   رای ب   ن   اب   رای   ن،

ب   اش   د. ب   رق   رار x̄ در ⅬFⅯⅭQ اگ   ر اس   ت ب   رق   رار گ   زاره ع   ک   س و ی   ک   ت   اس   ت

م   ی آی   د. ادام   ه در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م اس   ت   ف   اده س   اده م   ث   ال ی   ک از خ   ود م   ن   ظ   ور ت   ش   ری   ح ب   رای ک   ت   اب، ای   ن س   راس   ر در

g ن   ظ   ی   ر ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع ب   ه م   رب   وط پ   ی   چ   ی   ده) ن   س   ب   ت   اً (ول   ی ص   ری   ح ع   ب   ارت ی   ک م   ی ت   وان آن، ق   ی   ده   ای س   ادگ   ی ب   ه خ   اط   ر

آورد. ب   ه دس   ت را

ب   ه ص   ورت ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ه م   س   ئ   ل   ۀ ۱ .۱ م   ث   ال

P : inf
x∈R۲

cTx

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰ (t = ۲), x۲ ≥ ۰ (t = ۳)

،F = {x ∈ R۲
+ : ‖ x ‖۲ ≤ ۱} داری   م ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در c ارزش م   خ   ت   ل   ف ب   رداره   ای ب   ا را

g(x) =


max{‖ x ‖۲ − ۱,−x۱,−x۲}, x ∈ R۲

+,

max{x۱ − ۱,−x۲}, x /∈ R۲
+, x۲ ≤ x۱,

max{x۲ − ۱,−x۱}, x /∈ R۲
+, x۲ > x۱,



۲۳ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

و

N = K = ⅽone

−


cos t

sin t

۱

 , t ∈
[
۰,
π

۲

]
;


۱

۰

۰

 ,


۰

۱

۰




م   س   ئ   ل   ۀ ،K ب   ودن ب   س   ت   ه ب   ه خ   اط   ر .M = R۲ از اس   ت ع   ب   ارت R۲ روی آن ت   ص   وی   ر ک   ه راب   ب   ی   ن   ی   د) ۱ −۱ (ش   ک   ل

ن   ق   ط   ۀ ی   ک x̂ =

(
۱
۲
,

۱
۲

)
ن   ق   ط   ۀ ب   ه ع   لاوه م   ی ک   ن   د. ص   دق ⅬFⅯⅭQ و FⅯⅭQ در ش   دن   ی، ن   ق   ط   ۀ ه   ر در P

ه   س   ت   ن   د. ب   رق   رار SSⅭQ ه   م و SⅭQ ه   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت، اس   ل   ی   ت   ر

داری   م درواق   ع ی   ک   ت   اس   ت. ق   وی ب   ه ط   ور x۱ = 0۲ ب   ا S = {x۱} آن   گ   اه ،c = (۱, ۱) اگ   ر (ال   ف)

.c ∈ int A(x̄) = R۲
++ ب   ا D(F ;x۱) = A(x۱) = R۲

+

ای   ن   ج   ا در ن   ی   س   ت. ی   ک   ت   ا ق   وی ب   ه ط   ور x۲ = (
۱√
۲
,

۱√
۲
) ب   ا S = {x۲} آن   گ   اه ،c = (−۱,−۱) اگ   ر (ب)

م   خ   روط دو ه   ر ۲ −۱ (ش   ک   ل A(x۲) = R+c و D(F ;x۲) = {x ∈ R۲ : x۱ + x۲ < ۰} ∪ {0۲}

ی   اف   ت   ه ان   د). ان   ت   ق   ال x۲ ب   ه ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان را

داری   م ای   ن   ج   ا در x۳ = (۰, ۱) ∈ S ک   ن   ی   د ف   رض .S = {۰} × [۰, ۱] آن   گ   اه ،c = (۱, ۰) اگ   ر (ج)

.A(x۳) = ⅽone{(۰,−۱), (۱, ۰)} و D(F ;x۳) = {x ∈ R۲ : x۱ ≥ ۰, x۲ < ۰} ∪ {0۲}

ج   واب وج   ود م   ی ده   د. ن   ش   ان را .i = ۱, ۲, ۳ ،s(xi, .) ،xi در ک   م   ک   ی ت   اب   ع ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۳ −۱ ش   ک   ل

ب   ب   ی   ن   ی   د). را ۱ .۴ (ن   ت   ی   ج   ۀ م   ی ک   ن   د ب   ی   ان را K و c ب   ی   ن ارت   ب   اط ب   رح   س   ب م   ش   خ   ص   ه ی   ک ی   ک   ت   ا ب   ه ط   ور ق   وی

ب   ه ت   رت   ی   ب م   ی ت   وان   ی   د را ۲ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ و ۱ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ره   ان ه   ای ت   ع   م   ی   م  ه   ا). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۵ −۱ −۱ ی   ادآوری

دو ه   ر اس   ت، ش   ده داده ن   ش   ان [۷۱] در ک   ه ه   م   ان ط   ور ب   ب   ی   ن   ی   د. [ ۳ .۱ ق   ض   ی   ۀ ۱۰۲] و [۴ .۴ ق   ض   ی   ۀ ۱۰۲ ] در

۴ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ و ۳ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ه   س   ت   ن   د. ب   رق   رار ( ⅭIO (ب   ه اخ   ت   ص   ار ن   ام   ت   ن   اه   ی م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی ب   رای ق   ض   ی   ه

ن   س   خ   ه ه   ای ه   م   چ   ن   ی   ن، ب   ب   ی   ن   ی   د. را [۱۰۲] در ۱۰ .۵ و ۷ .۱ ق   ض   ی   ه ه   ای ه   م   چ   ن   ی   ن ب   ودن   د. ش   ده ث   اب   ت [۱۹۹] در اب   ت   دا

ب   ب   ی   ن   ی   د. را [۱۷۵ ،۷۲ ،۷۱] م   ث   لا دارن   د. وج   ود ⅭIO در ب   ه   ی   ن   گ   ی ق   ض   ی   ۀ درب   ارۀ ب   س   ی   اری
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م   ش   خ   ص   ه م   خ   روط ۱ −۱ ش   ک   ل

ش   دن   ی وج   ه   ت ه   ای ف   ع   ال م   خ   روط ه   ای ۲ −۱ ش   ک   ل

.i = ۱, ۲, ۳ ،xi ک   م   ک   ی ت   واب   ع ۳ −۱ ش   ک   ل

دوگ   ان   ی ۲ −۱

ب   رای در ای   ن ص   ورت .
∑
t∈T

λtat = c ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود λ ∈ R(T )
+ م   ان   ن   د ت   اب   ع   ی آن   گ   اه ،c ∈ M اگ   ر

داش   ت: خ   واه   ی   م x ∈ F ه   ر

cTx =
∑
t ∈ T

λta
T
t x ≥

∑
t ∈ T

λt bt. (۹ −۱)
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(۹ −۱) از ح   اص   ل cTx ب   رای پ   ای   ی   ن ک   ران ب   ی   ش   ی   ن   ه س   ازی از اس   ت ع   ب   ارت P ب   ه م   رب   وط دوگ   ان ه   ار م   س   ئ   ل   ۀ

ب   ه ص   ورت

D : sup
λ ∈ R( T )

+

∑
t ∈ T

λt bt

s.t.
∑
t ∈ T

λtat = c.

ای   ن (ب   ا م   ی ده   ی   م ن   ش   ان ν(D) و SD ،FD ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب را آن ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار و D ب   ه   ی   ن   ۀ ش   دن   ی، م   ج   م   وع   ه ه   ای

م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد دارای زی   را اس   ت؛ ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک D ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه .(supϕ = −∞ ک   ه ق   رارداد

داری   م ه   م   واره ض   ع   ی   ف، دوگ   ان ن   ام   س   اوی س   اخ   ت   ن ب   ه ن   ح   وۀ ت   وج   ه ب   ا اس   ت. ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ر ب   ی  ن   ه   ای   ت و ق   ی   د

.c ∈M ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر FD 6= ϕ ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه .ν(D) ≤ ν(P )

ک   رد. ارائ   ه P م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای را ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ دی   گ   ر دوگ   ان م   ی ت   وان م   ی آی   د، ادام   ه در ک   ه ک   ل   ی ط   رح ه   ای ب   ا

ب   ه ش   ک   ل ن   ام   ق   ی   د ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت P لاگ   ران   ژی دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ ن   م   ون   ه، ب   رای

DL : supλ ∈ Rn infx ∈ Rn L ( x, λ).

چ   ون

infx∈RnL(x, λ) = infx∈Rn(
∑
t∈T

λtbt + 〈c−
∑
t

λtbt, x〉)

=


∑
t∈T

λtbt , λ ∈ FDاگ   ر

−∞, در غ   ی   ر ای   ن ص   ورت

و ν(D) = ν(DL) ی   ع   ن   ی م   ی ش   ون   د، م   ن   ط   ب   ق ه   م ب   ر DL و D ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای و ب   ه   ی   ن   ه م   ق   ادی   ر پ   س

.SD = SDL

ک   رد. ب   ی   ان ه   ن   دس   ی ب   ه ص   ورت دوب   اره ،K م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط ب   رح   س   ب م   ی ت   وان را Ⅾ − P م   س   ئ   ل   ۀ دو

م   ج   م   وع   ۀ روی xn+۱ م   خ   ت   ص، آخ   ری   ن س   ازی ب   ی   ش   ی   ن   ه از اس   ت ع   ب   ارت D ط   رف ی   ک از درح   ق   ی   ق   ت،

{
∑
t

λt(at, bt), λ ∈ R(T )
+ } = ⅽone{(at, bt), t ∈ T} = N,
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.
∑
t∈T

λtat = c ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   ه ش   رط   ی ،K = N + (0n,−۱) م   ج   م   وع   ۀ روی م   ع   ادل، ب   ه ط   ور ی   ا

ب   ن   اب   رای   ن

DG : supy ∈R {y : (c, y) ∈ K}

داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،SD 6= θ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ح   ال آن   ک   ه و م   ی ک   ن   د ص   دق ν(D) = ν(DG) در

از ب   س   ت   ه. ن   ی   م خ   ط ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت K ∩ {(x, xn+۱) ∈ Rn+۱ : x = c} ی   ع   ن   ی ،SDG = ν(D)

cTx ≥ α اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر α ≤ ν(P ) داش   ت خ   واه   ی   م α ∈ R م   ان   ن   د ع   دد ی   ک ب   ه ازای دی   گ   ر، ط   رف

ب   ه ازای ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، .(c, α) ∈ ⅽⅼ K ف   رک   اس) ل   م ب   ه ت   وج   ه (ب   ا اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ،σ پ   ی   ام   د از ب   اش   د ع   ب   ارت

PG : supy ∈R{y : (c, y) ∈ cl K}

.S = ϕ اگ   ر ح   تّ   ی ،ν(P ) ∈ R ک   ه ش   رط ای   ن ب   ا SPG = {ν(P )} و ν(P ) = ν(PG) داش   ت خ   واه   ی   م

ض   ع   ی   ف، دوگ   ان   ی ح   ق   ی   ق   ی. خ   ط از ع   ب   ارت ان   د DG و PG م   س   ئ   ل   ۀ دو ه   ر ب   رای ت   ص   م   ی   م ف   ض   ای ال   ب   ت   ه،

ی   ک ح   داک   ث   ر ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ن   اب   رای   ن و اس   ت K ⊂ ⅽⅼ K ب   رق   راری از ن   اش   ی ای   ن   ج   ا در ν(DG) ≤ ν(PG)

دارد. ع   ض   و

از اس   ت ع   ب   ارت P م   ان   ن   د ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از پ   ی   وس   ت   ه دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ

Dc :supµ∈C′
+

∫
T
btdµ(t)

s.t.
∫
T
atdµ(t) = c,

م   ی ت   وان را R(T )
+ چ   ون اس   ت. T روی ب   ورل ن   ام   ن   ف   ی م   ن   ظ   م ان   دازه ه   ای م   خ   روط ن   م   ای   ان   گ   ر آن در C ′

+(T ) ک   ه

دوگ   ان   ی در P −DC و ک   رد ات   م   ی ن   گ   اه ن   ام   ن   ف   ی ان   دازه ه   ای از م   ت   ش   ک   ل C ′
+(T ) از زی   رم   ج   م   وع   ه ی   ک ب   ه ص   ورت

ب   رای را دوگ   ان   ی ص   ف   ر ش   ک   اف ی   ک ک   ه ش   رط   ی ه   ر پ   س م   ی ک   ن   د، ص   دق ،ν(D) ≤ ν(DC) ≤ ν(P ) ض   ع   ی   ف،

دس   ت   ی   اب   ی (ب   ا ک   رد خ   واه   د ت   ض   م   ی   ن ن   ی   ز P −DC ب   رای را دوگ   ان   ی ص   ف   ر ش   ک   اف ی   ک ک   ن   د، ت   ض   م   ی   ن P −DC

ک   ل در را P م   س   ئ   ل   ۀ از D دوگ   ان ه   ار م   س   ئ   ل   ۀ ب   ن   اب   رای   ن، ش   ود). ح   اص   ل ν(D) ه   رگ   اه DC دوگ   ان م   ق   دارب   ه   ی   ن   ۀ

م   ی گ   ی   ری   م. ن   ظ   ر در ک   ت   اب ای   ن

دس   ت   ی   اب   ی ب   ا را دوگ   ان   ی ص   ف   ر ش   ک   اف ک   ه م   ی آی   ن   د ب   ه دس   ت ش   رای   ط   ی ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ دوگ   ان   ی اص   ل   ی ق   ض   ی   ه ه   ای از

ب   ه  ت   رت   ی   ب را وض   ع   ی   ت ه   ا ای   ن .F 6= ∅ 6= FD ب   اش   ی   م داش   ت   ه ه   رگ   اه م   ی ک   ن   د ت   ض   م   ی   ن اول   ی   ه ی   ا دوگ   ان ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار

دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ م   ی ن   ام   ن   د. (ⅿinsup) م   ی   ن   س   وپ ب   رع   ک   س ق   وی دوگ   ان   ی و (infⅿax) ای   ن   ف   م   ک   س ق   وی دوگ   ان   ی

.PG −DG و P −D زوج ه   ای ب   ی   ن ارت   ب   اط از س   رراس   ت پ   ی   ام   د ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ق   وی) (ی   ا ای   ن   ف   م   ک   س
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داش   ت: خ   واه   ی   م در ای   ن ص   ورت .F 6= ∅ 6= FD ک   ن   ی   د ف   رض (دوگ   ان   ی). ۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ

.SD 6= ∅ و ν(P ) = ν(D) ∈ R آن   گ   اه ب   اش   د، ب   س   ت   ه K م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر .۱

م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک م   ج   م   وع از اس   ت ع   ب   ارت S و ν(P ) = ν(D) ∈ R آن   گ   اه ،c ∈ rint M اگ   ر .۲

خ   ط   ی. زی   رف   ض   ای ی   ک ب   ا ف   ش   رده ن   ات   ه   ی

P −D اول   ی   ه–دوگ   ان زوج م   ک   م   ل   ی ج   واب ی   ک را S(x, λ) ∈ F × FD م   ان   ن   د ش   دن   ی زوج ی   ک

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه اگ   ر م   ی گ   وی   ن   د

supp x ∩ supp λ = ∅,

آن در ک   ه

supp x := {t ∈ T : aTt x > bt} و supp λ := {t ∈ T : λt > ۰}

م   ی گ   وی   ن   د. λ و x پ   ش   ت   ی   ب   ان م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ه ت   رت   ی   ب را

ی   ک از ب   ود خ   واه   د ع   ب   ارت (x, λ) ∈ F×FD م   ان   ن   د زوج ی   ک ک   ه اس   ت ش   ده داده ن   ش   ان [۱۱۰] در

ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت (x, λ) و ν(D) = ν(P ) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر P −D م   ک   م   ل   ی ج   واب

م   ان   ن   د ت   اب   ع ی   ک x ∈ F م   ف   روض ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   رای ب   ه ع   لاوه، .(x, λ) ∈ S × SD ی   ع   ن   ی اول   ی   ه  − دوگ   ان،

ب   اش   د ع   ب   ارت x اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ب   اش   د P −D م   ک   م   ل   ی ج   واب ی   ک (x, λ) ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود λ ∈ FD

ی   ک را (B,N,Z) ∈ (۲T )۳ م   رت   ب س   ه ت   ای   ی ی   ک .P م   ت   ن   اه   ی زی   رم   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رخ   ی ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک از

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود (x, λ) م   ان   ن   د م   ک   م   ل   ی ج   واب ی   ک اگ   ر م   ی ن   ام   ن   د P ب   رای ب   ه   ی   ن   ه اف   راز

ی   ک (B,N,Z) ن   ات   ه   ی اع   ض   ای در ای   ن ص   ورت، .Z = T\(B ∪N) و N = supp λ ،B = supp x

م   ان   ن   د اف   راز ی   ک م   ی گ   وی   ن   د). س   ه اف   رازه ی   ک را آن ب   اش   ن   د، ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ س   ه (اگ   ر م   ی ده   د ت   ش   ک   ی   ل را T اف   راز

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه اگ   ر اس   ت ب   ی   ش   ی   ن   ه (B̄, N̄ , Z̄)

B̄ = ∪x∈S supp x, N̄ = ∪λ∈SD supp λ و Z̄ = T \ (B̄ ∪ N̄).

م   ان   ن   د ب   ه   ی   ن   ه ج   واب زوج ی   ک اگ   ر ت   ع   ری   ف. از س   رراس   ت پ   ی   ام   د ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ب   ه   ی   ن   ه اف   راز ی   ک   ت   ای   ی

ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   راز ای   ن آن   گ   اه ،supp λ̄ = N̄ و supp x̄ = B̄ ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود (x̄, λ̄) ∈ S×SD

آن   گ   اه ،ν(D) = ν(P ) و SD = {λ̄} ،S = {x̄} اگ   ر ب   ن   اب   رای   ن، م   ی ن   ام   ن   د. ب   ی   ش   ی   ن   ه−ب   ه   ی   ن   ه اف   راز را

ب   ه   ی   ن   ه. ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   راز از اس   ت ع   ب   ارت (supp x̄, supp λ̄, T \ (supp x̄ ∪ supp λ̄))
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ب   ود. خ   واه   د ب   ی   ش   ی   ن   ه − ب   ه   ی   ن   ه اف   راز آن   گ   اه ،Z̄ = ∅ ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د ب   ه   ی   ن   ه اف   راز ی   ک (B̄, N̄ , Z̄) اگ   ر

ن   ب   اش   د. م   وج   ود ب   ی   ش   ی   ن   ه − ب   ه   ی   ن   ه اف   راز اس   ت م   م   ک   ن

ب   ه ص   ورت ۱ .۱ م   ث   ال از ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ۲ .۱ م   ث   ال

P (c) : infx∈R۲ cTx

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰(t = ۲), x۲ ≥ ۰(t = ۳),

و اس   ت ب   س   ت   ه K ک   ه ک   رده ای   م م   ش   اه   ده ۱ .۱ م   ث   ال در ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در c ∈ R۲ م   خ   ت   ل   ف م   ق   دار س   ه ب   رای را

S 6= ∅ ب   ا ν(P ) = ν(D) داش   ت خ   واه   ی   م c ∈ R۲ ه   ر ب   رای دوگ   ان   ی، ق   ض   ی   ۀ ب   رط   ب   ق ب   ن   اب   رای   ن، .M = R۲

.SD 6= ∅ و ف   ش   رده

دس   ت   گ   اه ح   ل از و S = {0۲} داری   م .c = (۱, ۱) (ال   ف)

{
∑
t∈T

(at, bt) = (c, ν(D)), λ ∈ R(T )
+ }

.λ۱
t = ۰ داش   ت خ   واه   ی   م t ∈ [۰,

π

۲
] ه   ر ب   رای و λ۱

۲ = λ۱
۳ = ۱ ب   ا SD = λ۱ م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه

اف   راز از اس   ت ع   ب   ارت ([۰,
π

۲
], {۲, ۳}, ∅) پ   س ،supp λ۱ = {۲, ۳} و supp 0۲ = [۰,

π

۲
] چ   ون

ب   ی   ش   ی   ن   ه−ب   ه   ی   ن   ه.

درن   ت   ی   ج   ه ک   ه x۲ =
۱√
۲
,

۱√
۲
) ب   ا ،S = {x۲} داری   م ای   ن   ج   ا در .c = (−۱,−۱) ک   ن   ی   د ف   رض (ب)

م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط و SDG و SD ب   ی   ن ارت   ب   اط از D ی   ک   ت   ای   ی .ν(D) = ν(P ) = −
√

۲ داش   ت خ   واه   ی   م

داری   م درح   ق   ی   ق   ت م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه K

K ∩ ({c} × R) = {
(
−۱,−۱ ,−

√
۲− γ) : γ ≥ ۰}.

از اس   ت ع   ب   ارت آن ی   ک   ت   ای م   ول   د ک   ه K ف   ری   ن ش   ع   اع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت R+(−۱,−۱,−
√

۲) و

(م   ش   اه   ده .λ۲
t = ۰ داری   م t 6= π

۴
ه   ر ب   رای و λ۲

π
۴
=
√

۲ ب   ا SD = {λ۲} ب   دی   ن ت   رت   ی   ب .(aπ
۴
, bπ

۴
)

ت   ک  م   ج   م   وع   ۀ SD ول   ی ن   م   ی ش   ود ع   وض اول   ی   ه م   س   ئ   ل   ۀ در چ   ی   زی ،t =
π

۴
ن   ظ   ی   ر ق   ی   د ک   ردن ب   راب   ر دو ک   ه م   ی ش   ود

(T \ {π
۴
}, {π

۴
}, ∅) پ   س ،supp λ۲ = {π

۴
} و supp x۲ = T \ {π

۴
} چ   ون ب   ود). ن   خ   واه   د ع   ض   وی

ب   ی   ش   ی   ن   ه−ب   ه   ی   ن   ه. اف   راز از اس   ت ع   ب   ارت
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درغ   ی   ر ای   ن ص   ورت و λ۳
۲ = ۱ ب   ا SD = {λ۳} درح   ال   ی ک   ه ،{۰}×[۰, ۱] داری   م ای   ن   ک .c = (۱, ۰) (ج)

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اس   ت م   م   ک   ن ش   ده، داده x ∈ S ب   رای درح   ال   ی ک   ه ،supp λ۳ = {۲} داری   م ای   ن   ج   ا در .λ۳
t = ۰

اف   رازه   ای ازای   ن رو، .supp x = [۰,
π

۲
[∪{۳} ی   ا supp x = [۰,

π

۲
] ∪ {۳} ی   ا supp x = [۰,

π

۲
]

([۰,
π

۲
] ∪ {۳}, {۲}, {π

۲
}) و ([۰,

π

۲
] ∪ {۳}, {۲}, ∅) ،([۰,

π

۲
], {۲}, {۳}) از: ع   ب   ارت ان   د ب   ه   ی   ن   ه

اس   ت. ب   ه   ی   ن   ه ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   راز ([۰,
π

۲
] ∪ {۳}, {۲}, ∅) ک   ه م   ی ش   ود م   ع   ل   وم و

،۵۹] ۱۹۶۰ ده   ه ه   ای در دوگ   ان   ی ه   ار روی اس   اس   ی م   ق   ال   ه ه   ای ت   ع   م   ی   م ه   ا). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۷ −۲ −۱ ی   ادآوری

ب   ا دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا ن   ی   ز DL و D م   س   ئ   ل   ه ه   ای ش   د، داده ن   ش   ان [۷۲] در ک   ه ه   م   ان گ   ون   ه ب   ودن   د. ش   ده چ   اپ [۶۰

۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ اث   ب   ات ه   ای .R(T ) از اس   ت ع   ب   ارت ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ه   س   ت   ن   د م   ع   ادل [۲۰۵] روک   اف   ل   ر دی   دگ   اه

ی   اف   ت. [۲۶] و [۱۰۲ در ۸ .۱ [ق   ض   ی   ۀ در ب   ه  ت   رت   ی   ب م   ی ت   وان را ⅭIO در لاگ   ران   ژی دوگ   ان ب   رای آن ت   ع   م   ی   م و (۱)

ت   ع   م   ی   م ی   ک اس   ت. ج   دی   د ک   ام   لا م   ی   ن   س   وپ دوگ   ان   ی ب   ه ت   وج   ه ش   د، م   ش   اه   ده [۱۰۷ در ۶ [ی   ادآوری در ک   ه ه   م   ان ط   ور

اس   ت. ش   ده پ   ی   ش   ن   ه   اد [۱۰۷] در ⅭIO در لاگ   ران   ژی دوگ   ان ب   رای (۲) ۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ

ع   ددی روش ه   ای ۳ −۱

(۱ −۱) در P ،ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ح   ل ب   ه م   رب   وط ع   ددی روش چ   ن   د از م   خ   ت   ص   ر ش   رح ی   ک ب   ا را م   ق   دم   ات   ی ف   ص   ل ای   ن

ب   اش   د؛ ان   ت   ظ   ارداش   ت   ه ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ح   ل ب   رای را ک   ارای   ی روش ه   ی   چ ن   م   ی ت   وان   د خ   وان   ن   ده م   ی ب   ری   م. پ   ای   ان ب   ه

م   ان   ن   د ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ه   ر ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار م   ی ت   وان   س   ت   ی   م وگ   رن   ه

P۱ : infx∈X f(x)

ب   ه ص   ورت ⅬSIO م   ع   ادل م   س   ئ   ل   ۀ ح   ل از را

P۲ : infy∈R − y

s.t.y ≥ f(x), x ∈ X,

ب   اش   د، P۱ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک x̄ اگ   ر دق   ی   ق ت   ر، ب   ه ب   ی   ان .ν(P۱) = −ν(P۲) ب   ه ط   وری ک   ه آوری   م ب   ه دس   ت

ب   اش   د، P۲ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک ȳ اگ   ر ب   رع   ک   س، و ب   ود خ   واه   د P۲ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک f(x̄) آن   گ   اه

.y = ȳ در P۲ م   س   ئ   ل   ۀ ف   ع   ال ش   اخ   ص ه   ای م   ج   م   وع   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت P۱ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ  آن   گ   اه

ب   ودن ش   دن   ی ب   ررس   ی ک   ه اس   ت ح   ق   ی   ق   ت ای   ن وغ   ی   رخ   ط   ی) (خ   ط   ی ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی روش ه   ای اص   ل   ی اش   ک   ال

x̄ ∈ Rn در زی   رت   راز ب   ه ن   ام م   س   ئ   ل   ه ای از v(Q(x̄)) ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار م   ح   اس   ب   ۀ ب   ه x∈Rn م   ان   ن   د م   ع   ل   وم ن   ق   ط   ۀ ی   ک



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۳۰

ب   ه ش   ک   ل

Q(x̄) : inft∈T s(x̄, t) = inft∈T {〈a(t), x̄〉 − b(t)}

م   ح   اس   ب   ۀ ب   ه ال   گ   وری   ت   م ه   ا از ب   رخ   ی ن   ی   از، ای   ن از ب   ی   ش   ت   ر ح   تّ   ی اس   ت. ج   ام   ع ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ک   ه دارد ن   ی   از

T و s روی ق   وی ف   رض ه   ای ک   ه اس   ت م   م   ک   ن وق   ت   ی ف   ق   ط ک   ه دارن   د ن   ی   از Q(x̄) ج   ام   ع ک   م   ی   ن   ۀ از T (x̄) م   ج   م   وع   ۀ

ب   ع   د ب   ا ب   ازۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت T و t از چ   ن   دج   م   ل   ه ای ت   اب   ع ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت s(x̄, t) م   ث   لا ش   ون   د، اع   م   ال

م   ت   ن   اه   ی.

ش   ب   ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی ۱− ۳− ۱روش ه   ای

ک   ه م   ی ک   ن   ن   د ت   ول   ی   د Rn در را ن   ق   اط از دن   ب   ال   ه ی   ک ،ⅬO م   س   ئ   ل   ه ه   ای از دن   ب   ال   ه ی   ک ح   ل ب   ا گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای

ب   ه ش   ک   ل P م   س   ئ   ل   ۀ زی   رم   س   ئ   ل   ه ه   ای م   ع   م   ولا م   س   ئ   ل   ه ه   ا ای   ن ش   ود. ه   م   گ   را P م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک ب   ه

P (Tk) : min
x∈Rn

cTx, s.t. aTt x ≥ bt, t ∈ Tk ه   ر ب   رای

ک   وچ   ک ع   دد ی   ک .T از م   ت   ن   اه   ی و ن   ات   ه   ی زی   رم   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت آن در ،۱ ≤ k ،Tk ک   ه ه   س   ت   ن   د

ک   ن   د. ت   ض   م   ی   ن را م   ت   ن   اه   ی دادن پ   ای   ان ت   ا ک   ن   ی   د ان   ت   خ   اب را دق   ت) (ب   ه ن   ام ε > ۰ م   ان   ن   د

ب   اش   د. م   ع   ل   وم Tk ک   ن   ی   د ف   رض : k گ   ام

ک   ن   ی   د. م   ح   اس   ب   ه را P (Tk) م   س   ئ   ل   ۀ از xk م   ان   ن   د ج   واب ی   ک .۱

آن   گ   اه ،aTxk ≥ bt − ε ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای ی   ع   ن   ی ب   اش   د، ش   دن   ی ε دق   ت ب   ا xk ن   ق   ط   ۀ اگ   ر .۲

.Tk+۱ ده   ی   د ق   رار Tk ب   ه ج   ای وگ   رن   ه پ   ای   ان،

از دن   ب   ال   ه ه   ای   ی ش   ب   ک   ه، گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای در اس   ت ن   ش   دن   ی ب   ه   ی   ن   گ   ی از ق   ب   ل xk ن   ق   ط   ۀ ب   ه روش   ن   ی،

دی   گ   ر ش   ی   وه ه   ای (Tk⊂Tk+۱ ب   اش   ی   م داش   ت   ه k ه   ر ب   رای م   ع   م   ولا) ک   ن   ی   د ان   ت   خ   اب را (Tk)∞k=۰ م   ان   ن   د ش   ب   ک   ه ه   ا

رای   ج ک   ل   ی ش   ی   وۀ ن   م   ون   ه، ب   رای اس   ت   ق   رای   ی. ب   ه ص   ورت آن ت   ول   ی   د از اس   ت ع   ب   ارت (Tk)
∞
k=۰ دن   ب   ال   ۀ گ   س   س   ت   ه س   ازی

(۴ −۱ ش   ک   ل (ه   م   ان   ن   د tk ∈ T ب   رخ   ی ب   رای Tk+۱ = Tk∪{tk} ک   ردن اخ   ت   ی   ار از اس   ت م   رک   ب ب   رش، ص   ف   ح   ۀ

ح   ذف ق   اع   دۀ ی   ک (اگ   ر Tk+۱ = (Tk ∪ {tk}) \ {t′k} ده   ی   د ق   رار t′k ∈ Tk م   ان   ن   د ش   اخ   ص ی   ک ب   رای ی   ا

ش   ود). گ   ن   ج   ان   ی   ده

خ   ود، ک   ه ب   اش   د پ   ی   وس   ت   ه ب   ای   د P م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه دارد ن   ی   از واق   ع   ی   ت ای   ن ب   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای ه   م   گ   رای   ی

ش   ب   ک   ه، گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای ح   ال آن   ک   ه و م   ی ک   ن   د ت   ض   م   ی   ن ح   ال   ت ای   ن در را ک   ل   ی ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش ه   م   گ   رای   ی

اج   ت   م   اع از اس   ت ع   ب   ارت T م   ج   م   وع   ۀ دارد: ن   ی   از (T روی (درواق   ع P روی ب   ودن چ   گ   ال ب   ه ف   رض ب   رآن، ع   لاوه



۳۱ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

.V = ⅽⅼ(int V ) ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه V م   ان   ن   د دی   گ   ر ف   ش   ردۀ م   ج   م   وع   ۀ ب   ا U م   ان   ن   د م   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک

ک   ن   د. ص   دق U⊂Tk در k ت   م   ام   ی م   ق   ادی   ر ب   رای ب   ای   س   ت   ی ش   ب   ک   ه ه   ا دن   ب   ال   ۀ ح   ال   ت، ای   ن در

ب   ودن ش   دن   ی ب   رش ۴ −۱ ش   ک   ل

و ه   س   ت   ن   د پ   ی   وس   ت   ه ک   ه ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را ۱ .۱ م   ث   ال م   س   ئ   ل   ه ه   ای آخ   ری، ش   رط ب   ه ت   وج   ه ب   ا

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت Tk اگ   ر م   ی ک   ن   د. ص   دق V = [۰,
π

۲
] و U = {۲, ۳} ب   ا T = [۰,

π

۲
] ∪ {۲, ۳}

ی   ا (−۱, ۰) ج   ه   ت ه   ای از ی   ک   ی در ح   داق   ل F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ آن   گ   اه ،U⊊Tk ب   ه ط   وری ک   ه T در ش   ب   ک   ه

(xk)
∞
k=۰ دن   ب   ال   ۀ اس   ت م   م   ک   ن ن   ت   ی   ج   ه در ک   ه اس   ت ب   ی ک   ران (ال   ف) ح   ال   ت در P (Tk) و م   ی ش   ود دور (۰,−۱)

و xk = 0۲ داش   ت خ   واه   ی   م k ه   ر ب   رای آن   گ   اه ،U⊂Tk ب   اش   ی   م داش   ت   ه k ه   ر ب   رای اگ   ر ب   رع   ک   س، ن   ب   اش   د. م   وج   ود

.0۲ = ⅼiⅿk→∞ xk ∈ S

م   س   ئ   ل   ه ای   ن   ک   ه (م   گ   ر S ن   زدی   ک   ی در ن   ام   ط   ل   وب ش   دن ج   م   ع از ع   ب   ارت ان   د روش ه   ا ای   ن اص   ل   ی اش   ک   ال ه   ای

(م   گ   ر P (Tk) ک   م   ک   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ان   دازۀ ی   اف   ت   ن اف   زای   ش و ب   اش   د) ی   ک   ت   ا ق   وی ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک دارای P

ک   ارا پ   ای   ی   ن ب   ع   د ب   ا ب   اش   اخ   ص م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   رای ت   ن   ه   ا روش ه   ا ای   ن ش   ود). اج   را ح   ذف   ی ق   اع   ده ه   ای ای   ن   ک   ه

(وگ   رن   ه dim aff T ≤ ۳ ب   اش   ی   م داش   ت   ه و ب   اش   د داش   ت   ه ق   رار اق   ل   ی   دس   ی ف   ض   ای ب   رخ   ی در T ی   ع   ن   ی ه   س   ت   ن   د،

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ن   م   ون   ه، ب   رای م   ی ک   ن   د). رش   د k اف   زای   ش ب   ا س   ری   ع خ   ی   ل   ی |Tk| ،Tk م   ج   م   وع   ۀ اع   ض   ای ت   ع   داد

ت   ش   ک   ی   ل ،i = ۱, . . . ,m ،[αi, βi] ب   ازه ه   ای از م   ت   وال   ی دوت   ای   ی اف   راز ه   ای از Tk و T =
∏∞

i=۱
[αi, βi]

ب   ی   ش   ت   ر ج   زئ   ی   ات ب   رای .k = ۱, ۲, . . . ،|Tk+۱| = (۲k + ۱)m > ۲km داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ب   اش   د، ش   ده

ک   ن   ی   د. م   راج   ع   ه آن ه   ا در م   ن   اب   ع و [۱۷۸] و [۱۰۲ در ۱۱ [ف   ص   ل ب   ه

م   رک   زی ب   رش ص   ف   ح   ۀ ۱− ۳− ۲روش ه   ای

ش   روع P زی   رت   راز م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ش   ام   ل ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک ب   ا را گ   ام ه   ر م   رک   زی، ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش ه   ای

ب   ا ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ای   ن س   پ   س م   ی ک   ن   د. م   ح   اس   ب   ه را ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ای   ن از م   ع   ی   ن م   رک   ز ی   ک و م   ی ک   ن   د



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۳۲

ت   اب   ع ب   رش ی   ک ب   ا ب   اش   د) ن   ش   دن   ی م   رک   ز ای   ن (اگ   ر ش   دن   ی ب   رش ی   ک ی   ا آن م   ش   خ   ص ک   ن   ن   دۀ دس   ت   گ   اه ک   ردن ی   ک   پ   ارچ   ه

م   ع   ل   وم. دق   ت ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت ϵ > ۰ ک   ن   ی   د ف   رض م   ی ش   ود. درآورده ب   ه روز (درغ   ی   ر ای   ن ص   ورت) ه   دف

ه   دف ت   اب   ع ب   رش ۵ −۱ ش   ک   ل

ب   اش   د. P م   س   ئ   ل   ۀ از زی   رت   راز م   ج   م   وع   ۀ ب   رخ   ی ش   ام   ل ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک Qk ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض :k گ   ام

ک   ن   ی   د. م   ح   اس   ب   ه را Qk از xk م   ان   ن   د م   رک   ز ی   ک .۱

ده   ی   د ق   رار آن   گ   اه ،xk /∈F اگ   ر .۲

Qk+۱ = {x ∈ Qk : aTt x≥bt},

ده   ی   د، ادام   ه وگ   رن   ه .k = k + ۱ ق   رارده   ی   د و م   ی ک   ن   د ص   دق aTt xk < bt در t ∈ T آن در ک   ه

ده   ی   د ق   رار وگ   رن   ه پ   ای   ان. آن   گ   اه ،cTxk ≤ ⅿinx∈Qk
cTx+ ε اگ   ر .۳

Qk+۱ = {x ∈ Qk : cT x ≤ cTxk}

.k = k + ۱ و

ف   رض ای   ن   ک .S ب   ودن ک   ران دار از اس   ت ع   ب   ارت Q۰ وج   ود ب   رای روش   ن ش   رط ی   ک ،۱ ب   ن   د ب   ه ت   وج   ه ب   ا

،i ∈ I ه   ر ب   رای و اس   ت م   ت   ن   اه   ی I م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ،Qk = {x ∈ Rn : cTi x ≥ di, i ∈ I} ک   ه م   ی ک   ن   ی   م

ب   زرگ ت   ری   ن ش   ع   اع آن   گ   اه ([۲۱] در ان   ت   خ   اب (م   ث   ل ش   ود ان   ت   خ   اب ه   ن   دس   ی م   رک   ز اگ   ر .ci 6= 0n ب   اش   ی   م داش   ت   ه

داری   م آن در ک   ه ،ⅿaxx∈Qk
ⅿini∈I d۲(x,Hi) از اس   ت ع   ب   ارت Qk درون در ‖ � ‖۲ ن   رم ب   ه م   رب   وط گ   وی

ای   ن ب   ن   اب   رای   ن، ،d۲(x,Hi) =
cTi x− di
‖ ci ‖۲

داری   م i ∈ I ب   رای چ   ون .Hi := {x ∈ Rn : cTi x = di}

ب   ه ص   ورت ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا ن   ی   ز و ⅿinx∈Qk
ⅿaxi∈I − d۲(x,Hi) ب   ا اس   ت م   ع   ادل ک   م   ک   ی م   س   ئ   ل   ۀ

ⅿin(x,y)∈Rn+۱ y

s.t. cTi x− di+ ‖ ci ‖۲≥ ۰, i ∈ I



۳۳ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

cTi x ≥ di, i ∈ I.

م   ت   ش   ک   ل ک   م   ک   ی م   س   ئ   ل   ۀ آن   گ   اه ش   ود، ان   ت   خ   اب ([۱۹۲] در ان   ت   خ   اب (ه   م   ان   ن   د ت   ح   ل   ی   ل   ی م   رک   ز اگ   ر دی   گ   ر، ط   ری   ق   ی از

ب   ه م   رب   وط ج   ری   م   ۀ ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت آن در f ک   ه infx∈Rnf(x) ج   ام   ع ک   م   ی   ن   ه س   از ی   ک م   ح   اس   ب   ۀ از اس   ت

ج   ری   م   ۀ ت   اب   ع ،م   ث   لا (f(x)→ +∞ ب   اش   ی   م داش   ت   ه آن   گ   اه ،x→bd(Qk اگ   ر ک   ه f م   ان   ن   د ت   اب   ع ی   ک (ی   ع   ن   ی Qk

داش   ت   ه وگ   رن   ه x ∈ int Qk ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ش   رط ای   ن ب   ا f(x) =
∑

i∈I
log(cTi x − di) ل   گ   اری   ت   م   ی 

.f(x) = +∞ ب   اش   ی   م

ق   ی   ده   ای (ب   رخ   ی Qk ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ب   ه را ش   دن   ی ب   رش ی   ک ۲ م   ورد آن   گ   اه ب   اش   د، ن   ش   دن   ی xk ن   ق   ط   ۀ اگ   ر

ک   ه م   ی ش   ود ب   ررس   ی ۳ ب   ن   د در xk −ب   ه   ی   ن   گ   ی ε درص   ورت   ی ک   ه م   ی ک   ن   د، اض   اف   ه م   ی ش   ود) ن   ق   ض xk در ک   ه P م   س   ئ   ل   ۀ

۵ −۱ ش   ک   ل در ه   دف ت   اب   ع ب   رش ی   ک م   ی ک   ن   د. اض   اف   ه Qk ب   ه را ه   دف ت   اب   ع ب   رش ی   ک آن   گ   اه ب   ود، م   ن   ف   ی ن   ت   ی   ج   ه اگ   ر

اس   ت. ش   ده داده ن   ش   ان

ε ب   رای را ت   وق   ف ق   اع   ده ه   ای ک   ه م   ی ک   ن   ن   د ت   ول   ی   د را ن   ش   دن   ی و ش   دن   ی ن   ق   اط از دن   ب   ال   ه ه   ای   ی روش ه   ا ای   ن ،م   ع   م   ولا

پ   ی   ش   ن   ه   ادی روش ن   م   ون   ه، ب   رای م   ی ی   اب   د. پ   ای   ان ب   ه   ی   ن   گ   ی از پ   ی   ش ش   دن   ی ن   ق   ط   ه ی   ک در و م   ی آورد ف   راه   م −ب   ه   ی   ن   گ   ی

ن   ق   ط   ۀ ان   ت   ق   ال ب   ا ک   ه ن   ت   ی   ج   ه ای م   ی ش   ود، ت   ول   ی   د ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ  ی   ک ب   ا ه   م   راه ن   ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ ی   ک گ   ام ه   ر در ،[۶۵] در

اس   ت. ق   اب   ل م   ح   اس   ب   ه ب   ه آس   ان   ی ک   ه گ   ام   ی  ط   ول ب   ا اس   ل   ی   ت   ر ث   اب   ت ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   ه س   م   ت ف   ع   ل   ی ن   ش   دن   ی

ب   ا ،[۱۸۲] در ارائ   ه ش   ده روش از ال   ه   ام ب   ا [۱۹۲] در درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ب   ه م   وس   وم ال   گ   وری   ت   م ب   ه وی   ژه،

Pk ف   ع   ل   ی گ   س   س   ت   ه س   ازی ،Pk ن   ق   ض ش   دۀ ق   ی   ده   ای ب   ه اف   زودن و Pk م   رک   زی م   س   ی   ر ن   زدی   ک   ی در ن   ق   ط   ه ی   ک ان   ت   خ   اب

را P م   س   ئ   ل   ۀ از ش   د) ت   ع   ب   ی   ر Dk م   ث   لا اس   ت   ان   دارد چ   ه   ارچ   وب در ⅬO م   ع   ی   ن م   س   ئ   ل   ۀ دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک (ب   ه ع   ن   وان

ب   ه روز م   رک   زی م   س   ی   ر و م   ی ش   ود داده ب   ه   ب   ود Fk+۱ ج   دی   د ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ک   ام   ل ب   ع   د س   پ   س م   ی ک   ن   د، ب   ه روزرس   ان   ی

ش   ک   اف ی   ع   ن   ی ب   اش   د، ش   ده ک   وچ   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ ج   ری   م   ه پ   ارام   ت   ر ک   ه م   ی ی   اب   د ادام   ه ج   ای   ی ت   ا رون   د ای   ن درم   ی آی   د.

روش ی   ک درن   ت   ی   ج   ه (ک   ه ن   م   ی ک   ن   د ت   ول   ی   د را P م   س   ئ   ل   ۀ ش   دن   ی ن   ق   اط ال   گ   وری   ت   م ای   ن ش   ود. ن   زدی   ک ص   ف   ر ب   ه دوگ   ان   ی

ای   ن ب   ا رس   ی   د. خ   واه   د ε−ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ی   ک ب   ه ق   ی   د م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد ت   ول   ی   د از پ   س ول   ی ب   ود) ن   خ   واه   د درون   ی ن   ق   ط   ۀ

ب   رح   س   ب را پ   ی   چ   ی   دگ   ی ک   ران ه   ای پ   ژوه   ش   گ   ران اس   ت ک   ران دار و ک   ام   ل ب   ع   د ب   ا F و پ   ی   وس   ت   ه P م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه ف   رض

داده ان   د. ارائ   ه ال   گ   وری   ت   م ک   ل ه   م   گ   رای   ی ب   رای م   وردن   ی   از ق   ی   د ه   ای ک   ل ت   ع   داد و م   وردن   ی   از ن   ی   وت   ن گ   ام ه   ای ت   ع   داد

روش ه   ای ه   م   گ   رای   ی ه   س   ت   ن   د. ب   رخ   وردار پ   ی   ش   ی   ن ذک   رش   ده ن   ق   ص از گ   س   س   ت   ه س   ازی و ص   ف   ح   ه ب   رش روش ه   ای

دارد. ن   ی   از c ∈ int M ی   ع   ن   ی ،S م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار ب   ا ه   م   راه P م   س   ئ   ل   ۀ پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ه م   رک   زی ب   رش ص   ف   ح   ۀ

ب   دن   ۀ ی   ک F م   ج   م   وع   ۀ ک   ه اس   ت ای   ن آن و اس   ت ق   وی ت   ر ف   رض ن   ی   ازم   ن   د درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م ب   ه ع   لاوه،

ه   ی   چ ش   ام   ل (ی   ع   ن   ی ⅽⅼ K ب   ودن ن   وک دار ی   ع   ن   ی ک   ام   ل)، ب   ع   د ب   ا م   ح   دّب ف   ش   ردۀ م   ج   م   وع   ۀ ی   ک (ی   ع   ن   ی ب   اش   د م   ح   دّب



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۳۴

ای   ن ت   م   ام   ی  م   ی ش   ون   د. م   ش   خ   ص داده ه   ا ب   رح   س   ب cl K و M م   خ   روط ه   ای ک   ه آوری   د ب   ه  ی   اد ن   ب   اش   د). خ   ط   ی

ب   رق   رارن   د. ۱ .۱ م   ث   ال ب   ه م   رب   وط م   س   ئ   ل   ۀ در ش   رای   ط

روش از س   ری   ع ت   ر م   ح   اس   ب   ات   ی ازن   ظ   ر ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش ه   ای ک   ارای اج   رای ک   ه ش   د روش   ن پ   ای   ان، در

دارد. ن   ی   از ق   وی ت   ر ف   رض ه   ای ب   ه ام   ا اس   ت، م   رب   وط   ه ش   ب   ک   ه ه   ای ب   ه وس   ی   ل   ۀ گ   س   س   ت   ه س   ازی

ک   اه   ش   ی ۱− ۳− ۳روش ه   ای

ش   رای   ط از ح   اص   ل غ   ی   رخ   ط   ی دس   ت   گ   اه ی   ک ب   ود، ش   ده ش   ن   اخ   ت   ه چ   ب   ی   ش   ف ت   ق   ری   ب از ق   ب   لا ک   ه ک   اه   ش   ی روش ه   ای

م   ی ده   د. ق   رار P م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه  ج   ای را ب   ه   ی   ن   گ   ی

آن   گ   اه ب   اش   د، P م   س   ئ   ل   ۀ ک   م   ی   ن   ه س   از ی   ک x̄ اگ   ر آوری   د)، ی   اد ب   ه را ۳ −۱ −۱ (ق   ض   ی   ۀ م   ن   اس   ب ش   رای   ط ب   ه ت   وج   ه ب   ا

م   ان   ن   د ن   ام   ن   ف   ی م   ض   ارب و x̄ ب   ه واب   س   ت   ه q(x̄) ∈ N ب   ا ،j = ۱, . . . , q(x̄) ،t̄j ∈T (x̄) م   ان   ن   د ش   اخ   ص ه   ای   ی

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود ،j = ۱, . . . , q(x̄) ،λ̄j

c =

q(x̄)∑
j=۱

λ̄ja(t̄j).

ب   ه ص   ورت T ⊂ Rm از ش   رح   ی ی   ک م   ی ک   ن   ی   م ف   رض ه   م   چ   ن   ی   ن،

T = {t ∈ Rm : ui(t) ≥ ۰, i = ۱, . . . ,m}, (۱۰ −۱)

اس   ت. ه   م   وار ،i = ۱, . . .m ،ui ک   ه ب   اش   د م   وج   ود

از ک   ه Q(x̄) زی   رت   راز م   س   ئ   ل   ۀ ج   ام   ع ک   م   ی   ن   ه ه   ای ت   ع   داد از اس   ت ع   ب   ارت q(x̄) ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت t̄j اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر t̄j ∈ T (x̄) داری   م ح   ال   ت ای   ن در م   ی آی   د. ب   ه دس   ت ν(Q(x̄)) = ۰

ب   ه ش   ک   ل x̄ در (م   ت   ن   اه   ی) زی   رت   راز م   س   ئ   ل   ۀ ک   م   ی   ن   ه س   از

Q(x̄) : inft∈T 〈a(t), x̄〉 − b(t)

s.t. ui(t) ≥ ۰ i = ۱, . . .m.

،θ̄ji م   ان   ن   د ن   ام   ن   ف   ی م   ض   ارب ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه KKT رای   ج ازق   ض   ی   ۀ ق   ی   دی، ک   ی   ف   ی   ت ش   رط چ   ن   د ب   ا درای   ن ص   ورت،

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ه   س   ت   ن   د م   وج   ود ،i = ۱, . . .m

〈5t a(t̄j), x̄〉 − 5t b(t̄j) =

m∑
i=۱

θ̄ji 5t ui(t̄j) (۱۱ −۱)



۳۵ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

و

θ̄jiui(t̄j) = ۰, i = ۱, . . . ,m.

،u۱(t) = t− α ،m = ۲ ،[α, β] ⊂ R م   ان   ن   د ب   ازه ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت T ک   ه م   ع   م   ول   ی ح   ال   ت ی   ک در

ش   د: خ   واه   د چ   ن   ی   ن (۱۱ −۱) و u۲(t) = β − t

〈da(t̄j)
dt

, x̄〉 − db(t̄j)

dt
=

m∑
i=۱

θ̄ji 5t ui(t̄j)

ک   ن   ی   د. ش   روع ب   اش   د) ش   دن   ی (ل   زوم   ی ن   دارد xk م   ان   ن   د م   ف   روض ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   ا :k گ   ام

ک   ن   ی   د. ب   رآورد را q(xk) م   ق   دار .۱

ب   رای را م   ع   ادلات) ب   ه دس   ت   گ   اه ه   ای (م   رب   وط ش   ب   ه ن   ی   وت   ن روش ی   ک از گ   ام Nk .۲

c =

q(xk)∑
j=۱

λj a(tj)

〈a(tj), x〉 = b(tj), j = ۱, . . . , q(xk)

〈5ta(tj), x〉 − 5tb(tj) =

m∑
i=۱

θji 5t ui(tj), j = ۱, . . . , q(xk)

θjiui(tj) = ۰, i = ۱, . . . ,m, j = ۱, . . . , q(xk)


(۱۲ −۱)

ت   ک   رار ن   ق   اط ب   ه ک   ه ب   ب   ری   د ب   ه ک   ار (j = ۱, . . . , q(xk) ،i = ۱, . . . ,m ،θji ،λj ،tj ،x م   ج   ه   ولات (ب   ا

م   ی ش   ود. م   ن   ج   ر ،l = ۱, . . . , Nk ،xk,l
.k = k + ۱ و xk+۱ = xk,Nk

ده   ی   د ق   رار .۳

ت   وص   ی   ف ک   ن   ن   ده ت   واب   ع (ه   م   واری P روی ق   وی ف   رض ه   ای ب   ه ای   ن   ک   ه ن   خ   س   ت دارن   د: ع   ی   ب دو ک   اه   ش   ی روش ه   ای

دوم و ک   ن   د) ص   دق FⅯⅭQ در P (ب   ه ط   وری ک   ه اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ب   رخ   ی وج   ود ،T ف   ش   ردگ   ی دارن   د، ن   ی   از (T و F

ک   اه   ش   ی روش ه   ای ح   س   ن ک   ن   ن   د. ش   روع ت   ا دارن   د ن   ی   از (۱۲ −۱) دق   ی   ق ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ ت   ق   ری   ب   ی ج   واب ب   ه آن ه   ا ای   ن   ک   ه

م   رکّ   ب م   ن   اس   ب راه   ب   رد ی   ک م   ی ک   ن   ن   د). اس   ت   ف   اده ش   ب   ه ن   ی   وت   ن روش از (چ   ون س   ری   ع م   ج   ان   ب   ی رف   ت   ار از اس   ت ع   ب   ارت

و q(xk) از ب   رآورد ی   ک اس   ت م   م   ک   ن ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی م   زی   ت م   رح   ل   ه ای، دو روش ی   ک در آن ت   رک   ی   ب از  اس   ت

م   ت   أس   ف   ان   ه، ب   خ   ش   د. ب   ه   ب   ود را ت   ق   ری   ب   ی ج   واب ای   ن ت   ا ده   د ب   ه دس   ت را ک   اه   ش   ی و (۱۲ −۱) از ت   ق   ری   ب   ی ج   واب ی   ک

پ   ش   ت   ی   ب   ان   ی را ۲ م   رح   ل   ۀ ب   ه (ک   اه   ش   ی س   ازی) ۱ م   رح   ل   ۀ از رف   ت   ن در ت   ص   م   ی   م گ   ی   ری از ک   ه ن   دارد وج   ود ن   ظ   ری ق   ض   ی   ۀ ه   ی   چ

اس   ت. دش   وار درع   م   ل ،۲ م   رح   ل   ۀ ب   رای ش   روع م   ن   اس   ب ن   ق   ط   ۀ ی   ک م   ح   اس   ب   ۀ و ک   ن   د



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۳۶

ب   ه ص   ورت (ب) ۱ .۱ م   ث   ال از ⅬSIO س   ادۀ م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای را ق   ب   ل   ی اش   اره ش   دۀ روش ه   ای م   ی خ   واه   ی   م ۳ .۱ م   ث   ال

P : infx∈R۲ − x۱ − x۲

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰ (t = ۲) , x۲ ≥ ۰ (t = ۳) .

در را k ∈ N ،Tk = {۲, ۳} ∪ { πi
۴k

: i = ۰, . . . , ۲k} ب   ه ص   ورت ش   ب   ک   ه ه   ا دن   ب   ال   ۀ ب   ب   ری   م. ب   ه ک   ار را

ع   ب   ارت P (Tk) م   س   ئ   ل   ۀ از ی   ک   ت   ا ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب و ،k ∈ N ،
π

۴
∈ Tk داری   م درای   ن ص   ورت ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر

گ   س   س   ت   ه س   ازی ال   گ   وری   ت   م ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، .t ∈ T ،aTt xk ≥ bt − ε ب   ا ،xk = (
۱√
۲
,

۱√
۲
) از اس   ت

دن   ب   ال   ۀ اگ   ر دی   گ   ر، روش ب   ه م   ی ش   ود. م   ت   وق   ف x۱ ∈ S ب   ا ۱ گ   ام در ε > ۰ م   ان   ن   د دل   خ   واه دق   ت ی   ک ب   ا

ج   واب ه   ای دن   ب   ال   ۀ آن   گ   اه ب   گ   ی   ری   م، ن   ظ   ر در را ،k ∈ N ،Tk = {۲, ۳} ∪ { πi

۴k + ۲
: i = ۰, . . . , ۲k}

از اس   ت ع   ب   ارت ش   ب   ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی روش از ح   اص   ل ب   ه   ی   ن   ۀ

xk =

[
sin

((
۴k + ۱
۸k + ۴

)
π

)]−۱
(

۱√
۲
,

۱√
۲
)→

(
۱√
۲
,

۱√
۲

)
∈ S,

پ   ای   ان ن   ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ ب   رخ   ی ب   ا گ   ام م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد از پ   س ال   گ   وری   ت   م ای   ن درن   ت   ی   ج   ه، ک   ه ،k ∈ N ،‖xk‖۲ > ۱ ب   ا

م   ی ی   اب   د.

،Q۰ = [۰, ۱]۲ ⊃ F ده   ی   د ق   رار م   ی ب   ری   م. ب   ه ک   ار را ه   ن   دس   ی م   رک   زی ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش اک   ن   ون،

و ه   دف ت   اب   ع ب   رش از اس   ت ع   ب   ارت ب   رش اول   ی   ن ب   ن   اب   رای   ن .x۰ = (
۱
۲
,

۱
۲
) ∈ F

Q۱ = {x ∈ R۲ : x۱ + x۲≥۱, x۱≥۰, x۲≥۰}

آن درون   ی م   رک   ز در آن ه   ن   دس   ی م   رک   ز ک   ه

x۱ =

(√
۲ + ۱√
۲ + ۲

,

√
۲ + ۱√
۲ + ۲

)
=

(
۱√
۲
,

۱√
۲

)
∈ S.

م   ی ی   اب   د. پ   ای   ان ان   ت   خ   اب ش   ده، دق   ت ب   ه ت   وج   ه ب   دون گ   ام، ی   ک ب   ا ال   گ   وری   ت   م و دارد ق   رار

چ   ن   دوج   ه   ی ه   م   ان چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک و ل   گ   اری   ت   م   ی  م   ان   ع ت   اب   ع ب   ا ت   ح   ل   ی   ل   ی م   رک   ز ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش ک   ن   ی   د ف   رض

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اک   ن   ون ول   ی ب   اش   ن   د، ق   ب   ل ه   م   ان   ن   د Q۱ و x۰ ،Q۰ = [۰, ۱]۲ رود، ب   ه ک   ار ق   ب   ل   ی آغ   ازی   ن ک   ران دار

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت .x۱ = (
۲
۳
,

۲
۳
) ∈ F

Q۲ = {x ∈ R۲ : x۱ + x۲≥
۴
۳
, x۱≥۰, x۲≥۰}, x۲ = (

۷
۹
,

۷
۹
) /∈ F



۳۷ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

،t =
π

۴
ب   ا اس   ت م   ت   ن   اظ   ر ب   رش ع   م   ی   ق ت   ری   ن چ   ون ش   دن   ی. ب   رش ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ب   ع   دی ب   رش ب   ن   اب   رای   ن و

داش   ت: خ   واه   ی   م پ   س

Q۳ = {x ∈ R۲ :
√

۲ ≥ x۱ + x۲≥
۴
۳
, x۱≥۰, x۲≥۰}, x۳ = (۰٫۶۸۵۵۹, ۰٫۶۸۵۵۹) ∈ F

م   ی ت   وان   د ن   ت   ی   ج   ه در ک   ه م   ی ک   ن   د ت   ول   ی   د را ن   ش   دن   ی و ت   ک   رارش   دن   ی ن   ق   اط ال   گ   وری   ت   م ای   ن ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده آخ   ر. ال   ی و

ی   اب   د. پ   ای   ان ت   ول   ی   دش   ده ت   ق   ری   ب   ی ش   دن   ی ج   واب ی   ک در

م   ث   لا ب   ده   ی   م، ن   م   ای   ش (۱۰ −۱) ه   م   ان   ن   د را T = [۰,
π

۲
] ∪ {۲, ۳} ب   ای   د ک   اه   ش   ی، روش ب   ا ارت   ب   اط در

ش   اخ   ص ه   ای ت   ع   داد ب   رآورد و ،u(t) = −t(t− π

۲
)(t− ۲)۲(t− ۳)۲ ب   ا T = {t ∈ R : u(t)≥۰}

ده   ی   م ق   رار اگ   ر .(F م   رز در ف   ع   ال ش   اخ   ص ه   ای ب   ی   ش   ی   ن   ۀ (ت   ع   داد ۲ ی   ا ۱ م   ا ح   ال   ت ب   رای ک   م   ی   ن   ه، در ف   ع   ال

ب   ه ص   ورت (۱۲ −۱) آن   گ   اه ،q(x) = ۱

(۱, ۱) = λ(cos t, sin t)

(cos t)x۱ + (sin t)x۲ = ۱

(sin t)x۱ − (cos t)x۲ = θ
du

dt

θ u(t) = ۰


(۱۳ −۱)

ی   ک (x۱, x۲, t, λ, ϑ) = (
۱√
۲
,

۱√
۲
,
π

۴
, ۲, ۰) آی   ا ک   ه ک   رد ب   ررس   ی م   ی ت   وان ب   ه آس   ان   ی آم   د. درخ   واه   د

زب   رخ   ط   ی) (لااق   ل س   ری   ع R۵ در دن   ب   ال   ه ه   ای   ی ش   ب   ه ن   ی   وت   ن و ن   ی   وت   ن روش ب   ا ن   ه. ی   ا اس   ت (۱۳ −۱) ب   رای ج   واب

(م   ت   أس   ف   ان   ه ب   اش   د دس   ت در ت   ق   ری   ب   ی ج   واب ی   ک ک   ه ش   رط ای   ن ب   ا م   ی ش   ود ه   م   گ   را ن   ق   ط   ه ای   ن ب   ه ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت

اس   ت). دش   وار ک   ار ی   ک ج   واب   ی چ   ن   ی   ن داش   ت   ن

ش   دن   ی ن   ق   ط   ه ۱− ۳− ۴روش ه   ای

ن   ظ   ی   ر دن   ب   ال   ۀ ب   ه ط   وری ک   ه م   ی ش   ود ت   ول   ی   د ش   دن   ی ن   ق   اط از {xk}∞k=۱ م   ان   ن   د دن   ب   ال   ه ه   ای   ی ش   دن   ی، ن   ق   ط   ۀ روش ه   ای ب   ا

ح   ج   م از اس   ت ع   ب   ارت روش ای   ن اص   ل   ی اش   ک   ال ه   س   ت   ن   د. ن   اص   ع   ودی {cTxk}∞k=۱ ه   دف ت   اب   ع ب   ه وس   ی   ل   ۀ ت   ص   وی   ره   ا

ح   ل ی   ع   ن   ی :xk ف   ع   ل   ی ت   ک   رار درن   ق   ط   ۀ زی   رت   راز م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ی   اف   ت   ن ب   رای م   وردن   ی   از م   ح   اس   ب   ات

Q(xk) = mint∈T s(xk, t) = mint∈T {〈a(t), xk〉 − b(t)}.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۳۸

ب   ازۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت T ک   ه اس   ت م   م   ک   ن وق   ت   ی ت   ن   ه   ا Q(xk) ج   ام   ع ت   م   ام   ی ک   م   ی   ن   ه ه   ای م   ح   اس   ب   ۀ درح   ق   ی   ق   ت،

و R در ف   ش   رده

a۱(·), . . ., an(·), b(·) ∈ C∞(T )

م   ی گ   وی   ن   د. ت   ح   ل   ی   ل   ی ح   ال   ت ای   ن در را P ک   ه چ   ن   دج   م   ل   ه ای ه   اس   ت) ت   واب   ع ش   ام   ل ک   ه T روی ت   ح   ل   ی   ل   ی ت   واب   ع (دس   ت   ۀ

ⅬO م   ش   خ   ص م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ح   ل از را xk ف   ع   ل   ی ت   ک   رار ن   ق   ط   ۀ در ش   دن   ی ج   ه   ت ی   ک رای   ج ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ روش ه   ای

ه   دف ت   اب   ع اس   ت، ج   ه   ت ای   ن در خ   ط   ی ج   س   ت   ج   وی ی   ک ت   ش   ک   ی   ل از ح   اص   ل ک   ه ب   ع   دی ت   ک   رار ن   ق   ط   ۀ م   ی آورد، ب   ه دس   ت

ش   ب   ه−س   ادک ال   گ   وری   ت   م آی   د. ب   ه دس   ت xk+۱ ∈ bⅾF م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ی   ک ای   ن   ک   ه ت   ا م   ی ب   خ   ش   د ب   ه   ب   ود آن   ق   در را

ف   ری   ن ن   ق   ط   ۀ ی   ک آوردن ب   ه دس   ت (ب   ا م   ی   ان در ی   ک پ   اک س   ازی گ   ام ه   ای از اس   ت ع   ب   ارت [۵] ل   وی   س و ان   درس   ون

روش ای   ن م   ی آورد. ب   ه دس   ت را bⅾF ن   ق   ط   ۀ ی   ک ک   ه خ   ط   ی ج   س   ت   ج   وی گ   ام ه   ای و ف   ع   ل   ی) ت   ک   رار ن   ق   ط   ۀ از F

دن   ب   ال   ه ه   ای ه   م   گ   رای   ی ش   د. داده ت   ط   ب   ی   ق [۱۶۹] در ب   اش   ن   د، ت   ح   ل   ی   ل   ی ب   ل   وک   ی ب   ه ص   ورت ک   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی ب   رای

ی   ک [۲۱۵] واس   ت   ی   ل اش   ت   ی   ن ن   م   ی ش   ود. ت   ض   م   ی   ن P م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک ب   ه ش   ب   ه−س   ادک روش از ح   اص   ل

ک   ردن   د پ   ی   ش   ن   ه   اد ب   اش   د) خ   ط   ی (ل   زوم   ی ن   دارد ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   رن   ام   ه ری   زی ه   ای ب   رای را درون   ی ن   ق   ط   ۀ روش

ب   ه ش   ک   ل زی   ردس   ت   گ   اه ه   ای   ی ب   ه وس   ی   ل   ۀ ک   ه ق   ی   دی دس   ت   گ   اه ک   ه دارد ن   ی   از ش   رط ای   ن ب   ه آن از ⅬSIO ن   س   خ   ۀ ک   ه

از م   ح   دّب زی   رم   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت T آن در ک   ه ب   اش   د ش   ده ت   ش   ک   ی   ل {〈a(t), x〉 ≥ b(t), t ∈ T}

اش   ت   ی   ن و ف   ل   وداس ق   وی). ف   رض (ی   ک ب   اش   د خ   ط   ی ب   ای   د t 7→ 〈a(t), x〉 − b(t) ت   اب   ع و ب   رداری ف   ض   ای ب   رخ   ی

م   س   ئ   ل   ۀ ج   ای   گ   زی   ن   ی از اس   ت م   ت   ش   ک   ل آن زی   رب   ن   ای   ی ان   دی   ش   ۀ ک   ه ک   ردن   د م   ع   رف   ی را ک   ارا ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ روش ی   ک [۸۴]

در ف   رض ه   ای از ض   ع   ی   ف ت   ر ف   رض ه   ای ت   ح   ت م   ن   اس   ب م   ح   دّب س   ازی ی   ک ب   ه و س   ی   ل   ۀ Q(xk) ج   ام   ع ک   م   ک   ی س   خ   ت

ب   اش   ن   د). C∞ ب   ه ج   ای C۲ در ب   ای   د ب   ل   وک ه   ر ن   ام   س   اوی ه   ای (ض   رای   ب [۱۶۹]

ف   ری   ن ن   ق   اط ک   ه ش   د م   ش   اه   ده [۶۰ ،۵۹] راه گ   ش   ای م   ق   ال   ه ه   ای در ش   ب   ه−س   ادک). (روش ه   ای ۸ −۳ −۱ ی   ادآوری

در D م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ن   ظ   ی   ر س   ادک روش ک   رد. ش   ن   اس   ای   ی (ⅬO (ه   م   ان   ن   د ج   ب   ری روش ی   ک ب   ا م   ی ت   وان را FD

ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ع   د ب   ا ف   ض   اه   ای ب   رای ت   ع   م   ی   م ی   ک ش   د. داده ش   رح ه   ن   دس   ی زب   ان ب   ه [۹۸] در و ج   ب   ری زب   ان ب   ه [۹۰]

روی ق   وی ف   رض ه   ای ت   ح   ت ت   ن   ه   ا P م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط س   ادک روش ه   ای اس   ت. ش   ده پ   ی   ش   ن   ه   اد [۲۱۲] در دل   خ   واه

ش   د. پ   ی   ش   ن   ه   اد [۵] در ⅬSIO ت   ح   ل   ی   ل   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط پ   اک س   ازی روش ی   ک اس   ت. ام   ک   ان پ   ذی   ر ق   ی   د ه   ا

ج   س   ت   ج   وی ب   ا را پ   اک س   ازی گ   ام ه   ای م   ی   ان در ی   ک  ک   ه ش   د پ   ی   ش   ن   ه   اد م   ق   ال   ه ه   م   ان در پ   ی   ون   دی روش ب   ه م   وس   وم روش

آورد. ب   ه دس   ت ه   دف ت   اب   ع ب   ه وس   ی   ل   ۀ ن   اص   ع   ودی ت   ص   وی   ر ه   ای ب   ا را F در ن   ام   ت   ن   اه   ی دن   ب   ال   ه ه   ای ت   ا م   ی ده   د ان   ج   ام خ   ط   ی

ش   ب   ه آن ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ش   د پ   ی   ش   ن   ه   اد [۶] در ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای از دس   ت   ه ی   ک ب   رای س   ادک روش ی   ک



۳۹ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک ی   ا ت   ه   ی ی   ا ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ه   ای ب   ا آن اش   ت   راک ک   ه م   ج   م   وع   ه ای (ی   ع   ن   ی اس   ت  چ   ن   دوج   ه   ی

و ن   دارد) ن   ی   از پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ه دوگ   ان س   ادک (روش آن ه   اس   ت ب   ودن ک   ل   ی در ش   ب   ه−س   ادک روش ه   ای م   زی   ت ب   اش   د).

ب   ه آن ه   ا ن   ی   از و ع   م   ل در ق   اب   ل ب   ررس   ی ه   م   گ   رای   ی ق   ض   ی   ه ه   ای ف   ق   دان از ع   ب   ارت ان   د آن ه   ا م   ت   داول اش   ک   ال ه   ای

غ   ی   رواق   ع   ی). (ن   ی   از زی   رم   س   ئ   ل   ه ه   ا دق   ی   ق ج   واب ه   ای

م   ع   رف   ی ش   ده ت   ص   ادف   ی ش   ی   وۀ ب   ا آن ت   ط   اب   ق ب   ه وس   ی   ل   ۀ م   ی ت   وان   س   ت   ی   م را ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای پ   ی   وس   ت   گ   ی، ف   رض ب   دون

ک   ن   ی   م. ت   ق   ری   ب ن   ی   ز [۳۳] در

ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   رای م   وج   ود ی   ک   ت   ای ن   رم اف   زار م   وج   ود). (ح   ل ک   ن   ن   ده ه   ای ۹ −۳ −۱ ی   ادآوری

AⅯPⅬ ام   ک   ان ک   ه م   ی ک   ن   د اس   ت   ف   اده SIPAⅯPⅬ ن   رم اف   زاری ب   س   ت   ۀ از ۱ NSIPS وغ   ی   رخ   ط   ی)، (خ   ط   ی

راه   ن   م   ای و [۲۲۳] ب   ه ب   ی   ش   ت   ر، اط   لاع   ات ک   س   ب (ب   رای م   ی ده   د ت   ع   م   ی   م SIPAⅯPⅬ دادۀ پ   ای   گ   اه ب   رای را

چ   ه   ار ش   ام   ل ک   ه اس   ت ق   اب   ل دس   ت   ی   اب   ی ۳ NEOS س   ی   س   ت   م روی NSIP ک   ن   ی   د). م   راج   ع   ه ۲ SIPAMPL

ح   ل ک   ن   ن   دۀ و م   ت   وال   ی دوم درج   ۀ ب   رن   ام   ه ری   زی ح   ل ک   ن   ن   دۀ ج   ری   م   ه ای، ح   ل ک   ن   ن   دۀ گ   س   س   ت   ه س   ازی، ح   ل ک   ن   ن   دۀ ح   ل ک   ن   ن   ده،

ب   ه م   رب   وط ه   م   ه ب   رای ق   اب   ل دس   ت   ی   اب   ی ح   ل ک   ن   ن   ده ه   ای از دی   گ   ری خ   ان   وادۀ اس   ت. ش   ب   ه−ن   ی   وت   ن ن   ش   دن   ی درون   ی ن   ق   ط   ۀ

آن پ   ی   اده س   ازی و [۸] در رم   ز ج   ری   م   ه ای ه   م   وارس   ازی ال   گ   وری   ت   م ب   راس   اس م   ح   دّب) و (خ   ط   ی ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

ب   ه گ   زی   ن   ی ب   رای (ه   م   چ   ن   ی   ن ⅬSIO روش ه   ای ک   ارا ت   ری   ن س   ادۀ ت   وض   ی   ح   ات اس   ت. آم   اده س   ازی دس   ت در [۷] در

SEOS ب   ه گ   زی   ن   ی راه   ن   م   ای در م   ؤل   ف   ی   ن از ی   ک   ی ب   ه وس   ی   ل   ۀ ن   ظ   ی   ر ت   وض   ی   ح   ات ب   ا ه   م   راه ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی) م   س   ئ   ل   ه ه   ای

اس   ت. ش   ده اض   اف   ه ۴

ح   ل ک   ن   ن   ده ی   ک ۵ (ⅯATⅬAB) م   ت   ل   ب ب   ه گ   زی   ن   ی اب   زار ج   ع   ب   ه از ۲ ن   س   خ   ۀ ت   ج   اری، ن   رم اف   زار ب   ا راب   ط   ه در

را (۱ .۵ درن   س   خ   ه seⅿinf) fseⅿinf ب   ه م   وس   وم T⊂R۲ ی   ا T⊂R ب   ا ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   ه م   رب   وط

گ   س   س   ت   ه س   ازی ازط   ری   ق ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای اس   ت. ش   ده داده ش   رح ۵ م   ت   ل   ب آم   وزش در آن از اس   ت   ف   اده ک   ه درب   ردارد

م   ی ش   ون   د. ح   ل fseⅿinf ب   ا

اق   ت   ص   اد، ن   ظ   ری   ۀ م   ف   ه   وم   ی در وس   ی   ل   ۀ ی   ک ب   ه ع   ن   وان اب   ت   دا ⅬSIO از .(ⅬSIO ک   ارب   رده   ای ) ۱۰ −۳ −۱ ی   ادآوری

آم   اره   ای ت   اب   ع   ی، ت   ق   ری   ب در م   ح   اس   ب   ات   ی وس   ی   ل   ۀ ی   ک ب   ه ع   ن   وان ای   ن   ک   ه دوم اس   ت. ش   ده اس   ت   ف   اده ه   ن   دس   ی ی   ا ب   ازی ه   ا

ب   رای ق   ال   ب ب   ن   دی وس   ی   ل   ۀ ی   ک ب   ه ع   ن   وان ای   ن   ک   ه س   وم و اس   ت ش   ده اس   ت   ف   اده ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ی   ا اس   ت   وار

1. http://www.norg.uminho.pt/aivaz/nsips.html
2. http://plato.la.asu.edu/ftp/sipampl.pdf
3. 3http://www.neos-server.org/neos/
4. http://www.neos-guide.org/algorithms
5. http://serdis.dis.ulpgc.es/ ii-its/MatDocen/laboratorio/manuales/OPTIMTB.PDF



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۴۰

ک   ارب   ران از ب   س   ی   اری اس   ت. ش   ده اس   ت   ف   اده س   ن   ج   ی ط   ی   ف ی   ا ب   ه   داش   ت   ی م   راق   ب   ت درم   ه   ن   دس   ی، آم   ده ب   ه دس   ت م   س   ئ   ل   ه ه   ای

م   ؤل   ف   ی   ن م   ع   م   ولا) ن   ب   ود ه   م   ه دردس   ت   رس ن   رم اف   زار ی   ا چ   ون ش   دن   د ب   ه ک   ارگ   ی   ری در م   ش   ک   لات   ی دچ   ار ک   ارب   رد س   وم ن   وع ب   ا

از ب   رخ   ی ش   ود). اس   ت   ف   اده م   وردی ع   ددی روش از ی   ا اس   ت   ان   دارد پ   ی   اده س   ازی ش   دۀ روش ه   ای از ک   ه ک   ردن   د اح   س   اس

گ   ردای   ۀ ی   ک اس   ت. ش   ده ب   ه ک   ارب   رده آن در روش س   ه از ی   ک   ی ح   داق   ل در ⅬSIO ک   ه م   ی آوری   م ادام   ه در را زم   ی   ن   ه ه   ا

آدرس در م   ی ت   وان را ۲۰۱۰ از ق   ب   ل چ   اپ ش   دۀ م   ن   اب   ع از وس   ی   ع

http://www.home.math.utwente.nl/ stillgj/sip/lit-sip.pdf
ی   اف   ت.

• Environmental engineering [90, 102, 125, 126, 129, 142, 237].

• Optimal design [155, 231].

• Telecommunication networks [91].

• Control problems [90, 91].

• Economic theory [91].

• Finance [65, 162, 167, 186, 196, 224].

• Game theory [91].

• Spectrometry [61].

• Health care [192].

• Probability and Statistics [2, 22, 23, 80, 81, 91, 102].

• Machine Learning [18, 184, 185, 193, 194, 213, 217].

• Data envelopment analysis [91, 102].

• Functional approximation [90, 102, 132, 163, 218].

• Computational linear algebra [102].

• Linear functional equations [90, 102].

• Convex geometry [91, 149, 198].

• Location problems [102].

• Robust optimization [91, 178].

• Semidefinite optimization [91, 164].



۴۱ ن   ی   م   ه − ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   اب در م   ق   دم   ات   ی

• Geometric optimization [102].

• Combinatorial optimization [164].



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۴۲



۲

ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ی   ک ب   ه ص   ورت آن ه   ا، ه   م   ۀ ن   ه اگ   ر داده ه   ا، از ب   خ   ش   ی ،ⅬSIO ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی، ب   ه گ   زی   ن   ی ک   ارب   رده   ای اک   ث   ر در

زم   ی   ن   ه ه   ای   ی در داده ه   ا ب   ه م   رب   وط ح   اص   ل ن   ق   ی   ن   ی ای   ن ه   س   ت   ن   د. ن   ق   ی   ن   ی ب   رآورد ه   ای ی   ا ان   دازه گ   ی   ری ه   ا خ   ط   ای پ   ی   ام   د

ی   ادگ   ی   ری آم   ار، ب   ه   داش   ت   ی، م   راق   ب   ت ه   ای ط   ی   ف س   ن   ج   ی، م   ال   ی، دور، راه ارت   ب   اط   ات زی   س   ت   ی، م   ح   ی   ط    م   ه   ن   دس   ی م   ان   ن   د

آن ه   ا از ت   ع   دادی اط   لاع، ب   رای ک   ه ه   س   ت   ن   د ک   ارب   ردی م   ورد چ   ن   د ت   ن   ه   ا ک   ه ه   س   ت   ن   د داده ه   ا پ   وش   ش   ی ت   ح   ل   ی   ل ی   ا م   اش   ی   ن

ش   ک   ل ب   ه داده ش   ده ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ف   ص   ل، ای   ن در ش   ده ان   د ف   ه   رس   ت ۱۰ −۳ −۱ ی   ادآوری در

P۰ : infx∈Rn cTx

s.t. aTt x ≥ bt, t ∈ T,
(۱ −۲)

ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ش   دن پ   ری   ش   ی   ده ب   ار چ   ن   دی   ن پ   ی   ام   د ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را

P̄ : infx∈Rn c̄Tx

s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T.
(۲ −۲)

ب   دون ،P۰ از وی   ژه ن   م   ون   ۀ ی   ک ح   ل ب   ه خ   ودش   ان ک   ردن م   ح   دود ب   ا پ   ژوه   ش   گ   ران اک   ث   ر ب   ا وج   ود ای   ن، اس   ت.

چ   ه   ارچ   وب در ت   ن   ه   ا ن   ق   ی   ن   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک چ   ون م   ی ک   ن   ن   د. چ   ش   م پ   وش   ی واق   ع   ی   ت ای   ن از ب   ی   ش   ت   ر، ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

از ب   ال   ق   وه ک   ارب   ران ب   ه م   ی خ   واه   ی   م ف   ص   ل ای   ن در پ   س ش   ود، ح   ل ی   ا و ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل م   ی ت   وان   د وی   ژه ق   ال   ب ه   ای

ق   رار م   وردب   ح   ث و م   خ   ت   ل   ف ق   ال   ب ه   ای م   ق   ای   س   ۀ و ت   وص   ی   ف ازط   ری   ق را م   ن   اس   ب ق   ال   ب ه   ای ت   ا ک   ن   ی   م ک   م   ک ⅬSIO

ن   ق   ی   ن   ی ب   ررس   ی ب   رای م   خ   ت   ل   ف ن   م   ون   ۀ پ   ن   ج ب   ع   دی، ب   خ   ش در ک   ن   ن   د. ان   ت   خ   اب ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   ه   م م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک دادن



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۴۴

ن   وش   ت   ه ه   ای ه   م   ۀ ت   ق   ری   ب   اً پ   ارام   ت   ری. ش   ی   وه ه   ای و اس   ت   وار ب   ازه ای، ف   ازی، ت   ص   ادف   ی، از: ع   ب   ارت   ن   د ک   ه م   ی ش   ون   د م   ع   رف   ی

دارن   د. ت   م   رک   ز آخ   ری ش   ی   وۀ دو روی ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ درب   ارۀ م   وج   ود

ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ررس   ی ب   رای ن   م   ون   ه پ   ن   ج ۱ −۲

ت   ص   ادف   ی ۲− ۱− ۱ش   ی   وۀ

ب   رخ   ورداری از م   ع   ل   وم. اح   ت   م   ال   ی ت   وزی   ع ی   ک ب   ا ت   ص   ادف   ی م   ت   غ   ی   ره   ای از ب   اش   ن   د ع   ب   ارت ن   ق   ی   ن   ی داده ه   ای ک   ن   ی   د ف   رض

ب   ه دس   ت وض   ع   ی   ت ب   ه ن   ام ⅬSIO ی   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ت   ص   ادف   ی م   ت   غ   ی   ره   ای ای   ن ب   ه وس   ی   ل   ۀ وی   ژگ   ی ه   ا ای   ن از ه   ری   ک

را آن ت   ج   رب   ی ت   وزی   ع ام   ا اس   ت، غ   ی   رم   م   ک   ن ع   م   ل در ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار اح   ت   م   ال   ی ت   وزی   ع آوردن ب   ه دس   ت اگ   رچ   ه م   ی آی   د.

ک   رد. ت   ق   ری   ب ش   ب   ی   ه س   ازی ط   ری   ق از وض   ع   ی   ت ه   ا از س   اده ن   م   ون   ۀ ی   ک ح   ل ب   ا م   ی ت   وان

ت   اب   ع ی   ک ب   ا ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ش   ام   ل ت   ص   ادف   ی ق   ال   ب ه   ای از زی   ردس   ت   ه ی   ک از ع   ب   ارت   ن   د اح   ت   م   ال   ی ق   ال   ب ه   ای

و ف   ازی ق   ال   ب ه   ای م   ی ش   ون   د. ب   ی   ان ت   ص   ادف   ی داده ه   ای ب   رح   س   ب ک   ه رخ   داده   ای   ی اح   ت   م   ال ب   ا ق   ی   د ه   ای   ی و ی   ق   ی   ن   ی ه   دف

گ   رف   ت. ن   ظ   ر در ت   ص   ادف   ی ق   ال   ب ه   ای ان   واع ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان را ب   ازه ای ق   ال   ب ه   ای

ف   ازی ۲− ۱− ۲ش   ی   وۀ

و ف   ازی روی   ک   رده   ای در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ی   ادآوری را م   ت   غ   ی   ره ی   ک ت   واب   ع درم   ورد اس   ت   ان   دارد م   ف   اه   ی   م از ب   رخ   ی اک   ن   ون

خ   ان   وادۀ از ب   اش   د ع   ب   ارت Nx و ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای ی   ک X ک   ن   ی   د ف   رض م   ی ش   ود. اس   ت   ف   اده پ   ارام   ت   ری

ح   ول م   ت   ن   اه   ی م   ق   دار ب   ا f م   ان   ن   د ت   اب   ع ی   ک ک   ه ب   ی   اوری   د ی   اد ب   ه .f : X → R̄ و x ∈ X ن   ق   اط ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای

ب   اش   د داش   ت   ه وج   ود V ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک ε > ۰ ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت پ   ی   وس   ت   ه ن   ق   ط   ه آن در ،x̄ ∈ X

دو ب   ه م   ی ت   وان را م   ف   ه   وم ای   ن .f(x̄)− ε < f(x) < f(x̄) + ε ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه

ک   رد: ت   ق   س   ی   م ض   ع   ی   ف ت   ر م   ف   ه   وم

،λ < f(x̄) ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت (ⅼsⅽ (ب   ه اخ   ت   ص   ار پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x̄ ∈ X ن   ق   ط   ۀ در f ت   اب   ع •

λ؛ < f(x) ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک

.۱ ب   اش   د پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ه   ر در اگ   ر اس   ت پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ f ت   اب   ع

،λ > f(x̄) ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت (usⅽ (ب   ه اخ   ت   ص   ار ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x̄ ∈ X ن   ق   ط   ۀ در f ت   اب   ع •

λ؛ > f(x) ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک

ب   اش   د. ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x م   ان   ن   د ن   ق   ط   ۀ ه   ر در ه   رگ   اه اس   ت ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ f ت   اب   ع

اس   ت اش   ت   ب   اه م   ت   رج   م ب   ه ن   ظ   ر ک   ه اس   ت ش   ده ن   وش   ت   ه Nx ک   ت   اب ۱در



۴۵ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ح   ال   ت ح   ال   ت، ای   ن ب   اش   د. ب   س   ت   ه epi f اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ⅼsⅽ ش   ک   ل ب   ه ت   اب   ع ی   ک f ک   ه م   ی ش   ود ث   اب   ت ب   ه آس   ان   ی

زی   رف   ض   اه   ای اش   ت   راک از اس   ت ع   ب   ارت epi g زی   را اس   ت ش   ده ت   ع   ری   ف (۳ −۱) در ک   ه اس   ت g ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع

آن ب   الای ک   ه ت   اب   ع   ی ی   ع   ن   ی ،f ت   اب   ع از ⅼsⅽ ق   س   م   ت ب   زرگ ت   ری   ن از اس   ت ع   ب   ارت f ت   اب   ع از ⅼsⅽ پ   ای   ی   ن   ی پ   وس   ت   ۀ ب   س   ت   ه.

ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت usⅽ ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x̄ ∈ X ن   ق   ط   ۀ در f ت   اب   ع ک   ه اس   ت روش   ن اس   ت. ⅽⅼ epi f ب   راب   ر

ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ f ت   اب   ع ب   ن   اب   رای   ن، ب   اش   د. پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ x̄ ∈ X ن   ق   ط   ۀ در −f آن، ق   ری   ن   ه اگ   ر

(f از usⅽ ق   س   م   ت ک   وچ   ک ت   ری   ن (ی   ع   ن   ی f ت   اب   ع از usⅽ پ   وس   ت   ه و ب   اش   د ب   س   ت   ه hypo f اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت usⅽ

م   ق   دار ب   ا f ت   اب   ع اگ   ر ب   ه ع   لاوه، .ⅽⅼ hypo f ب   ا ب   اش   د ب   راب   ر آن ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی ک   ه ت   اب   ع   ی از ب   اش   د ع   ب   ارت

gph f درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ب   اش   ن   د ب   س   ت   ه hypo f و epi f اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ب   ود خ   واه   د پ   ی   وس   ت   ه آن   گ   اه ب   اش   د، م   ت   ن   اه   ی

ب   ه ص   ورت f : R→ R ت   اب   ع ک   ه ه   م   ان ط   ور ب   ود. خ   واه   د ب   س   ت   ه

f(x) =

 ۰, x = ۰ اگ   ر
۱
x۲ , وگ   رن   ه

(۳ −۲)

ب   اش   د. ک   ران دار f : Rn → R ت   اب   ع ای   ن   ک   ه م   گ   ر ن   ی   س   ت درس   ت آن ع   ک   س م   ی ده   د، ن   ش   ان

م   ح   دّب −f اگ   ر اس   ت ش   ب   ه م   ق   ع   ر) (س   ره، م   ق   ع   ر f ت   اب   ع ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه .X = Rn ک   ن   ی   د ف   رض ای   ن   ک

از اس   ت ع   ب   ارت hypo f) ب   اش   د م   ح   دّب hypo f ک   ه م   وق   ع   ی ی   ع   ن   ی ب   اش   د. م   ح   دّب) ش   ب   ه س   ره، (ب   ه ت   رت   ی   ب

دام   ن   ۀ ه   س   ت   ن   د). م   ح   دّب ب   ه ت   رت   ی   ب f زی   رت   راز م   ج   م   وع   ه ه   ای ع   م   ودی، خ   ط   وط ب   دون ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک

م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ع   ن   ی م   ی ک   ن   ی   م، ت   ع   ری   ف −f م   ح   دّب ت   اب   ع دام   ن   ۀ ه   م   ان   ن   د را f م   ان   ن   د م   ق   ع   ر ت   اب   ع ی   ک

x̄ ∈ Rn درن   ق   ط   ۀ f ت   اب   ع م   ق   ع   ر زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل روش، ب   ه ه   م   ی   ن .ⅾoⅿ f := {x ∈ Rn : f(x) > −∞}

م   ج   م   وع   ۀ ی   ع   ن   ی م   ی ک   ن   ی   م، ت   ع   ری   ف م   ب   دأ ب   ه ن   س   ب   ت −f م   ح   دّب ت   اب   ع م   ح   دّب زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل م   ت   ق   ارن ب   ه ص   ورت را

ب   س   ت   ه م   ح   دّب

∂f(x̄) := {u ∈ Rn : f(x) ≤ f(x̄) + uT (x− x̄) ∀x ∈ Rn}.

ج   ه   ان   ی) م   ج   م   وع   ۀ ن   ام (ب   ه X م   ان   ن   د ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای دری   ک ش   ده ت   ع   ری   ف A م   ان   ن   د ف   ازی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک

ک   ه م   ی ش   ود م   ش   خ   ص A ع   ض   وی   ت درج   ۀ ت   اب   ع ب   ه ن   ام ،µA : X → [۰, ۱] م   ان   ن   د usⅽ ت   اب   ع ی   ک ب   ه وس   ی   ل   ۀ

ه   م   ت   ای ه   م   ان   ن   د µA ب   ه (م   ی ت   وان اس   ت A در x ع   ض   وی   ت درج   ۀ ن   ش   ان ده   ن   دۀ ،x ∈ X ،µA(x) آن ت   ص   وی   ره   ای

ک   ه ف   ازی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت A م   ان   ن   د ف   ازی ع   دد ی   ک ک   رد). ن   گ   اه X روی اح   ت   م   ال   ی ت   وزی   ع ی   ک ف   ازی

م   ی ک   ن   د. ص   دق supx∈RµA(x) = ۱ در و اس   ت ش   ب   ه م   ق   ع   ر آن ع   ض   وی   ت ت   اب   ع و م   ی ش   ود ت   ع   ری   ف R در



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۴۶

ع   ب   ارت A ∈ F و α ∈ R آن در ک   ه αA ح   اص   ل ض   رب م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان F ب   ا را ف   ازی اع   داد م   ج   م   وع   ۀ

از اس   ت ع   ب   ارت µ۰A و ،α 6= ۰ اگ   ر ،µαA(x) := µA(
x

α
) ع   ض   وی   ت درج   ۀ ت   اب   ع ب   ا ف   ازی ع   دد از اس   ت

،suⅿ A + B م   ج   م   وع درح   ال   ی ک   ه ،(χ۰(x) = ۰ وگ   رن   ه χ۰(۰) = ۱ (ی   ع   ن   ی ۰ از χ۰ م   ش   خ   ص   ۀ ت   اب   ع

ب   ا اس   ت ب   راب   ر آن ع   ض   وی   ت درج   ۀ ک   ه اس   ت ف   ازی ع   دد ی   ک ،A,B ∈ F

µA+B := min
x=u+v

{µA(u), µB(v)}.

خ   وش ت   ع   ری   ف اس   ت   ق   را ب   ه ،۱ ≤ i ≤ n ،xi ∈ R و ai ∈ F ،aTx =
n∑

i=۱
aixi خ   ط   ی ت   رک   ی   ب ب   ن   اب   رای   ن، 

م   ج   م   وع   ۀ ،λ ∈ [۰, ۱] ی   ک ت   راز و A ∈ F ب   ه ازای ف   ازی، ع   دد ت   ع   ری   ف ب   ه ت   وج   ه ب   ا ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده اس   ت.

ب   ن   وی   س   ی   م م   ی ت   وان   ی   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت {x ∈ R : µA(x) ≥ λ} زب   رت   راز

اع   داد .Al
λ, A

u
λ ∈ R̄ := R ∪ {±∞} آن در ک   ه ،{x ∈ R : µA(x) ≥ λ} = [Al

λ, A
u
λ]

A � B ت   ع   ری   ف از اس   ت ع   ب   ارت رای   ج روش ک   رد. م   ق   ای   س   ه ه   م ب   ا م   خ   ت   ل   ف روش ه   ای ب   ه م   ی ت   وان را ف   ازی

ی   ک  ف   ق   ط � در ای   ن ص   ورت ام   ا ،Au
λ ≥ Bu

λ و Al
λ ≥ Bl

λ ب   اش   ی   م داش   ت   ه λ ∈ [۰, ۱] ه   ر ب   رای ه   رگ   اه

م   رک   زی   ت ان   دازه ه   ای ب   ه وس   ی   ل   ۀ م   ی ت   وان را F روی ک   ل   ی دودوی   ی راب   ط   ه ه   ای اس   ت. F روی ج   زئ   ی ت   رت   ی   ب

ب   ه ص   ورت ۱ روب   ن   س رت   ب   ه ب   ن   دی ت   اب   ع ب   ا ن   م   ون   ه، ب   رای ک   رد. ت   ع   ری   ف رت   ب   ه ب   ن   دی ت   واب   ع ب   ه ن   ام ع   ض   وی   ت ت   واب   ع

ک   رد ت   ع   ری   ف م   ی ت   وان (µλ زی   رت   راز م   ج   م   وع   ۀ ه   ای م   رک   ز ه   ای (م   ی   ان   گ   ی   ن R(A) =
۱
۲

∫ ۱

۰
(Al

λ +Au
λ)) dλ

R(Aα) = ۰ داری   م Aα ∈ F ه   ر ب   رای چ   ون ،R(A) ≥ R(B) ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ش   رط   ی ک   ه A � B

ت   رای   اس   ت و ب   ازت   اب   ی ،� دوم   ی، دودوی   ی راب   ط   ۀ درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ،α > ۰ ،µAα(x) = exp (−αx۲) ب   ه ط   وری ک   ه

.۲ ن   ی   س   ت پ   ادم   ت   ق   ارن ول   ی

ی   ک درج   ۀ ب   ا آن   گ   اه ،Al > Bu اگ   ر .B = [Bl, Bu] و A = [Al, Au] ک   ن   ی   د ف   رض (م   ت   رج   م). * ت   ع   ری   ف

.A > B داش   ت خ   واه   ی   م
Al −Bl

Bu −Bl
درج   ۀ ب   ا وگ   رن   ه ،A > B داری   م

ن   وش   ت   ۀ ازای   ن رو و ش   د ن   خ   واه   د ت   ک   رار آن   ج   ا در ک   ه اس   ت ن   ی   ز ب   ازه ای ب   خ   ش ب   ه م   رب   وط درح   ق   ی   ق   ت ت   ع   ری   ف ای   ن

آورده ای   م. ام   ان   ت ح   ف   ظ ب   رای ت   غ   ی   ی   ری ه   ی   چ ب   دون را ک   ت   اب اص   ل   ی

م   ع   ن   ی aTx � b خ   ط   ی ن   ام   ع   ادل   ۀ ،F روی � دودوی   ی م   ن   اس   ب راب   ط   ۀ ان   ت   خ   اب از پ   س ب   دی   ن ت   رت   ی   ب،

ی   ک ب   ه ج   ای چ   گ   ون   ه ک   ه اس   ت ای   ن م   س   ئ   ل   ۀ ای   ن   ک .۱ ≤ i ≤ n ،ai, b ∈ F آن در ک   ه داش   ت خ   واه   د دق   ی   ق

1. Roubence
و م   ی آی   د ن   ظ   ر ب   ه ن   ادرس   ت م   ت   رج   م دی   دگ   اه از ک   ه اس   ت ش   ده ن   وش   ت   ه ام   ان   ت ح   ف   ظ ب   رای ف   ق   ط «... ب   رای «چ   ون از ب   ع   د ن   وش   ت   ه ه   ای ن   ک   ت   ه. .۲
ب   اش   د A ⪰ B ن   ش   ان ده   ن   ده Al

λ ≥ Bu
λ اگ   ر زی   را ن   ب   اش   د، درس   ت ش   ده ارائ   ه ف   ازی ع   دد دو م   ق   ای   س   ه روش ک   ه م   ی آی   د ب   ه ن   ظ   ر ب   ه ع   لاوه

(م   ت   رج   م). راب   پ   ذی   ری   م ت   ع   ری   ف* ب   اش   د ب   ه   ت   ر ش   ای   د ب   ن   اب   رای   ن گ   رف   ت. ق   رارخ   واه   د B ف   ازی ع   دد راس   ت س   م   ت در درس   ت A ف   ازی ع   دد آن   گ   اه



۴۷ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ف   ازی) زب   ان ب   ه م   ع   م   ول   ی، (دس   ت   گ   اه ق   ط   ع   ی غ   ی   رخ   ط   ی) (اح   ت   م   الا دس   ت   گ   اه ی   ک ،a′x � b م   ان   ن   د ن   ام   ع   ادل   ه

،(A+ B)lλ 6= (A)lλ + (B)lλ ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ل   ی ح   ال   ت در ک   ه ب   اش   ی   م داش   ت   ه ن   ظ   ر در ب   ه ط   وری ک   ه ق   رارده   ی   م

ع   ض   وی   ت ت   اب   ع ی   ک ت   ع   ری   ف ب   ا ک   ه R(A+ B) 6= R(A) + R(B) و (A+ B)uλ 6= (A)uλ + (B)uλ

ی   ک ب   ه ص   ورت ای   ن   ج   ا در ط   رح ش   ده ف   ازی ش   ی   وۀ ب   ا P۰ در ن   ق   ی   ن   ی ع   ددی داده اس   ت. ام   ک   ان پ   ذی   ر aTx ب   رای م   وردی

x̄ ∈ F م   ان   ن   د ب   ردار ی   ک م   ح   اس   ب   ۀ از اس   ت م   رک   ب ه   دف و م   ی ش   ود ت   ع   ب   ی   ر ع   ض   وی   ت م   ع   ل   وم ت   واب   ع ب   ا ف   ازی ع   دد

ب   رای ،cTx � cT x̄ ف   ازی ن   ام   س   اوی ب   ه ط   وری ک   ه ({aTt x � bt, t ∈ T} ف   ازی دس   ت   گ   اه ج   واب (م   ج   م   وع   ۀ

زی   رت   راز م   ج   م   وع   ه ه   ای ازط   ری   ق ت   ع   ری   ف ش   ده ج   زئ   ی ب   ا ت   رت   ی   ب ف   ازی اع   داد ک   ه م   وق   ع   ی ب   اش   د. ب   رق   رار x ∈ F ه   ر

ب   ود. خ   واه   د ن   اس   ازگ   ار دوم   ی اغ   ل   ب ف   ازی دس   ت   گ   اه م   ی ش   ون   د، م   ق   ای   س   ه

ب   ازه ای ۲− ۱− ۳ش   ی   وۀ

ت   وزی   ع از ض   ع   ی   ف ت   ر ف   رض (ای   ن م   ع   ل   وم ب   ازۀ ی   ک در م   ق   داری دارای P۰ در ع   ددی داده از ن   م   ون   ه ه   ر ک   ن   ی   د ف   رض

م   ان   ن   د ب   ازه ی   ک ب   ه ص   ورت P۰ در ع   ددی داده ه   ر ب   ه ع   ب   ارت دی   گ   ر، ب   اش   د. اس   ت) ن   ظ   ی   ر ب   ازۀ روی ی   ک   ن   واخ   ت

م   ی ش   ود. ت   ع   ب   ی   ر ،Al, Au ∈ R ،A± = [Al, Au]

ب   ا را A± ∈ J در α ∈ R ض   رب ده   ی   د. ن   ش   ان J ب   ا را R در ف   ش   رده ب   ازه ه   ای دس   ت   ه

روش، ب   ه ه   م   ی   ن ده   ی   د. ن   ش   ان αA± := [αAu, αAl] ب   ا وگ   رن   ه ،α ≥ ۰ اگ   ر ،αA± := [αAl, αAu]

ای   ن ب   ا ک   ن   ی   د. ت   ع   ری   ف A± +B± := [Al + Bl, Au +Bu] ب   ه ص   ورت را A±, B± ∈ J ح   اص   ل ج   م   ع

ع   ب   ارت
n∑

i=۱
xi a

±
i خ   ط   ی ت   رک   ی   ب ،x۱, . . . , xn ∈ R و ،a±۱ , . . . , a

±
n ∈ J ب   ازه ای اع   داد ب   رای روش،

و Al ≥ Bl ه   رگ   اه A± < B± م   ی ن   وی   س   ی   م ت   ع   ری   ف ب   ن   اب   ه .J در خ   وش ت   ع   ری   ف ع   ض   و ی   ک از اس   ت
n∑

i=۱
xia

±
i < b± ن   ام   س   اوی ه   ای درن   ت   ی   ج   ه ک   ه م   ی ک   ن   د ت   ع   ری   ف J روی را ج   زئ   ی ی   ک ت   رت   ی   ب «<» ،Au ≥ Bu

.۱ ه   س   ت   ن   د دق   ی   ق م   ع   ن   ی دارای ن   ی   ز
n∑

i=۱
xic

±
i ≥ x̄ic

±
i و

ن   ظ   ر ب   ه ن   ادرس   ت ب   ازه ای دوع   دد م   ق   ای   س   ه ب   رای ت   ع   ری   ف ای   ن ف   ازی)]. دوع   دد (ی   ا ب   ازه ای دوع   دد ب   ا درم   ق   ای   س   ه دی   گ   ر [دی   دگ   اه ن   ک   ت   ه: ۱

ال   ب   ت   ه ش   ود. ت   ع   ری   ف Bu ≤ Al +Au

۲
ب   ا ه   م   راه Bl +Bu

۲
≤ Al ب   ه ص   ورت ی   ا و Al ≥ Bu ب   ه ش   ک   ل اس   ت وب   ه   ت   ر م   ی آی   د

(م   ت   رج   م). ش   ود ت   ع   ری   ف B ب   ا م   ق   ای   س   ه در A ب   زرگ ت   ری درج   ۀ ب   ه ع   ن   وان Al −Bl

Bu −Bl
ی   ع   ن   ی ،B ب   ازۀ ط   ول ب   ه ن   س   ب   ت م   ی ت   وان



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۴۸

ب   ازه ای دس   ت   گ   اه ج   واب (م   ج   م   وع   ۀ x̄ ∈ F م   ان   ن   د ب   ردار ی   ک ت   ع   ی   ی   ن از اس   ت ع   ب   ارت ه   دف ب   ن   اب   رای   ن،

.
n∑

i=۱
xic

±
i <

n∑
i=۱

x̄ic
±
i ب   اش   ی   م  داش   ت   ه ،x ∈ F ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ({

n∑
i=۱

xia
±
it ≥ b±t , t ∈ T}

اس   ت. ب   ازه ی   ک ن   ی   ز ق   ال   ب ای   ن در
n∑

i=۱
x̄ic

±
i ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار

اس   ت   وار ۲− ۱− ۴ش   ی   وۀ

ب   ه دس   ت ن   ق   ی   ن   ی ف   رض ت   ح   ت ری   اض   ی ب   رن   ام   ه  ری   زی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ررس   ی ب   رای ی   ق   ی   ن   ی چ   ه   ارچ   وب ی   ک ش   ی   وه ای   ن ب   ا

ب   ازه ه   ا) ع   ض   وی   ت، (ت   واب   ع م   ج   م   وع   ه ه   ا م   ب   ت   ن   ی ب   ر اح   ت   م   ال   ی ت   وزی   ع ه   ای ب   رخ   لاف اس   ت   وار، ب   ه گ   زی   ن   ی ق   ال   ب ه   ای م   ی آی   د.

م   ی گ   ی   رن   د. ق   رار م   ورداس   ت   ف   اده ب   ازه ای) (ف   ازی، ت   ص   ادف   ی ش   ی   وه ه   ای در ک   ه ه   س   ت   ن   د

(ن   ه ت   ع   ی   ی   ن ش   ده پ   ی   ش از م   ج   م   وع   ه ه   ای   ی ب   ه داده از ت   م   ام   ی ن   م   ون   ه ه   ا ک   ه اس   ت ای   ن ب   ر ف   رض اس   ت   وار ق   ال   ب ه   ای در

ت   اب   ع م   م   ک   ن م   ق   دار ب   دت   ری   ن ک   ردن ک   م   ی   ن   ه از اس   ت م   ت   ش   ک   ل ه   دف ای   ن   ک ول   ی دارن   د، ت   ع   ل   ق ج   ع   ب   ه ه   ا) ی   ا ب   ازه ه   ا ال   زام   اً

c ه   زی   ن   ه ب   ردار ت   ن   ه   ا اگ   ر درح   ق   ی   ق   ت، ب   اش   ن   د. ش   دن   ی ق   ی   د ه   ا از م   م   ک   ن ن   م   ون   ۀ ه   ر ب   رای ک   ه ن   ق   اط   ی م   ج   م   وع   ۀ روی ه   دف

در «inf cTx» ه   دف اس   ت   وار ق   ال   ب آن   گ   اه ،C ⊂ Rn از ب   اش   د ع   ب   ارت ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ب   اش   د ن   ق   ی   ن   ی P۰ در

ن   ق   ی   ن   ی، t ∈ T ش   اخ   ص ب   ا م   ت   ن   اظ   ر ق   ی   د ک   ه م   وق   ع   ی دی   گ   ر، ازس   وی م   ی ش   ود. «inf supc∈Cc
Tx» ج   ای   گ   زی   ن P۰

ج   ای   گ   زی   ن را P۰ در aTt x ≥ bt اس   ت   وار، ق   ال   ب در آن   گ   اه ب   اش   د، Ut ⊂ R n+۱ ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ا ه   م   راه

روی ن   ق   ی   ن   ی ک   ه م   وق   ع   ی درن   ت   ی   ج   ه، م   ی ک   ن   ی   م. {aTx ≥ b , (a, b) ∈ Ut} ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی دس   ت   گ   اه

aTt x ≥ bt ق   ی   د ک   ه ب   ه ش   رط   ی Ut := {(at, bt)} ت   ع   ری   ف ب   ا ب   اش   د، داش   ت   ه ت   أث   ی   ر ق   ی   ده   ا ه   م و ارزش ض   رای   ب

ب   ه ص   ورت (م   ح   ض) اس   ت   وار ب   ه گ   زی   ن   ی ق   ال   ب خ   ط   رگ   ری   ز، گ   ی   رن   دگ   ان ت   ص   م   ی   م ب   اش   د، ی   ق   ی   ن   ی

PR : infx∈Rn supc∈C cTx

s.t. aTx ≥ b, (a, b) ∈
⋃
t∈T

Ut,

اس   ت   وار ب   ه گ   زی   ن   ی ق   ال   ب ی   ک از ک   ارب   ران آن   چ   ه م   ی ده   ن   د. پ   ارام   ت   ری ت   رج   ی   ح و ب   ازه ای ف   ازی، ت   ص   ادف   ی، ق   ال   ب ه   ای ب   ر را

ی   ک ب   ا ۳ ف   ص   ل در ک   ه (م   ف   ه   وم   ی  خ   وش   ب   ی   ن   ان   ه ه   م   ت   ای چ   ن   د وج   ود و ع   ددی رام ش   دن   ی از اس   ت ع   ب   ارت دارن   د ان   ت   ظ   ار

ب   اش   ن   د. ی   ک   س   ان ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار دارای م   س   ئ   ل   ۀ دو ه   ر ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت دوگ   ان   ی از ک   ه م   ی ش   ود) ت   ع   ری   ف دق   ی   ق روش

م   ع   ادل م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ک   ه اس   ت م   ع   ن   ی ای   ن ب   ه (م   ت   ن   اه   ی) م   ح   دّب و خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی در رام ش   دن» «ق   اب   ل ص   ف   ت

اج   رای   ی زم   ان ح   ال   ت ب   دت   ری   ن در م   س   ئ   ل   ه ک   ه دارد وج   ود آن ح   ل ب   رای ش   ن   اخ   ت   ه ش   ده ای ال   گ   وری   ت   م ه   ای ک   ه اس   ت م   وج   ود

،ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا راب   ط   ه در .[۲۰] م   ی ک   ن   د ح   ل چ   ن   دج   م   ل   ه ای زم   ان در ورودی داده ه   ای ان   دازۀ ب   رح   س   ب را



۴۹ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

اس   ت ب   ه ای   ن م   ع   ن   ی ب   ه اخ   ت   ص   ار «رام ش   دن   ی» ه   س   ت   ن   د، س   خ   ت ه   م   ی   ش   ه ت   ق   ری   ب   اً ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ه   ای از ن   وع ای   ن ه   م   ان   ن   د

م   ی آورد. ب   ه دس   ت م   ع   ق   ول» «زم   ان در را ε−ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ی   ک ،ε > ۰ ه   ر ب   رای ک   ه دارد وج   ود ال   گ   وری   ت   م   ی  ک   ه

ش   ی   وۀ م   ث   لا ده   ن   د، م   ی ک   ن   ن   د ت   رج   ی   ح ت   رک   ی   ب ک   ه  را دره   م ق   ال   ب ی   ک اس   ت م   م   ک   ن خ   ط   رگ   ری   ز ک   م ت   ر ت   ص   م   ی   م گ   ی   رن   دگ   ان

م   ی ک   ن   د. ه   دف ت   رک   ی   ب ت   اب   ع ب   ه ن   س   ب   ت را پ   ارام   ت   ری) ب   ازه ای، (ف   ازی، اح   ت   م   ال   ی ق   ی   ده   ای ب   ا ق   ی   ده   ا ب   ه ن   س   ب   ت اس   ت   وار

(۱ −۲) در P۰ از پ   ارام   ت   ری) و ب   ازه ای، (ف   ازی، ت   ص   ادف   ی ب   ردار ی   ک ب   ه ع   ن   وان c ت   ع   ب   ی   ر ب   ا دره   م ق   ال   ب ه   ای ای   ن

ب   ه م   رب   وط اس   ت   وار و اح   ت   م   ال   ی ق   ال   ب ه   ای م   ق   ای   س   ه ای ک   اره   ای از ج   ری   ان ی   ک ب   ه وج   ود م   ی خ   واه   ی   م م   ی آی   د. ب   ه دس   ت

ع   ب   ارت آن اص   ل   ی ه   دف ک   ه ک   ن   ی   م اش   اره ت   ص   ادف   ی داده ه   ای ب   ا م   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای از خ   اص   ی ان   واع

ق   ی   ده   ای در اس   ت   وار ش   دن   ی ج   واب ه   ر ن   ق   ی   ن   ی، م   ج   م   وع   ه ه   ای روی م   ن   اس   ب ف   رض ه   ای ت   ح   ت ک   ه ت   ض   م   ی   ن   ی از ب   اش   د

ب   ب   ی   ن   ی   د). را آن در م   ن   اب   ع و [۲۰]) ک   ن   د ص   دق ب   الا اح   ت   م   ال ب   ا اح   ت   م   ال   ی

پ   ارام   ت   ری ۲− ۱− ۵ش   ی   وۀ

س   ه ت   ای   ی ب   ه ص   ورت م   ش   خ   ص ش   ده ،(۲ −۲) در P̄ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ن   ش   ان   دن ج   ا ب   راس   اس پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب ه   ای

ف   ض   ای ن   ام ب   ه ق   اب   ل ق   ب   ول پ   ری   ش   ی   دۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای از ت   وپ   ول   وژی   ک   ی م   ن   اس   ب ف   ض   ای ی   ک در π̄ = (c̄, ā, b̄)

پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ان   دازۀ از س   ن   ج ب   رخ   ی ب   ا اس   ت م   ت   ن   اظ   ر Π روی ت   وپ   ول   وژی ،م   ع   م   ولا اس   ت. اس   ت   وار Π پ   ارام   ت   ره   ای

ب   رای آن   گ   اه ک   ن   د، ح   ف   ظ را T ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ و n ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ره   ای ت   ع   داد ب   ای   د، پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا اگ   ر ق   اب   ل ق   ب   ول.

π۲ = (c۲, a۲, b۲) ∈ Π و π۱ = (c۱, a۱, b۱) ∈ Π پ   ارام   ت   ر دو ب   ی   ن ف   اص   ل   ۀ ان   دازه گ   ی   ری در س   ه   ول   ت

ب   ه ص   ورت ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه ف   اص   ل   ۀ ج   ع   ب   ۀ ب   ه وس   ی   ل   ۀ

d(π۱ , π۲) : = max {‖ c۱ − c۲ ‖, supt∈T ‖ (a۱
t , b

۱
t )− (a۲

t , b
۲
t ) ‖}

= max{‖ c۱ − c۲ ‖, d(σ۱, σ۲)},
(۴ −۲)

‖ · ‖ و ه   س   ت   ن   د π۲ و π۱ دس   ت   گ   اه ه   ای ق   ی   د ب   ه ت   رت   ی   ب آن در σ۲ و σ۱ ک   ه ب   اش   د داش   ت   ه وج   ود ن   ظ   ر ات   ف   اق ی   ک

از اس   ت ع   ب   ارت م   رب   وط   ه وی   ژۀ ح   ال   ت ی   ک .Rn+۱ و Rn در دل   خ   واه ن   رم ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت

d∞(π۱, π۲) := max {‖ c۱ − c۲ ‖∞, supt∈T ‖ (a
۱
t , b

۱
t )− (a۲

t , b
۲
t ) ‖∞ }, (۵ −۲)

ک   رد. ت   ع   ری   ف را d۲(π۱, π۲) م   ی ت   وان روش ه   م   ی   ن ب   ه و

ه   م   ۀ ه   ن   گ   ام   ی ک   ه م   ی ک   ن   ن   د. ت   وص   ی   ف را ی   ک   ن   وا ه   م   گ   رای   ی ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ ف   اص   ل   ه ه   ای ای   ن

ش   ون   د، پ   ری   ش   ی   ده م   ی ت   وان   ن   د م   ی ش   ون   د، داده ن   م   ای   ش π̄ = (c̄, ā, b̄) ب   ا P̄ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ در داده ه   ا

ب   ه ص   ورت پ   ی   وس   ت   ه ح   ال   ت در و Π = (Rn)T × RT × Rn ش   ک   ل ب   ه ک   ل   ی درح   ال   ت و پ   ارام   ت   ری ف   ض   ای



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۵۰

خ   ط   ی ف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت Π ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده م   ی ش   ود. داده ن   م   ای   ش Π = C(T )n × C(T )× Rn

ق   ی   ده   ای دادۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ا پ   ارام   ت   ره   ا م   ج   م   وع   ۀ چ   ون ن   م   ی ش   ود؛ م   رب   وط ک   ل   ی ح   ال   ت ب   ه و م   ؤل   ف   ه وار ع   م   ل   ی   ات ب   رای

ب   ازم   کّ   م   ل. م   خ   روط ه   ای از ع   ب   ارت   ن   د ب   ی ک   ران و ک   ران دار

ک   اف   ی ان   دازۀ ب   ه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ش   رای   ط آن ت   ح   ت ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت پ   ای   داری ک   ی   ف   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل از ش   رای   ط   ی

م   ی ش   ود. ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار در ک   وچ   ک ت   غ   ی   ی   رات ب   اع   ث ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ک   وچ   ک

ϑ(π) ب   ه ط   وری ک   ه ϑ : Π → R̄ ت   ک م   ق   داری ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه ت   اب   ع از اس   ت ع   ب   ارت (اول   ی   ه) ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ت   اب   ع

از ع   ب   ارت   ن   د آن پ   ای   داری م   ط   ل   وب وی   ژگ   ی ه   ای ک   ه (ϑ(π) = ν(P ) (ی   ع   ن   ی P ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار از اس   ت ع   ب   ارت

ن   گ   اش   ت ه   ای از ع   ب   ارت   ن   د ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ه   ای ب   الای   ی. و پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ا را π ∈ Π ع   ض   و ه   ر F : Π ⇒ Rn (اول   ی   ه): ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت م   ج   م   وع   ه ای.

(اول   ی   ه) ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت درح   ال   ی ک   ه م   ی ک   ن   د، م   ت   ن   اظ   ر (π ب   ه واب   س   ت   ه ⅬSIO (م   س   ئ   ل   ۀ P از F(π)

م   ق   دار روش، ه   م   ی   ن ب   ا م   ی ک   ن   د. م   ت   ن   اظ   ر P از S(π) ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ب   ا را π ∈ Π ع   ض   و ه   ر S : Π ⇒ Rn

ن   گ   اش   ت و FDΠ ⇒ R (T )
+ دوگ   ان: ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ،ϑD : Π → R̄ دوگ   ان ه   دف ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ

ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار ،π ∈ Π ه   ر ب   رای ب   ه ت   رت   ی   ب ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را SDΠ ⇒ R (T )
+ دوگ   ان: ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ

م   ث   ب   ت ب   ه ط   ور (ϑD ن   ی   ز (و ϑ ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده م   ی ک   ن   د. م   ت   ن   اظ   ر را D ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ و ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ

.ϑ(µπ) = µ ϑ(π) داری   م µ > ۰ و π ∈ Π ه   ر ب   رای ی   ع   ن   ی ه   س   ت   ن   د، ه   م   گ   ن

ی   اد ب   ه را (S و F (ه   م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ه   ای ب   ه م   رب   وط پ   ای   ه ای پ   ی   وس   ت   گ   ی م   ف   اه   ی   م ب   ای   د درای   ن   ج   ا

X = Rn م   وردن   ظ   ر، پ   ارام   ت   ری (درچ   ه   ارچ   وب ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را X و Y ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای دو آوری   م.

ف   ض   ای ت   وپ   ول   وژی   ک   ی زی   رف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت Y درح   ال   ی ک   ه ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ت   ص   م   ی   م ه   ای ف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت

Mو : Y ⇒ X ی   ع   ن   ی ب   گ   ی   ری   د، ن   ظ   ر در Mرا م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ی   ک ،X و Y ب   ی   ن .(Π پ   ارام   ت   ری

ب   ن   اب   رای   ن .M(ȳ) 6= ∅ ب   ه ط   وری ک   ه ȳ ∈ Y

ب   از م   ج   م   وع   ۀ ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت ۱ ب   رج−ک   ورات   وس   ک   ی (ⅼsⅽ (ب   ه اخ   ت   ص   ار پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ ȳ Mدر •

دارد وج   ود U ∈ Nȳ م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ای آن   گ   اه ،M(ȳ) ∩ V 6= ∅ ب   اش   ی   م داش   ت   ه V ⊂ X م   ان   ن   د

.M(y) ∩ V 6= ∅ داری   م y ∈ U ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه

م   ج   م   وع   ۀ ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت ب   رج−ک   ورات   وس   ک   ی (usⅽ اخ   ت   ص   ار (ب   ه ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ ȳدرM •

دارد وج   ود U ∈ Nȳ م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ای آن   گ   اه ،M(ȳ) ⊂ V ب   اش   ی   م داش   ت   ه ،V ⊂ X م   ان   ن   د ب   از

.M(y) ⊂ V داری   م y ∈ U ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه

1. Berge-Kuratowski



۵۱ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ه   ر ب   رای ک   ه دن   ب   ال   ه دو ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت ب   س   ت   ه ȳ Mدر آن   گ   اه ب   اش   ن   د، ش   ب   ه م   ت   ری ف   ض   اه   ای X و Y اگ   ر •

ن   ت   ی   ج   ه آن   گ   اه ،limr→∞ xr = x̄ و limr→∞ yr = ȳ ،xr ∈ M(yr) ب   اش   ی   م داش   ت   ه r ∈ N

 .x̄ ∈M(ȳ) م   ی ش   ود

ب   الای   ی و پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ۱ −۲ ش   ک   ل

ب   ا ب   الای   ی و پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ آن   گ   اه ت   ک م   ق   داری، ن   گ   اش   ت ی   ک از ب   اش   د Mع   ب   ارت اگ   ر ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض

م   ی ش   ود، ن   ت   ی   ج   ه ب   ودن ب   س   ت   ه ه   م   چ   ن   ی   ن پ   ی   وس   ت   گ   ی از م   ی ش   ود. Mم   ن   ط   ب   ق : Y → X پ   ی   وس   ت   گ   ی م   ع   م   ول   ی م   ف   ه   وم

آوری   د). ی   اد ب   ه را (۳ −۲) در (ت   اب   ع ن   ی   س   ت درس   ت آن ع   ک   س ول   ی

از ع   ب   ارت   ن   د Mب   ه ت   رت   ی   ب دام   ن   ۀ و ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی

gphM := {(y, x) ∈ Y ×X : x ∈M(y)}

و

ⅾoⅿM := {y ∈ Y :M(y) 6= ϕ} = ProjY gphM.

ش   ود، ج   م   ع ب   ه ش   دّت ȳ ب   ه ن   زدی   ک y M(y)ب   رای ت   ص   وی   ر م   ج   م   وع   ۀ م   ی ش   ود ب   اع   ث پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

ت   ص   وی   ر م   ج   م   وع   ه ه   ای دی   گ   ر، ع   ب   ارت ب   ه م   ی ک   ن   د. ج   ل   وگ   ی   ری م   خ   ال   ف وض   ع   ی   ت از ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی درح   ال   ی ک   ه

gphM ک   ه اس   ت ب   ه ای   ن م   ع   ن   ی ȳ Mدر ب   ودن ب   س   ت   ه م   ی ی   اب   ن   د. اف   زای   ش ن   اگ   ه   ان   ی ب   ه ط   ور ان   دازه ازن   ظ   ر y ح   ول

ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۱ −۲ ش   ک   ل در م   ی ش   ون   د. ه   م   گ   را ȳ ب   ه ProjY gphM ت   ص   اوی   ر ک   ه اس   ت دن   ب   ال   ه ه   ای   ی ح   د ش   ام   ل

اس   ت آب   ی س   ای   ه دار ن   اح   ی   ۀ ۱ −۲ ش   ک   ل در ک   ه م   ی ش   ود Mم   ش   اه   ده : R ⇒ R م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ی   ک

م   ش   اه   ده (usⅽ ن   ه ،ⅼsⅽ (ن   ه ỹ و ،(usⅽ ن   ه ،ⅼsⅽ) ŷ ،(Isⅽ ن   ه ،usⅽ) ȳ ن   ق   اط در را م   خ   ت   ل   ف وض   ع   ی   ت س   ه م   ا و

ن   ی   س   ت. ب   س   ت   ه ŷ و ỹ Mدر ب   ه ع   لاوه، م   ی ک   ن   ی   م.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۵۲

ح   اص   ل ض   رب ف   ض   ای در gphM ب   ودن ب   س   ت   ه ب   ا y ∈ ⅾoⅿM م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ی   ک Mدر ب   ودن ب   س   ت   ه

ه   م   ت   ای م   ف   ه   وم ب   ا ک   ه ه   س   ت   ن   د م   ف   ه   وم   ی  دو ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی و ب   ودن ب   س   ت   ه اس   ت. م   ع   ادل Y ×X

رق   اب   ت ان   د. در پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

پ   ارام   ت   ره   ای ن   ظ   ی   ر دس   ت   گ   اه ه   ای از Θ ف   ض   ای روی F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت اگ   ر اس   ت م   ن   ط   ق   ی

زم   ی   ن   ه ه   ای در و م   ی ن   ام   ن   د ن   ی   ز ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی را دس   ت   گ   اه ه   ا (ای   ن ش   ود ت   ع   ری   ف ن   ی   ز σ = (a, b)

ک   رد. اس   ت   ف   اده F(σ) ی   ا F(π) از ت   ف   اوت   ی ه   ی   چ ب   دون م   ی ت   وان روش ای   ن ب   ا م   ی ش   ون   د). ظ   اه   ر دی   گ   ر

آن در ک   ه اس   ت FD(σD) ه   م   ان   ن   د FD(π) ی   ع   ن   ی دوگ   ان، ش   دن   ی ن   گ   اش   ت درب   ارۀ روش، ه   م   ی   ن ب   ا

ک   ن   ی   د ف   رض درح   ق   ی   ق   ت، اس   ت. ب   س   ت   ه ه   م   واره F ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده .σD := {
∑
t∈T

λtat} = c

ه   ر ب   رای ک   ه (xr)∞r=۱ ⊂ Rn و (σr)
∞
r=۱ ⊂ Θ دن   ب   ال   ۀ دو r ∈ N ه   ر ب   رای و σ̄ = (ā, b̄) ∈ Θ

.r ∈ N ب   رای limr→∞ xr = x̄ و limr→∞ σr = σ̄ داش   ت خ   واه   ی   م ،xr ∈ F(πr) داری   م r ∈ N

از ،r →∞ وق   ت   ی و ن   گ   ه داری   م ث   اب   ت را t ∈ T اگ   ر .σr = {〈ar(t), x〉 ≥ br(t), t ∈ T} ده   ی   د ق   رار

ب   ن   اب   رای   ن و x̄ ∈ F(σ̄) درن   ت   ی   ج   ه .〈ā(t), x̄〉 ≥ b̄(t) داش   ت خ   واه   ی   م ب   گ   ی   ری   م ح   د 〈ar(t), x〉 ≥ br(t)

اس   ت ض   ع   ی   ف خ   ی   ل   ی ب   ودن ب   س   ت   ه ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ت   ی   ج   ه ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   داری چ   ه   ارچ   وب در اس   ت. ب   س   ت   ه σ̄ در F

ب   ا اس   ت). ب   رق   رار ب   ه س   خ   ت   ی ب   اش   د ن   اف   ش   رده ت   ص   وی   ر (اگ   ر اس   ت ق   وی خ   ی   ل   ی ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ح   ال آن   ک   ه و

م   ی ش   ود. م   ن   ط   ب   ق F از ⅼsⅽ ش   ک   ل وی   ژگ   ی ب   ر اس   اس   اً ب   ودن ب   س   ت   ه ک   ه دی   د خ   واه   ی   م ۱ −۵ ب   خ   ش در ،S ب   ه ت   وج   ه

RT در ‖ ·‖۱ و ‖ ·‖∞ ن   رم ه   ای ک   ه اس   ت ش   ده ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ح   ال   ت   ی ب   رای ت   ن   ه   ا FD : Π ⇒ R(T )
+ پ   ای   داری

اس   ت. ن   ش   ده ب   ررس   ی SD پ   ای   داری ت   اک   ن   ون درص   ورت   ی ک   ه ،[۱۰۵] اس   ت ش   ده گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در

ب   ح   ث پ   ارام   ت   ر و ت   ص   م   ی   م ف   ض   اه   ای در ف   اص   ل   ه روی خ   ط   ا ک   ران ه   ای ک   م   ی درب   ارۀ پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

روی خ   ط   ا ک   ران ی   ک اس   ت آم   ده ب   ه دس   ت [۱۳۵] ۱۹۵۲ در ۱ ه   اف   م   ن ت   وس   ط  ک   ه اس   اس   ی دس   ت   ور ی   ک ب   ا م   ی ک   ن   د.

ب   ه دس   ت ق   ی   دی ان   ح   راف ب   ی   ش   ت   ری   ن ب   رح   س   ب خ   ط   ی دس   ت   گ   اه ی   ک ج   واب م   ج   م   وع   ۀ ت   ا Rn در ن   ق   ط   ۀ ه   ر از ف   اص   ل   ه

و ت   ع   م   ی   م ه   ا از ب   س   ی   اری دل   ی   ل، ب   ه ه   م   ی   ن  م   ی ش   ود. م   رب   وط ⅬO در روش ه   ای ع   ددی پ   ی   چ   ی   دگ   ی ب   ه دس   ت   ور ای   ن م   ی آی   د.

اس   ت. ش   ده پ   ی   ش   ن   ه   اد م   ی آی   ن   د، ب   ه وج   ود ⅬSIO در ک   ه آن ه   ای   ی ازج   م   ل   ه دس   ت   گ   اه ه   ا، ان   واع ب   رای ن   ت   ی   ج   ه ای   ن ت   غ   ی   ی   رات

از ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه ک   رد م   ح   اس   ب   ه را وی   ژگ   ی ب   رخ   ی ب   ه ن   س   ب   ت ب   دط   رح   ی ف   اص   ل   ه م   ی ت   وان ن   ی   ز پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب ه   ای ب   ا

از ک   ه م   ی آورن   د ب   ه وج   ود را پ   ری   ش   ی   ده م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   ه P̄ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای آن ک   م   ی   ن   ۀ ان   دازۀ ی   ع   ن   ی اس   ت، ب   رخ   وردار آن

ن   ی   س   ت   ن   د. ب   رخ   وردار وی   ژگ   ی ای   ن

1. Hoffman



۵۳ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

م   ی آی   د. ب   ه دس   ت ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ا م   ق   دارب   ه   ی   ن   ه روی داده ش   ده پ   ری   ش   ی   دگ   ی ی   ک ت   أث   ی   ر ب   رآورد ه   ای

ب   ودن) خ   ط   ی (ی   ا ب   ودن ت   خ   ت ت   ع   ی   ی   ن روی ب   ر ⅬO در م   وج   ود ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه م   رب   وط ن   ش   ری   ه ه   ای اک   ث   ر

b̄ راس   ت ط   رف ب   ردار پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ی   ا c̄ ه   زی   ن   ۀ ب   ردار پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت ه   دف ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار ن   اح   ی   ه ه   ای

ⅬO در ح   تّ   ی ā چ   پ ط   رف پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   آی ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار روی پ   ری   ش   ی   دگ   ی ت   أث   ی   ر (ب   ررس   ی ش   دن   د م   ت   م   رک   ز دو ه   ر ی   ا

اول دی   دگ   اه داد: ان   ج   ام م   خ   ت   ل   ف دی   دگ   اه س   ه از م   ی ت   وان را ⅬO در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل اس   ت). دش   وار

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ از ف   ری   ن ن   ق   ط   ۀ ی   ک س   ادک روش وق   ت   ی ک   ه م   ت   غ   ی   ر (اط   لاع   ات ب   ه   ی   ن   ۀ پ   ای   ۀ از اس   ت   ف   اده م   ب   ت   ن   ی ب   ر

در ف   ع   ال ق   ی   ده   ای ت   ع   داد زی   را ش   ود؛ داده ت   ع   م   ی   م ⅬSIO ب   رای ن   م   ی ت   وان   د ش   ی   وه ای   ن م   ی آورد). ب   ه دس   ت را چ   ن   دوج   ه   ی

گ   وی ه   ای ب   ه ص   ورت م   ح   دّب ه   م   وار ش   ک   ل ه   ای (ب   ه وی   ژه، اس   ت ی   ک   ی از ب   ی   ش ب   ه ن   درت ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ف   ری   ن ن   ق   ط   ۀ

ش   رای   ط   ی دوگ   ان   ی ش   ی   وۀ ب   ا ه   س   ت   ن   د). م   رزی ن   ق   ط   ۀ ه   ر در ی   ک   ت   ا پ   ش   ت   ی   ب   ان اب   رص   ف   ح   ۀ ی   ک دارای ب   ی   ض   ی گ   ون و اق   ل   ی   دس   ی

ط   رف پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه م   رب   وط ه   دف ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار ن   ی   م−خ   ط ه   ای ی   ا خ   ط ه   ا پ   اره  روی ب   ودن ت   خ   ت ب   رای

درون   ی ن   ق   ط   ۀ روش ب   ا ب   ه   ی   ن   ه اف   راز ،ⅬO در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   رای س   وم ش   ی   وۀ م   ی آی   د. ب   ه دس   ت راس   ت

ه   م و ه   زی   ن   ه ه   ا ه   م زم   ان پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای م   ی ت   وان درای   ن ص   ورت ک   ه ش   ود ح   اص   ل ب   ه   ی   ن   گ   ی ه   رگ   اه م   ی ش   ود ش   ن   اس   ای   ی

ک   رد. ب   ررس   ی را راس   ت ط   رف

زی   ردس   ت   گ   اه از RHS ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض و ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را (ج) ۱ .۱ م   ث   ال از P̄ ،ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ۱ .۲ م   ث   ال

ک   رد پ   ری   ش   ی   ده y ∈ R م   ان   ن   د م   ش   ت   رک پ   ارام   ت   ر ی   ک ب   ه وس   ی   ل   ۀ م   ی ت   وان را t ∈ [۰,
π

۲
] ش   اخ   ص ه   ای ن   ظ   ی   ر

t ∈ [۰
π

۲
] ه   ر ب   رای آن در ک   ه (c̄, ā, b) ت   ای   ی ه   ای س   ه از اس   ت ع   ب   ارت پ   ارام   ت   ر ف   ض   ای دق   ی   ق ت   ر، (ب   ه ع   ب   ارت

ب   ه ص   ورت ⅬSIO پ   ارام   ت   ری م   س   ئ   ل   ۀ ب   ای   د درای   ن ص   ورت، ک   رد). ش   ن   اس   ای   ی R ب   ا را آن م   ی ت   وان و bt = −y داری   م

P (y) : infx∈R۲ x۱

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −y, t ∈ [۰,
π

۲
]

x۱ ≥ ۰(t = ۲), x۲ ≥ ۰(t = ۳).

از ع   ب   ارت ان   د F ,S : R ⇒ R۲ داری   م درای   ن   ج   ا .P (I) = P̄ ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده ک   رد. ب   ررس   ی را

،y ∈ R+ اگ   ر درص   ورت   ی ک   ه ،S = F(y) ∩ ({۰} × R)} و F(y) = {x ∈ R۲
+ : ‖ x ‖۲≤ y}

داش   ت خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن، .ϑ(y) = +∞ وگ   رن   ه ϑ(y) = ۰ آن   گ   اه

ⅾoⅿ F = ⅾoⅿ S = ⅾoⅿ ϑ = R+,

gph ϑ = R+ × {۰},



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۵۴

gph F = {(y, x۱ , x۲) ∈ R۳
+ : ‖ x‖۲ ≤ y},

و راب   ب   ی   ن   ی   د) ۲ −۲ (ش   ک   ل

gph S = {(y, ۰ , x۲) ∈ R۳
+ : ۰ ≤ x۲ ≤ y},

راب   ب   ی   ن   ی   د). ۳ −۲ (ش   ک   ل

ب   ه ش   ک   ل ول   ی اس   ت، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل ϑ پ   س ن   ی   س   ت، ب   س   ت   ه epi (−ϑ) درح   ال   ی ک   ه اس   ت، ب   س   ت   ه epi ϑ چ   ون

وض   ع   ی   ت ای   ن ب   رخ   لاف ک   ام   لا وض   ع   ی   ت ،S و F ب   ه ت   وج   ه ب   ا ن   ی   س   ت). ب   رق   رار ۰y= در دوم (وی   ژگ   ی ن   ی   س   ت usⅽ

ب   رق   رار y = ۰ در دوم وی   ژگ   ی درح   ق   ی   ق   ت، ن   ی   س   ت   ن   د. ⅼsⅽ ش   ک   ل ب   ه ول   ی ه   س   ت   ن   د، usⅽ ش   ک   ل ب   ه آن ه   ا اس   ت:

.S(y) = F(y) = ∅ داری   م y < ۰ ه   ر ب   رای ح   ال آن   ک   ه و S(۰) = F(۰) = {0۲} داری   م چ   ون ن   ی   س   ت؛

اس   ت). ب   س   ت   ه ه   م   واره F ک   ه آوری   د ی   اد (ب   ه اس   ت ب   س   ت   ه ،gph S ب   ودن ب   س   ت   ه ب   ه دل   ی   ل S ب   ه ع   لاوه،

پ   ارام   ت   ر آن در ن   ی   ز S و F و ه   س   ت   ن   د usⅽ و ⅼsⅽ ش   ک   ل ب   ه ȳ = ۱ در ن   گ   اش   ت س   ه چ   ون ،P̄ پ   ای   داری درب   ارۀ

اس   ت پ   ای   دار اس   ت، ت   ع   ری   ف ش   ده ک   ن   ون ت   ا ک   ه ج   ن   ب   ه ه   ر از ن   م   ادی   ن پ   ارام   ت   ر ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ت   ی   ج   ه پ   س ه   س   ت   ن   د، ب   س   ت   ه

ش   د). خ   واه   ن   د م   ع   رف   ی ب   ع   داً پ   ای   داری م   ف   اه   ی   م (س   ای   ر

ه   ر ب   رای چ   ون اس   ت؛ ۱ ب   راب   ر ن   اس   ازگ   اری ت   ا (ȳ = ۱ ن   ظ   ی   ر پ   ارام   ت   ر (ی   ا P̄ از ف   اص   ل   ه ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

r ∈ N ت   م   ام   ی ب   رای درح   ال   ی ک   ه ،(d∞(y, ۱) = |y − ۱| ≤ ۱ درن   ت   ی   ج   ه (ک   ه F(y) 6= ∅ داری   م y ∈ R

اس   ت ب   د−وض   ع س   ازگ   اری ازل   ح   اظ P (۰) م   س   ئ   ل   ۀ .d∞(−۱
r
, ۱) = ۱ +

۱
r
→ ۱ ب   ا F(−۱

r
) = ∅ داری   م

پ   س ،ⅾoⅿ S = ⅾoⅿ ϑ چ   ون اس   ت. ن   اس   ازگ   ار ه   م و س   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ۀ ه   م ش   ام   ل ۰ ه   م   س   ای   گ   ی ه   ر چ   ون

«ح   ل  پ   ذی   ری». ب   ده   ی   م ق   رار آخ   ری پ   اراگ   راف دو در «س   ازگ   اری» ب   ه ج   ای م   ی ت   وان   ی   م

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۲ −۲ ش   ک   ل



۵۵ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۳ −۲ ش   ک   ل

ث   اب   ت R + روی ϑچ   ون اس   ت؛ ب   دی   ه   ی م   ث   ال ای   ن ب   رای ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ک   ه ش   ود ت   وج   ه پ   ای   ان، در

ن   دارد). ϑ روی ت   أث   ی   ری ه   ی   چ ن   م   ادی   ن درم   س   ئ   ل   ۀ ،۱ از ک   وچ   ک ت   ر ت   غ   ی   ی   رات (ی   ع   ن   ی اس   ت

م   ی ش   ون   د، م   واج   ه آن ب   ا اخ   ی   ر ن   ش   ری   ات در ،ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای در پ   ای   داری درب   ارۀ اغ   ل   ب ک   ه پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب

پ   ای   داری م   خ   ت   ل   ف وی   ژگ   ی ه   ای ش   ن   اس   ای   ی ک   ه اس   ت ای   ن دلای   ل از ی   ک   ی م   ی گ   ی   رن   د. ن   ظ   ر در را داده ه   ا ه   م   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی

ق   ی   اس، ب   ه ه   م   ی   ن ه   س   ت   ن   د. ن   ی   ز لازم ش   رای   ط ای   ن گ   اه   ی و م   ی ش   ود ق   ال   ب ه   ا ب   ق   ی   ۀ ب   رای ک   اف   ی ش   رای   ط ق   ال   ب درای   ن ک   ی   ف   ی

ه   س   ت   ن   د، ب   الا ک   ران ه   ای ح   داق   ل، دی   گ   ر، ق   ال   ب ه   ای ب   رای م   ی ده   د، ب   ه دس   ت را ب   د−وض   ع   ی ت   ا ف   اص   ل   ه ک   ه دس   ت   وری

پ   ای   داری ب   ررس   ی گ   اه   ی ب   خ   ش   ی   د). ب   ه   ب   ود را آن ه   ا م   ی ت   وان (گ   رچ   ه ه   س   ت   ن   د م   ع   ت   ب   ر ه   م   چ   ن   ان خ   ط   ا ک   ران درص   ورت   ی ک   ه

و ت   م   ام   ی داده ه   اس   ت پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت از م   ش   ک   ل ت   ر (ⅬHS ā (م   ع   م   ولأ داده ه   ا ق   س   م   ت پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت

ی   ا ۱ اوری   س   ون ل   م ب   ه ص   ورت ت   ح   ل   ی   ل   ی و ت   وپ   ول   وژی   ک   ی اب   زار ه   ای از م   ی ت   وان ب   ه خ   وب   ی پ   ی   وس   ت   ۀ درق   ال   ب ه   ای ح   ال آن   ک   ه

چ   ن   ی   ن آن   گ   اه ب   اش   د، ث   اب   ت ā اگ   ر ک   ه ب   اش   د م   ح   دّب ک   ه (ب   ه ش   رط   ی ک   رد اس   ت   ف   اده ۲ روب   ی   ن   س   ون−اورس   س   ک   و ق   ض   ی   ۀ

ش   ده چ   اپ ⅬO درب   ارۀ ā ازج   م   ل   ه داده پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ق   ض   ی   ۀ چ   ن   د ب   ود). خ   واه   د

ب   ق   ی   ۀ ش   دن پ   ری   ش   ده ت   ح   ت ⅬSIO ب   ه م   رب   وط ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ق   ض   ی   ه ه   ای م   ی ت   وان   د ف   ق   ط پ   ژوه   ش   گ   ر درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت

و b̄ و c̄ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه ب   ه ت   رت   ی   ب ۳ −۴ و ۲ −۴ ،۱ −۴ ب   خ   ش ه   ای ب   ن   اب   رای   ن ب   اش   د، داش   ت   ه ان   ت   ظ   ار را داده ه   ا

۱ −۳ −۶ و ۱ −۲ −۶ ،۳ −۵ ،۱ −۵ ب   خ   ش ه   ای در (c̄, ā, b̄) ه   م  زم   ان پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای م   ی پ   ردازن   د. (b̄, c̄) زوج

ب   خ   ش در (ā, b̄) و b̄ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ،۲ −۵ ب   خ   ش در c̄ و b̄ ،ā ج   داگ   ان   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای م   ی ش   ون   د، ب   ررس   ی

م   ی ش   ون   د. ب   ررس   ی ۲ −۳ −۶ ب   خ   ش در (c̄, b̄) پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای و ۲ −۲ −۶

1. Urisohn
2. Robinson-Ursescu



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۵۶

م   اه   ی   ت ب   ه ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی خ   اص م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ب   خ   ش ای   ن در رس   م ش   ده دی   گ   ر ق   ال   ب ه   ای اع   ت   ب   ار و ب   ودن آس   ان

م   وج   ودی ش   ون   د، ح   ل ب   ای   د ک   ه ک   م   ک   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ودن ق   اب   ل ح   ل خ   ط   ر، ب   ه ن   س   ب   ت ت   ص   م   ی   م گ   ی   رن   ده ن   گ   رش آن، دادۀ

ب   ر م   وردن   ظ   ر ق   ال   ب ه   ای از ی   ک   ی ب   رت   ری ادع   ای ب   ه ج   ای درن   ت   ی   ج   ه، اس   ت. واب   س   ت   ه ن   رم اف   زاری ام   ک   ان   ات و س   خ   ت اف   زار

غ   ل   ط ق   ال   ب ه   ا »ت   م   ام   ی  ک   ه اس   ت م   واف   ق ،۱ ب   اک   س ج   ورج آم   ار، پ   ژوه   ش   گ   ر م   ع   روف گ   زاره ای   ن ب   ا م   ؤل   ف دی   گ   ری،

.[۲۸] ه   س   ت   ن   د« م   ف   ی   د آن ه   ا از ب   رخ   ی ول   ی ه   س   ت   ن   د،

(پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا) ۱ −۱ −۲ ی   ادآوری

ن   ق   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط اح   ت   م   ال   ی ق   ال   ب ه   ای درب   ارۀ م   وج   ود ن   وش   ت   ه ه   ای ت   ص   ادف   ی: ش   ی   وۀ

ن   ی   س   ت   ن   د. ⅬSIO درب   ارۀ م   ط   ال   ب   ی ش   ام   ل [۲۱۱ ،۶۷ −۶۹]

ب   ه وی   ژه، ش   دن   د. چ   اپ [۲۱۶ ،۱۳] ۱۹۷۰ ده   ۀ در ف   ازی ب   ه گ   زی   ن   ی درب   ارۀ چ   اپ ش   ده م   ق   ال   ه ه   ای اول   ی   ن ف   ازی: ش   ی   وۀ

ت   ب   دی   ل ⅬO م   ع   م   ول   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه ع   ض   وی   ت درج   ۀ ت   واب   ع ب   ا ⅬO ف   ازی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   ه داد ن   ش   ان را روش   ی [۲۳۵]

،۱۷۱ ،۷۹ ،۷۶] م   ث   لا) م   وج   ودن   د، رت   ب   ه ب   ن   دی ت   واب   ع ازط   ری   ق ف   ازی ب   ه گ   زی   ن   ی درب   ارۀ زی   ادی م   ق   ال   ه ه   ای م   ی ش   ون   د.

ه   دف ت   اب   ع ب   ا ⅬO ف   ازی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای [۱۷۰] م   روری م   ق   ال   ۀ ب   ب   ی   ن   ی   د). را [۳۲] م   روری م   ق   ال   ۀ و [۲۲۸

ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای م   ی ت   وان را روش ه   م   ان و م   ی ش   ون   د ح   ل و دس   ت   ورس   ازی دوب   اره ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه ق   ط   ع   ی

اس   ت. ن   ش   ده چ   اپ ⅬSIO درب   ارۀ م   ق   ال   ه ای ه   ی   چ دارن   د اط   لاع م   ؤل   ف   ی   ن ک   ه آن   ج   ا ت   ا . ب   رد ب   ه ک   ار ف   ازی ق   ی   د ه   ای ب   ا

ب   ه ت   رت   ی   ب، آن در ک   ه ش   ده ان   د ث   اب   ت [۲۲۷] و [۱۹۵ ،۱۳۸] در ⅬSIO و ف   ازی ب   ه گ   زی   ن   ی ب   ی   ن ارت   ب   اط ه   ای س   ای   ر

و گ   وی   ا م   ث   ال (ک   ه م   ق   ع   ر ع   ض   وی   ت ت   واب   ع ب   ا ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ف   ازی دس   ت   گ   اه ه   ای ف   ازی، م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

دوب   اره ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه ص   ورت ف   ازی دادۀ ب   ا آل   وم   ی   ن   ا س   رام   ی   ک ب   ه   ی   ن   ۀ وط   راح   ی اس   ت) خ   ط   ی آن ی   ک   ت   ای

ش   دن   د. دس   ت   ورس   ازی

غ   ی   رخ   ط   ی ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در را ب   ازه ای ش   ی   وۀ [۲۴] ۲ ه   م   ک   اران و ب   ات   اچ   ارج   ی ب   ازه ای: ش   ی   وۀ

م   س   ئ   ل   ۀ ح   ل ب   رای ک   ه ب   ازه ای ش   ی   وۀ ب   گ   ی   رن   د. ن   ظ   ر در را ⅬSIO خ   اص ح   ال   ت ای   ن   ک   ه ب   دون ک   ردن   د ب   ررس   ی

ش   ده ان   د ب   رده ب   ه ک   ار ت   ج   رب   ی ن   س   ب   ت   اً ب   ه ط   ری   ق   ی م   ی آی   ن   د، ب   ه وج   ود زی   س   ت   ی م   ح   ی   ط  م   ه   ن   دس   ی در ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی

ب   ه ج   ای ت   ص   م   ی   م ب   ازه ه   ای ،[۱۷۳] ب   ازه ای پ   ی   چ   ی   ده ت   ر ق   ال   ب در .[۲۳۷،۱۷۳، ۱۴۲،۱۳۰،۱۲۹،۱۲۶،۱۲۵]

ش   ده ان   د. داده ق   رار ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ره   ای

ن   ادق   ی   ق خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی ن   ام ت   ح   ت اس   ت   وار ش   ی   وۀ ب   ا [۲۱۴] در ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   ده   ای ب   ا ⅬO م   س   ئ   ل   ه ه   ای اس   ت   وار: ش   ی   وۀ

(ب   ا ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   د ه   ای آن ه   ا پ   ژوه   ش   گ   ران ک   ه ش   د ب   ررس   ی [۲۱۹] در ⅬSIO ب   ا آن ه   ا ارت   ب   اط و ش   ده ان   د ب   ررس   ی

1. George Box
2. Bhattacharjee et al.



۵۷ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ک   ردن   د. ب   ررس   ی را وزن دار) س   وپ   ری   م   م ن   رم ب   رح   س   ب گ   وی ب   رخ   ی روی ت   غ   ی   ی   رات م   ع   م   ولا (at, bt) ض   رای   ب ب   رداره   ای

م   ی ش   ود. م   رور ۳ ف   ص   ل در ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای اس   ت   وار روش ه   ای پ   ی   ش   ی   ن   ه

اول   ی   ه ن   ت   ای   ج ش   د. م   ع   رف   ی [۱۲۳] اص   ی   ل م   ق   ال   ۀ ی   ک در (۵ −۲) در ت   ع   ری   ف ش   ده ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه ف   اص   ل   ۀ پ   ارام   ت   ری: ش   ی   وۀ

گ   رف   ت   ن   د. ق   رار ب   ررس   ی م   ورد ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ا و ش   دن   د چ   اپ ۸۰ ده   ۀ در ϑ و S ،F پ   ای   داری درب   ارۀ

ش   ب   ه−م   ت   ری ب   ه م   رب   وط پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب ه   ای درب   ارۀ م   وج   ود م   ق   ال   ه ه   ای از وس   ی   ع   ی ح   ج   م [۱۷۶] و [۹۲] م   ق   ال   ه ه   ای

م   ی ت   وان را ب   ی   ش   ت   ر ج   زئ   ی   ات ک   ردن   د. م   رور را ⅭIO و ⅬIO ،ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای (۴ −۲) در ت   ع   ری   ف ش   ده d

ی   اف   ت. ۶ ت   ا ۴ ب   خ   ش ه   ای ی   ادآوری ه   ای در

ن   ق   ی   ن   ی ب   ه   ادار اوراق س   ه   ام س   ب   د ان   ت   خ   اب ق   ال   ب ب   ن   دی ۲ −۲

ش   ود. س   رم   ای   ه گ   ذاری ب   ه   ادار) اوراق ان   دوخ   ت   ه ه   ا، (س   ه   ام، دارای   ی n از م   ت   ش   ک   ل س   ه   ام در ی   ورو C ب   ای   د ک   ن   ی   د ف   رض

دورۀ ی   ک ط   ی i ∈ {۱, . . . , n} دارای   ی در گ   ذاری ش   ده س   رم   ای   ه ی   ورو ۱ ه   ر س   ود از ب   اش   د ع   ب   ارت ri ک   ن   ی   د ف   رض

r = (r۱, . . . , rn) پ   س ن   ی   س   ت   ن   د، م   ع   ل   وم پ   ی   ش از س   ود ه   ا ای   ن چ   ون س   ال). ی   ک ی   ا م   اه ی   ک م   ث   لا) زم   ان   ی

س   رم   ای   ه i−ام دارای   ی در ب   ای   د ک   ه ی   ورو م   ق   دار از ع   ب   ارت   ن   د ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ره   ای ن   ق   ی   ن   ی. ب   ردار ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت

ش   رای   ط در x = (x۱, . . . , xn) ش   دن   ی س   ه   ام ه   ر م   ی ش   ود. داده ن   ش   ان ،i = ۱, . . . , n ،xi ب   ا ک   ه ش   ود گ   ذاری

آن ه   ا از ی   ک   ی ح   داق   ل ک   ه م   ی ک   ن   د ص   دق دی   گ   ر خ   ط   ی ق   ی   ده   ای و ،
n∑

i=۱
xi = C ،i = ۱, . . . , n ،xi ≥ ۰

اس   ت. اس   ت   وار ق   ی   ده   ا ب   ه ن   س   ب   ت ک   ه م   ی ده   ی   م ق   رار م   وردب   ح   ث را س   ه   ام   ی  ق   ال   ب ه   ای ب   خ   ش ای   ن در اس   ت. ن   ق   ی   ن   ی

و ش   ود ت   ع   ب   ی   ر پ   ارام   ت   ری) ب   ازه ای، (ف   ازی، ت   ص   ادف   ی ب   ردار ی   ک ب   ه ص   ورت r اگ   ر اس   ت دره   م ق   ال   ب ه   ا ای   ن از ی   ک   ی

م   م   ک   ن ب   رگ   ش   ت   ی س   ود ب   دت   ری   ن ب   ی   ش   ی   ن   ه س   ازی از ب   اش   د م   ت   ش   ک   ل ه   دف اگ   ر اس   ت م   ح   ض اس   ت   وار ق   ال   ب ای   ن ح   ال آن   ک   ه

ب   ه  ش   ک   ل ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ،(۱ −۲) ب   ه ت   وج   ه ب   ا س   ه   ام.

P۰ : max
x∈Rn

rTx :=

n∑
i=۱

rixi s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,

ی   ع   ن   ی اس   ت، ش   دن   ی P۰ م   س   ئ   ل   ۀ م   ی ک   ن   ی   م ف   رض دارد. ت   اث   ی   ر ه   دف ت   اب   ع روی ف   ق   ط ن   ق   ی   ن   ی ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را

اس   ت. ن   ات   ه   ی F ⊂ {x ∈ Rn
+ :

n∑
i=۱

xi = C} ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ

ی   ک ،i = ۱, . . . , n ،E[ri] ری   اض   ی ام   ی   د ب   ا ri ت   ص   ادف   ی م   ت   غ   ی   ر ی   ک ب   ه ص   ورت س   ود ن   رخ ه   ر ت   ع   ب   ی   ر ب   ا

ده   ۀ در ک   ه س   ه   ام م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط ت   ص   ادف   ی ب   ه گ   زی   ن   ی رای   ج ق   ال   ب در آورد. خ   واه   ی   م ب   ه دس   ت را اح   ت   م   ال   ی ق   ال   ب



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۵۸

از اس   ت ع   ب   ارت م   ی ک   ن   د، ح   ل ت   ص   م   ی   م گ   ی   رن   ده را آن ک   ه م   س   ئ   ل   ه ای اس   ت، ش   ده م   ع   رف   ی ۱۹۵۰

P۱ : max
x∈Rn

E[rTx] :=
n∑

i=۱
E[ri]xi s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,

غ   ی   رواق   ع   ی ب   ه ط   ورک   ام   ل ول   ی اس   ت، س   اده خ   ی   ل   ی ق   ال   ب ای   ن م   ی ش   ود. ح   اص   ل F ف   ش   ردگ   ی ب   ه دل   ی   ل ب   ی   ش   ی   ن   ه ک   ه

از ک   م   ت   ر س   ود م   ی خ   واه   د س   رم   ای   ه گ   ذار ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ف   رض ای   ن   ک ن   م   ی گ   ی   رد. ن   ظ   ر در را خ   ط   ر زی   را اس   ت؛

اح   ت   م   ال ب   ا x ش   دن   ی س   ه   ام از ت   ص   ور) ق   اب   ل س   ود ه   ر ش   ام   ل ب   ازه ای از اس   ت ع   ب   ارت I) η ∈ I ⊂ R

را ت   ص   م   ی   م گ   ی   رن   ده ن   ظ   ر η 7→ pη ت   اب   ع آورد. ب   ه دس   ت pη ∈ [۰, ۱] م   ان   ن   د م   ق   داری از ن   اب   ی   ش   ت   ر Pr{rTx ≤ η}

غ   ال   ب (ی   ا م   ق   دار−در−خ   ط   ر ق   ی   د را Pr{rTx ≤ η} ≤ pη ن   ام   س   اوی ه   ر و م   ی ده   د ن   ش   ان خ   ط   ر ب   ه ن   س   ب   ت

از اس   ت ع   ب   ارت ای   ن   ج   ا در اح   ت   م   ال   ی م   س   ئ   ل   ۀ ازای   ن رو، م   ی ن   ام   ن   د. ت   ص   ادف   ی)

P۲ : ⅿaxx∈Rn E[rTx]

s.t. Pr{rTx ≤ η} ≤ pη, η ∈ I,

āTt x ≥ b̄t, t ∈ T.

(۶ −۲)

ب   رن   ام   ه ری   زی ه   ای ب   ه م   رب   وط م   وج   ود ع   ددی روش ه   ای از ان   دک   ی ت   ع   داد دارن   د، اط   لاع پ   ژوه   ش   گ   ران ک   ه آن   ج   ا ت   ا

در ب   ه اس   ت   ث   ن   ای ن   دارن   د، ن   ی   از P۲ غ   ی   رخ   ط   ی ن   ی   م   ه–ن   ام   ت   ن   اه   ی م   س   ئ   ل   ۀ ح   ل ب   ه [۱۳۷ ،۱۴۱] غ   ال   ب م   ق   ی   د ت   ص   ادف   ی

داری   م آن در ک   ه ح   ال   ت س   اده ت   ری   ن در ح   تّ   ی اس   ت، س   خ   ت م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک P۲ م   س   ئ   ل   ۀ درواق   ع، وی   ژه. ح   ال   ت ه   ای

ن   رم   ال ت   وزی   ع ی   ک دارای r ای   ن   ک   ه م   گ   ر رای   ج)، ش   ان   س   ی م   ق   ی   د س   ه   ام ق   ال   ب (ه   م   ان   ن   د |T | < ∞ و |I| = ۱

ب   اش   د. چ   ن   دم   ت   غ   ی   ره

ب   ه دس   ت اس   ت   وار ب   ه گ   زی   ن   ی ق   ال   ب ی   ک آن   گ   اه ک   ن   د، ت   غ   ی   ی   ر R ⊂ Rn داده ش   دۀ ک   ران دار م   ج   م   وع   ۀ ی   ک در r اگ   ر

ک   ن   د. ک   م   ی   ن   ه را infr∈R rTx ی   ع   ن   ی ،x س   ه   ام س   ود ب   دت   ری   ن ب   ای   س   ت   ی ب   دب   ی   ن ت   ص   م   ی   م گ   ی   ر ی   ک آم   د. خ   واه   د

ب   ی   ش   ی   ن   ه−ک   م   ی   ن   ه س   ازی م   س   ئ   ل   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت P۰ اس   ت   وار ه   م   ت   ای ب   دی   ن ت   رت   ی   ب،

P۳ sup
x∈Rn

inf
r∈R

rTx s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T, (۷ −۲)



۵۹ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

،{ rTx : r ∈ R} م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   ی   ن ک   ران ب   زرگ ت   ری   ن از اس   ت ع   ب   ارت infr∈R rTx ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

ب   ه ص   ورت ⅬSIO ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا اس   ت م   ع   ادل P۳ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی غ   ی   رخ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

P۴ :sup(x,y)∈Rn+۱ y

s.t. rT x− y ≥ ۰, r ∈ R,

āTt x ≥ b̄t, t ∈ T.

(۸ −۲)

در ف   ش   رده م   ح   دّب زی   رم   ج   م   وع   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت R و پ   ی   وس   ت   ه σ = {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} اگ   ر

گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای ب   ا م   ی ت   وان   د درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت P۴ آن   گ   اه ،Rn

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ درون (چ   ون درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م ب   ه اس   ت   ث   ن   ای ش   ود، ح   ل ۳ −۱ ب   خ   ش در اش   اره ش   ده

ب   ود. ن   خ   واه   د ک   ارا ش   ب   ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی آن   گ   اه (dimR = n (گ   اه   ی dimR ≥ ۳ اگ   ر گ   رچ   ه ،( اس   ت ت   ه   ی P۴

ه   ر ب   رای ،r 7→ rTx− y ت   اب   ع ب   ودن ت   خ   ت از ب   ه   ره ب   رداری ب   ا ک   ه م   ی ش   ود داده ت   رج   ی   ح ب   اش   د،  م   ت   ن   اه   ی T اگ   ر

م   ت   ن   اه   ی ف   رض ب   ا و P۴ ب   ا ع   ددی ن   ت   ای   ج ش   ود. اس   ت   ف   اده [۲۱۵] درون   ی ن   ق   ط   ۀ روش از (x, y) ∈ Rn+۱ زوج

ش   ده ان   د. گ   زارش اخ   ی   ر م   ق   ال   ۀ در ،T ب   ودن

،ri < r̄−i ب   ا ،R =

n∏
i=۱

[ri, r̄
i] ج   ع   ب   ه ای ب   ه ص   ورت ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ف   رض ای   ن ب   ا ای   ن   ک،

م   رب   وط ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار م   ح   دودۀ ب   ای   د م   ی ک   ن   ی   م. پ   ی   ش   ن   ه   اد را ب   ازه ای ب   ه گ   زی   ن   ی ق   ال   ب ی   ک ب   اش   د، ،i = ۱, . . . , n

ه   م   ت   ای ی   ک و ب   دب   ی   ن   ان   ه ه   م   ت   ای ی   ک ی   ع   ن   ی ک   ن   ی   م، م   ش   خ   ص را P۰ ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ت   م   ام   ی ن   م   ون   ه ه   ای ب   ه

ب   ا چ   ون ده   ی   م. ق   رار ب   ه   ره ب   رداری م   ورد را R وی   ژۀ س   اخ   ت   ار ب   ای   د ول   ی ک   ن   ی   م، ح   ل را P۰ م   س   ئ   ل   ۀ خ   وش ب   ی   ن   ان   ۀ

زی   ردس   ت   گ   اه ق   ی   د پ   س ،R ف   ری   ن ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت {ri, r̄−i}n ب   ودن، م   ح   دّب ب   ح   ث ب   ه ت   وج   ه

ی   ک م   ع   رف   ی ب   ا ب   ن   اب   رای   ن، اس   ت. م   ع   ادل y ≤
n∑

i=۱
min{rixi, r̄ixi} ب   ا {rTx − y ≥ ۰, r ∈ R}

ب   ه ش   ک   ل م   ی ت   وان را P۴ م   س   ئ   ل   ۀ ،z ∈ Rn م   ان   ن   د ک   م   ک   ی م   ت   غ   ی   ر

P۵ : sup
(x,y,z)∈ Rn+۱+n

y

s.t.
n∑

i=۱
zi − y ≥= ۰,

rixi − zi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n,

r̄ixi − zi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n,

āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۶۰

ک   رد. ق   ال   ب ب   ن   دی

دس   ت   گ   اه ب   ه وی   ژگ   ی ه   ای م   ش   روط P۵ م   س   ئ   ل   ۀ ح   ل ب   رای م   ن   اس   ب ع   ددی روش ی   ک ان   ت   خ   اب

ب   ی   ش   ی   ن   ۀ س   ود ی   ک x س   ه   ام ی   ک از دارد ان   ت   ظ   ار خ   وش   ب   ی   ن ت   ص   م   ی   م گ   ی   ر ی   ک اس   ت. {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T}

ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی دوم درج   ۀ ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ب   ای   د او ب   ن   اب   رای   ن، آورد. ب   ه دس   ت ⅿaxr∈R rTx

P۶ : ⅿax(x,r)R۲n rTx

s.t. ri ≤ ri ≤ r̄i, i = ۱, . . . , n,

āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,

اس   ت. ه   دف ت   اب   ع ن   ب   ودن م   ح   دّب در آن م   ش   ک   ل ک   ه ک   ن   د ح   ل را

ب   ه ص   ورت داده ش   ده ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از را پ   ارام   ت   ری ق   ال   ب ی   ک پ   ای   ان، در

P̄ : max
x∈Rn

rTx s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T

ب   ا را Rn در ف   اص   ل   ه م   ی ت   وان   ی   م ک   ه Π۱ = {ā} × {b̄} × Rn از اس   ت ع   ب   ارت پ   ارام   ت   ره   ا ف   ض   ای م   ی س   ازی   م.

ف   ش   ردگ   ی ب   ه دل   ی   ل ح   ال آن   ک   ه و اس   ت ث   اب   ت F|Π۱ : Rn ⇒ Rn ب   ه روش   ن   ی ب   گ   ی   ری   م. ن   ظ   ر در d∞ س   وپ   ری   م   م ن   رم

اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل r̄ در و پ   ی   وس   ت   ه S|Π۱ ک   ه ک   رد خ   واه   ی   م ث   اب   ت ،ϑ|Π۱ : R
n → R و S|Π۱ : R

n ⇒ Rn

اس   ت. پ   ی   وس   ت   ه r̄ در ϑ|Π۱ آن   ک   ه وح   ال

داش   ت   ه k ∈ N ه   ر ب   رای ک   ه ب   اش   ن   د چ   ن   ان (xk)
∞
۱ ⊂ Rn و (rk)∞۱ ⊂ Rn دن   ب   ال   ه ه   ای ک   ن   ی   د ف   رض

k ∈ N ه   ر ب   رای ،x ∈ F م   ان   ن   د م   ف   روض ن   ق   ط   ۀ ی   ک ب   رای .xk → x̄ و rk → r̄ ،xk ∈ S(rk) ب   اش   ی   م

داش   ت: خ   واه   ی   م

rTk x
k ≥ rTk x (۹ −۲)

x̄ ∈ S(r̄) درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ،r̄T x̄ ≥ r̄Tx داش   ت خ   واه   ی   م آوری   م، ب   ه دس   ت k →∞ وق   ت   ی را (۹ −۲) ح   د اگ   ر

م   ف   ه   وم ای   ن ب   ه اس   ت م   ق   ای   س   ه غ   ی   رق   اب   ل r̄ در S ب   ه ع   لاوه، اس   ت. ب   س   ت   ه r̄ در S ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ب   ن   اب   رای   ن و

م   ث   لا) ب   اش   د ک   ران دار ∪{S(r) : r ∈ U} ب   ه ط   وری ک   ه ن   ی   س   ت م   وج   ود U ∈ Nr̄ م   ان   ن   د ع   ض   وی ه   ی   چ ک   ه

ب   س   ت   ه م   ع   ل   وم پ   ارام   ت   ر ی   ک در ک   ه م   ق   ای   س   ه غ   ی   رق   اب   ل م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ه   ر چ   ون ب   گ   ی   ری   د). ن   ظ   ر در را U = Rn

اس   ت. usⅽ ب   ه ش   ک   ل r̄ در S ک   ه م   ی ش   ود م   ع   ل   وم درن   ت   ی   ج   ه اس   ت، usⅽ ب   ه ش   ک   ل پ   ارام   ت   ر ه   م   ان در ب   اش   د،



۶۱ ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی ن   ق   ی   ن   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای

،r̄ = (۰, ۱) و F = [۰, ۱]۲ اگ   ر ن   ی   س   ت ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل r̄ در ل   زوم   اً S|Π ۱ م   ی ده   د ن   ش   ان ب   ع   دی م   ث   ال

خ   واه   ی   م ب   اش   د، r̄ ب   ه ن   زدی   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ r /∈ ⅽone{r̄} اگ   ر درص   ورت   ی ک   ه S(r̄) = [۰, ۱]× {۱} آن   گ   اه

م   ی ش   ود. ج   م   ع r̄ ب   ه ن   زدی   ک ن   اگ   ه   ان   ی ب   ه ط   ور S درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ،S ⊂ {(۰, ۱), (۱, ۱)} داش   ت

چ   ون ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار ت   اب   ع ب   ه ت   وج   ه ب   ا

ϑ(r) = max
x∈F

rTx,

،(σF (r) = sup
x∈F

rTx (ی   ع   ن   ی م   ی ش   ود م   ن   ط   ب   ق F ف   ش   ردۀ م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ از σF پ   ش   ت   ی   ب   ان ت   اب   ع ب   ر ϑ پ   س

r̄ در ϑ ب   ن   اب   رای   ن و ϑ ∈ C(Rn) درن   ت   ی   ج   ه ک   ه م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن م   ت   ن   اه   ی م   ح   دّب ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ϑ

اس   ت. پ   ی   وس   ت   ه

پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا). ) ۲ −۲ −۲ ی   ادآوری

[۶۸] در T م   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ا آم   ری   ک   ا، س   ه   ام اوراق ب   ازار از واق   ع   ی داده ه   ای ب   ا (۶ −۲) در P۲ م   ث   ال ه   ای

ت   ق   ری   ب ه   ای ب   ه وس   ی   ل   ۀ (۷ −۲) در P۳ در م   ق   دار−در−خ   ط   ر ق   ی   د ه   ای دادن ق   رار ب   ا ش   دن   د. ح   ل و ب   ح   ث [۶۹] و

ی   ک ب   ه وس   ی   ل   ۀ ت   ق   ری   ب ه   ا دق   ی   ق ت   ری   ن م   ی آی   ن   د. ب   ه دس   ت دی   گ   ر ق   ال   ب ه   ای اح   ت   م   ال ه   ا، ب   ه ج   ای گ   ش   ت   اوره   ا ش   ام   ل م   ح   دّب

روک   ا ب   ه وس   ی   ل   ۀ ب   ع   داً و اس   ت ش   ده ارائ   ه [۱۷] ۲ ت   ب   ول   ه و ۱ ب   ن−ت   ال ب   ه وس   ی   ل   ۀ م   ع   رف   ی ش   ده م   ق   دار−در−خ   ط   ر س   ن   ج

ب   ه ج   ای روش، ای   ن ب   ا اس   ت. ش   ده رای   ج ش   رط   ی−در−خ   ط   ر م   ق   دار س   ن   ج ن   ام ت   ح   ت [۲۰۶] ۴ اوری   اس   ف و ۳ ف   ل   ر

م   ج   دد ق   ال   ب ب   ن   دی ی   ک ک   ه ش   د داده ق   رار م   ن   اس   ب (ⅭSIO) ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک P۲

آوردن   د. ب   ه دس   ت [۷۱] خ   ف   ی   ف ف   رض ه   ای ب   ا را ⅬSIO م   ع   ادل

م   روری (م   ق   ال   ه ه   ای دارد وج   ود س   ه   ام م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ف   ازی ق   ال   ب ه   ای درب   ارۀ ن   ش   ری   ات از وس   ی   ع دس   ت   ه ی   ک

ب   ب   ی   ن   ی   د). را [۲۳۸ ،۲۲۵] اخ   ی   ر

م   ت   ن   اه   ی آن در T م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ش   دن   د ت   ع   ب   ی   ر ذوزن   ق   ه ای ف   ازی اع   داد ب   ه ش   ک   ل [۷۰ ،۱۶۸] در rTi س   وده   ا

م   ی ش   ون   د. ت   ع   ب   ی   ر م   خ   ت   ل   ف ش   ک   ل ه   ای ب   ا ⅬR ف   ازی− اع   داد از ع   ب   ارت   ن   د rTi م   ق   داره   ای ت   م   ام   ی  [۲۲۴] در اس   ت.

ی   ک ب   ا R و L ک   م   ک   ی ت   اب   ع دو وی   ژگ   ی ه   ای گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا را ف   ازی اع   داد ن   وع ای   ن [۷۷] ۶ پ   رای   د و ۵ دوب   وآ

م   ق   دار و ب   اش   ن   د usⅽ ب   ه ش   ک   ل و ک   اه   ش   ی زوج آن ه   ا، پ   ش   ت   ی   ب   ان در ب   ای   د ک   ه ک   ردن   د ت   ع   ری   ف م   وض   وع   ه ای اص   ول روش

1. Ben-Tal
2. Teboulle
3. Rockafellar
4. Uryasev
5. Dubois
6. Prade



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۶۲

از م   ع   ی   نّ   ی س   ن   ج ک   ردن ک   م   ی   ن   ه از اس   ت م   رکّ   ب [۲۲۴] در پ   ی   ش   ن   ه   اد ش   ده ق   ال   ب اول   ی   ن ب   اش   د. ۱ ب   راب   ر ۰ در آن ه   ا

ب   ه م   ق   ی   د (
n∑

i=۱
xiri ≤ η (ی   ع   ن   ی خ   ط   ر ب   دون دارای   ی ی   ک از η س   ود از ک   م   ت   ر ک   ه س   ود ی   ک ب   ه رس   ی   دن خ   ط   ر

ق   رار خ   ط   ی ق   ی   د زی   اد ب   س   ی   ار ت   ع   داد ی   ک   ت   ا ف   ازی ق   ی   د ای   ن ب   ه ج   ای ق   ال   ب، دوم   ی   ن در ب   اش   د. t ∈ T āTt x ≥ bt

م   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در و اخ   ی   ر ق   ال   ب ب   ا ع   ددی ن   ت   ای   ج م   ی ش   ود. م   ن   ج   ر ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه ک   ه م   ی ده   د

در ش   ب   ه−س   ادک روش و ش   ده گ   رف   ت   ه اس   پ   ان   ی   ا س   ه   ام ب   ازار از واق   ع   ی داده ه   ای ک   ه اس   ت ش   ده گ   زارش [۲۲۴] در T

اس   ت. گ   رف   ت   ه ق   رار م   ورداس   ت   ف   اده [۱۶۹]

ک   ارب   رده   ای و ن   رم اف   زاری پ   ی   اده س   ازی ه   ای ن   ق   ی   ن   ی) ⅬSIO درم   س   ئ   ل   ۀ ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ) ۳ −۲ −۲ ی   ادآوری

اس   ت. خ   ال   ی آن ج   ای ک   ه اس   ت م   واردی از واق   ع   ی دن   ی   ای در ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ح   ل ب   رای پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی روش ه   ای



۳

ن   ی   م   ه  − ن   ام   ت   ن   اه   ی اس   ت   وار خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

م   ح   اس   ب   ۀ ی   ع   ن   ی پ   ی   چ   ی   دگ   ی، دی   دگ   اه از م   ی ت   وان را ع   ددی روش ه   ای م   ت   ن   اه   ی، ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای از ب   س   ی   اری ب   رای

ج   واب ی   ک ی   ا ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ی   ک آوردن ب   ه دس   ت ب   رای لازم ری   اض   ی اع   م   ال ت   ک   رار، ت   ع   داد ب   الای ک   ران ه   ای

ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای م   ی ت   وان ب   ه س   خ   ت   ی را روش ای   ن ک   رد. م   ق   ای   س   ه ه   م ب   ا م   س   ئ   ل   ه، ان   دازۀ ب   رح   س   ب ε−ب   ه   ی   ن   ه

در درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م پ   ی   چ   ی   دگ   ی درب   ارۀ م   ه   م ن   ت   ای   ج ب   اوج   ود ک   ه، ن   ی   س   ت م   ع   ل   وم زی   را ب   رد ب   ه ک   ار

ک   ن   ی   م. ت   ع   ری   ف را (۱ −۱) م   ان   ن   د م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک داده ه   ای ن   م   ای   ان   گ   ر (a, b, c) س   ه ت   ای   ی ان   دازۀ چ   گ   ون   ه ،[۱۹۲،۱۸۲]

ب   رای ک   ه اس   ت ب   رخ   وردار ق   وی ف   رض ه   ای از ب   ه ن   درت ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک اس   ت   وار ه   م   ت   ای ازط   رف دی   گ   ر،

ی   ک رام ش   دن چ   ه   ارچ   وب، ای   ن در دل   ی   ل، ب   ه ه   م   ی   ن  ه   س   ت   ن   د. لازم ش   دن   ی ن   ق   ط   ۀ ی   ا ک   اه   ش   ی روش ه   ای ب   ردن ب   ه ک   ار

م   ی ک   ن   ی   م، ش   ن   اس   ای   ی گ   س   س   ت   ه س   ازی، روش ه   ای اع   ت   ب   ار ت   ض   م   ی   ن ک   ن   ن   دۀ ش   رای   ط ب   رق   راری ب   ا را ⅬSIO داده ش   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ

ی   ع   ن   ی:

ه   م   گ   رای   ی)، اث   ب   ات ه   ر اص   ل   ی (م   وارد پ   ی   وس   ت   گ   ی •

ش   ب   ک   ه)، گ   س   س   ت   ه س   ازی (ب   رای ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   ی   ن ب   ع   د و چ   گ   ال   ی ف   رض •

م   رک   زی)، ب   رش ص   ف   ح   ۀ ال   گ   وری   ت   م ه   ای (ب   رای ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار •

درون   ی). ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م (ب   رای ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار و ک   ام   ل ب   ع   د •

ب   ه ص   ورت ⅬSIO داده ش   دۀ ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ف   ص   ل، ای   ن در

P۰ : infx∈Rn cTx

s.t. aTt x ≥ bTt , t ∈ T,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۶۴

ث   اب   ت) ب   ردار (ی   ک c = c̄ ∈ Rn ب   ا ه   دف، ت   اب   ع ی   ا ق   ی   ده   ا ی   ا م   ی ت   وان   د آن در ن   ق   ی   ن   ی دادۀ ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ب   ررس   ی را

ب   ررس   ی ب   اش   د. دوم ح   ال   ت در ث   اب   ت) ت   اب   ع (ی   ک (a, b) = (ā, b̄) ∈ (Rn)T × RT و اول ح   ال   ت در

ی   ک ب   ا را P۰ ح   ال   ت، ه   ر ب   رای ح   ال   ت. دو ای   ن از اس   ت ت   رک   ی   ب   ی ب   اش   ن   د،  ن   ق   ی   ن   ی آن ت   م   ام   ی داده ه   ای ک   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی

ه   زی   ن   ه، ب   ردار ک   ه م   ی ن   ام   ی   م ب   دب   ی   ن   ی) (ی   ا اس   ت   وار ه   م   ت   ای را آن ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   رت   ب   ط PR م   ان   ن   د ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ

م   ش   خ   ص   ه م   خ   روط و گ   ش   ت   اور اول   ی   ن م   خ   روط ب   ه   ی   ن   ه، ج   واب ه   ای م   ج   م   وع   ۀ ش   دن   ی، م   ج   م   وع   ۀ ش   اخ   ص، م   ج   م   وع   ۀ

ن   ش   ان DR ب   ا PR ه   ار دوگ   ان  م   س   ئ   ل   ۀ م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان KR و MR ،SR ،FR ،TR ،cR ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب را ن   ظ   ی   ر

م   ان   ن   د خ   وش ب   ی   ن   ان   ه) ه   م   ت   ای ن   ام ب   ه (ه   م   چ   ن   ی   ن، اس   ت   وار دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ،P۰ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا ه   م   چ   ن   ی   ن، م   ی ش   ود. داده

ش   رای   ط ت   ح   ت ق   وی دوگ   ان   ی آن   ک   ه ح   ال و ب   اش   د ب   رق   رار ض   ع   ی   ف دوگ   ان   ی ه   م   واره ب   ه ط   وری ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   رت   ب   ط را DR

م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را ع   ددی ح   ل ق   اب   ل   ی   ت و PR س   ازگ   اری ه   م   چ   ن   ی   ن، اس   ت. ب   رق   رار م   لای   م

ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   د ه   ای ۱ −۳

ب   ه ش   ک   ل ⅬSIO پ   ارام   ت   ری ش   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ا م   ی ت   وان را ق   ی   د ه   ا در ن   ق   ی   ن   ی دادۀ ص   ورت در P۰ ،ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ

P u : infx∈Rn c̄Tx

s.t. vTt x ≥ wt, ∀t ∈ T,

ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت از ان   ت   خ   اب ی   ک u = (v, w) : T → Rn × R و c̄ ∈ Rn آن در ک   ه داد ن   ش   ان

ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای ک   ن   ی   د ف   رض م   ی ده   د. ن   ش   ان را (u ∈ U (ب   ه اخ   ت   ص   ار U : T ⇒ Rn+۱ م   ان   ن   د

،U ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی از اس   ت ع   ب   ارت اس   ت   وار ق   ال   ب ای   ن در ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ن   اب   رای   ن، .Ut := U(t) ⊂ Rn+۱

.gph U = {(t, ut) : ut ∈ Ut, t ∈ T} ی   ع   ن   ی

را خ   ود ت   ص   م   ی   م ب   ودن ش   دن   ی م   ی خ   واه   د م   ی ش   ود، روب   ه رو ق   ی   ده   ا در ن   ق   ی   ن   ی ب   ا ک   ه اس   ت   وار ت   ص   م   ی   م گ   ی   ر ی   ک

ی   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ از ب   اش   د ع   ب   ارت (P u)u∈U پ   ارام   ت   ری اس   ت   وار ه   م   ت   ای م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه ط   وری ک   ه ک   ن   د، ت   ض   م   ی   ن

PR :infx∈Rn c̄Tx

s.t. vTt x ≥ wt, ut = (vt, wt) ∈ Ut, t ∈ T ,
(۱ −۳)

اع   م   ال gph U ت   ج   وی   زش   دۀ ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ م   ح   دودۀ در داده م   م   ک   ن م   ق   دار ه   ر ب   رای آن ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   ده   ای ک   ه

ن   وش   ت: م   ی ت   وان ،TR :=
⋃

t∈T
Ut دادن ن   ش   ان ب   ا ه   م   چ   ن   ی   ن، م   ی ش   ود.



۶۵ ن   ی   م   ه  − ن   ام   ت   ن   اه   ی اس   ت   وار خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

PR :inf∈Rn c̄Tx

s.t. vTx ≥ w, (v, w) ∈ TR.
(۲ −۳)

از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب ،PR اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط ه   ای و م   ش   خ   ص   ه م   خ   روط ش   دن   ی، م   ج   م   وع   ۀ ب   ن   اب   رای   ن

،FR = {vTx ≥ w, (v, w) ∈ TR}

KR = ⅽone {TR ∪ {(0n,−۱) } و MR = ⅽone ProjRn (TR), (۳ −۳)

ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   رور c̄ = (−۱,−۱) ب   ا دوب   اره را ۱ .۱ م   ث   ال خ   ود، م   ن   ظ   ور ش   دن روش   ن ب   رای ۱ .۳ م   ث   ال

در را ،t ∈ [۰,
π

۲
] ،−sin t و −cos t ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ چ   پ ط   رف ض   رای   ب از v۲(t) و v۱(t) پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای

۰ < α < ۱ ب   ا |v۲(t) + sin t| ≤ α و |v۱(t) + cos t| ≤ α ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه م   ی گ   ی   ری   م، ن   ظ   ر

ت   ق   ری   ب   ی م   ق   ادی   ر ک   ه ک   رد ت   ع   ب   ی   ر زی   رب   رن   ام   ه ه   ای   ی از ن   اش   ی ک   ردن گ   رد خ   ط   اه   ای ب   رای ب   الا ک   ران ب   ه ع   ن   وان را α (م   ی ت   وان

درن   ظ   ر اس   ت   وار ق   ال   ب ب   رح   س   ب م   ی س   ازن   د). ف   راه   م را t ∈ [۰,
π

۲
] ش   اخ   ص ه   ای ب   ا م   ت   ن   اظ   ر چ   پ ط   رف ض   رای   ب

ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ،T = [۰,
π

۲
]∪ {۲, ۳} از اس   ت ع   ب   ارت ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ ب   خ   ش، ای   ن در گ   رف   ت   ه ش   ده

از اس   ت ع   ب   ارت U : T ⇒ R۳

Ut =


[− cos t− α,− cos t+ α]× [− sin t− α,− sin t+ α]× {−۱}, t ∈ [۰,

π

۲
],

{(۱, ۰, ۰)}, t = ۲,

{(۰, ۱, ۰)}, t = ۳,

از اس   ت ع   ب   ارت P۰ اس   ت   وار ه   م   ت   ای و

PR :infx∈Rn −x۱ − x۲

s.t. vTt x ≥ wt, (t, (vt, wt)) ∈ gph U .
(۴ −۳)

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه (t, (vt, wt)) ∈ gph U و ۰ < γ <
۱√

۲ + ۲α
اگ   ر

〈v۱, (γ, γ)〉 = γ(v۱(t) + v۲(t)) ≥ −γ(cos t+ sin t+ ۲α) ≥ −γ(
√

۲ + ۲α) > −۱,

ن   ی   ز FⅯⅭQ در PR پ   س اس   ت، ف   ش   رده gph U چ   ون ب   ن   اب   رای   ن، م   ی ک   ن   د. ص   دق SⅭQ در PR درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

اس   ت. ب   س   ت   ه PR از KR م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط درن   ت   ی   ج   ه ک   ه م   ی ک   ن   د ص   دق



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۶۶

ت   ی   ل   ور دس   ت   ور ازط   ری   ق م   ث   ل   ث   ات   ی ت   واب   ع ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت واق   ع   ی   ت ای   ن از P۰ ب   رای U واق   ع   ی ت   ر ان   ت   خ   اب ی   ک

ه   ر ب   رای و ک   ن   ی   م اخ   ت   ی   ار را درپ   ی دس   ت   ور و ق   ب   ل ه   م   ان   ن   د را U۳ و U۲ م   ی ت   وان   س   ت   ی   م ب   ن   اب   رای   ن، م   ی ش   ون   د. م   ح   اس   ب   ۀ

ده   ی   م: ق   رار t ∈ [۰,
π

۲
]

Ut = [−۱ +
t۲

۲
− t۴

۲۴
,−۱ +

t۲

۲
]× [−t,−t+ t۳

۶
]× {−۱}.

ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت P۰ دوگ   ان ،u = (v, w) ∈ U ث   اب   ت م   ق   دار ان   ت   خ   اب ه   ر ب   رای ای   ن   ک،

ن   ق   ی   ن   ی

Du : sup
λ∈R(T )

+

{
∑
t∈T

λtwt :
∑
t∈T

λtvt = c̄}.

از اس   ت ع   ب   ارت (Du)u∈U خ   وش ب   ی   ن   ان   ۀ ه   م   ت   ای

DR : sup
u=(v,w)∈U
λ∈R(T )

+

{
∑
t∈T

λtwt :
∑
t∈T

λtvt = c̄}.

داری   م: دوگ   ان س   اخ   ت   ار ب   ه ت   وج   ه ب   ا

ν(DR) ≤ ν(PR). (۵ −۳)

ب   اش   د، ح   ل پ   ذی   ر DR و ب   رق   رار ت   س   اوی ب   ه ص   ورت (۵ −۳) ه   رگ   اه اس   ت ب   رق   رار P۰ ب   رای اس   ت   وار دوگ   ان م   ی گ   وی   ی   م

ی   ع   ن   ی

inf
x∈FR

〈c̄, x〉 = max
u=(v,w)∈U
λ∈R(T )

+

{
∑
t∈T

λtwt :
∑
t∈T

λtvt = c̄}. (۶ −۳)

دوم ج   م   ل   ۀ ح   ال آن   ک   ه و اس   ت» اول   ی   ه م   ق   دار «ب   د ت   ری   ن ج   م   ل   ه ای   ن ب   اش   د. م   ت   ن   اه   ی (۶ −۳) در ج   م   ل   ه اول   ی   ن اگ   ر

ب   ا اس   ت ب   راب   ر اول   ی   ه م   ق   دار «ب   دت   ری   ن م   ع   ن   ی ب   ه اس   ت   وار دوگ   ان درن   ت   ی   ج   ه ک   ه دوگ   ان»، م   ق   دار «ب   ه   ت   ری   ن از اس   ت ع   ب   ارت

اس   ت   وار گ   ش   ت   اور م   خ   روط ب   ه   ی   ن   ه. م   ق   دار ب   ه دوگ   ان دس   ت   ی   اب   ی ب   ا دوگ   ان» م   ق   دار ب   ه   ت   ری   ن

MR :=
⋃

u=(v,w)∈U

ⅽone {(vt, wt), t ∈ T ; (0n,−۱)},

ت   س   اوی ب   ا و اس   ت ب   س   ت   ه ن   ه و م   ح   دّب ن   ه ک   ل   ی ح   ال   ت در MR ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده م   ی ک   ن   ی   م. م   ت   ن   اظ   ر PR ب   ا را

م   ی ش   ود. م   رت   ب   ط KR ب   ا KR = ⅽonv MR



۶۷ ن   ی   م   ه  − ن   ام   ت   ن   اه   ی اس   ت   وار خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

P۰ ب   دب   ی   ن   ان   ۀ ه   م   ت   ای از DR دوگ   ان ه   ار ب   ا را DR خ   وش ب   ی   ن   ان   ۀ ه   م   ت   ای ک   ه ه   س   ت   ی   م وض   ع   ی   ت   ی در اک   ن   ون

ب   ه ش   ک   ل

DR : sup
λ∈R(gph U)

+

∑
(t,ut)∈gph U

λ(t,ut)b(t,ut)

s.t.
∑

(t,ut)∈gph U

λ(t,ut)a(t,ut) = c̄.

م   ع   ادل supy∈R{y : (c̄, y) ∈ KR} ب   ا DR ک   ه ب   ب   ی   ن   ی   د) را ۲ −۱ (ب   خ   ش آوری   د ب   ه خ   اط   ر ک   ن   ی   م. م   ق   ای   س   ه

ب   ا ن   ی   س   ت   ن   د. ی   ا ه   س   ت   ن   د ح   ل پ   ذی   ر ه   م زم   ان و ه   س   ت   ن   د ی   ک   س   ان ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار دارای م   س   ئ   ل   ه دو ه   ر ک   ه م   ف   ه   وم ای   ن ب   ا اس   ت

و ب   س   ت   ه MR اگ   ر ب   اش   د. ب   س   ت   ه KR ه   رگ   اه ν(PR) = ν(DR) داش   ت خ   واه   ی   م ،۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن و ب   ود خ   واه   د ب   س   ت   ه ن   ی   ز KR = ⅽonv MR =MR آن   گ   اه ب   اش   د، م   ح   دّب

ν(PR) = ν(DR)

= max {y : (c̄, y) ∈ KR}

= max {y : (c̄, y) ∈MR}

= ν(DR).

ک   رده ای   م. ث   اب   ت را ،۱ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ اس   ت   وار، دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ ازای   ن رو،

P۰ ب   رای اس   ت   وار دوگ   ان   ی در ای   ن ص   ورت، FR؛ 6= θ ک   ن   ی   د ف   رض ج   ام   ع). اس   ت   وار (دوگ   ان   ی ۱ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ

ب   اش   د. م   ح   دّب و ب   س   ت   ه MR اس   ت   وار گ   ش   ت   اور م   خ   روط ه   رگ   اه اس   ت ب   رق   رار

اس   ت. اس   ت   وار دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ از م   ح   ل   ی ن   س   خ   ۀ ی   ک ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ

x̄ ∈ FR ن   ق   ط   ۀ در t ∈ T ه   ر ب   رای ⅬFⅯⅭQ ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض م   ح   ل   ی). اس   ت   وار (دوگ   ان   ی ۲ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ

اس   ت م   وج   ود DR ب   رای ((v̄, w̄), λ̄) م   ان   ن   د ش   دن   ی ج   واب ی   ک درای   ن ص   ورت، ب   اش   د؛ م   ح   دّب Ut و ب   رق   رار

.c̄T x̄ =
∑
t∈T

λ̄tw̄t ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه

ب   ه ش   ک   ل واق   ع   ی وض   ع   ی   ت ه   ای ب   ی   ش   ت   ر در ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت

Ut :=
(
āt, b̄t

)
+ αtZ, t ∈ T, (۷ −۳)

اس   ت ف   ش   رده م   ج   م   وع   ۀ ی   ک Z ⊂ Rn+۱ و α ∈ RT
+ ،(ā, b̄) ∈ Θ := (Rn)T × RT آن در ک   ه اس   ت

ازای   ن ده   ی   د. ن   ش   ان F̄ ب   ا را {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} ن   م   ادی   ن دس   ت   گ   اه ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ .0n+۱ ∈ Z ب   ه ط   وری ک   ه
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اس   ت). ن   اس   ازگ   ار α ه   ر ب   رای PR م   س   ئ   ل   ۀ (درغ   ی   رای   ن ص   ورت F̄ 6= ∅ ک   ه م   ی ش   ود ف   رض ب   خ   ش ای   ن در پ   س

از ب   س   ی   اری وض   ع   ی   ت ای   ن م   ی آی   د. پ   ی   ش واق   ع   ی وض   ع   ی   ت ه   ای از ب   س   ی   اری در ت   خ   ت دادۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ب   ا ن   ق   ی   ن   ی

ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   رم، ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ه   م   ان   ن   د م   ی ش   ود، اس   ت   ف   اده م   ع   م   ولا ک   ه اس   ت ن   ق   ی   ن   ی داده ه   ای از م   ج   م   وع   ه ه   ای   ی

ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ب   ه ت   رت   ی   ب آن در Z م   ج   م   وع   ۀ ک   ه م   ی ده   د پ   وش   ش را ب   ی   ض   ی گ   ون ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ج   ع   ب   ه ای

ک   ن   ی   م، ت   ض   م   ی   ن را اس   ت   وار ب   ودن ش   دن   ی ب   ای   د ب   ب   ی   ن   ی   د). را [۱۴] (م   ن   ب   ع ب   ی   ض   ی گ   ون ی   ک و ج   ع   ب   ه ی   ک واح   د، گ   وی

ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده ش   ون   د. ب   ی   ان داده ب   رح   س   ب م   ی ت   وان   د ک   ه ش   رای   ط   ی ط   ری   ق از PR اس   ت   وار ه   م   ت   ای س   ازگ   اری ی   ع   ن   ی

دارن   د. ب   س   ت   گ   ی α ∈ RT
+ پ   ارام   ت   ر ب   ه PR ه   م و U ه   م

ن   گ   اش   ت ی   ک ب   ا ای   ن   ج   ا (در م   ی ک   ن   ی   م ب   ررس   ی را α ∈ R+ ب   ا (۷ −۳) در U ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت اب   ت   دا

Rn+۱ در ‖ · ‖ م   ان   ن   د ن   رم ی   ک ب   ا واح   د گ   وی م   ش   خ   ص ک   ن   ن   دۀ آن در B ک   ه Z = B و م   ی ش   ود) م   ش   خ   ص ث   اب   ت

ی   ع   ن   ی اس   ت،

Ut := (āt, b̄t) + αB, t ∈ T. (۸ −۳)

γ < β م   ان   ن   د ن   ام   ن   ف   ی ع   دد ه   ر ب   ه ازای PR آن   گ   اه ب   اش   د، س   ازگ   ار β > ۰ ب   ه ازای PR اگ   ر ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

م   ج   م   وع   ۀ درن   ت   ی   ج   ه، ب   ود. خ   واه   د س   ازگ   ار ن   ی   ز

{α ∈ R+ : اس   ت س   ازگ   ار α ب   رای PR}

اس   ت. ۰ ب   راب   ر آن ک   م   ی   ن   ۀ ع   ض   و ک   ه ب   ازه ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت

از اس   ت ع   ب   ارت U ب   ه واب   س   ت   ه اس   ت   وار ه   م   ت   ای س   ازگ   اری ش   ع   اع

ρ(U) := sup{α ∈ R+ : اس   ت س   ازگ   ار α ب   رای PR}. (۹ −۳)

و م   ث   ب   ت م   ق   دار ب   ه ازای ،t ∈ T م   ع   ل   وم م   ق   دار ی   ک ب   رای زی   را ب   اش   د؛ +∞ ن   م   ی ت   وان   د (۹ −۳) در س   وپ   ری   م   م

ح   ال   ت ای   ن در PR ن   ظ   ی   ر م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه (0n, ۱) ∈ (āt, b̄t) + αB داش   ت خ   واه   ی   م α ب   زرگ ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ

ی   ک ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ از ن   گ   ی   رد. را خ   ود م   ق   دار ه   م   ی   ش   ه اس   ت م   م   ک   ن س   وپ   ری   م   م ای   ن ب   ه ع   لاوه، ب   ود. ن   خ   واه   د س   ازگ   ار

از [۴۹] ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   ام، ب   ه م   ج   م   وع   ه ای ش   ام   ل ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت س   ازگ   اری ش   ع   اع ب   رای دس   ت   ور

ب   ه ص   ورت ت   ع   ری   ف ش   ده {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} دس   ت   گ   اه

H(ā, b̄) := ⅽonv {(āt, b̄t), t ∈ T}+ R+{(0n,−۱)}

0n+۱ وج   ودی، ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا پ   س .F̄ 6= θ اس   ت، س   ازگ   ار FR ک   ه ک   ردی   م ف   رض چ   ون اس   ت.

ش   ام   ل ب   ه روش   ن   ی ک   ه ب   اش   د {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط درون   ی ن   ق   ط   ۀ ی   ک ن   م   ی ت   وان   د



۶۹ ن   ی   م   ه  − ن   ام   ت   ن   اه   ی اس   ت   وار خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی

داش   ت خ   واه   ی   م ب   ده   ی   م، ن   ش   ان d ب   ا را ‖ · ‖ ن   ظ   ی   ر ف   اص   ل   ۀ اگ   ر ب   ن   اب   رای   ن، اس   ت. H(ā, b̄)

.d(0n+۱, bⅾ H(ā, b̄)) = d(0n+۱, ⅽⅼ H(ā, b̄))

ب   اش   د. (۸ −۳) در ان   ت   خ   اب ش   ده م   ج   م   وع   ۀ ه   م   ان   ن   د U ک   ن   ی   د ف   رض س   ازگ   اری). ش   ع   اع (م   ح   اس   ب   ۀ ۳ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت

ρ(U) = d (0n+۱, ⅽⅼ H(ā, b̄))

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه را ادام   ه در ش   رای   ط از ه   ری   ک اگ   ر

م   ج   زا، ن   ق   اط ب   دون اس   ت ک   ران دار {(āt, b̄t), t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ (۱)

ب   اش   د، ف   ش   رده {(āt, b̄t), t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ و اق   ل   ی   دس   ی واح   د گ   وی از ب   اش   د ع   ب   ارت B م   ج   م   وع   ۀ (۲)

ب   اش   د. م   ت   ن   اه   ی {(āt, b̄t), t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ و ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت B م   ج   م   وع   ۀ (۳)

(ā, b̄) پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا U ان   ت   خ   اب ه   ای ش   ن   اس   ای   ی از ρ(U) ≤ d (0n+۱, ⅽⅼ H(ā, b̄)) ن   ام   س   اوی

ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه اس   ت). درس   ت Rn+۱ در ن   رم ه   ر ب   رای (ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ۲ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت   ف   اده و

‖ · ‖۱ و ‖ · ‖∞ ن   رم ه   ای ب   رای B واح   د گ   وی ن   ی   ز و پ   ی   وس   ت   ه {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} ن   م   ادی   ن دس   ت   گ   اه اگ   ر

ادام   ه در ۱ .۱ م   ث   ال ب   ود. خ   واه   د ف   ش   رده {(āt, b̄t), t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ آن   گ   اه ب   اش   د، ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ی   ک

م   ی ده   د. ن   ش   ان را ۱ .۱ م   ث   ال ب   ه م   رب   وط d۲ (0n+۱, ⅽⅼ H(ā, b̄)) م   ح   اس   ب   ۀ چ   گ   ون   گ   ی

خ   ط   ی، زی   رف   ض   ای ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت 0+F̄ اگ   ر س   ازگ   اری). ش   ع   اع دس   ت   ی   اب   ی (ق   اب   ل   ی   ت ۴ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ

م   ی آی   د. ب   ه دس   ت (۹ −۳) در س   وپ   ری   م   م آن   گ   اه

چ   ن   ان {αk}
∞
k=۱ ⊂ R++ اگ   ر .ρ(U) > ۰ ک   ن   ی   د ف   رض درک   ل   ی   ت، خ   ل   ل   ی ه   ی   چ ب   دون اث   ب   ات. چ   گ   ون   گ   ی

ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود xk ∈ Rn م   ان   ن   د ع   ض   وی k ∈ N ه   ر ب   رای آن   گ   اه ،αk → ρ(U) ک   ه ب   اش   د

داری   م: t ∈ T

νTt xk − wt ≥ ۰, (νt, wt) ∈ (āt, b̄t) + αkB ه   ر ب   رای

داش   ت: خ   واه   ی   م t ∈ T ه   ر ب   رای درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

āTt xk − b̄t + inf(ct,dt)∈B αk (cTt xk − dt) ≥ ۰.

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت γB۲؛ ⊂ B ⊂ δB۲ ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   اش   ن   د چ   ن   ان γ, δ ∈R++ ک   ن   ی   د ف   رض

inf(ct,dt)∈B αk (cTt xk − dt) ≥ inf(ct,dt)∈δB۲ αk (cTt xk − dt) ≥ −δ αk‖ (xk,−۱) ‖۲.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۷۰

داش   ت: خ   واه   ی   م t ∈ T ه   ر ب   رای ب   ن   اب   رای   ن و

āTt xk − b̄t − δαk ‖ (xk,−۱) ‖۲ ≥ ۰. (۱۰ −۳)

از اگ   ر .xk → x̄ ک   رد ف   رض م   ی ت   وان درک   ل   ی   ت، خ   ل   ل   ی ه   ی   چ ب   دون پ   س اس   ت، ک   ران دار (xk)∞k=۱ دن   ب   ال   ۀ چ   ون

،āTt x̄− b̄t − δρ(U) ‖ (x̄,−۱) ‖۲≥ ۰ داش   ت خ   واه   ی   م t ∈ T ه   ر ب   رای آن   گ   اه ب   گ   ی   ری   م، ح   د (۱۰ −۳)

گ   زارۀ ب   ه م   ف   ص   ل ت   ر ش   رح ب   رای ) م   ی گ   ی   رد (۹ −۳) در را خ   ود م   ق   دار س   وپ   ری   م   م ب   ن   اب   رای   ن، .x̄ ∈ FR درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

ک   ن   ی   د). م   راج   ع   ه [۹۶] در ۷ .۳

داش   ت خ   واه   ی   م ۱ .۱ م   ث   ال در دس   ت   گ   اه ق   ی   د ن   ظ   ی   ر (ā, b̄) ان   ت   خ   اب ب   رای ک   ه م   ش   اه   ده م   ی ش   ود

م   ی آی   د. ب   ه دس   ت (۹ −۳) در س   وپ   ری   م   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ،0+F̄ = {0۲}

خ   واه   ی   م (۷ −۳) ق   ال   ب ب   رای آن   گ   اه ک   ران دار، ت   اب   ع ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت α اگ   ر ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان ب   ع   دی ن   ت   ی   ج   ۀ

اس   ت. آس   ان ۳ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا آن اث   ب   ات و ρ(U) > ۰ داش   ت

z ∈ Z ه   ر ب   رای ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان (۷ −۳) در U ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض اس   ت   وار). ه   م   ت   ای (س   ازگ   اری ۱ .۳ ن   ت   ی   ج   ۀ

۳ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ از (۳) ت   ا (۱) ش   رای   ط از ی   ک   ی در B و (ā, b̄) ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ف   رض ن   ی   ز و ‖ z ‖< µ ب   اش   ی   م داش   ت   ه

داش   ت: خ   واه   ی   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت س   ازگ   ار ،α ∈ R+
T ه   ر ب   رای PR درای   ن ص   ورت، ک   ن   د؛ ص   دق

sup
t∈T
|αt| ≤ µ−۱ d (0n+۱, ⅽⅼ H(ā, b̄)).

پ   ی   وس   ت   ه PR ب   ه روش   ن   ی، م   ی پ   ردازی   م. PR ع   ددی ب   ررس   ی ب   ه م   رب   وط م   ط   ل   ب چ   ن   د ب   ه ب   خ   ش، ای   ن در س   ران   ج   ام

ک   رد. ح   ل گ   س   س   ت   ه س   ازی ازط   ری   ق م   ی ت   وان ح   ال   ت ای   ن در را PR م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه ب   اش   د ف   ش   رده TR اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ وی   ژگ   ی ه   ای ش   ن   اس   ای   ی از ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه ،FR ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ه م   رب   وط وی   ژگ   ی ه   ای ب   ه ت   وج   ه ب   ا

ش   ک   ل ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت FR ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۳ −۳) و آن م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط ب   رح   س   ب خ   ط   ی دس   ت   گ   اه ی   ک

ک   ه (0n,−۱) ∈ int ⅽone TR و ب   اش   د ن   وک دار ،ⅽⅼ ⅽoneTR ،TR م   خ   روط ب   س   ت اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر م   ح   دّب

راب   ط   ه در س   ب   ک، ب   ه ه   م   ی   ن ک   رد. ح   ل درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م ب   ا م   ی ت   وان را PR م   س   ئ   ل   ۀ ح   ال   ت ای   ن در

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ([۱۰۲] در ۹ .۳ .۱ (ن   ت   ی   ج   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ک   ران دار SR ب   ه   ی   ن   ه، م   ج   م   وع   ۀ ب   ا

ب   رش ص   ف   ح   ۀ ال   گ   وری   ت   م ب   رخ   ی ب   ا م   ی ت   وان ح   ال   ت ای   ن در را PR م   س   ئ   ل   ۀ ک   ه c̄ ∈ int ⅽone ProjRn(TR)

(آف   ی   ن   ی) ت   خ   ت دادۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ب   ا ن   ق   ی   ن   ی ت   ح   ت اس   ت   وار ه   م   ت   ای رام ش   دن ق   اب   ل ب   ه ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ ک   رد. ح   ل م   رک   زی

م   ی ش   ود. م   رب   وط
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{āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} ب   ا (۷ −۳) ب   ه ص   ورت U ک   ن   ی   د ف   رض اس   ت   وار). ه   م   ت   ای (رام ش   دن   ی ۵ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت، ب   اش   د؛ ف   ش   رده Z ⊂ Rn+۱ و α ∈ C(T ) پ   ی   وس   ت   ه،

ب   اش   د، س   ازگ   ار اگ   ر اس   ت پ   ی   وس   ت   ه PR (۱)

م   ی ک   ن   د، ص   دق چ   گ   ال   ی ف   رض در PR آن   گ   اه ،α ∈ RT
++ و ب   اش   د م   ح   دّب Z اگ   ر (۲)

آن   گ   اه اس   ت، م   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک I آن در ک   ه ،Z = ⅽonv {(ri, si), i ∈ I} اگ   ر (۳)

FR = {x ∈ Rn : (āt + αtri)
Tx ≥ b̄t + αisi, (t, i) ∈ T × I}. (۱۱ −۳)

(۳) گ   زارۀ در ف   رض ش   ود. ح   ل ش   ب   ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی ازط   ری   ق ب   ت   وان   د PR ک   ه م   ی ک   ن   د ت   ض   م   ی   ن (۲) ف   رض

از ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان ب   ع   دی م   ث   ال .I = {۱, . . . , ۲n} ب   ا Z = B∞ ب   اش   ی   م داش   ت   ه ه   رگ   اه م   ث   لا اس   ت. ب   رق   رار

ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ب   ا ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه ص   ورت را PR از دوب   اره دس   ت   ورس   ازی ی   ک م   ی ت   وان (۱۱ −۳)

آورد. ب   ه دس   ت T ب   ا ب   ع   د ه   م 

م   ع   ل   وم م   ق   دار ی   ک از ن   اب   ی   ش   ت   ر ت   ق   ری   ب   ی خ   ط   ای ی   ک ب   ا ۱ .۳ م   ث   ال در ⅬSIO ن   ق   ی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ۲ .۳ م   ث   ال

ب   ه ع   لاوه، داش   ت. خ   واه   ی   م را (۴ −۳) در م   س   ئ   ل   ه ه   م   ان   ن   د PR م   س   ئ   ل   ۀ ب   ن   اب   رای   ن، ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را α ∈ [۰, ۱]

را PR م   س   ئ   ل   ۀ م   ی ت   وان ۵ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ از (۳) ق   س   م   ت از ب   ن   اب   رای   ن ،B∞ = ⅽonv {(±۱ ,±۱)} چ   ون

ب   ه ص   ورت دوب   اره

P ۱
R : infx∈R۲ x۱ − x۲

s.t.

(α − cos t)x۱ + (α − sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

−(α + cos t)x۱ + (α − sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

(α − cos t)x۱ + (α + sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

−(α + cos t)x۱ − (α + sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰ (t = ۲), x۲ ≥ ۰ (t = ۳),

(۱۲ −۳)

ق   رار ۱ ب   ه ت   رت   ی   ب (۱۲ −۳) در ی   ک   س   ان ش   اخ   ص ب   ا ب   ازه ه   ای ب   ه ج   ای م   ی ت   وان   ی   م آن در ک   ه ک   رد دس   ت   ورس   ازی

ی   ک روش، ای   ن ب   ا .T۴ = [۶π,
۱۳π

۲
] و T۳ = [۴π,

۹π
۲
] ،T۲ = [۲π,

۵π
۲
] ،T۱ = [۰,

π

۲
] ده   ی   م

(م   ت   رج   م). ش   د اص   لاح ک   ه ب   ود ش   ده ن   وش   ت   ه «ی   ک» دوم، م   ت   غ   ی   ر ش   اخ   ص ک   ت   اب در ۱ن   ک   ت   ه.
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و ک   ام   ل ب   ع   د ب   ا F ۲
R آن ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ک   ه م   ی آوری   م ب   ه دس   ت را P ۲

R م   ان   ن   د پ   ی   وس   ت   ه ⅬSIO م   ع   ادل م   س   ئ   ل   ۀ

و اس   ت ف   ش   رده ن   ی   ز S۲ آن، ج   واب م   ج   م   وع   ۀ ،(F ۲
R ⊂ F̄ و م   ی ک   ن   د ص   دق SⅭQ در P ۲

R (چ   ون اس   ت ف   ش   رده

ی   ک ب   ازۀ داخ   ل در و م   ی ک   ن   د ص   دق ب   ودن چ   گ   ال ف   رض در (
⋃۴

i=۱
Ti)
⋃
{۲ , ۳} آن، ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ

و PR م   س   ئ   ل   ۀ ،ⅬHS راس   ت، ط   رف ض   رای   ب ب   ردار م   ج   م   وع   ۀ ۲ −۳ و ۱ −۳ ش   ک   ل ه   ای دارد. ق   رار [۰, ۲۱] ب   ع   دی

ش   ده ان   د داده ن   م   ای   ش α = ۰٫۲ ب   رای (M۲
R و MR اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط ه   ای از ب   ه ت   رت   ی   ب، (م   ول   د ه   ای، P ۲

R

ب   ا م   ی ت   وان   د P ۲
R م   س   ئ   ل   ۀ .ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، خ   ورده ان   د) ب   رچ   س   ب ب   ازه ه   ا ش   اخ   ص ه   ای م   ط   اب   ق ۲ −۳ ش   ک   ل در (خ   م ه   ای

ش   ود. ح   ل درون   ی ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م و م   رک   زی ب   رش ص   ف   ح   ۀ ش   ب   ک   ه، گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای

MR م   ول   ده   ای ۱ −۳ ش   ک   ل

M ۲
R م   ول   ده   ای ۲ −۳ ش   ک   ل

[۱۴ −۱۶] در م   ع   م   ول   ی ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه  ه   ای اس   ت   وار ه   م   ت   ای رام ش   دن   ی ت   ع   م   ی   م ه   ا). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ۶ −۱ −۳ ی   ادآوری

م   ع   م   ول   ی م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی و ⅬO ب   ه م   رب   وط اس   ت   وار دوگ   ان م   س   ئ   ل   ه ه   ای درص   ورت   ی ک   ه ش   ده ان   د، ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل غ   ی   ره و
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در م   ی ت   وان را ۲ −۱ −۳ و ۱ −۱ −۳ ق   ض   ی   ه ه   ای اث   ب   ات ش   ده ان   د. ارائ   ه م   ق   الات س   ای   ر ج   م   ل   ه از [۱۵۰] و [۱۲] در

و اس   ت [۹۶] از ۳ .۳ ق   ض   ی   ۀ ه   م   ان ،(۲) ۳ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ ی   اف   ت. ([۹۶] از ۲ .۷ (ن   ت   ی   ج   ۀ و ([۹۵] از ۱ (ق   ض   ی   ۀ

(گ   زاره آورد. ب   ه دس   ت ([۹۶] از ،۳ .۴ (ی   ادآوری در ب   ح   ث ه   ای از م   ی ت   وان را (۳) و (۱) گ   زاره ه   ای ح   ال آن   ک   ه

۵ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ درص   ورت   ی ک   ه م   ی ش   ود، داده ت   ع   م   ی   م دل   خ   واه ن   رم ه   ای ب   رای ۴ −۱ −۳ ق   ض   ی   ۀ ب   ه وس   ی   ل   ۀ ([۹۶] از ۳ .۷

در MR ک   ه م   ی ش   ود داده ن   ش   ان ([۹۵] از ۱ (گ   زاره در .([۹۶] از ۴ .۲ (گ   زارۀ ب   راب   رس   ازی از اس   ت ع   ب   ارت

در ت   ع   ری   ف ه   م   ان   ن   د ح   ال   ت (ای   ن ش   ود پ   ارام   ت   رس   ازی (آف   ی   ن   ی) ت   خ   ت ب   ه ص   ورت داده ن   ق   ی   ن   ی ک   ه اس   ت م   ح   دّب ح   ال   ت   ی

ه   م   راه اس   ت   وار SⅭQ ی   ک ت   ح   ت ،MR ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان ([۹۵] از ۲ (گ   زارۀ ح   ال آن   ک   ه و م   ی ش   ود) ت   ع   ری   ف [۱۴]

اس   ت. ب   س   ت   ه م   س   ئ   ل   ه، ای   ن ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ و ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ روی ت   وپ   ول   وژی   ک   ی م   ن   اس   ب ش   رای   ط ب   ا

و [۹۶] در م   ی ت   وان را ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   د ه   ای ت   ح   ت ⅬSIO چ   ن   ده   دف   ۀ اس   ت   وار م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ ه   ای

م   ق   ال   ۀ ی   اف   ت. [۲۷] در را م   ح   لّ   ی م   ح   دّب ف   ض   اه   ای در ط   رح ش   ده م   ح   دّب اس   ت   وار ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط

ق   ض   ی   ۀ از ت   ع   م   ی   م ی   ک اس   ت. ن   ق   ی   ن   ی دادۀ ق   ی   د ب   ا ت   ق   ری   ب ب   ه   ت   ری   ن م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای ک   ارب   رد ی   ک دوم   ی ش   ام   ل

ی   اف   ت. ([۹۶] از ۱۵ (گ   زارۀ در م   ی ت   وان را ⅬSIO چ   ن   ده   دف   ۀ اس   ت   وار م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ۵ −۱ −۳

ن   ق   ی   ن   ی ه   دف ۲ −۳

σC ب   ا را C ت   اب   ع پ   ش   ت   ی   ب   ان و M̄ و F̄ ب   ا را {āTt x ≥ b̄t, t ∈ T} اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط و ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ

م   س   ئ   ل   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت P۰ م   س   ئ   ل   ۀ اس   ت   وار ه   م   ت   ای درای   ن ص   ورت، F̄؛ 6= ∅ م   ی ک   ن   ی   م ف   رض م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان

ب   ه ش   ک   ل ⅭSIO

infx∈Rn σC (x) = supc∈C cTx

s.t. āTt x ≥ bt, t ∈ T

ب   ه ش   ک   ل ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ م   ع   ادل، ب   ه ط   ور ی   ا

PR :inf(x,y)∈Rn+۱ y

s.t. − cTx+ y ≥ ۰, c ∈ C,

āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,

(۱۳ −۳)
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ک   ل   ی   ت، در خ   ل   ل   ی ه   ی   چ (ب   دون TR = T ∪C ،FR = epi σC ∩ (F̄ ×R) ،cR = (0n, ۱) درن   ت   ی   ج   ه و

،(C ∩ T = ∅ ک   ه ک   رد ف   رض م   ی ت   وان

MR = (ⅽone {(−C)× {۱}) ∪ {(āt, ۰) : t ∈ T}}

= (M̄ × {۰}) + ⅽone {(−C)× {۱}},

و

KR = ⅽone [((−C)× {۱} × {۰}) ∪ {(āt, ۰, b̄t) : t ∈ T} ∪ {(0n, ۰,−۱)}].

اس   ت س   ازگ   ار PR ب   ه وی   ژه .F̄ ∩ⅾoⅿ σC 6= ∅ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت س   ازگ   ار PR ب   ه  روش   ن   ی،

در ن   ش   ان داده ش   ده م   خ   روط از س   اده م   ش   خ   ص   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت اس   ت   وار دوگ   ان   ی ن   ظ   ری   ۀ ب   اش   د. ک   ران دار C ه   رگ   اه

ب   ه ط   وری ک   ه ،t۰ /∈ T ب   ا U : T ∪ {t۰}⇒ Rn+۱ ن   ق   ی   ن   ی م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ت   ع   ری   ف ب   ا ت   ن   ه   ا ،۱ −۳ ب   خ   ش

ب   ررس   ی ب   ه ت   وج   ه ب   ا .Ut = {(āt, ۰, b̄t)} ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای و Ut۰ = (−C)×{۱}× {۰}

ب   ودن، چ   گ   ال ف   رض ق   ی   دی، دس   ت   گ   اه پ   ی   وس   ت   گ   ی آن: ب   ه م   رب   وط وی   ژگ   ی ب   ه دس   ت   ور ای   ن ،PR ع   ددی م   ن   اس   ب

دارد. ب   س   ت   گ   ی FR ب   ع   د ب   ودن ک   ام   ل و وک   ران داری SR ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ک   ران داری

α ∈ R++ آن در ک   ه ،C = c̄ + αZ و T ⊂ Rm داری   م m ≤ n م   ق   ادی   ر ب   رخ   ی ب   رای ،م   ع   م   ولا

م   ث   لا ن   رم، ی   ک ب   رح   س   ب Z اگ   ر ن   م   ون   ه، ب   رای .Rn از داده ش   ده ک   ران دار م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت Z و

ب   ا σC ،c̄ م   رک   ز ب   ه گ   وی ی   ک از ب   ود خ   واه   د ع   ب   ارت C آن   گ   اه ب   اش   د، Rn در ب   س   ت   ه واح   د گ   وی ی   ک ،‖ · ‖∗
(ب   ه اس   ت۱ دوگ   ان ن   رم ن   ش   ان ده   ن   دۀ آن در ‖ · ‖∗ ک   ه σC(x) = c̄Tt x+ α‖ x ‖∗ و اس   ت م   ت   ن   اه   ی م   ق   دار

ه   س   ت   ن   د). ی   ک   دی   گ   ر دوگ   ان ‖ · ‖۱ و ‖ · ‖∞ ح   ال آن   ک   ه و اس   ت م   ن   ط   ب   ق دوگ   ان ن   رم ب   ر ‖ · ‖۲ ک   ه آوری   د ی   اد

،۰ ش   ام   ل ب   س   ت   ه ب   ازه ه   ای ت   ب   اه   ی   ده) اح   ت   م   الا) ک   ارت   زی   ن ض   رب ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت Z اگ   ر دی   گ   ر، ازط   ری   ق   ی

ح   ال   ت، دو از ه   ری   ک در ب   اش   د. م   ت   ق   ارن c̄ ب   ه ن   س   ب   ت ل   زوم   ی ن   دارد ک   ه ج   ع   ب   ه ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت C آن   گ   اه

داد ق   رار T ج   ای ب   ه م   ی ت   وان (درغ   ی   ر ای   ن ص   ورت T ⊂ Rn ک   ه ک   رد ف   رض م   ی ت   وان ک   ل   ی   ت، در خ   ل   ل   ی ه   ی   چ ب   دون

پ   ی   وس   ت   ه ن   ی   ز PR آن   گ   اه ب   اش   د، پ   ی   وس   ت   ه (۲ −۲) در P̄ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ اگ   ر .C ∩ T = ∅ و (T × {0n−m}

ف   رض در ن   ی   ز TR آن   گ   اه ب   اش   د)، م   ح   دّب T م   ث   لا) ک   ن   د ص   دق ب   ودن چ   گ   ال ف   رض در P̄ اگ   ر ب   ه ع   لاوه، ب   ود. خ   واه   د

اگ   ر .C و T ب   ع   د ه   ای ب   ی   ش   ی   ن   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت آن ب   ع   د ،TR ب   ع   د ب   ا راب   ط   ه در ک   رد. خ   واه   د ص   دق ب   ودن چ   گ   ال

ب   ی   ک   ران ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ (ب   ا اس   ت س   ازگ   ار PR درن   ت   ی   ج   ه ک   ه (x,maxc∈Cc
Tx) ∈ FR آن   گ   اه ،x ∈ F

(م   ت   رج   م). ش   د اص   لاح ک   ه ب   ود اف   ت   اده ق   ل   م از ع   لام   ت پ   ای   ی   ن و راس   ت س   م   ت در «*» ان   دی   س .۱
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ب   اش   ی   م: داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ک   ران دار SR پ   ای   ان، در ب   اش   د. س   ازگ   ار P̄ اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر (FR

(0n, ۱) ∈ int [(M̄ × {۰}) + ⅽone {(−C)× {۱}}]. (۱۴ −۳)

ع   ب   ارت ن   ق   ی   ن   ی س   رچ   ش   م   ۀ ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض اک   ن   ون ول   ی ب   گ   ی   ری   د، ن   ظ   ر در را ۲ .۳ م   ث   ال در م   س   ئ   ل   ۀ ه   م   ان ۳ .۳ م   ث   ال

اس   ت   وار ه   م   ت   ای درای   ن ص   ورت، α ∈ [۰, ۱] ،C = (−۱,−۱) + αB۲ ک   ن   ی   د ف   رض ه   دف. ت   اب   ع از ب   اش   د

از اس   ت ع   ب   ارت P۰

PR : inf(x,y) ∈R۳ y

s.t.

(۱− αu۱)x۱ + (۱− αu۲)x۲ + y ≥ ۰, u ∈ B۲,

− (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −۱, (t, v) ∈ [۰,
π

۲
]× [۲, ۳],

x۱ ≥ ۰ (t = (۲, ۰)), x۲ ≥ ۰ (t = (۳, ۰)).

ف   رض در B۲ ∪ [۰,
π

۲
]× [۲, ۳] ∪ {(۲, ۰) , (۳, ش   اخ   ص{(۰ م   ج   م   وع   ۀ اس   ت، پ   ی   وس   ت   ه PR ب   ه روش   ن   ی،

از اس   ت ع   ب   ارت FR آن ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ و دارد ق   رار [۰, ۳]۲ دوب   ع   دی ب   ازۀ داخ   ل در و م   ی ک   ن   د ص   دق چ   گ   ال   ی

،(۱, ۱, ۱) ∈ (−C)× {۱} و M̄ × {۰} = R۲ × {۰} چ   ون ب   ه ع   لاوه، ب   ی   ک   ران. ب   س   ت   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ی   ک

م   ج   م   وع   ۀ و ب   رق   رار (۱۴ −۳) ب   ن   اب   رای   ن، .(M̄ × {۰}) + ⅽone {(−C)× {۱}} = R۲ × R+ پ   س،

ص   ف   ح   ۀ ی   ا ش   ب   ک   ه گ   س   س   ت   ه س   ازی ال   گ   وری   ت   م ه   ای از اس   ت   ف   اده ب   ا م   ی ت   وان را PR م   س   ئ   ل   ۀ درن   ت   ی   ج   ه اس   ت. ک   ران دار ب   ه   ی   ن   ه

ک   رد. ح   ل م   رک   زی ب   رش

ارج   اع ۶ −۱ −۳ ی   ادآوری در اش   اره ش   ده پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای ب   ه را خ   وان   ن   ده ت   ع   م   ی   م ه   ا ). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۷ −۲ −۳ ی   ادآوری

و ه   دف ت   اب   ع ب   ا ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط اس   ت   وار دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ ی   ک ،([۹۵] ،۲ (ن   ت   ی   ج   ۀ ب   ه وی   ژه م   ی ده   ی   م.

ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل [۹۷] در ن   ق   ی   ن   ی ه   دف ت   اب   ع ب   ا ⅬO اس   ت   وار چ   ن   ده   دف   ۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای م   ی ک   ن   د. ث   اب   ت را ن   ق   ی   ن   ی ق   ی   د ه   ای

اس   ت. ش   ده

اس   ت   وار). ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ در ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ (دو ۸ −۲ −۳ ی   ادآوری

.ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای از وی   ژه ای ان   واع اس   ت   وار ه   م   ت   اه   ای پ   ی   چ   ی   دگ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل .۱

.ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای از وی   ژه ای ان   واع از اس   ت   وار ه   م   ت   اه   ای رام ش   دن   ی م   ن   ظ   م ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل .۲



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۷۶



۴

ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا (۲ −۲) در م   س   ئ   ل   ه ه   م   ان   ن   د P̄ م   ان   ن   د ⅬSIO س   ازگ   ار ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ک   ه م   ی ش   ود ف   رض از ای   ن پ   س،

دوگ   ان

D̄ :supλ∈R(T )

∑
t∈T

λt b̄t

s.t.
∑

t∈T
λt āt = c̄

λt ≥ ۰, t ∈ T.

ب   ا را Π = Rn × (Rn)T × RT پ   ارام   ت   ره   ای ف   ض   ای در P̄ پ   ارام   ت   ری ن   م   ای   ش ب   اش   د. داده ش   ده

م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط و M(π̄) = ⅽone {āt, t ∈ T} ب   ا را P̄ اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط ،π̄ = (c̄, ā, b̄)

م   رت   ب ه   رس   ه ت   ای   ی ب   رای م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان K (π̄) = ⅽone {(āt, b̄t), t ∈ T ; (0n,−۱)} ب   ا را P̄

ب   ه ص   ورت آن اول   ی   ه ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را π̄ م   ان   ن   د ⅬSIO پ   ری   ش   ی   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ،π = (c, a, b) ∈ Π

P (π) : infx∈Rn cTx

s.t. aTt x ≥ bt, t ∈ T,

ب   ه ش   ک   ل آن دوگ   ان و

D(π) :supλ∈R(T )

∑
t∈T

λtbt

s.t.
∑

t∈T
λtat = c,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۷۸

λt ≥ ۰, t ∈ T.

و P (π) ب   ه   ی   ن   ۀ و ش   دن   ی م   ج   م   وع   ه ه   ای ن   ش   ان ده   ن   دۀ ب   ه ت   رت   ی   ب ϑ(π) و S(π) ،F(π) ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه اس   ت.

D(π) دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ ن   ظ   ی   ر م   ق   ادی   ر ϑD(π) و SD(π) ،FD(π) ب   ه ه   م   ی   ن ت   رت   ی   ب ه   س   ت   ن   د. آن ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار

ه   س   ت   ن   د۱.

ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر ت   واب   ع ت   ح   دی   د ب   ودن) (آف   ی   ن   ی ب   ودن ت   خ   ت ن   اح   ی   ه ه   ای ت   ع   ی   ی   ن از اس   ت ع   ب   ارت ف   ص   ل ای   ن از ه   دف

ن   م   ادی   ن دادۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی م   خ   ت   ل   ف ن   وع س   ه ت   ح   ت آن ه   ا ب   رآورد ه   ای و Π زی   رف   ض   ای ب   ه م   رب   وط (ϑD (ی   ا ϑ

.π̄ = (c̄, ā, b̄)

ه   دف ت   اب   ع پ   ری   ش   ی   دن ۱ −۴

از ه   س   ت   ن   د م   ت   ش   ک   ل پ   ارام   ت   ره   ا اع   ض   ای درای   ن ص   ورت، ش   ود. پ   ری   ش   ی   ده م   ی ت   وان   د P̄ ه   دف ت   اب   ع ت   ن   ه   ا ک   ن   ی   د ف   رض

Rn ب   ا را پ   ارام   ت   ره   ا زی   رف   ض   ای م   ی ت   وان   ی   م ی   ع   ن   ی ،c ∈ Rn پ   ارام   ت   ر ب   ا ،π = (c, ā, b̄) ب   ه ش   ک   ل س   ه ت   ای   ی ه   ای   ی

ک   ن   ی   م. م   ش   خ   ص

از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب ک   ن   ی   م، ب   ررس   ی ب   خ   ش ای   ن در ب   ای   د ک   ه را D و P پ   ری   ش   ی   ده ش   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ ه   ای

P (c) : infx∈Rn cTx

s.t. āt x ≥ b̄t, t ∈ T,

و

D(c) : sup
λ∈R(T )

+

∑
x∈Rn

λt b̄t

s.t.
∑

t∈T
λt āt = c,

ب   اش   د، پ   ی   وس   ت   ه P̄ اگ   ر (ب   ه روش   ن   ی، ϑD(c) و ϑ(c) ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر و FD(c) و F(c) ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ا

ع   ب   ارت ،ϑD دوگ   ان ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار م   ؤث   ر دام   ن   ۀ ن   م   اد گ   ذاری، ای   ن ب   ا ب   ود). خ   واه   د پ   ی   وس   ت   ه ن   ی   ز P (c) آن   گ   اه

از ع   ب   ارت   ن   د ب   ه ت   رت   ی   ب D̄ آن دوگ   ان و P̄ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر و M(π̄) اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط از اس   ت

م   ق   دار از م   ق   ع   ر زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل ی   ک c ∈ Rn ه   ر ب   ه ∂ϑ : Rn ⇒ Rn م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت .ϑD(c̄) و ϑ(c̄)

م   ی ده   د. ن   س   ب   ت c در ϑ ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ

(م   ت   رج   م). اس   ت ب   ررس   ی م   ورد پ   ری   ش   ی   ده م   س   ئ   ل   ۀ چ   ون ش   ود ن   وش   ت   ه π̄ ب   ای   د π ب   ه ج   ای ک   ه م   ی آی   د ن   ظ   ر ب   ه .۱



۷۹ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

پ   ری   ش   ی   ده P̄ ه   دف ت   اب   ع ف   ق   ط ه   رگ   اه م   ی آی   د ب   ه دس   ت ϑ (c̄) = ν (P̄ ) ن   م   و از ب   رآورد ی   ک ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ از

ش   ود.

ب   ا ⅬSIO س   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت P̄ ک   ن   ی   د ف   رض ب   ه   ی   ن   ه). م   ق   دار (ب   رآورد ۱ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت ،K(π̄) م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط

.hypo ϑD = K(π̄) (۱)

.hypo ϑ = ⅽⅼ K(π̄) (۲)

.rint M(π̄) ⊂ ⅾoⅿ ϑ ⊂ ⅽⅼ M(π̄) (۳)

.∂ϑ = S (۴)

ب   اش   د. ک   ران دار S(c) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر c ∈ int M(π̄) (۵)

(۴) ،(۳) از .ϑD از usⅽ پ   وس   ت   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت ϑ م   ق   ع   ر ت   اب   ع ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ت   ی   ج   ه (۲) و (۱) از

را c ∈ rint M(π̄) = rint ⅾoⅿ ϑ در ϑ ج   ه   ت   ی م   ش   ت   ق ب   رای ع   ب   ارت ی   ک ([۲۰۵] از ۲۳ .۴ (ق   ض   ی   ۀ و

d ∈ Rn داده ش   دۀ ج   ه   ت ی   ک ب   ه ازای :ⅾoⅿ ϑ = {c ∈ Rn : ϑ(c) > −∞} آن در ک   ه م   ی آوری   م ب   ه دس   ت

داش   ت: خ   واه   ی   م

ϑ′ (c; d) := lim
λ↓۰

ϑ(c+ λd)− ϑ(c)
λ

= −lim
λ↓۰

−ϑ(c+ λd) + ϑ(c)

λ

= −(−ϑ )′(c; d) = − sup
u∈∂(−ϑ)(c)

dTu = inf
x∈S(c)

dTx.
(۱ −۴)

ب   ا .ϑ′(c; d) = minx∈S(c)d
Tx داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،c ∈ intM(π̄) اگ   ر ،(۵) ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ه وی   ژه،

از م   ن   اس   ب ب   رآورد ی   ک ک   ه گ   رف   ت خ   واه   ی   م ن   ت   ی   ج   ه ،c̄ ∈ intM(π̄) ب   ه ط   وری ک   ه P̄ ب   رای (۱ −۴) ب   ه ک   ارگ   ی   ری

ب   ه ص   ورت c̄ ن   زدی   ک   ی در c م   ق   دار ی   ک ب   رای ϑ(c)

ϑ(c) ' ϑ(c̄) + infx∈S(c̄)〈c− c̄, x〉, (۲ −۴)

x̄ م   ان   ن   د ی   ک   ت   ا ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک دارای P̄ م   س   ئ   ل   ۀ و c̄ ∈ int M(π̄) اگ   ر م   ی آی   د. ب   ه دس   ت

و ∇ϑ(c) = {x̄} ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   ش   ت   ق پ   ذی   ر c̄ در ϑ ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۲ −۴) و (۴) از ب   اش   د،

.ϑ(c) ' ϑ(c̄) + 〈c− c̄, x̄〉

ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ س   ه ب   ه وس   ی   ل   ه ⅬO در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه م   رب   وط رای   ج ق   ض   ی   ه ه   ای

ت   ع   م   ی   م اس   ت. داده ش   ده c̄ ن   م   ادی   ن پ   ارام   ت   ر ن   زدی   ک   ی در ϑ(c) ب   رای آن در دق   ی   ق دس   ت   ورات ک   ه م   ی ش   ود داده ت   ع   م   ی   م

دارد. ن   ی   از اف   راز م   ن   اس   ب م   ف   اه   ی   م م   ع   رف   ی ب   ه ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ق   ض   ی   ه  ه   ا ای   ن



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۸۰

در f ت   خ   ت م   خ   روط ،f م   ان   ن   د م   ق   ع   ر ی   ا م   ح   دّب م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ ت   اب   ع ی   ک ب   ه ازای

م   ی ک   ن   ی   م ت   ع   ری   ف z ش   ام   ل ب   از ن   س   ب   ی ب   ه ط   ور م   ح   دّب م   خ   روط ب   زرگ ت   ری   ن ب   ه ص   ورت را z ∈ (ⅾoⅿ f) \ {0n}

ی   ک اس   ت). م   ق   ع   ر ن   ی   ز و م   ح   دّب ه   م زم   ان (ی   ع   ن   ی اس   ت ت   خ   ت آن روی f ت   اب   ع ک   ه م   ی ده   ی   م ن   ش   ان Lz ب   ا را آن و

گ   ردای   ۀ ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان م   ح   دّب آن   ال   ی   ز اب   زار م   ب   ت   ن   ی ب   ر ب   ح   ث

L (f) := {Lz : z ∈ (ⅾoⅿ f) \ {0n}}

از اف   راز ی   ک f : Rn → R̄ م   ان   ن   د م   ح   دّب م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن ت   اب   ع ی   ک از ت   خ   ت م   خ   روط ه   ای از

ب   رای ح   ک   م ای   ن چ   ون .f ت   خ   ت اف   راز م   ی گ   وی   ی   م L (f) ب   ه ب   ن   اب   رای   ن م   ی ده   د. ت   ش   ک   ی   ل را (ⅾoⅿ f) \ {0n}

م   ق   ع   ر م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن (ی   ع   ن   ی زب   رخ   ط   ی ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ϑ و ب   رق   رار ت   ع   ری   ف ش   ده م   ق   ع   ر م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن ت   واب   ع

داش   ت. خ   واه   ی   م را ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ پ   س ،usⅽ ب   ه ش   ک   ل

از اف   راز ی   ک L(ϑ) ب   از ن   س   ب   ی ب   ه ط   ور م   خ   روط ه   ای دس   ت   ه ب   ه   ی   ن   ه). م   ق   دار ت   اب   ع ت   خ   ت (اف   راز ۲ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

ب   اش   د. ت   خ   ت ϑ ت   اب   ع ک   ه م   ی ده   د ت   ش   ک   ی   ل ن   اح   ی   ه ه   ای   ی در را (ⅾoⅿ ϑ) \ {0n}

ی   ک (درح   ق   ی   ق   ت ب   از ن   س   ب   ی ب   ه ط   ور م   ج   م   وع   ۀ ب   زرگ ت   ری   ن از اس   ت ع   ب   ارت Lc̄ ∈ L(ϑ) ب   دی   ن ت   رت   ی   ب،

ب   ه دس   ت (۲ −۴) از ک   ه اس   ت اط   لاع   ات   ی از دق   ی   ق ت   ر اط   لاع   ات ای   ن اس   ت. ت   خ   ت آن روی ϑ ک   ه م   ح   دّب) م   خ   روط

ق   ض   ی   ۀ در وض   ع   ی   ت ای   ن ب   اش   د. ک   ام   ل ب   ع   د ب   ا Lc̄ اگ   ر م   ی رود ب   ه ک   ار c̄ از ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک ب   رای ف   ق   ط آن ام   ا م   ی آی   د،

م   ی ش   ود. ب   ررس   ی ب   ع   دی

ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ت   خ   ت c̄ ه   م   س   ای   گ   ی ب   رخ   ی روی ϑ ت   اب   ع ه   م   س   ای   گ   ی ه   ا). روی ب   ودن (ت   خ   ت ۳ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

c ∈ Lc̄ ه   ر ب   رای آن   گ   اه ،S(c̄) = x̄ اگ   ر ح   ال   ت   ی، چ   ن   ی   ن در ب   اش   د. ی   ک   ت   ا و ق   وی ج   واب ی   ک دارای P̄ اگ   ر

.(c̄ ش   ام   ل ب   از م   ح   دّب م   خ   روط (ی   ک ϑ(c) = 〈x̄, c〉 داش   ت خ   واه   ی   م

ت   س   اوی ب   ا ۳ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ ت   ل   ف   ی   ق از

ν(P̄ ) = sup
y∈Rn
{y : (c, y) ∈ ⅽⅼ K(π̄)}

آورد. خ   واه   ی   م ب   ه دس   ت ب   ع   دی ن   ت   ی   ج   ۀ ب   ه ص   ورت را ی   ک   ت   ا ق   وی ج   واب وج   ود ه   ن   دس   ی م   ش   خ   ص   ۀ

ن   ق   ط   ۀ اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ی   ک   ت   اس   ت ق   وی ج   واب ی   ک دارای P̄ م   س   ئ   ل   ۀ ۱ .۴ ن   ت   ی   ج   ۀ

(c̄, supy∈R {y : (c, y) ∈ ⅽⅼ K(π̄)}) ∈ Rn+۱

ب   اش   د. ⅽⅼ K(π̄) وج   ه   ک ی   ک ن   س   ب   ی درون ب   ه م   ت   ع   ل   ق



۸۱ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

پ   ارام   ت   ری م   س   ئ   ل   ۀ ۱ .۴ م   ث   ال

P (c) : infx∈R۲ cTx

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰ (t = ۲), x۲ ≥ ۰ (t = ۳).

آش   ک   ار وج   ه ه   ای از ProjR۲ از ح   اص   ل ت   ص   وی   ره   ای ب   ه وس   ی   ل   ۀ ϑ از L(ϑ) ت   خ   ت اف   راز ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را

خ   واه   ی   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ب   ب   ی   ن   ی   د) را ۱ −۴ (ش   ک   ل م   ی ک   ن   د ح   ذف را م   ب   دأ ک   ه م   ی ش   ود ت   ش   ک   ی   ل hypo ϑ = ⅽⅼ K (π̄)

داش   ت:

ⅾiⅿ Lc =

 ۱, c ∈ [R۲
− ∪ (R+ × {۰}) ∪ ({۰} × R+)] \ {0۲} ,اگ   ر

۲. .وگ   رن   ه

از: ع   ب   ارت   ن   د ۱ .۱ م   ث   ال در درن   ظ   رگ   رف   ت   ه ش   ده م   خ   ت   ل   ف ه   دف ت   اب   ع س   ه ب   ه م   رب   وط ب   ودن خ   ط   ی م   خ   روط ه   ای

ی   ک روی ϑ چ   ون .ϑ ≡ ۰ داری   م Lc̄ = R۲
++ م   ح   دّب م   خ   روط روی : c̄ = (۱, ۱) (ال   ف) ح   ال   ت

.(0۲ (م   ب   دأ ی   ک   ت   اس   ت ق   وی ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک دارای P (c̄) پ   س اس   ت، ت   خ   ت c̄ از Lc̄ ه   م   س   ای   گ   ی

.ϑ(c) =
c۱ + c۲√

۲
داری   م c ∈ Lc̄ = R++(−۱,−۱) ت   م   ام   ی ب   رای ک   ه : c̄ = (−۱,−۱) (ب) ح   ال   ت

.ϑ (c) = ۰ داری   م c ∈ Lc̄ = R++(۱, ه   ر (۰ ب   رای ک   ه : c̄ = (۱, ۰) (پ) ح   ال   ت

و ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   رازه   ای و c ∈ R۲ \ {0۲} ن   ق   ط   ۀ از ت   خ   ت م   خ   روط ه   ای ب   ی   ن ن   زدی   ک ارت   ب   اط ،۱ −۴ ج   دول

ب   رداره   ای ب   ا م   ت   ن   اظ   ر P (c) ت   م   ام   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای دق   ی   ق ت   ر، ع   ب   ارت ب   ه م   ی ده   د. ن   ش   ان را P (c) ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای

ک   ل   ی ن   م   ی ت   وان   د ح   ک   م ای   ن ه   س   ت   ن   د. ی   ک   س   ان ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز دارای L ∈ L(ϑ) ت   خ   ت م   خ   روط ی   ک از c

ن   ب   اش   ن   د. ی   ا ب   اش   ن   د ب   ه   ی   ن   ه اف   راز دارای اس   ت م   م   ک   ن ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای چ   ون ب   اش   د؛

ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه آن   گ   اه ،{ci, i ∈ I} ⊂ L ∈ L(ϑ) اگ   ر ک   ه اس   ت روش   ن ،L(ϑ) ت   ع   ری   ف م   وج   ب ب   ه

(در اس   ت ب   ه   ی   ن   ه اف   راز ش   ام   ل گ   زاره ای   ن ه   م   ت   ای ی   ک ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ اس   ت. ت   خ   ت {ci, i ∈ I} م   خ   روط روی ϑ

م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر دارن   د ی   ک   س   ان ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز ،{ci, i ∈ I} ب   ه واب   س   ت   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای ،۱ .۴ م   ث   ال

گ   ی   رد). ق   رار ت   خ   ت اف   راز ع   ن   ص   ر ب   رخ   ی داخ   ل در {ci, i ∈ I}

م   ت   ن   اه   ی ب   ا {ci, i ∈ I} ⊂ Rn ک   ن   ی   د ف   رض ک   ران دار). چ   ن   دوج   ه   ی روی ب   ودن (ت   خ   ت ۴ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

م   وج   ود {P (ci), i ∈ I} م   ان   ن   د م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی خ   ان   واده ب   رای م   ش   ت   رک ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز ی   ک ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان I ب   ودن



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۸۲

ت   خ   ت ⅽonv {ci, i ∈ I} روی ϑ درای   ن ص   ورت ب   اش   ن   د)؛ ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   راز دارای آن ه   ا ،م   ث   لا) ب   اش   د

اس   ت.

ت   خ   ت م   خ   روط ه   ای اف   راز ۱ −۴ ش   ک   ل

۴ .۱ م   ث   ال در ت   خ   ت اف   راز ۱ −۴ ج   دول

ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ه اف   راز ت   خ   ت م   خ   روط

R۲
++ ([۰,

π

۲
], {۲, ۳}, ∅) {0۲}

{۰} × R++ ([۰,
π

۲
] ∪ {۲}, {۳}, ∅) [۰, ۱]× {۰}

R−− × R++ ([۰,
π

۲
] ∪ {۲}, {۰, ۳}, ∅) {(۱, ۰)}

R−− × {۰} ([۰,
π

۲
] ∪ {۲}, {۰}, {۳} {(۱, ۰)}

R++c, c ∈ R۲
−− (T \ {α}, {α}, ∅), α = arctan(

c۲

c۱
) {(− c۱

‖c‖۲
,− c۲

‖c‖۲
)}

{۰} × R−− ([۰,
π

۲
] ∪ {۳}, {π

۲
}, {۳}) {(۰, ۱)}

R++ × R−− ([۰,
π

۲
] ∪ {۳}, {π

۲
, ۲}, ∅) {(۰, ۱)}

R++ × {۰} ([۰,
π

۲
] ∪ {۳}, {۲}, ∅) {۰} × [۰, ۱]



۸۳ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

م   ی ده   د، ن   ت   ی   ج   ه را ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز وج   ود ک   ه ف   رض ه   ای   ی ت   ح   ت ح   س   اس   ی   ت، ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   رای دوگ   ان   ی ش   ی   وۀ از

م   ی ش   ود. ب   ی   ان پ   اره خ   ط ه   ا ام   ت   داد در ب   ودن ت   خ   ت روی ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ ب   ه ص   ورت

ج   ه   ت در c̄ از م   ن   ش   ع   ب پ   اره خ   ط ی   ک روی ϑ ت   اب   ع پ   اره خ   ط ه   ا). درام   ت   داد ب   ودن (ت   خ   ت ۵ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

م   س   ئ   ل   ۀ و ν(P̄ ) = ν(D̄) ب   اش   ن   د، ح   ل پ   ذی   ر D̄ و P̄ اگ   ر اس   ت ت   خ   ت d ∈ Rn \ {0n}

D̄d : sup
λ∈R(T )

+ ,µ∈R

∑
t∈T

λtb̄t + µν(P̄ )

s.t.
∑
t∈T

λtāt + µc̄ = d,

.ν(P̄d) = ν(D̄d) ب   اش   ی   م داش   ت   ه و ب   اش   د ح   ل پ   ذی   ر ن   ی   ز

ن   ظ   ی   ر اول   ی   ه م   س   ئ   ل   ۀ ه   رگ   اه ه   س   ت   ن   د ب   رق   رار D̄d روی ف   رض ه   ای ،۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا

P̄d : infx∈Rn d̄Tx,

s.t. āTt x ≥ b̄t, t ∈ T,

c̄Tt x = ν(P̄ ),

ک   ن   د. ص   دق FⅯⅭQ ش   رای   ط در

ب   ه ط   وری ک   ه d ∈ R۲ و (ب) ۱ .۴ م   ث   ال از P (−۱,−۱) م   س   ئ   ل   ۀ از ب   اش   د ع   ب   ارت P̄ ک   ن   ی   د ف   رض ۲ .۴ م   ث   ال

داری   م ای   ن   ج   ا در .۰ < ‖ d ‖۲ < ۱ ب   اش   ی   م داش   ت   ه

P̄d : infx∈Rn dTx

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ −۱, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۱ ≥ ۰, x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ =
√

۲.

داش   ت خ   واه   ی   م ب   ده   ی   م، ن   ش   ان Kd و K(π̄) ب   ا را P̄d و P̄ م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط ه   ای اگ   ر

ن   ی   م ف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت آن (ب   س   ت ن   ی   س   ت ب   س   ت   ه م   خ   روط ای   ن و Kd = K(π̄) + span {(۱, ۱,
√

۲)}

ب   ه ک   ار ن   م   ی ت   وان را ۵ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ ی   ا ۳ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ ک   ه ک   ن   د ت   وج   ه م   ی ت   وان   د خ   وان   ن   ده ب   ن   اب   رای   ن .(x۳ ≤ x۱ + x۲

ب   رد.

c̄+d = (−۱+d۱)+(−۱+d۲) و c̄ = (−۱,−۱) ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   رازه   ای ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر م   ی ش   ون   د م   ن   ط   ب   ق ب   ره   م ک   ه (T\{α}, {α}, ∅) و (T\{π
۴
}, {π

۴
}, ∅) از ع   ب   ارت ان   د



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۸۴

ب   ه ک   ارگ   ی   ری ب   ا آن   گ   اه ،d ∈ R++c̄ اگ   ر ب   ن   اب   رای   ن، .d ∈ R++c̄ ی   ع   ن   ی ،α = arctan

(
−۱ + d۲

−۱ + d۱

)
=
π

۴
ن   ی   م خ   ط روی ϑ ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، اس   ت. ت   خ   ت [c̄, c̄ + d] پ   اره خ   ط روی ϑ ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ۴ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ

ب   ب   ی   ن   ی   د). را ۱ −۴ (ش   ک   ل اس   ت ت   خ   ت ب   ه ش   ک   ل R++c̄

پ   ی   ش   ی   ن   ۀ دارای ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار ت   اب   ع وی   ژگ   ی ه   ای درب   ارۀ ۱ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ م   ن   اب   ع). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۶ −۱ −۴ ی   ادآوری

ت   رس   ی   م   ی  ب   ه ص   ورت  ک   ام   لا آن اث   ب   ات ک   ه اس   ت [۲۰۹] در ⅬSIO زب   رس   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط دوگ   ان   ی ق   ض   ی   ۀ

م   ش   ت   ق پ   ذی   ری ب   ه م   رب   وط ش   رای   ط ی   اف   ت. [۱۰۲] در ۸ .۱ درق   ض   ی   ۀ م   ی ت   وان را اث   ب   ات دق   ی   ق ت   ر روش ی   ک اس   ت،

آورد. ب   ه دس   ت [۲۳۳ ،۲۳۲] در م   وج   ود ق   ض   ی   ۀ ه   ای و ϑ(c) = −σF̄ (−c) ت   س   اوی از م   ی ت   وان را c̄ در ϑ

در م   گ   ر اس   ت، م   ش   ت   ق پ   ذی   ر ϑ آن   گ   اه ن   ات   ه   ی، درون ب   ا ف   ش   رده م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت F̄ اگ   ر ب   ه وی   ژه،

ن   ب   اش   د). پ   اره خ   ط   ی ه   ی   چ ش   ام   ل bⅾ F (ی   ع   ن   ی ب   اش   د م   ح   دّب اک   ی   د ب   ه ط   ور F اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر م   ب   دأ،

گ   زارۀ در ب   ه ت   رت   ی   ب ق   ض   ی   ۀ ه   ا ای   ن ن   ی   س   ت   ن   د. ⅬO در پ   ی   ش   ی   ن   ه ای ه   ی   چ دارای ۳ −۱ −۴ و ۲ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ ه   ای
گ   اوی   ن۱ از م   ش   اب   ه ق   ض   ی   ۀ ی   ک ۵ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ پ   ای   ان، در ش   ده ان   د. ث   اب   ت [۹۳] در ۱ ق   ض   ی   ۀ و [۱۱۰] در ۲ .۲

و اس   ت ش   ده ث   اب   ت [۹۳] در ،۲ ق   ض   ی   ۀ در و م   ی ده   د ت   ع   م   ی   م را ⅬO در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   اب در [۸۷]

ⅬSIO ب   رای ت   ع   م   ی   م ی   ک ب   ه ش   ک   ل م   ی ت   وان   د و اس   ت ش   ده ث   اب   ت [۱۱۰] در ۴ .۱ گ   زاره در ۴ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ ح   ال آن   ک   ه

،۸۵ ،۱۹ ،۱] ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز دی   دگ   اه ه   ای از ⅬO در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل درب   ارۀ م   ق   ال   ه ه   ا از وس   ی   ع دس   ت   ۀ ی   ک از

ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای م   ش   اب   ه ت   ع   م   ی   م ه   ای ن   گ   ری   س   ت. [۲۰۸ ،۱۸۸ ،۱۴۶ −۱۴۸ ،۱۱۹ −۱۲۲ ،۸۹ ،۸۸

ش   ده ان   د. پ   ی   ش   ن   ه   اد [۸۹] دوم درج   ۀ و [۲۳۰] م   خ   روط   ی ،[۱۱۷] ن   ی   م   ه−م   ع   ی   ن،

راس   ت ط   رف پ   ری   ش   ی   دن ۲ −۴

پ   ارام   ت   ری م   س   ئ   ل   ۀ ای   ن   ک

P (b) : infx∈Rn c̄Tx

s.t. āTt x ≥ bt, t ∈ T ,

و

D (b) : sup
λ∈R(T )

+

∑
t∈T

λt bt

s.t.
∑

t∈T
λt āt = c̄,

1. Gauvin



۸۵ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

دوگ   ان و P̄ م   س   ئ   ل   ۀ م   ق   ادی   رب   ه   ی   ن   ۀ ب   ه روش   ن   ی، ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را ϑD(b) و ϑ(b) ن   ظ   ی   ر ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر ب   ا

و P (b) ≡ π = (c̄, ā, b) چ   ون ،ν(D̄) = ϑD(b̄) و ν(P̄ ) = ϑ(b̄) از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب D̄ آن

اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط ب   ر P (b) اول گ   ش   ت   اور م   خ   روط ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه .P̄ = P (b) ≡ π̄ = (c̄, ā, b̄)

ک   ران دار P̄ از F̄ ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ،م   ث   لا) c̄ ∈ rint M(π̄) اگ   ر ب   ن   اب   رای   ن، م   ی ش   ود. م   ن   ط   ب   ق P̄ از M(π̄)

ϑD ی   ع   ن   ی ،ϑD(b) = ϑ(b) داش   ت خ   واه   ی   م ۶ −۲ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا آن   گ   اه ب   اش   د، س   ازگ   ار P (b) و ب   اش   د)

م   ی ش   ود. م   ن   ط   ب   ق ϑ ب   ر ⅾoⅿ F در

ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را ،RT ب   ا م   ش   خ   ص ش   ده پ   ارام   ت   ره   ا، ف   ض   ای ،b̄ : T → R پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه ت   وج   ه ب   ا

از اس   ت ع   ب   ارت ی   ک   ن   واخ   ت ه   م   گ   رای   ی ش   ب   ه ان   دازۀ آن، در

d∞(ψ,φ) := supt∈T |ψ(t)− φ(t)|, ψ, φ ∈ RT .

گ   رف   ت. ن   ظ   ر در ۳ −۱ −۴ ق   ض   ی   ۀ از راس   ت ط   رف ه   م   ت   ای ی   ک ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان را ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ

ب   اش   د، خ   ط   ی b̄ از م   ش   خ   ص ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک روی ϑ اگ   ر ه   م   س   ای   گ   ی ه   ا). روی ب   ودن (ت   خ   ت ۷ −۲ −۴ ق   ض   ی   ۀ

اع   دادی و ،x∗ ∈ F(b̄) م   ان   ن   د ن   ق   ط   ۀ ی   ک اگ   ر ب   رع   ک   س، ب   ود. خ   واه   د ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک ح   داک   ث   ر دارای D̄ آن   گ   اه

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   ن   د، م   وج   ود γ > ۰ و µ > ۰ م   ان   ن   د

،c̄ ∈ A(x∗) (۱)

و Rn پ   ای   ه ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت {āt, t ∈ T (x∗)} (۲)

،āTt x ≥ b̄t + µ ب   اش   ی   م داش   ت   ه t /∈ T و x ∈ x∗ + γB۲ ه   ر ب   رای (۳)

ع   ب   ارت x(b) آن در ک   ه ϑ(b) = cTx(b) م   ان   ن   د خ   ط   ی ت   اب   ع از اس   ت ع   ب   ارت b̄ از ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک در ϑ آن   گ   اه

.{āTt x = bt, t ∈ T (x∗)} دس   ت   گ   اه ی   ک   ت   ای ج   واب از اس   ت

م   ی ک   ن   د. ت   ض   م   ی   ن را پ   اره خ   ط ه   ا ام   ت   داد در ϑ ب   ودن ت   خ   ت ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ ق   وی، ف   رض ه   ای ت   ح   ت

ی   ک ج   ه   ت در b̄ از م   ن   ش   ع   ب پ   اره  خ   ط ی   ک روی ϑ ت   اب   ع پ   اره خ   ط ه   ا). ام   ت   داد در ب   ودن (ت   خ   ت ۸ −۲ −۴ ق   ض   ی   ۀ

م   س   ئ   ل   ۀ ب   اش   ن   د، ح   ل پ   ذی   ر ی   ک   س   ان ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ب   ا D̄ و P̄ اگ   ر اس   ت ت   خ   ت f ∈ RT \ {0T } م   ان   ن   د ک   ران دار ت   اب   ع

Pf :inf(x,y)∈Rn+۱ cTx+ ϑ(b̄)y

s.t. āTt x+ b̄Tt y ≥ ft, t ∈ T,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۸۶

ب   اش   د م   وج   ود x∗ ∈ S(b̄) م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ی   ک و ب   اش   د Df ب   ا دوگ   ان   ی ص   ف   ر ش   ک   اف دارای و ب   اش   د ح   ل پ   ذی   ر ن   ی   ز

داش   ت   ه t /∈ T (x∗) ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   ن   د م   وج   ود η و µ م   ان   ن   د ع   دد دو ی   ا T (x∗) = T ی   ا ب   ه ط   وری ک   ه

.۰ < µ ≤ āTt x∗ − b̄t ≤ η ب   اش   ی   م

ف   رض ب   ا ⅽonv {bi, i ∈ I} ک   ن   ی   د ف   رض ک   ران   دار). چ   ن   دوج   ه   ی ه   ای روی ب   ودن ت   خ   ت ) ۹ −۲ −۴ ق   ض   ی   ۀ

م   وج   ود ،i ∈ I ،P (bi) م   س   ئ   ل   ه ه   ای ت   م   ام   ی  ب   رای م   ش   ت   رک ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز ی   ک ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان ،I ب   ودن م   ت   ن   اه   ی

اس   ت. ت   خ   ت ⅽonv {bi, i ∈ I} روی ϑ(b) = ϑD(b) درای   ن ص   ورت اس   ت؛

اف   راز ب   ا P (b+ d) ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود ∈> ۰ م   ان   ن   د ع   ددی و d ∈ RT اگ   ر درن   ت   ی   ج   ه،

اس   ت. ت   خ   ت [b, b+ d] روی ϑ(b) = ϑD(b) آن   گ   اه ب   اش   د، ی   ک   س   ان P ب   ه   ی   ن   ۀ

ب   ا ن   ظ   ی   ر اول   ی   ه م   س   ئ   ل   ۀ .T = [۰,
π

۲
] ∪ {۲, ۳} آن در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ن   گ   اه دوب   اره را (ب) ۱ .۴ م   ث   ال ۳ .۴ م   ث   ال

از اس   ت ع   ب   ارت b ∈ RT

P (b) infx∈R۲ − x۱ − x۲

s.t. − (cos t)x۱ − (sin t)x۲ ≥ bt, t ∈ [۰,
π

۲
]

x۱ ≥ b۲, x۲ ≥ b۳,

و b̄t = −۱ ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ [۰,
π

۲
] ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه b̄ ∈ RT از اس   ت ع   ب   ارت ن   م   ادی   ن پ   ارام   ت   ر و

ج   واب از ع   ب   ارت   ن   د ب   ه ت   رت   ی   ب (T\{π
۴
}, {π

۴
}, ∅) و x̄ = (

۱√
۲
,

۱√
۲
) ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه .b̄۲ = b̄۳ = ۰

.P (b̄) ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز و ی   ک   ت   ا ب   ه   ی   ن   ۀ

م   ی ک   ن   د. ح   ف   ظ را x̄ ب   ودن ب   ه   ی   ن   ۀ ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ب   ررس   ی را ق   ی   ده   ا از ه   ری   ک ن   ظ   ی   ر راس   ت ط   رف اف   راز ه   ای ای   ن   ک،

داش   ت خ   واه   ی   م α ≤ ۰ ه   ر ب   رای درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت زائ   د P (b̄) در t ∈ [۰,
π

۲
] ن   ظ   ی   ر ق   ی   د

ه   ر ب   رای ب   ه ع   لاوه، اس   ت. t م   ش   خ   ص   ۀ ت   اب   ع ن   ش   ان ده   ن   دۀ آن در χt ک   ه F(b̄ + αχt) = F(b̄)

α ≤ āTt x̄ ه   ر ب   رای ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، .x̄ ∈ F(b̄ + αχt) ⊂ F(b̄) داش   ت خ   واه   ی   م α ≤ āTt x̄

ه   ر ب   رای ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ۲ .۱ م   ث   ال در ب   ح   ث ت   ک   رار ب   ا .S(b̄ + αχt) = {x̄} داش   ت خ   واه   ی   م

از اس   ت ع   ب   ارت (T\{π
۴
}, {π

۴
}, ∅) م   ج   م   وع   ۀ ،α ≤ āTt x̄ = −cos t+ sin t√

۲
= − cos(t − π

۴
)

.P (b̄+ αχt)−D(b̄+ αχt) ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز

ه   ر ب   رای (T\{π
۴
}, {π

۴
}, ∅) ه   م   چ   ن   ان ول   ی ن   ی   س   ت   ن   د، زائ   د t = ۲, ۳ ن   ظ   ی   ر ق   ی   د ه   ای

.P (b̄+ αχt)−D(b̄+ αχt) ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز از اس   ت ع   ب   ارت ،t = ۲, ۳ ،α ≤ āTt x̄ = − ۱√
۲



۸۷ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

روی ϑ ،۹ −۲ −۴ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ن   اب   رای   ن،

ⅽonv (Ut∈T {b̄+ αχt : α ≤ āTt x̄})

اس   ت. ت   خ   ت

روی ک   اره   ای از ع   ب   ارت   ن   د ب   خ   ش ای   ن ن   ت   ای   ج ب   ه م   رب   وط پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای م   ن   اب   ع). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۱۰ −۲ −۴ ی   ادآوری

ق   ض   ی   ۀ ه   ای ش   د. اش   اره آن ب   ه ۶ −۱ −۴ ی   ادآوری در ک   ه ب   ه   ی   ن   ه اف   راز ی   ک دی   دگ   اه از ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ در ح   س   اس   ی   ت ت   ح   ل   ی   ل

در ۵ .۱ ٔ(گ   زاره و ([۹۳] در ۵ (ق   ض   ی   ۀ ،([۹۳] در ۴ (ق   ض   ی   ۀ از ع   ب   ارت   ن   د ب   ه ت   رت   ی   ب ۹ −۲ −۴ و ۸ −۲ −۴ ،۷ −۲ −۴

.([۱۱۰]

راس   ت ط   رف و ه   دف ت   اب   ع پ   ری   ش   ی   دن ۳ −۴

دوگ   ان و اول   ی   ه م   س   ئ   ل   ۀ ه   ای م   ی ک   ن   ی   م. م   ت   ن   اظ   ر P̄ داده ش   دۀ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا را RT × Rn پ   ارام   ت   ره   ا، ف   ض   ای

ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب π̄ =
(
c̄, ā, b̄

)
ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ از π = (ā, b, c) م   ان   ن   د پ   ری   ش   ی   دگ   ی ی   ک ب   ا م   ت   ن   اظ   ر

از ع   ب   ارت   ن   د ϑD(c, b) و ϑ(c, b)

P (c, b) : infx∈RncTx

s.t. āTt x ≥ bt, t ∈ T,

و

D(c, b) : sup
λ∈R(T )

∑
t

λtbt

s.t.
∑
t

λtāt = c,

λt ≥ ۰, t ∈ T.

م   ی ک   ن   ی   م. ت   ع   ری   ف را ت   واب   ع از دس   ت   ه ی   ک ک   ار، ای   ن ان   گ   ی   زۀ از م   خ   ت   ص   ری ارائ   ۀ از پ   س ،ϑD و ϑ رف   ت   ار ش   رح ب   رای

دوخ   ط   ی ت   اب   ع ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت φ : L۲ → R و خ   ط   ی ف   ض   ای ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت L ک   ن   ی   د ف   رض

را ν ∈ C ه   ر آن   گ   اه ،(i, j) ∈ I۲ ،qij = φ(νi, νj) و C = ⅽonv {νi, i ∈ I} ⊂ L اگ   ر .L روی

ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان

ν =
∑
i∈I

µiνi,
∑
i∈I

µi = ۱, µ ∈ R(I)
+ (۳ −۴)



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۸۸

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن، ک   رد. ب   ی   ان

φ(ν, ν) =
∑
i,j∈I

µiµjqij . (۴ −۴)

q ک   ه م   ی گ   وی   ی   م C = ⅽonv {i, i ∈ I} ⊂ L آن در ک   ه q : C × C → R ب   رای س   ب   ک، ب   ه ه   م   ی   ن

v ∈ C ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود ،i, j ∈ I ،qij ∈ R م   ان   ن   د ع   ض   وی اگ   ر اس   ت دوم درج   ۀ از C روی

ب   اش   د. ب   رق   رار (۴ −۴) راب   ط   ۀ ص   دق ک   ن   د، (۳ −۴) راب   ط   ۀ در ک   ه

ک   ن   ی   د ف   رض ک   ران دار). چ   ن   دوج   ه   ی ه   ای روی دوم درج   ۀ رف   ت   ار ) ۱۱ −۳ −۴ ق   ض   ی   ۀ

ب   ه   ی   ن   ۀ اف   راز ی   ک ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان I م   ت   ن   اه   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ا {(ci, bi), i ∈ I} ⊂ Rn×RT

درای   ن ص   ورت، اس   ت؛ م   وج   ود ،i ∈ I ،P (ci, bi) م   س   ئ   ل   ه ه   ای از خ   ان   واده ی   ک ب   رای م   ش   ت   رک

ⅽonv {ci : i ∈ I} × ⅽonv {bi : i ∈ I} روی ح   ل پ   ذی   رن   د، D(c, b) و P (c, b) م   س   ئ   ل   ه ه   ای

اگ   ر ب   ه ع   لاوه، اس   ت. دوم درج   ۀ ⅽonv {(ci, bi), i ∈ I} روی ϑ و ϑ(c, b) = ϑD(c, b) داری   م

روی ب   ه ت   رت   ی   ب ϑ(c, ·) و ϑ(·, b) آن   گ   اه ،(c, b) ∈ ⅽonv {ci : i ∈ I} × ⅽonv { bi : i ∈ I}

ه   س   ت   ن   د. ت   خ   ت ⅽonv {(bi : i ∈ I} و ⅽonv {(ci : i ∈ I}

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود ε > ۰ م   ان   ن   د ع   ددی اگ   ر ،(d, f) ∈ Rn × RT ب   ه ازای ازای   ن رو،

ϑ(c, b) = ϑD(c, b) آن   گ   اه ب   اش   د، P م   س   ئ   ل   ۀ ه   م   ان   ن   د ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ۀ اف   راز دارای P (c̄, b̄) + ε(d, f)

ت   اب   ع ی   ک ب   ه ت   رت   ی   ب (ϑ(c̄, b)) و ϑ(c, b̄) ب   ه ع   لاوه، اس   ت. دوم درج   ۀ [(c̄, b̄), (c̄, b̄) + ε(d, f)] ب   ازۀ روی

اس   ت. (b از ت   خ   ت ت   اب   ع ی   ک [b̄, b̄+ εf ] روی b) [c̄, c̄+ εd] ب   ازۀ روی c از ت   خ   ت

۲ .۴ م   ث   ال ه   ای ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ از راس   ت ط   رف ض   رای   ب و ه   دف ت   اب   ع ه   م زم   ان پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ای   ن   ک ۴ .۴ م   ث   ال

دوم درج   ۀ ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ϑ ک   ه درم   ی ی   اب   ی   م آن   ج   ا، ب   ح   ث ه   ای ت   رک   ی   ب از م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را ۳ .۴ و

و {ci : i ∈ I} = R++c̄ آن در ک   ه ⅽonv {(ci, bi) : i ∈ I} روی

{bi : i ∈ I} = ⅽonv

(⋃
t∈T
{b̄+ αχt : α ≤ āTt x̄}

)

در ق   ض   ی   ه ه   ای ب   ه م   رب   وط پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای دی   گ   ر، ب   ار ی   ک م   ن   اب   ع). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۱۲ −۳ −۴ ی   ادآوری

اف   راز ی   ک دی   دگ   اه از ⅬO م   س   ئ   ل   ۀ در ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل روی ک   اره   ای از ع   ب   ارت ان   د ب   خ   ش ای   ن

ب   ا .([۱۱۰] در ۶ .۱ (گ   زارۀ از اس   ت ع   ب   ارت ۱۱ −۳ −۴ ق   ض   ی   ۀ ش   د. اش   اره ۶ −۱ −۴ ی   ادآوری در ک   ه ب   ه   ی   ن   ه

را پ   ی   وس   ت   ه خ   ط   ی پ   ارام   ت   ری م   س   ئ   ل   ۀ [۲۳۴] ج   ه   ت   ی، م   ش   ت   ق ه   ای ازط   ری   ق ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ب   رآورد ب   ه ت   وج   ه



۸۹ ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ع   ب   ارت   ن   د b(λ) و a(λ) (ی   ع   ن   ی م   ی ده   د ق   رار م   وردب   ح   ث P (λ) = π(λ) = (c̄, a(λ), b(λ)) ب   ه ص   ورت

ب   ه ش   ک   ل ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ،( اس   ت واب   س   ت   ه λ پ   ارام   ت   ر ی   ک ب   ه ک   ه T م   ج   م   وع   ۀ روی t از پ   ی   وس   ت   ه ت   واب   ع از

م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای را [۱۱۸] در ق   ض   ی   ۀ چ   ن   د ک   ه اس   ت ای   ن پ   ژوه   ش   گ   ران دی   دگ   اه ب   ود. خ   واه   د P̄ = P (λ̄) = π(λ̄)

(ی   ع   ن   ی P (λ̄) −D(λ̄) ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ دوگ   ان زوج زب   رس   ازگ   اری ف   رض ه   ای ت   ح   ت ب   ده   ن   د. ت   ع   م   ی   م ⅬSIO

م   ش   ت   ق ه   ای ب   رای ع   ب   ارت ه   ای   ی ،[۲۳۴] در ۶ ق   ض   ی   ۀ از دی   گ   ر، ع   م   ل   ی ف   رض ه   ای و (c̄ ∈ int M(λ̄) و SⅭQ

م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   ودن م   ش   ت   ق پ   ذی   ر ب   ه م   رب   وط ت   ع   م   ی   م ه   ای ب   ه ت   وج   ه ب   ا م   ی آی   د. ب   ه دس   ت λ̄ در ϑ ب   ه   ی   ن   ۀ ت   اب   ع چ   پ و راس   ت

ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ت   اب   ع چ   پ ط   رف م   ش   ت   ق پ   ذی   ری ب   ه م   رب   وط ک   اف   ی ش   رای   ط ([۲۱۰] در ۳ .۲ (ق   ض   ی   ۀ ۱ ش   اپ   ی   رو ،ⅭSIO

.([۲۱۰] (۳ .۷)) آورد ب   ه دس   ت م   ش   ت   ق ه   ا ای   ن ب   رای را ص   ری   ح دس   ت   ور ی   ک و داد ارائ   ه را

.(ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ (چ   ن   د ۱۳ −۳ −۴ ی   ادآوری

.a پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل .۱

.(c, a, b) س   ه ت   ای   ی پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل .۲

.(c, b) زوج و b ،c پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا ب   ودن ت   خ   ت ن   اح   ی   ه ه   ای م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای ع   ددی روش ه   ای .۳

1. Shapiro



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۹۰



۵

ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ت   ح   دی   د ب   دون پ   ای   داری ۱ −۵

دل   خ   واه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت را ϑ : Π→R̄ و F ,S : Π ⇒ Rn پ   ی   وس   ت   گ   ی وی   ژگ   ی ه   ای ب   خ   ش، ای   ن در

روی ت   أث   ی   ر اول   ی   ن م   ی ک   ن   ی   م. ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل π̄ = (c̄, ā, b̄) م   ان   ن   د داده ش   ده ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک در داده ه   ا ت   م   ام   ی 

در و ([۸۲ ،۲۹] م   ث   لا) ۱۹۸۰ س   ال ه   ای در ب   ه ت   رت   ی   ب ⅬSIO ک   ل   ی ش   ک   ل و ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای پ   ای   داری

ش   ده ان   د. گ   ردآوری [۱۰۲] در زم   ی   ن   ه ه   ا ای   ن در اص   ل   ی ق   ض   ی   ه ه   ای و ش   دن   د چ   اپ [۱۰۴ ،۱۰۳] ۱۹۹۰ س   ال ه   ای

ن   گ   اش   ت ی   ک ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در درگ   ی   ر ب   ودن ب   س   ت   ه و ب   الای   ی و پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی اص   ل   ی: م   ف   ه   وم س   ه

چ   ن   د ک   رده ای   م. ت   ع   ری   ف ((M(ȳ) 6= ϕ م   ع   ادل، (ب   ه ط   ور ȳ ∈ ⅾoⅿM در Mرا : Y ⇒ X م   ج   م   وع   ه ای

م   ی ک   ن   ی   م. م   ع   رف   ی ای   ن   ج   ا در را م   رب   وط م   ف   ه   وم

ب   ه ش   ک   ل داخ   ل   ی ح   د م   ی ت   وان   ی   م آن   گ   اه ب   اش   ن   د، م   ت   رن   م   ا ف   ض   اه   ای X و Y اگ   ر دوب   اره، •

lim infy→ȳM (y) :=

 x ∈ X : ∀(yr)∞r=۱ → ȳ ∃ r۰ s.t. (yr)
∞
r=r۰ ⊂ ⅾoⅿM,

∃ xr ∈M (yr) ∀r ≥ r۰ s.t. xr → x

 ,

از اس   ت ع   ب   ارت ت   ع   ری   ف ب   رط   ب   ق خ   ارج   ی ح   د ه   م   چ   ن   ی   ن، ک   ن   ی   م. ت   ع   ری   ف را

lim supy→ȳM (y) :=

 x ∈ X : ∃ (yr)∞r=۱ → ȳ, (xr)
∞
r=r۰ ∈M (yr),

s.t. xr → x

 .

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر اس   ت (osⅽ) خ   ارج   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ ȳ Mدر م   ی گ   وی   ی   م ،[۲۰۷] ب   ه ت   وج   ه ب   ا

اس   ت، (isⅽ) داخ   ل   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ ȳ Mدر م   ی گ   وی   ی   م ط   ری   ق، ب   ه ه   م   ی   ن .M(ȳ) ⊃ lim supy→ȳ M(y)



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۹۲

پ   ی   وس   ت   ه ȳ ∈ ⅾoⅿM Mدر ک   ه م   ی گ   وی   ی   م پ   ای   ان، در .M(ȳ) ⊂ lim infy→ȳM (y) ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر

ی   ع   ن   ی ب   اش   د، osⅽ ه   م و isⅽ ه   م ȳ Mدر اگ   ر اس   ت

lim infy→ȳM(y) = lim supy→ȳM(y) =M(ȳ).

م   ی ن   وی   س   ی   م ح   ال   ت ای   ن در ک   ه

limy→ȳM(y) =M(ȳ).

اس   ت م   ع   ادل (۱ ب   رج دی   دگ   اه (از ȳ Mدر پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ا ȳ Mدر داخ   ل   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

اس   ت. م   ع   ادل ȳ Mدر ب   ودن ب   س   ت   ه ب   ا ȳ Mدر خ   ارج   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی درص   ورت   ی ک   ه

م   ان   ن   د ب   از م   ج   م   وع   ۀ ه   ر ب   رای اگ   ر اس   ت داخ   ل   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ (ȳ, x̄) ∈ gphM Mدر م   ی گ   وی   ی   م ه   م   چ   ن   ی   ن •

ب   اش   ی   م داش   ت   ه y ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nȳ م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ی   ک ،x̄ ∈ U ک   ه ،U

اگ   ر اس   ت ȳ در داخ   ل   ی Mن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ ب   ه روش   ن   ی، .x̄ ∈ lim inf
y→ȳ

M(y) ی   ع   ن   ی ،M(y) ∩ U 6= ∅

ب   اش   د. داخ   ل   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ (ȳ, x) Mدر ،x ∈ M(ȳ) ه   ر ب   رای اگ   ر ت   ن   ه   ا و

اس   اس   ی ق   ض   ی   ۀ اس   ت. ب   س   ت   ه gph F ی   ع   ن   ی اس   ت، ب   س   ت   ه π ∈ ⅾoⅿ F ه   ر ب   رای F ک   ه ک   رده ای   م اش   اره ق   ب   لا

م   ف   اه   ی   م ش   ام   ل ک   ه م   ی ک   ن   د ش   ن   اس   ای   ی م   خ   ت   ل   ف روش ه   ای ب   ه را π̄ در F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی F ب   ه م   رب   وط

م   ی آی   د: ادام   ه در ک   ه اس   ت م   ف   اه   ی   م   ی  ن   ی   ز و ق   ب   ل   ی

،G(x)(·) := s(x, ·) آن در ک   ه ،۰T /∈ bⅾ {G(Rn)−RT
+} اگ   ر اس   ت پ   ای   دار π̄ در F ،۲ ت   وی دی   دگ   اه از •

ه   م   گ   رای   ی ب   ا RT ک   ه م   ی ش   ود ف   رض و x در ک   م   ب   ود ت   اب   ع از اس   ت ع   ب   ارت ،s(x, ·) ای   ن   ج   ا (در x ∈ Rn

اس   ت). ش   ده گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در T روی ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ی   ک   ن   واخ   ت

در ک   ه گ   زاره ه   ای   ی .π̄ ∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض ش   دن   ی). م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ) ۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل م   ی آی   ن   د، پ   ی

اس   ت؛ ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F (i)

π̄؛ ∈ int ⅾoⅿ F (ii)

م   ی ک   ن   د؛ ح   ف   ظ را آن ب   ودن ش   دن   ی ،π̄ از راس   ت ط   رف ک   وچ   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای (iii)

م   ی ک   ن   د؛ ص   دق SSⅭQ در π̄ ( (iv)

1. Berge
2. Tuy



۹۳ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

C(π̄)؛ = ⅽonv {(āt, b̄t), t ∈ T} آن در ک   ه 0n+۱ /∈ ⅽⅼ C(π̄) (v)

داری   م π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک (vi)

ب   ع   دی)؛ (پ   ای   داری ⅾiⅿ F(π̄) = ⅾiⅿ F(π̄)

داری   م π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک (vii)

ت   خ   ت)؛ پ   وس   ت   ۀ (ب   ی ح   رک   ت   ی ،aff (π) = aff (π̄)

اس   ت، پ   ای   دار π̄ در ۱ ت   وی دی   دگ   اه از π̄ (viii)

اس   ت، پ   ی   وس   ت   ه π̄ در F (ix)

م   ی ش   ود؛ اض   اف   ه ف   ه   رس   ت ای   ن ب   ه ب   ع   دی گ   زی   ن   ۀ آن   گ   اه ،0n /∈ bⅾ ⅽonv {āt, t ∈ T} اگ   ر ب   ه ع   لاوه،

ب   ا F(π̄) ،π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک (x)

ت   وپ   ول   وژی   ک   ی). (پ   ای   داری اس   ت ری   خ   ت ه   م   س   ان F(π)

در و دارد ف   رق م   ا خ   ارج   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ا ب   الای   ی ”ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ک   ه اس   ت ش   ده گ   ف   ت   ه [۲۰۷] در

ی   ک π̄ در F ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ش   ن   اس   ای   ی ک   ه اس   ت دل   ی   ل ای   ن ب   ه اس   ت“. م   ش   ک   ل س   از ج   دی ب   ه ط   ور خ   ود م   ح   دودۀ

ش   د. ح   ل [۴۵] در م   ف   ه   وم   ی  ب   ه ط   ور ،[۱۰۴] در ان   دی   ش   ه چ   ن   د م   ع   رف   ی ب   ا ک   ه اس   ت س   خ   ت م   س   ئ   ل   ۀ

واق   ع، در اس   ت. ب   رق   رار دش   واری ب   ا ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ن   ب   اش   د، ف   ش   رده ت   ص   وی   ر اگ   ر ک   ه ک   رده ای   م ب   ی   ان ق   ب   لا

م   س   ئ   ل   ۀ ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ا پ   ری   ش   ی   ده ش   دۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ای   د م   ی ده   د، ن   ش   ان ادام   ه در ۲ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ک   ه ه   م   ان گ   ون   ه

م   ی ش   ود: ب   ی   ان ب   ع   دی ل   م ب   ه ص   ورت م   ق   دم   ات   ی گ   ام ی   ک ب   اش   د. م   ت   ف   اوت ی   ک   ن   واخ   ت ک   ران داری ب   ه ط   ری   ق ن   م   ادی   ن

ب   اش   د، ک   ران دار F(π̄) اگ   ر .π̄ ∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض ش   دن   ی). م   ج   م   وع   ۀ ی   ک   ن   واخ   ت ک   ران داری ) ۱ .۵ ل   م

اس   ت. ک   ران دار ی   ک   ن   واخ   ت ب   ه ط   ور π̄ ه   م   س   ای   گ   ی ب   رخ   ی در F آن   گ   اه

و π̄ ب   ه ه   م   گ   را (πr)
∞
r=۱ م   ان   ن   د دن   ب   ال   ه ی   ک آن   گ   اه ن   ب   اش   د، درس   ت ح   ک   م اگ   ر اث   ب   ات. از ط   رح   ی

ن   ق   ط   ۀ ی   ک d اگ   ر درای   ن ص   ورت، .r = ۱, ۲, . . . ،‖ xr ‖۲ ≥ r ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود ،xr ∈ F(πr)

ک   ران دار ف   رض ب   ا ک   ه ،d ∈ 0+F(π̄) ک   ه م   ی ش   ود ث   اب   ت ب   ه آس   ان   ی ب   اش   د، (xr/‖ xr ‖۲)
∞
r=۱ دن   ب   ال   ۀ ان   ب   اش   ت   گ   ی

اس   ت. ت   ن   اق   ض در F(π̄) ب   ودن

اس   ت. [۱۰۴] در ۳ .۱ ق   ض   ی   ۀ ه   م   ان ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ

اگ   ر اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ ∈ ⅾoⅿ F در F ش   دن   ی). م   ج   م   وع   ۀ ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ) ۲ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ

π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک و ρ > ۰ م   ان   ن   د ع   ددی اگ   ر ت   ن   ه   ا و

1. Tuy



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۹۴

ب   اش   ی   م داش   ت   ه

F (π) \ρB۲ ⊂ F(π̄)\ρB۲. (۱ −۵)

از اس   ت ع   ب   ارت آن ق   ی   دی دس   ت   گ   اه ک   ه ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در R۲ در را π̄ پ   ارام   ت   ر ۱ .۵ م   ث   ال

σ̄ = {tx۱ + x۲ ≥ −|t| , t ∈ R},

و F(π̄) = [−۱, ۱]× R+ داری   م ب   دی   ه   ی ب   ه ط   ور

ⅽⅼ K(π̄) = ⅽone{(−۱, ۰,−۱), (۱, ۰,−۱), (۰, ۱, ۰)} (۲ −۵)

x۱ ∈ [−۱, ۱] داری   م x ∈ F(π) ه   ر ب   رای ک   ه ک   رد ث   اب   ت م   ی ت   وان ب   ه آس   ان   ی آن   گ   اه ،d∞(π̄, π) < ∞ اگ   ر

و d∞(π̄, π) < ۱ اگ   ر و

ρ :=
۲d∞ (π̄, π)

۱− d∞ (π̄, π)
,

اگ   ر π ه   ر ب   رای ب   ن   اب   رای   ن، .x۲ ≥ −ρ داش   ت خ   واه   ی   م (t = ۰ ده   ی   د (ق   رار x ∈ F(π) ه   ر ب   رای آن   گ   اه

ق   ض   ی   ۀ از اس   ت   ف   اده ب   ا و F(π)\(ρ + ۱)B۲ ⊂ F(π̄)\(ρ + ۱)B۲ داش   ت خ   واه   ی   م ،d∞(π̄, π) < ۱

اس   ت. usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ۲ −۱ −۵

م   س   ئ   ل   ۀ ض   رای   ب ب   ه ۲ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ در داده ش   ده π̄ در F ب   الای   ی ن   ی   م   ه−ن   اپ   ی   وس   ت   گ   ی ت   ش   خ   ی   ص م   ت   أس   ف   ان   ه،

اس   ت: س   رراس   ت پ   ی   ام   د ی   ک دارای م   ث   ب   ت، ه   م   ت   ای ب   ه ع   ن   وان ن   ی   س   ت. م   ت   ک   ی π̄ ن   م   ادی   ن

اس   ت. usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F آن   گ   اه ب   اش   د، ک   ران دار F(π̄) اگ   ر .π̄ ∈ ⅾoⅿF ک   ن   ی   د ف   رض ۱ .۵ ن   ت   ی   ج   ۀ

([۱۰۴] در ۳ .۶ (م   ث   ال از ک   ه ه   م   ان گ   ون   ه ،F(π̄) ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده ادام   ه، ب   رای

دس   ت   گ   اه م   ع   ادل ن   م   ای   ش م   ث   ال ای   ن در اس   ت. واب   س   ت   ه (b̄ و ā) ض   رای   ب ب   ه ق   وی ب   ه ط   ور اس   ت، آش   ک   ار ب   ه روش   ن   ی

ب   ه ش   ک   ل π̄ ق   ی   دی

σ̄ := {kāTt x ≥ kb̄t, (t, k) ∈ T × N}

ن   ش   ان و اس   ت) ن   ام   ت   ن   اه   ی T ک   ه (م   وق   ع   ی اس   ت T اص   ل   ی ع   دد ه   م   ان آن ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ۀ ک   ه م   ی گ   ی   رد ن   ظ   ر در را

ک   ه ک   ردی   م م   ج   ب   ور را F ض   رای   ب، ک   ردن ب   زرگ ب   ا ب   ن   اب   رای   ن اس   ت. usⅽ ب   ه ش   ک   ل ب   ه روش   ن   ی σ̄ در F ک   ه م   ی ده   د

ب   ه ص   ورت ک   ه ش   د [۴۵] در π̄ ب   ه واب   س   ت   ه ت   ق   وی   ت ش   دۀ س   ی   س   ت   م م   ع   رف   ی ان   گ   ی   زۀ م   ش   اه   دات ای   ن ب   اش   د. usⅽ ب   ه ش   ک   ل

σ̄re := {āTt ≥ b, (a, b) ∈ 0+ⅽⅼ C(π̄),



۹۵ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

م   ی ده   د. ت   ش   ک   ی   ل را F ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در اص   ل   ی اب   زار ک   ه اس   ت

داش   ت خ   واه   ی   م ف   رک   اس ل   م ل   ط   ف ب   ه و دورش   ون   ده ج   ه   ت ه   ای م   ت   وال   ی ت   ف   س   ی   ر گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا

م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان F(π̄) و Fre(π̄) ب   ا ب   ه ت   رت   ی   ب را σ̄re ج   واب ه   ای م   ج   م   وع   ۀ و 0+ⅽⅼ C(π̄) ⊂ ⅽⅼ K(π̄)

اگ   ر ک   ه ([۴۵] ،۳ .۴ (ل   م م   ی ش   ود ب   ررس   ی ب   ه آس   ان   ی م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان Kre(π̄) ب   ا را σ̄re م   ش   خ   ص   ۀ م   خ   روط

Kre(π̄) ن   ی   ز و 0+ⅽⅼ C(π̄) = ⅽⅼ K(π̄) زی   را σ̄re؛ = σre داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،d∞(π̄, π) <∞

.([۴۵] ،۵ .۲ (ن   ت   ی   ج   ۀ اس   ت، ب   س   ت   ه

ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ه م   رب   وط ،([۴۵] ،۳ .۵ (ن   ت   ی   ج   ۀ ک   اف   ی ش   رای   ط م   ی ت   وان ت   ق   وی   ت ش   ده دس   ت   گ   اه از اس   ت   ف   اده ب   ا

ب   اش   د. ک   ران دار F(π̄) ک   ه ف   رض ای   ن ب   ا ک   رد ث   اب   ت ادام   ه در را F ب   الای   ی

usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F آن   گ   اه ب   اش   د، ک   ران دار F(π̄)\F(π) اگ   ر .π̄ ∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض ۲ .۵ ن   ت   ی   ج   ۀ

ب   ود. خ   واه   د

،d∞(π̄) < ∞ و F(π̄)\F(π) ⊂ ρB۲ ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان ρ > ۰ اگ   ر ب   ره   ان. ط   رح

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه

F(π)\F(π̄) ⊂ Fre(π)\F(π̄) = Fre(π̄)\F(π̄) ⊂ ρB۲,

ق   ض   ی   ۀ ای   ن   ک، .F(π)\ρB۲ ⊂ F((π̄)\ ρB۲ داش   ت خ   واه   ی   م π̄ از م   ع   ی   ن ف   اص   ل   ۀ ی   ک ب   ه π ه   ر ب   رای و

م   ی رود. ب   ه ک   ار ۲ −۱ −۵

ی   اد ب   ه ن   ی   س   ت. لازم ش   رط ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان ۱ .۵ م   ث   ال ه   م   ان   ن   د ش   د، ث   اب   ت ن   ت   ی   ج   ه ای   ن در ک   ه ک   اف   ی ش   رط

π̄ در F و F(π̄) = [−۱, ۱] × R+ داش   ت   ی   م اس   ت، ش   ده ب   ررس   ی  ای   ن   ج   ا در ک   ه π̄ م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ک   ه آوری   د

داش   ت: خ   واه   ی   م س   اده ب   ررس   ی ه   ای ب   ا ب   ه ع   لاوه، ب   ود. usⅽ ب   ه ش   ک   ل

ⅽⅼ C(π̄) = C(π̄) = {y ∈ R۳ : y۲ = ۱, y۳ ≤ −|y۱|},

ن   ی   ز و

0+ⅽⅼ C(π̄) = {z ∈ R۳ : z۲ = ۰, z۳ ≤ −|z۱|}.

= ⅽone{(−۱, ۰,−۱), (۱, ۰,−۱}.

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن،

σ̄re = {−x۱ ≥ −۱, x۲ ≥ −۱} و Fre(π̄) = [−۱, ۱]× R,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۹۶

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ه ع   لاوه اس   ت. ب   ی   ک   ران F(π̄)\F(π) درن   ت   ی   ج   ه، و

Kre(π̄) = ⅽone{(−۱, ۰,−۱), (۱, ۰,−۱)}. (۳ −۵)

ش   رط ۲ .۵ ن   ت   ی   ج   ۀ از ک   اف   ی ش   رط ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان را ح   ال   ت   ی ت   ن   ه   ا آخ   ر م   ث   ال ([۴۵] در ۴ .۵ (ق   ض   ی   ۀ ب   ن   اب   ر درواق   ع،

ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ . 0+F(π̄) = R+{u} و 0+Fre(π̄) = R{u} داری   م u 6= 0n ب   رخ   ی ب   رای ن   ی   س   ت؛ لازم

اس   ت. م   ب   ت   ن   ی ت   ق   وی   ت ش   ده دس   ت   گ   اه از اس   ت   ف   اده ب   ر ن   ی   ز و درب   رم   ی گ   ی   رد را ح   ال   ت ه   ا ه   م   ۀ ([۴۵] در ۵ .۳ (ق   ض   ی   ۀ

دو آن   گ   اه ب   اش   د، ک   ران دار F(π̄) اگ   ر ت   ق   وی   ت ش   ده). دس   ت   گ   اه Fب   الای   ی (ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ۳ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ

م   ی آی   د: پ   ی   ش ح   ال   ت

π̄ در F آن   گ   اه ،( ⅾiⅿ{āt, t ∈ T} < n اگ   ر (ی   ع   ن   ی ب   اش   د خ   ط ی   ک ح   داق   ل ش   ام   ل F(π̄) اگ   ر (i)

.Kre(π̄) = ⅽⅼ K(π̄) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ب   ود خ   واه   د usⅽ ب   ه ش   ک   ل
π̄ در F آن   گ   اه ،{āt, t ∈ T} داخ   ل در Rn از م   ع   ی   ن پ   ای   ۀ ی   ک م   ج   م   وع از ب   اش   د ع   ب   ارت w اگ   ر وگ   رن   ه، (ii)

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود β ∈ R م   ان   ن   د ع   ددی اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل

ⅽone (Kre(π̄) ∪ {(w, β)}) = ⅽone (ⅽⅼ K(π̄) ∪ {(w, β)}) (۴ −۵)

در پ   س ن   ی   س   ت، خ   ط   ی ه   ی   چ ش   ام   ل F(π̄) چ   ون م   ی ب   ری   م. ب   ه ک   ار ۱ .۵ م   ث   ال ب   رای را ۳ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ای   ن   ک

داری   م ب   ه روش   ن   ی، گ   رف   ت. خ   واه   ی   م ن   ظ   ر در را {ā−۱, ā۱} ⊂ {āt, t ∈ T} پ   ای   ۀ و داری   م ق   رار (ii) ح   ال   ت

ب   دی   ن ت   رت   ی   ب اس   ت. ب   رق   رار β = ۰ ب   ه ازای (۳ −۵) و (۲ −۵) ب   ن   اب   ر (۴ −۵) و w = ā−۱ + ā۱ = (۰, ۲)

دارای م   ی آی   ن   د، درپ   ی ک   ه ن   گ   اش   ت ه   ای   ی اس   ت. ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه ب   ه ش   ک   ل π̄ در F گ   رف   ت ن   ت   ی   ج   ه م   ی ت   وان

ه   س   ت   ن   د: F ب   ا ت   ن   گ   ات   ن   گ راب   ط   ۀ

م   ی ک   ن   د. م   ت   ن   اظ   ر π ∈ Π ه   ر ب   رای را B(π) := bⅾ F(π) م   ج   م   وع   ۀ ،B : Π ⇒ Rn م   رزی ن   گ   اش   ت •
م   ج   م   وع   ۀ از ب   اش   د ع   ب   ارت E(π) ،π ∈ Π ه   ر ب   ا م   ت   ن   اظ   ر ،E : Π ⇒ Rn ف   ری   ن ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت •

.F(π) ف   ری   ن ن   ق   اط

وی   ژگ   ی ه   ای م   ی آی   د، درپ   ی ک   ه ش   ک   ل   ی .F (π̄) 6= Rn ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان π̄ ∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض ای   ن   ک

م   ی ک   ن   د: ج   م   ع ب   ن   دی را F ن   ظ   ی   ر وی   ژگ   ی ه   ای ب   ا ارت   ب   اط وج   ود و B پ   ای   داری



۹۷ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

π̄ در ⅼsⅽ F ←→ π̄ در ⅼsⅽ B

↘

اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در B

↗

π̄ در usⅽ F ←→ π̄ در usⅽ B

ب   ه م   ی ت   وان را آخ   ری ش   رط ک   ه اس   ت م   ع   ن   ی ای   ن ب   ه ،π̄ در F ⅼsⅽ ⇔ π̄ در B ⅼsⅽ ب   ودن م   ع   ادل

ک   ه ک   رد ج   م   ع م   لای   م ف   رض ت   ح   ت ۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ در F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی م   ش   خ   ص   ه ه   ای

و ⅾiⅿ F (π̄) = n اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در B ⇔ π̄ در B ⅼsⅽ ب   ه ع   لاوه، .F (π̄) 6= Rn

ب   اش   د. ک   ران دار F (π̄) اگ   ر اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در B ⇔ π̄ در B usⅽ

ادام   ه در ک   ه ⅭQ ای   ن   ک   ه م   گ   ر اس   ت، ن   اپ   ای   دار م   لاح   ظ   ه ای ق   اب   ل ب   ه ط   ور E ف   ری   ن ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت

ت   م   ام   ی  ب   رای اگ   ر اس   ت ن   ات   ب   اه   ی   ده π̄ ب   اش   د: ب   رق   رار م   ی آی   د،

x ∈ B (π̄) \ E(π̄) = (bⅾ F (π̄)) \ (extr F (π̄))

پ   وچ ت   اب   ع دادن ق   رار از اس   ت م   ت   ش   ک   ل π̄H := (c̄, ā, ۰) ب   ع   دی، ش   ک   ل در .|T (x)| < n ب   اش   ی   م داش   ت   ه

σ̄H := {āTt x ≥ ۰, t ∈ T} ه   م   گ   ن دس   ت   گ   اه ب   ه ص   ورت π̄H ق   ی   دی دس   ت   گ   اه درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ،π̄ در b̄ ب   ه ج   ای

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ح   ال   ت)، (س   خ   ت ت   ری   ن |F(π̄| > ۱ و E(π̄) 6= ∅ ،|T | ≥ n اگ   ر درم   ی آی   د.

π̄ در ⅼsⅽ F ←→ π̄ در ⅼsⅽ E

↓ (۱)

(۴)

اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در E −→ اس   ت ن   ات   ب   اه   ی   ده π̄

(۲) ↓↑ (۳)

(۵)

π̄ در usⅽ E −→ اس   ت ن   ات   ب   اه   ی   ده π̄ π̄Hو

ب   ودن م   ع   ادل از

π̄ در ⅼsⅽ F ⇔ π̄ در ⅼsⅽ E



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۹۸

ی   ک از ب   ی   ش ش   ام   ل F(π̄) و (ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ در (زائ   د |T | ≥ n م   لای   م ش   رط ه   ای ت   ح   ت دی   گ   ر، ش   رط ی   ک

ش   ود. اض   اف   ه ۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ در م   وج   ود ف   ه   رس   ت ب   ه ب   ای   د ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت ک   ام   ل، خ   ط ه   ای ن   ه ول   ی ب   اش   د، ن   ق   ط   ه

ه   س   ت   ن   د: ب   رق   رار اض   اف   ی ف   رض چ   ن   د ت   ح   ت (۵) ب   ه اس   ت   ث   ن   ای ق   ب   ل   ی ش   ک   ل در اس   ت   ن   ت   اج ه   ا

ب   اش   د؛ م   ح   دب اک   ی   د ب   ه ط   ور F(π̄) (۱)

ب   اش   د؛ ک   ران دار F(π̄) (۲)

ب   اش   د؛ ک   ران دار {āt, t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ (۳)

ب   اش   د؛ ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F (۴)

ه   س   ت   ن   د. ب   رق   رار (۵) و (۴) گ   زاره ه   ای ب   رع   ک   س آن   گ   اه ،|T | <∞ اگ   ر

ب   ی   ان ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ دو در ϑ ب   ه   ی   ن م   ق   دار ت   اب   ع و S ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت پ   ی   وس   ت   گ   ی م   ع   ل   وم وی   ژگ   ی ه   ای

ق   وی چ   ق   در F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ت   أث   ی   ر ک   ه ک   ن   د درک م   ی ت   وان   د ق   ض   ی   ه ه   ا ای   ن ط   ری   ق از خ   وان   ن   ده م   ی ش   ون   د.

اس   ت.

پ   ی در گ   زاره ه   ای درای   ن ص   ورت، π̄؛ ∈ ⅾoⅿ S ک   ن   ی   د ف   رض ب   ه   ی   ن   ه). م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   داری ) ۴ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ

ه   س   ت   ن   د: ب   رق   رار

.F (π̄) = S (π̄) ی   ا ب   اش   د ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F ی   ا اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در S (i)

ب   اش   د. ت   ک ع   ض   وی S(π̄) ن   ی   ز و ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در S (ii)

آن   گ   اه ب   اش   د، ک   ران دار S(π̄) اگ   ر اس   ت. ب   س   ت   ه π̄ در S آن   گ   اه ب   اش   د، usⅽ ب   ه ص   ورت π̄ در S اگ   ر (iii)

اس   ت. ب   رق   رار آن ع   ک   س

ب   رق   رار پ   ی در گ   زاره ه   ای درای   ن ص   ورت π̄؛ ∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض ب   ه   ی   ن   ه). م   ق   دار (پ   ای   داری ۵ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ

ه   س   ت   ن   د:

آن   گ   اه ،ϑ(π̄) 6= −∞ اگ   ر اس   ت. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ϑ آن   گ   اه ب   اش   د، ف   ش   رده و ن   ات   ه   ی S(π̄) م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر (i)

اس   ت. ب   رق   رار گ   زاره ع   ک   س
ب   اش   د. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ϑ (ii)

ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   ۀ π̄ در ϑ آن   گ   اه ب   اش   د، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F و ف   ش   رده و ن   ات   ه   ی S(π̄) م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر (iii)

ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت  م   وج   ود L > ۰ م   ان   ن   د ع   ددی و V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ع   ض   وی ی   ع   ن   ی اس   ت،

داری   م: π۱, π۲ ∈ V

|ϑ(π۱)− ϑ(π۲)| ≤ Ld(π۱, π۲).



۹۹ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ش   رای   ط ش   ام   ل ب   ود، گ   رف   ت   ه ق   رار م   وردب   ح   ث ق   ب   لا ک   ه π̄ در F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ع   لاوه ب   ر آخ   ر، ق   ض   ی   ۀ دو

م   ی آی   د: ادام   ه در ک   ه اس   ت دی   گ   ری

،S(π̄) = F(π̄) (ال   ف)

و ف   ش   رده ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت S(π̄) (ب)

اس   ت. ت   ک ع   ض   وی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک S(π̄) (ج)

ک   رد: ب   ررس   ی را آن ه   ا ن   م   ی ت   وان درع   م   ل ه   رچ   ن   د داده ه   اس   ت، ب   رح   س   ب ه   ن   دس   ی ت   ع   ب   ی   ر ی   ک دارای ش   رای   ط ای   ن

ب   ودن خ   ط   ی ع   ض   و (c̄, ϑ(π̄)) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر S(π̄) = F(π̄) داری   م ن   اه   م   گ   ن، ف   رک   اس ل   م ب   ه ب   ات   وج   ه (ال   ف)

ب   اش   د. ⅽⅼ K(π̄)

ش   رط ی   ک .c̄ ∈ int M(π̄) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ف   ش   رده ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت S(π̄) (ب)

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ از λ م   ان   ن   د ش   دن   ی ج   واب ی   ک وج   ود از اس   ت ع   ب   ارت ک   اف   ی

.span{āt, t ∈ σ(λ)} = Rn

.π̄ از ی   ک   ت   ا ق   وی ج   واب ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت x̄ آن   گ   اه ک   ن   د، ص   دق c̄ ∈ int A(x̄) در x̄ ∈ F(π̄) اگ   ر (ج)

ب   رداره   ای ب   ا ه   م   راه ۱ .۱ م   ث   ال در م   ت   ن   اظ   ر پ   ارام   ت   ره   ای از ب   اش   ن   د ع   ب   ارت π۳ و π۲ ،π۱ ک   ن   ی   د ف   رض ۲ .۵ م   ث   ال

ه   ری   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت π̄ ک   ن   ی   د ف   رض .c۳ = (۱, ۰) و c۲ = (−۱,−۱) ،c۱ = (۱, ۱) ب   ه ت   رت   ی   ب ارزش

ت   م   ام   ی  در F پ   س ،0۲ ∈ int ⅽonv{āt, t ∈ T} و اس   ت ب   رق   رار SSⅭQ چ   ون پ   ارام   ت   ر. س   ه ای   ن از

چ   ون ب   ه ع   لاوه، اس   ت. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ب   ه وی   ژه و م   ی ک   ن   د ص   دق ۱ −۱ −۵ درق   ض   ی   ۀ ف   ه   رس   ت ش   ده وی   ژگ   ی ه   ای

π̄ در B م   رزی ن   گ   اش   ت درن   ت   ی   ج   ه، اس   ت. usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ن   ی   ز F پ   س اس   ت، ف   ش   رده ن   م   ادی   ن ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ

ت   وج   ه ب   ا ن   ی   س   ت). ک   ل   ی ن   ظ   ری   ۀ پ   ی   ام   د ول   ی اس   ت، ب   رق   رار ن   ی   ز ب   الای   ی (ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی اس   ت ب   س   ت   ه و ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل

ک   ه ن   ی   س   ت م   ح   دّب اک   ی   د ب   ه ط   ور F(π̄) ول   ی اس   ت، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ،E ف   ری   ن ن   ق   ط   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ب   ه

ش   ود. ب   ررس   ی داده ه   ا ب   رح   س   ب π̄ در E ب   ودن ب   س   ت   ه و ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ای   د درن   ت   ی   ج   ه

S ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت پ   س اس   ت، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F چ   ون م   ی ب   ری   م. ک   ار ب   ه را ۴ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ای   ن   ک

م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   اش   د. usⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در S ک   ه م   ی ک   ن   د ت   ض   م   ی   ن S(π̄) ب   ودن ک   ران دار ب   ا ه   م   راه ک   ه اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در

آن   ک   ه وح   ال اس   ت ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل پ   ارام   ت   ره   ا آن در S درن   ت   ی   ج   ه ک   ه ه   س   ت   ن   د ی   ک   ت   ا ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب دارای π۲ و π۱ اول   ی   ه

ن   ی   س   ت. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π۳ در S ب   ن   اب   رای   ن و اس   ت چ   ن   دگ   ان   ه ج   واب ه   ای دارای π۳ اول   ی   ه م   س   ئ   ل   ۀ

usⅽ و ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در ن   گ   اش   ت ای   ن ،۵ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ب   ن   اب   ر ،ϑ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار ن   گ   اش   ت ب   ه ت   وج   ه ب   ا س   ران   ج   ام،

اس   ت. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F و ف   ش   رده ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک S(π̄) چ   ون اس   ت



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۰۰

ب   ه وس   ی   ل   ۀ φ : T → R ن   ق   ی   ن   ی ت   اب   ع ی   ک از ی   ک   ن   واخ   ت ت   ق   ری   ب ب   ه   ت   ری   ن ی   ک   ن   واخ   ت). (ت   ق   ری   ب ۳ .۵ م   ث   ال

ب   ه ش   ک   ل اک   ث   ر اق   ل ن   ام   ق   ی   د ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان را n از ک   م   ت   ر درج   ۀ از چ   ن   دج   م   ل   ه ای ه   ای

P۰ : infx∈Rn

{
sup
x∈T
|φ(t) −

∑n

i=۱
ti−۱xi|

}
م   ان   ن   د ج   دی   د م   ت   غ   ی   ر ی   ک م   ع   رف   ی ب   ا .R در ف   ش   رده ب   ازۀ از اس   ت ع   ب   ارت آن در T ک   ه ک   رد ب   ی   ان

ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان را P۰ م   س   ئ   ل   ۀ ،xn+۱ := supx∈T |φ(t) −
∑n

i=۱
ti−۱xi|

ب   ه ش   ک   ل ن   ق   ی   ن   ی

P۰ : inf(x,xn+۱)∈Rn+۱ xn+۱

s.t. |φ(t)−
n∑

i=۱
ti−۱xi| ≤ xn+۱, t ∈ T.

ق   ال   ب ی   ک ش   ود، ت   ق   ری   ب ب   ای   د ک   ه اس   ت م   وج   ود φ̄ : T → R م   ان   ن   د ن   م   ادی   ن ت   اب   ع ی   ک ای   ن   ک   ه ف   رض ب   ا ک   رد. ب   ی   ان

از ب   ود خ   واه   د ع   ب   ارت ت   ق   ری   ب ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ م   ی س   ازی   م. P۰ ب   رای پ   ارام   ت   ری

Pφ̄ : inf(x,xn+۱)∈Rn+۱xn+۱

s.t.
∑n

i=۱
ti−۱xi + xn+۱ ≥ φ̄(t), t ∈ T,

−
n∑

i=۱
ti−۱xi + xn+۱ ≥ −φ̄(t), t ∈ T.

ϑ و S ،F ک   ن   ی   د ف   رض م   ی ده   ی   م. ن   ش   ان Π ب   ا را Pφ̄ در ت   م   ام   ی داده ه   ا دل   خ   واه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ف   ض   ای

در .Pφ̄ ب   ه م   رب   وط م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه   ی   ن م   ق   دار ن   گ   اش   ت ه   ای و ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ش   دن   ی، م   ج   م   وع   ۀ از ب   اش   ن   د ع   ب   ارت ب   ه ت   رت   ی   ب

چ   ن   ان ن   ی   ز و م   ی ک   ن   د ح   ف   ظ را م   ت   غ   ی   ره   ا ض   ری   ب ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ت   وج   ه Pφ̄ در داده پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای آن ب   ه ف   ق   ط ای   ن   ج   ا

ع   ب   ارت ب   ه ب   اش   د. ص   ف   ر م   ج   م   وع ب   ا −φ̄ و φ̄ ک   ردن پ   ری   ش   ی   ده ن   ت   ی   ج   ۀ ق   ی   ده   ا، ط   رف دو ه   ر در RHS ت   واب   ع ک   ه ب   اش   د

از ک   ه φ : T → R م   ان   ن   د دی   گ   ر ت   اب   ع ب   ا Pφ̄ در φ̄ : T → R ج   اب   ه ج   ای   ی از اس   ت م   ت   ش   ک   ل پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا دی   گ   ر،

ت   واب   ع از Π۱ := C(T ) ف   ض   ای از ع   ب   ارت ان   د پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا از م   م   ک   ن ف   ض   اه   ای ب   ن   اب   رای   ن اس   ت. ن   وع ه   م   ان

م   وق   ع   ی T روی ک   ران دار ت   واب   ع از Π۲ := l∞(T ) ف   ض   ای اس   ت، پ   ی   وس   ت   ه φ̄ ک   ه م   وق   ع   ی T روی پ   ی   وس   ت   ه ح   ق   ی   ق   ی

ت   م   ام   ی .Π۱ ⊂ Π۲ ⊂ Π۳ آن در ک   ه ب   اش   د ب   ی ک   ران φ̄ ک   ه م   وق   ع   ی Π۳ := RT ف   ض   ای و ب   اش   د ک   ران دار φ̄ ک   ه

گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در d∞ س   وپ   ری   م   م م   ت   ر ب   ا ان   گ   اش   ت) Π زی   رف   ض   اه   ای ب   ه ص   ورت ب   دی   ه   ی ب   ه ط   ور م   ی ت   وان (ک   ه ف   ض   ا ه   ا  ای   ن

ج   واب ی   ک دارای Pφ آن   گ   اه ،φ ∈ Π۱ اگ   ر م   ی ک   ن   د. م   ش   خ   ص را T روی ی   ک   ن   واخ   ت ه   م   گ   رای   ی ک   ه م   ی ش   ون   د

را [۷۰] ی   ا [۱۹۷] ۷ .۶ ق   ض   ی   ۀ م   ث   لا) ت   ک ع   ض   وی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت S(φ) (ی   ع   ن   ی ی   ک   ت   اس   ت ب   ه   ی   ن   ه



۱۰۱ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ود خ   واه   د ب   ی ک   ران ن   ی   ز φ آن   گ   اه ک   ن   د، ص   دق d∞(φ, φ̄) <∞ در φ ∈ Π۳ و ب   اش   د ب   ی ک   ران φ̄ اگ   ر ب   ب   ی   ن   ی   د).

اس   ت، ن   اس   ازگ   ار Pφ درن   ت   ی   ج   ه ک   ه d∞(φ, p) = +∞ داش   ت خ   واه   ی   م p م   ان   ن   د دل   خ   واه چ   ن   دج   م   ل   ه ای ی   ک ب   رای و

و ϑ ≡ +∞ و S = ∅ ،F = ∅ داری   م {φ ∈ Π۳ : d∞(φ, φ̄) <∞} ∈ Nφ̄ روی ک   ه م   ع   ن   ی ای   ن ب   ه

ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را Π۲ و Π۱ ب   ر ϑ و S ،F ت   ح   دی   د ه   ای پ   ی   وس   ت   گ   ی وی   ژگ   ی ه   ای ب   ای   د ف   ق   ط ب   دی   ن ت   رت   ی   ب

را ص   ف   ر م   ج   م   وع ش   رط Pφ̄ از RHS ت   اب   ع پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ای   ن   ک   ه ش   رط .i = ۱, ۲ ،φ̄ ∈ Πi ک   ن   ی   د ف   رض

ف   راه   م را ک   اف   ی ش   رای   ط ت   ن   ه   ا ف   ع   ل   ی درچ   ه   ارچ   وب ک   ه ب   ب   ری   م ب   ه ک   ار دق   ت ب   ا را ق   ب   ل   ی ق   ض   ی   ه ه   ای ب   ای   د ک   ن   د، ح   ف   ظ

وی   ژگ   ی ی   ک در دل   خ   واه، پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه ازای ،ϑ و S ،F ب   ه م   رب   وط ن   گ   اش   ت ه   ای از ی   ک   ی اگ   ر م   ی آورد:

ب   ود. خ   واه   ن   د ب   رق   رار ن   ی   ز ϑ|Π۱ و S|Π۱ ،F|Π۱ ب   رای وی   ژگ   ی ه   ا ه   م   ان آن   گ   اه ک   ن   د، ص   دق φ̄ در م   ع   ی   ن پ   ای   داری

ق   وی ن   ق   ط   ۀ ی   ک (0n, δ) زی   را اس   ت؛ ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل و ب   س   ت   ه φ̄ در ،F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ب   ه ت   وج   ه ب   ا

،(ε = δ− supt∈T |φ̄(t)| ده   ی   د (ق   رار δ > supt∈T |φ̄(t)| ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ب   ود خ   واه   د Pφ̄ ب   رای اس   ل   ی   ت   ر

usⅽ وی   ژگ   ی ب   ررس   ی اس   ت. ن   ی   ز ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در ،۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا و اس   ت ب   س   ت   ه F|Π۱ درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

دارد. ن   ی   از م   وردی ب   ح   ث ب   ه φ̄ در F|Π۱ ب   رای

(ق   ض   ی   ۀ اس   ت ب   س   ت   ه φ̄ در S اس   ت، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در F چ   ون ب   ه   ی   ن   ه، م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ب   ه ت   وج   ه ب   ا

م   ی اف   ت   د ات   ف   اق (وق   ت   ی ب   اش   د ت   ک ع   ض   وی S(φ̄) م   ج   م   وع   ۀ ه   رگ   اه اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در و ب   ب   ی   ن   ی   د)، را ۴ −۱ −۵

اس   ت. ب   رق   رار S|Π۱ ب   رای ح   ک   م ه   م   ان ب   ن   اب   رای   ن، .(i = ۱ ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه

ب   ن   اب   رای   ن و راب   ب   ی   ن   ی   د) ۵ −۱ −۵ (ق   ض   ی   ۀ اس   ت usⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در ϑ ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار ت   اب   ع ب   ه ت   وج   ه ب   ا پ   ای   ان، در

ف   ش   رده ن   ات   ه   ی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت S(φ̄) اگ   ر ب   ه ع   لاوه، ب   ود. خ   واه   د usⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در ن   ی   ز ϑ|Π۱

ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه  ط   ور φ̄ ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک در و ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل φ̄ در ϑ|Π۱ آن   گ   اه ب   اش   د)، پ   ی   وس   ت   ه φ̄ ک   ه م   وق   ع   ی م   ث   لا)

اس   ت. پ   ی   وس   ت   ه

از (viii) و (i)−(vi) م   ش   خ   ص   ه ه   ای ت   ع   م   ی   م ه   ا). و پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ش   دن   ی: م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   داری ) ۶ −۱ −۵ ی   ادآوری

م   ع   ادل ن   س   خ   ۀ ب   ا ه   م   راه آن ه   ا، ه   م   ۀ ب   ود. ش   ده ارائ   ه [۱۰۱] در (x) و [۱۰۳] در ۵ .۱ .۱ ق   ض   ی   ۀ در F وی   ژگ   ی ه   ای

ش   دن   د. ظ   اه   ر [۱۱۵] در (vii) و ((ix) ب   رای ۶ .۵ ت   م   ری   ن و [۱۰۲] در ۶ .۱ ق   ض   ی   ۀ در (ix)

و [۱۰۴] در ۵ .۱ .۱ (ن   ت   ی   ج   ۀ ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار ک   ف   ای   ت ،F ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ه ت   وج   ه ب   ا

[۴۵] در ۵ .۱ .۳ درق   ض   ی   ۀ داده ش   ده م   ش   خ   ص   ۀ ح   ال آن   ک   ه و اس   ت داده ش   ده ن   ش   ان ([۱۰۲] در ۶ .۲ .۱ درن   ت   ی   ج   ۀ ن   ی   ز

م   ورد [۱۷۹] در م   ح   دّب ق   ی   د ن   ام   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد ب   ا دس   ت   گ   اه ب   ه م   رب   وط F از usⅽ و ⅼsⅽ ش   ک   ل ه   ای ب   ود. ش   ده ث   اب   ت

در ظ   اه   رش   ده ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ  پ   ای   داری درب   ارۀ م   وج   ود اط   لاع   ات از خ   لاص   ه ای ۱ −۵ ج   دول گ   رف   ت. ق   رار ب   ررس   ی

ب   ه وس   ی   ل   ۀ ن   ش   ان   ه گ   ذاری ک   ه ت   وض   ی   ح ای   ن ب   ا ش   ده ان   د، م   رت   ب زم   ان ب   رح   س   ب (آن ه   ا س   ت   ون اول   ی   ن در ف   ه   رس   ت ش   ده م   ن   اب   ع



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۰۲

اخ   ت   ص   ار، ب   رای اس   ت). ن   ام   ت   ن   اه   ی اب   ع   اد ب   ا ف   ض   اه   ای در وض   ع ش   ده دس   ت   گ   اه ه   ای ب   ه م   رب   وط آث   ار م   ب   ی   ن س   ت   ارۀ

ب   رف   ض   ای ت   ع   ری   ف ش   ده ت   وپ   ول   وژی ب   ه م   رب   وط ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   داری ب   ه م   رب   وط پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای ۱ −۵ ج   دول اط   لاع   ات

ب   ه ت   رت   ی   ب “ⅽont” و “orⅾ” ،“  sinf” ای   ن   ج   ا (در P ق   ی   دی دس   ت   گ   اه ن   وع س   ت   ون، ن   ک   رده ای   م. درج را ن   ظ   ی   ر پ   ارام   ت   ر

از خ   ی   ر) ی   ا (ب   ل   ه دودوی   ی اط   لاع   ات ”پ   ی   وس   ت   ه“). و ”م   ع   م   ول   ی“ ،“seⅿi−infinite” ک   وت   اه ش   دۀ از ع   ب   ارت ان   د

م   ی آی   د: ادام   ه در ک   ه ه   س   ت   ن   د م   ط   ل   وب پ   ای   داری وی   ژگ   ی ه   ای ن   ش   ان ده   ن   دۀ ۴ −۱۰ س   ت   ون ه   ای

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ پ   ای   داری ب   ه م   رب   وط پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای ۱ −۵ ج   دول

Ref. Year Constr. system lsc usc cl Top c S T
[202]* 1975 sinf. linear cont.
[63] 1975 ord. linear

√

[123] 1975 sinf.
√ √ √

[203]* 1976 sinf. C1
[222]* 1977 sinf. linear

√

[29] 1982 sinf. cont.
√ √ √ √

[82] 1983 sinf. linear cont.
√ √ √

[11]* 1983 ord. convex
√ √ √ √

[31] 1984 sinf. linear cont.
√ √ √ √

[220] 1985 sinf. linear cont.
√

[124] 1986 ord. C1
√

[131] 1990 sinf. linear cont.
√ √

[152] 1992 sinf. C1
√

[183] 1994 ord. linear
√

[103] 1996 sinf. linear
√ √ √ √

[101] 1996 sinf. linear
√

[104] 1997 sinf. linear
√

[151] 1998 sinf. C1
√

[102] 1998 sinf. linear
√ √ √ √ √ √

[177]* 1998 sinf. linear
√ √ √

[139] 2000 sinf. linear
√

[187]* 2000 sinf. linear
√ √

[105] 2001 sinf. linear
√

[170] 2001 sinf. convex
√ √ √ √ √

[45] 2002 sinf. linear
√

[154] 2004 sinf. linear
√ √

[46] 2005 sinf. linear
√

[4] 2006 sinf. linear
√ √

[3] 2008 sinf. linear
√ √ √

[64] 2013 sinf. linear
√ √

.π̄( ⅼsⅽ) در F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ :۴ س   ت   ون



۱۰۳ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

.π̄(usⅽ) در F ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ :۵ س   ت   ون

.π̄(ⅽⅼ) در F ف   ش   ردگ   ی :۶ س   ت   ون

.π̄(top) در F ت   وپ   ول   وژی   ک   ی پ   ای   داری :۷ س   ت   ون

.π̄(c) در F پ   ی   وس   ت   گ   ی :۸ س   ت   ون

.CQ(S) اس   ل   ی   ت   ر ن   وع :۹ س   ت   ون

.π̄(T ) در F̄ ت   وی پ   ای   داری :۱۰ س   ت   ون

ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی دی   گ   ر م   ف   اه   ی   م ش   دن   ی). م   ج   م   وع   ۀ (ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ه   اوس   دورف ۷ −۱ −۵ ی   ادآوری

ش   ده ان   د: اس   ت   ف   اده پ   ای   داری رف   ت   ار ش   رح ب   رای [۱۰۵] و [۳۰ ،۲۹] در پ   ای   ی   ن   ی و

ح   ق   ی   ق   ی ه   رع   دد ب   رای اگ   ر اس   ت ȳ در (H−ⅼsⅽ (ب   ه اخ   ت   ص   ار پ   ای   ی   ن   ی ه   اوس   دورف ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه Ⅿ •

ب   اش   ی   م داش   ت   ه y ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nȳ م   ان   ن   د ع   ض   و ی   ک ε > ۰ م   ان   ن   د

.M(ȳ) ⊂M(y) + εB۲

ح   ق   ی   ق   ی ه   رع   دد ب   رای اگ   ر اس   ت ȳ در (H−usⅽ (ب   ه اخ   ت   ص   ار ب   الای   ی ه   اوس   دورف ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه Ⅿ •

ب   اش   ی   م داش   ت   ه y ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود V ∈ Nȳ م   ان   ن   د ع   ض   و ی   ک ε > ۰ م   ان   ن   د
۱ .M(y) ⊂M(ȳ) + εB۲

ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی از و پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی پ   ای   ی   ن   ی ه   اوس   دورف، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی از ب   ه روش   ن   ی،

اض   اف   ی ق   درت درب   ارۀ خ   ب   رگ   ان ع   م   وم   ی ب   ی   ن ت   واف   ق ی   ک م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی  ه   اوس   دورف،

دارد. وج   ود م   ا درچ   ه   ارچ   وب H−usⅽ وی   ژگ   ی اض   اف   ی ض   ع   ف و H−ⅼsⅽ وی   ژگ   ی

ب   ه م   ق   ال   ه چ   ن   دی   ن م   ع   ادلات). ی   ا / و م   ج   م   وع   ه ای ق   ی   د ب   ا م   س   ئ   ل   ه ه   ای در Fپ   ای   داری ) ۸ −۱ −۵ ی   ادآوری

پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ر ب   ه وس   ی   ل   ه ب   ای   د ک   ه م   رت   ب   ط ن   ام   ع   ادلات ش   ام   ل ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ن   ام   ع   ادل   ه دو ب   ه م   ی ت   وان را م   ع   ادل   ه ه   ر آن در ک   ه [۳۶ ،۴ ،۱۳]) اس   ت داده ش   ده اخ   ت   ص   اص  ش   ود، ح   ف   ظ ق   اب   ل ق   ب   ول

ک   ه م   وق   ع   ی ،x ∈ Rn
+ (م   ث   لا، ه   س   ت   ن   د م   ج   م   وع   ه ای ق   ی   د ی   ک ش   ام   ل ک   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی ک   رد)، ت   ع   ب   ی   ر م   ج   م   وع−ص   ف   ر ب   ا

ب   رای .[۴ ،۳] م   ی ک   ن   ن   د ص   دق دو ه   ر (i = ۱, . . . , n ،xi ≥ ۰ ف   ی   زی   ک   ی ق   ی   د ه   ای در ت   ص   م   ی   م م   ت   غ   ی   ره   ای

م   ث   لا ح   ال   ت، آن در پ   ارام   ت   ره   ا ف   ض   ای ک   ه ن   گ   ه داری   م ث   اب   ت را ع   لام   ت ق   ی   د ه   ای م   ی ت   وان   س   ت   ی   م ۲ .۵ م   ث   ال در ن   م   ون   ه،

ϑ : Π ⇒ R̄ و F ,S : Π ⇒ Rn ت   م   ام   ی وی   ژگ   ی ه   ای .Π از زی   رم   ج   م   وع   ه ی   ک از ب   ود خ   واه   د ع   ب   ارت Π۱

ن   ی   س   ت   ن   د. درس   ت اح   ک   ام ای   ن ع   ک   س ال   زام   اً ول   ی م   ی ش   ون   د، م   ن   ت   ق   ل ϑ|Π۱ و S|Π۱ ،F|Π۱ ب   ه π̄ ∈ Π۱ در

(م   ت   رج   م). ش   ود ع   وض M(ȳ) و M(y) ج   ای ب   ای   د ک   ه م   ی آی   د ب   ه ن   ظ   ر ن   ک   ت   ه. .۱



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۰۴

در S|Π۱ آی   ا ک   ه ک   ن   ی   م م   ش   خ   ص ب   ای   س   ت   ی ب   اش   د، ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π۳ در ن   م   ی ت   وان   د S ک   ه وی   ژه ح   ال   ت ای   ن در ب   ن   اب   رای   ن،

م   ی ش   ود ب   اع   ث c۳ ک   وچ   ک ب   ه دل   خ   واه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای زی   را ن   ی   س   ت؛ (درواق   ع ن   ی   س   ت ی   ا اس   ت ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π۳

ش   ود.) ت   ب   دی   ل ت   ک ع   ض   وی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ب   ه ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ

.(۱ وورون   وی   ی س   ل   ول ه   ای ب   رای (ب   ه ک   ارگ   ی   ری ۹ −۱ −۵ ی   ادآوری

م   ی آی   ن   د ب   ه وج   ود م   ح   دّب آن   ال   ی   ز ب   ه ص   ورت ری   اض   ی م   خ   ت   ل   ف درش   اخ   ه ه   ای ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی دس   ت   گ   اه ه   ای

م   س   ئ   ل   ه ه   ای دس   ت   گ   اه ه   ا)، ن   وع ای   ن ج   واب ه   ای م   ج   م   وع   ۀ از ع   ب   ارت ان   د م   ق   ع   ر و م   ح   دّب زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل ه   ای م   ث   لا)

،T ⊂ Rn روی م   ت   ری ت   ص   وی   ر م   ح   اس   ب   ات   ی. ه   ن   دس   ۀ ی   ا ([۲۲۹] در ۱ .۱۰ (ت   ع   ری   ف اس   ت   وار خ   ط   ی م   ک   م   ل

م   ج   م   وع   ۀ ،xn ∈ Rn ه   ر ب   ا م   ت   ن   اظ   ر PT : R n ⇒ Rn م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت از اس   ت ع   ب   ارت ،|T | ≥ ۲

م   ج   م   وع   ۀ ن   م   ای   ان   گ   ر P−۱
T (x) ،s ∈ T ه   ر ب   رای ب   ن   اب   رای   ن، اق   ل   ی   دس   ی. ف   اص   ل   ۀ ب   رح   س   ب T در ن   ق   اط ن   زدی   ک ت   ری   ن

وورون   وی   ی م   ک   ان ه   ای را T ع   ن   اص   ر چ   ه   ارچ   وب، ای   ن در اس   ت. s ب   ه T ن   ق   اط س   ای   ر از ن   زدی   ک ت   ر Rn ت   م   ام   ی ن   ق   اط

م   ک   ان ه   ای از م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد ب   ه ت   ن   ه   ا .s وورون   وی   ی س   ل   ول از اس   ت ع   ب   ارت P−۱
T (s) درح   ال   ی ک   ه م   ی ن   ام   ن   د،

در وورون   وی   ی و ۱۸۵۰ در دی   ری   ش   ل   ه ،۱۶۴۴ در دک   ارت م   ث   لا ک   ردن   د.، ب   ررس   ی ۱۹۹۰ س   ال ه   ای ت   ا را وورون   وی   ی

۱۹۳۴ س   ال در ک   ری   س   ت   وگ   راف   ی درب   ارۀ م   ق   ال   ه ی   ک ۲ دل   ون   ای .n > ۳ و n = ۳ ،n = ۲ ب   رای ب   ه ت   رت   ی   ب ۱۹۰۸

م   رب   وط وورون   وی   ی س   ل   ول ه   ای گ   رف   ت. ن   ظ   ر در را n ∈ N ب   ا T م   ان   ن   د گ   س   س   ت   ه م   ج   م   وع   ۀ ی   ک آن در ک   ه ک   رد چ   اپ

اق   ت   ص   اد، داده، ف   ش   رده س   ازی ع   م   ل   ی   ات، در ت   ح   ق   ی   ق م   ح   اس   ب   ات   ی، دره   ن   دس   ۀ وس   ی   ع ب   ه ط   ور م   ت   ن   اه   ی  م   ج   م   وع   ۀ ب   ه

دوم   ی   ن در ‖ x ‖۲
۲ ح   ذف ب   ا ش   د، م   ش   اه   ده [۲۲۶] در ک   ه ه   م   ان ط   ور اس   ت. ب   رده ش   ده ب   ه ک   ار وغ   ی   ره ب   ازاری   اب   ی

داش   ت: خ   واه   ی   م t ∈ T ه   ر ب   رای ن   ام   س   اوی،

d۲ (x, s) ≤ d۲ (x, t) ⇔ ‖ x− s ‖۲
۲≤‖ x− t‖

۲
۲

درن   ت   ی   ج   ه و

P−۱
T (s) = {x ∈ Rn : d۲ (x, s) ≤ d۲(x, t), t ∈ T}

= {x ∈ Rn : (t− s)Tx ≤
‖ t‖۲

۲− ‖ s‖
۲
۲

۲
, t ∈ T}.

ه   ن   دس   ی اط   لاع   ات آوردن ب   ه دس   ت ب   رای ب   ه ت   رت   ی   ب م   ن   ظ   م، ب   ه ط   ور [۱۰۹] و [۱۰۸] در دوب   اره دس   ت   ورس   ازی ای   ن از

P−۱
T (s) ک   ه ب   ه گ   ون   ه ای ک   رده ان   د، اس   ت   ف   اده T م   ج   م   وع   ه ه   ای ت   ع   ی   ی   ن و (s ∈ T و T ) داده ه   ای از P−۱

T (s)

1. Voronoi
2. Delaunay



۱۰۵ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

(T̄ , s̄) زوج ی   ک ن   م   ادی   ن، دادۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای م   خ   ت   ل   ف ان   واع ت   أث   ی   ر داده ش   ده. م   ح   دّب م   ج   م   وع   ۀ از ب   اش   د ع   ب   ارت

اس   ت. ش   ده ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل [۱۱۶] در وورون   ی س   ل   ول ه   ای درب   ارۀ ،s̄ ∈ T̄ ⊂ Rn ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   ه گ   ون   ه ای

ب   ه ص   ورت م   ی ت   وان را int ⅾoⅿ F ک   ه روش   ی ب   ه ه   م   ان اول   ی   ه−دوگ   ان). (پ   ای   داری ۱۰ −۱ −۵ ی   ادآوری

ک   وچ   ک،م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   اف   ی ب   ه ق   در پ   ارام   ت   ره   ای از ک   ه دی   دگ   اه ای   ن (از ک   رد ت   ع   ب   ی   ر پ   ای   دار س   ازگ   ار پ   ارام   ت   ره   ای م   ج   م   وع   ۀ

ه   م   ان   ن   د م   ی ت   وان را Π اص   ل   ی زی   رم   ج   م   وع   ه ه   ای ت   وپ   ول   وژی   ک   ی درون م   ی آی   د)، ب   ه دس   ت س   ازگ   ار اول   ی   ه

در پ   ی   وس   ت   ه درح   ال   ت درون   ی ن   ق   اط از ب   رخ   ی ک   رد. ن   گ   اه دی   دگ   اه ه   م   ان ب   ا پ   ای   دار پ   ارام   ت   ره   ای م   ج   م   وع   ه ه   ای

ب   اش   ن   د م   ت   ن   اظ   ر اف   راز ه   ا ب   ا ک   ه آن ه   ای   ی م   ث   لا ش   ده ان   د. ش   ن   اس   ای   ی [۱۹۱] در ک   ل   ی ح   ال   ت در ،[۱۱۳ ،۱۱۱]

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ا ح   ل ن   اپ   ذی   ر−ب   ی ک   ران   ی) ن   اس   ازگ   اری−ح   ل پ   ذی   ری−ک   ران دار ی   ا (ن   اس   ازگ   اری−ک   ران داری−ب   ی ک   ران   ی

ه   س   ت   ن   د. م   ت   ن   اظ   ر م   س   ئ   ل   ۀ دو ه   ر ی   ا دوگ   ان، م   س   ئ   ل   ۀ اول   ی   ه،

در ج   م   ع ب   ن   دی ش   ده م   رزی پ   ای   داری ق   ض   ی   ه ه   ای ف   ری   ن). ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ و م   رزی (پ   ای   داری ۱۱ −۱ −۵ ی   ادآوری

وی   ژگ   ی ه   ای ب   ی   ن ارت   ب   اط ه   ای اخ   ی   ر، م   ق   ال   ۀ در ی   اف   ت. [۱۰۶ ،۹۹] در م   ی ت   وان را ۳ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ از پ   س ش   ک   ل

در ن   ظ   ی   ر م   رزی ن   گ   اش   ت ه   ای و Rnدر ب   س   ت   ه م   ح   دّب ت   ص   وی   ره   ای ب   ا ه   م   راه م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ه   ای پ   ای   داری

ب   ودن م   ع   ادل ش   ده ان   د. ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ک   ل   ی ح   ال   ت

اس   ت ب   س   ت   ه π̄ در B ⇔ اس   ت usⅽ ش   ک   ل ب   ه π̄ در B

ج   واب م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ی   ن پ   ای   داری م   ه   ار ب   رای را ک   اف   ی ش   رط ی   ک ت   ا گ   رف   ت ق   رار م   ورداس   ت   ف   اده [۹۴] در

آورد. ب   ه دس   ت ن   ی   م   ه−ن   ام   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی دس   ت   گ   اه ه   ای

م   ت   ن   اه   ی دس   ت   گ   اه ه   ای ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ف   ری   ن ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ه   اوس   دورف درب   ارۀ م   ه   م ن   ت   ای   ج

م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ه   ای ب   رای وس   پ   س [۱۰۰] در ن   ام   ت   ن   اه   ی دس   ت   گ   اه ه   ای ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ب   رای اب   ت   دا [۶۶] در

ب   ود. ش   ده ت   ع   م   ی   م داده [۱۱۴] در م   ح   دّب ت   ص   وی   ر ه   ای ب   ا دل   خ   واه

آث   ار از غ   ی   رج   ام   ع   ی ف   ه   رس   ت ۲ −۵ ج   دول وت   ع   م   ی   م ه   ا). پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا : ϑ و S (پ   ای   داری ۱۲ −۱ −۵ ی   ادآوری

ب   ه ش   ک   ل ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای پ   ای   داری ب   ا م   رت   ب   ط

inf f(x, π) s.t. x ∈ F(π)

داری   م: م   ع   م   ولا آن در ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان ب   ه اخ   ت   ص   ار زم   ان   ی، ب   ه ت   رت   ی   ب را

F(π) = {x : ft(x) ≤ ۰, ∀ t ∈ T ; x ∈ C}



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۰۶

π ∈ Π و (X = C ک   ل   ی ح   ال   ت (در م   ع   ی   ن ق   ی   دی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک م   ب   ی   ن C ت   ص   م   ی   م، ف   ض   ای م   ب   ی   ن آن در X ک   ه

م   ع   م   ولا م   ی ده   ن   د. ق   رار م   وردب   ح   ث را پ   ارام   ت   ره   ا از وی   ژه ای ان   واع ک   ه آث   اری آن ه   س   ت   ن   د. ن   ظ   ی   ر) پ   ارام   ت   ر (ف   ض   ای

ق   ی   ده   ای ای   ن   ج   ا در م   ق   ای   س   ه، ب   رای م   ی ش   ون   د. ن   ش   ان   ه گ   ذاری س   ت   اره ب   ا (RHS) راس   ت ط   رف پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای

ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت K و f(t, x) := ft(x) آن در ک   ه م   ی ش   ون   د داده ن   م   ای   ش f(t, .) ∈ K ب   ه ش   ک   ل ت   اب   ع   ی

م   س   ئ   ل   ۀ خ   اط   ر ب   ه K = RT
+ و Y = RT م   ث   لا) Y م   ان   ن   د م   ش   خ   ص ج   زئ   ی م   رت   ب ف   ض   ای از م   ع   ل   وم زی   رم   ج   م   وع   ۀ

ن   ش   ان   ه گ   ذاری م   ی آی   د پ   ی در ک   ه ب   ه ش   ک   ل   ی را ۲ −۵ ج   دول از ،۳ −۸ س   ت   ون ه   ای در اط   لاع   ات (P م   وردن   ظ   ر ⅬSIO

م   ی ک   ن   ی   م:

ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ه م   رب   وط پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ای ۲ −۵ ج   دول

Ref. Year X T f f(t, .) f(., x) K ϑ S
[136] 1973 top abstr lsc or usc – – –

√ √

[29] 1982 Rn top lin fract arb RT
−

√ √

[11] 1983 met abstr lsc or usc – – –
√ √

[30]* 1983 Rn compH cont aff cont RT
−

√

[82] 1983 Rn compH lin aff cont RT
−

√

[31] 1984 Rn compH lin aff cont RT
−

√ √

[62] 1984 norm compH cont aff cont RT
−

√

[157] 1985 Rn fin fin conv fin conv/aff – RT
−

√ √

[10]* 1997 met abstr lsc – – –
√

[102] 1998 Rn arb lin aff arb RT
−

√ √

[156] 1998 Rn compH diff diff cont RT
− –

√

[25] 2000 Ban arb cont cont – cl conv
√ √

[48] 2001 Rn arb lin aff arb RT
−

√ √

[86] 2003 Rn arb fin conv fin conv arb RT
−

√ √

[145] 2005 Ban fin fin conv fin conv/aff – cl conv
√ √

[47] 2005 Rn arb lin aff arb RT
−

√ √

[180]* 2006 met abstr fin usc – – –
√

[53] 2006 Rn arb lin aff arb RTRT
−
√

[43]* 2007 Rn met compH fin conv fin conv cont RT
−

√

[72]* 2007 lcH arb lsc conv lsc conv arb RT
−

√

[143]* 2011 Rn compH fin conv fin conv cont RT
−

√

[73] 2012 Ban arb lsc lsc arb RT
−

√ √

م   ح   دّب ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ه   اوس   دورف ب   رداری ف   ض   ای ،(ⅿet) م   ت   ری   ک ،(nor) ن   رم دار ،(Ban) ب   ان   اخ :۳ س   ت   ون

.(top) ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای و (ⅼⅽH) م   ح   ل   ی



۱۰۷ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ح   ال   ت در (ⅽoⅿpH) ف   ش   ردۀ ه   اوس   دورف ت   وپ   ول   وژی   ک   ی ف   ض   ای و ،(arb) دل   خ   واه ،(fin) م   ت   ن   اه   ی :۴ س   ت   ون

وج   ود K و f(., x) ،f(t, .) ،T درب   ارۀ ص   ری   ح اط   لاع   ات ه   ی   چ گ   ون   ه ،(abstr) م   ح   ض ک   م   ی   ن   ه ک   ردن م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ن   دارد.

پ   ی   وس   ت   ه ،(fin) م   ت   ن   اه   ی م   ق   دار ب   ا ،(ⅽonv) م   ح   دّب ،(fraⅽt) ک   س   ری ،(ⅼin) خ   ط   ی ،(aff) ت   خ   ت :۵ −۷ س   ت   ون

پ   ی   وس   ت   ه ب   ه ط   ور و (arb) دل   خ   واه ،(usⅽ) ب   الای   ی ن   ی   م   ه− پ   ی   وس   ت   ۀ ،(ⅼsⅽ) پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه− پ   ی   وس   ت   ۀ ،(ⅽont)

م   وج   ود ق   ی   د درب   ارۀ م   س   ت   ق   ی   م اط   لاع   ات ه   ی   چ گ   ون   ه م   ح   ض، ک   م   ی   ن   ه ک   ردن م   س   ئ   ل   ه ه   ای ح   ال   ت در .(ⅾiff) م   ش   ت   ق پ   ذی   ر

ه   س   ت   ن   د. م   ت   وال   ی م   ت   داول م   ج   از پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای و ن   ی   س   ت

ج   دول ای   ن در پ   ارام   ت   ر ف   ض   ای درب   ارۀ اط   لاع   ات   ی ه   ی   چ اخ   ت   ص   ار، ب   رای .(ⅽonv) م   ح   دّب و (ⅽⅼ) ب   س   ت   ه :۸ س   ت   ون

ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی از ع   ب   ارت ان   د م   ی گ   ی   رن   د، ق   رار م   دّن   ظ   ر م   ن   ح   ص   راً ای   ن   ج   ا در ک   ه پ   ای   داری م   ف   اه   ی   م ت   ن   ه   ا و ن   م   ی ش   ود درج

ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ای   داری ه   ای S ب   ه م   رب   وط پ   ای   داری م   ف   اه   ی   م س   ای   ر ب   ی   ن در ب   دی   ن ت   رت   ی   ب، ب   ودن. ب   س   ت   ه و ب   الای   ی و پ   ای   ی   ن   ی

ن   م   ی آی   ن   د. ای   ن   ج   ا در [۱۳۳] ج   واب ه   ا م   ان   ای   ی پ   ای   داری ی   ا [۱۵۳ ،۱۵۱] س   اخ   ت   اری پ   ای   داری ،[۲۵] ه   ول   در و

در اس   ت..م   ن   اب   ع ک   ران دار ی   ک   ن   واخ   ت ب   ه ط   ور و ف   ش   رده ه   م   ی   ش   ه ول   ی م   ی ک   ن   د، ت   غ   ی   ی   ر پ   ارام   ت   ر ب   ا T ،[۱۵۶] در

وپ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ه   دف ت   واب   ع خ   ط   ی پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت را م   ح   دّب ب   ه گ   زی   ن   ی ه   ای ب   ودن خ   وش−وض   ع ،[۱۴۵]

م   ی ده   د. ق   رار م   وردب   ح   ث RHS

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ دام   ن   ۀ ب   ه پ   ای   داری ت   ح   دی   د ۲ −۵

ک   ه اس   ت ش   ده پ   ی   ش   ن   ه   اد م   ج   م   وع−ص   ف   ر ب   ازی ه   ای پ   ای   داری ن   ظ   ری   ۀ از اس   ت   ف   اده ب   ا ج   دی   د چ   ه   ارچ   وب ی   ک

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ن   اب   رای   ن، ک   ن   ن   د. ح   ف   ظ را درگ   ی   ر دس   ت   گ   اه ه   ای ب   ودن ش   دن   ی ک   ه م   ی ش   ون   د م   ج   ب   ور آن در پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای

م   خ   ت   ل   ف ان   واع ب   رای FR م   ث   لا ،ⅾoⅿ F ب   ه م   ح   دود F ب   ه م   رب   وط ⅼsⅽ وی   ژگ   ی ک   ردن م   ش   خ   ص از اس   ت ع   ب   ارت

م   رب   وط ق   ض   ی   ۀ دو ب   ه م   ی خ   واه   ی   م ای   ن   ک .ⅬHS و RHS ت   اب   ع ت   م   ام   ی داده ه   ای پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت دس   ت   گ   اه ه   ای

م   ی م   ان   ن   د)، ث   اب   ت c̄ و b̄ و م   ی ش   ود پ   ری   ش   ی   ده ā ف   ق   ط ک   ه م   وق   ع   ی (ی   ع   ن   ی ک   ن   ی   م اش   اره اخ   ی   ر ن   وع از پ   ری   ش   ی   دگ   ی ب   ه

م   ی ده   د. ت   ش   ک   ی   ل را زم   ی   ن   ه ای   ن در ت   ازگ   ی ی   ک ک   ه پ   ی   وس   ت   ه و دل   خ   واه دس   ت   گ   اه ه   ای ب   رای

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت π̄ = (c̄, ā, b̄) ک   ن   ی   د ف   رض .(FR پ   ای   ی   ن   ی (ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ۱۳ −۲ −۵ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت ب   گ   ی   ری   د؛ ن   ظ   ر در را ā در ت   ن   ه   ا دل   خ   واه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای و ⅬSIO م   ع   م   ول   ی م   س   ئ   ل   ۀ

π̄در FR آن   گ   اه ت   ک ع   ض   وی، م   ج   م   وع   ه ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت F(π̄) ی   ا ک   ن   د ص   دق SⅭQS در π̄ ی   ا اگ   ر (i)

اس   ت. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۰۸

م   ی ک   ن   د. ص   دق SSⅭQ در π̄ آن   گ   اه ،F (π̄) 6= {0n} و ب   اش   د ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ ∈ int ⅾoⅿ در FR اگ   ر (ii)
ش   ع   اع ی   ک زی   رم   ج   م   وع   ۀ ی   ک ی   ا ن   ب   اش   د ت   ک ع   ض   وی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک F (π̄) و ب   اش   د ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄در FR اگ   ر (iii)

م   ی ک   ن   د. ص   دق SSⅭQ در π̄ آن   گ   اه ن   ب   اش   د،

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت π̄ =
(
c̄, ā, b̄

)
∈ ⅾoⅿ F ک   ن   ی   د ف   رض .(FR ب   ع   دی (پ   ای   داری ۱۴ −۲ −۵ ق   ض   ی   ۀ

ه   ی   چ دارای π̄ ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را ā در پ   ی   وس   ت   ه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا و ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ

ادام   ه در ف   ه   رس   ت ش   ده اح   ک   ام درای   ن ص   ورت 0n؛ /∈ F(π̄) ن   ی   ز و ب   اش   د ن   داش   ت   ه ق   ی   د ب   ه ص   ورت ب   دی   ه   ی ن   ام   س   اوی

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل دی   گ   ر ی   ک ب   ا

داری   م π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د م   ج   م   وع   ه ی   ک (i)

.FR (π) = ⅾoⅿ F(π̄)
اس   ت. ب   رق   رار SSⅭQ (ii)

.F (π̄) = n (iii)

اس   ت. ⅼsⅽ ش   ک   ل ب   ه π̄ در FR ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه وی   ژگ   ی س   ه ای   ن از ه   ری   ک از ب   ه ع   لاوه،

دس   ت   گ   اه ه   ای ب   ه خ   اط   ر ۱۴ −۲ −۵ ق   ض   ی   ۀ و ۱۳ −۲ −۵ ق   ض   ی   ۀ ،۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ ب   ی   ن ق   اب   ل م   لاح   ظ   ه اخ   ت   لاف

ک   ه وی   ژه ح   ال   ت در م   ی ش   ون   د). م   ن   ط   ب   ق ب   ره   م ⅾoⅿ int F ب   ر F و FR (چ   ون اس   ت bⅾ ⅾoⅿ F در م   وج   ود

دی   گ   ر گ   زی   ن   ه ه   ای اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ه   س   ت   ن   د ب   رق   رار ۱۴ −۲ −۵ ق   ض   ی   ۀ در (i)−(iii) ش   رای   ط ب   اش   د، م   ت   ن   اه   ی T م   ج   م   وع   ۀ

ب   اش   ن   د: ب   رق   رار م   ی آی   ن   د، ادام   ه در ک   ه

،ⅾiⅿ F (π̄) = n (ال   ف)
،ⅾiⅿ F (π̄) = ۰ (ب)

0n از م   ن   ش   ع   ب ن   ی   م−خ   ط (ی   ک ب   از ش   ع   اع ی   ک داخ   ل در ت   ک ع   ض   وی م   ج   م   وع   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت F(π̄) (ج)

ش   روع). ن   ق   ط   ۀ ب   دون

۹ ٔ(گ   زاره از ع   ب   ارت ان   د ب   ه ت   رت   ی   ب ۱۴ −۲ −۵ و ۱۳ −۲ −۵ ق   ض   ی   ه ه   ای م   ن   اب   ع). و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۱۵ −۲ −۵ ی   ادآوری

.([۶۴] در ۱۰ (گ   زارۀ و ([۶۴] در

ب   ودن ب   د−وض   ع و ب   ودن خ   وش−وض   ع ۳ −۵

وی   ژگ   ی ای   ن اگ   ر م   ی گ   وی   ن   د خ   اص وی   ژگ   ی ی   ک ب   ه ن   س   ب   ت (ب   د−وض   ع) خ   وش−وض   ع را P̄ م   ان   ن   د ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ

پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای (از ب   اش   د ک   وچ   ک ک   اف   ی ان   دازۀ ب   ه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ک   ه ب   ه ش   رط   ی ب   اش   د ب   رق   رار پ   ری   ش   ی   ده م   س   ئ   ل   ۀ ه   ر ب   ه وس   ی   ل   ۀ

ی   ا م   ی ک   ن   ن   د ص   دق ب   ه ت   رت   ی   ب وی   ژگ   ی ه   ا ای   ن در ک   ه م   ی آی   ن   د ب   ه دس   ت م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی ،P̄ م   س   ئ   ل   ۀ دل   خ   واه و ک   وچ   ک



۱۰۹ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ه واب   س   ت   ه پ   ارام   ت   ر اگ   ر م   ی گ   وی   ن   د ب   د−وض   ع) (ی   ا خ   وش−وض   ع را P̄ م   س   ئ   ل   ۀ ت   وپ   ول   وژی   ک   ی، زب   ان ب   ه ن   م   ی ک   ن   ن   د).

پ   ارام   ت   ره   ای م   ج   م   وع   ۀ از م   رزی) ن   ق   ط   ۀ ی   ک (ب   ه ت   رت   ی   ب درون   ی ن   ق   ط   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت π̄ = (c̄, ā, b̄) آن،

خ   وش−وض   ع P̄ م   س   ئ   ل   ۀ ن   م   ون   ه، ب   رای م   ی ک   ن   ن   د. ص   دق وی   ژگ   ی ه   ا ای   ن چ   ن   ی   ن در ک   ه ب   اش   ن   د م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی ب   ا م   ت   ن   اظ   ر

.(π̄ ∈ bd ⅾoⅿ F (ب   ه ت   رت   ی   ب π̄ ∈ int ⅾoⅿ F اگ   ر اس   ت اول   ی   ه ش   دن   ی ب   ودن ب   ه ن   س   ب   ت (ب   د−وض   ع)

از: ع   ب   ارت ان   د ب   ودن ب   د−وض   ع اول   ی   ه−دوگ   ان ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   ه م   رب   وط Π زی   رف   ض   ا ه   ای

Πc = ⅾoⅿ F , ΠD
c = ⅾoⅿ FD,

Πi = Π \Πc, ΠD
i = Π \ΠD

c ,

Πs = ⅾoⅿ S, ΠD
s = ⅾoⅿ SD,

Πb = {π ∈ Πc : ϑ(π) > −∞},

ΠD
b = {π ∈ ΠD

c : ϑD(π) > −∞},

Πu = Πc \Πb, ΠD
u = ΠD

c \ΠD
b .

اول   ی   ه اف   راز ن   ام ب   ه Π از اف   راز ی   ک (ΠD
u و ΠD

b ،ΠD
i ) و Πu و Πb ،Πi زی   رف   ض   اه   ای ک   ه اس   ت روش   ن

م   ی ده   ن   د. ت   ش   ک   ی   ل را دوگ   ان) اف   راز (ب   ه ت   رت   ی   ب

ب   ه ح   ال   ت م   ح   دود ب   ه ت   رت   ی   ب) ب   ودن، (ب   د−وض   ع ب   ودن خ   وش−وض   ع ب   ه م   رب   وط ن   ت   ای   ج از ب   رخ   ی ب   ع   دی، ق   ض   ی   ۀ

،M(π̄) ،C(π̄) م   ج   م   وع   ه ه   ای ع   لاوه ب   ر م   ی ک   ن   د. ب   ی   ان را پ   ی   وس   ت   ه) ل   زوم   اً (ن   ه ک   ل   ی درح   ال   ت ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ اول   ی   ه

اح   ک   ام ،K(π̄) و N(π̄)

A(π̄) := ⅽonv{āt, t ∈ T}, H(π̄) := C(π̄) + R+(0n,−۱),

Z+(π̄) := ⅽonv{āt, t ∈ T ; c̄}, Z−(π̄) := ⅽonv{āt, t ∈ T ; −c̄}

.M(π̄) = R+ A(π̄) داری   م ب   ه روش   ن   ی، ه   س   ت   ن   د. π̄ = (c̄, ā, b̄) ب   ا م   ت   ن   اظ   ر م   ج   م   وع   ه ه   ای

خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت، π̄؛ = (c̄, ā, b̄) ∈ Π ک   ن   ی   د ف   رض اول   ی   ه). ب   ودن (خ   وش−وض   ع ۱۶ −۳ −۵ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت:

اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر π̄ ∈ bd Πc ی   ا ،π̄ ∈ int Πc ،π̄ ∈ int Πi آن   گ   اه ،d(π̄, bⅾ Πc) < +∞ اگ   ر (i)

.0n+۱ ∈ H(π̄) ی   ا ،0n+۱ ∈ int(Rn+۱\H(π̄)) ،0n+۱ ∈ int H(π̄) ب   اش   ی   م داش   ت   ه ب   ه ت   رت   ی   ب
ب   ه ت   رت   ی   ب اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر π̄ ∈ bⅾ Πs ی   ا π̄ ∈ bd Πs ،π̄ ∈ int(Πc\Πs) آن   گ   اه ،π̄ ∈ int Πc اگ   ر (ii)

،0n ∈ bⅾ Z−(π̄)) ی   ا ،0n ∈ int Z−(π̄)) ،0n ∈ int (Rn\ Z−(π̄)) ب   اش   ی   م داش   ت   ه
.(bⅾ Πs = bⅾ Πb (درن   ت   ی   ج   ه int Πs = int Πb و ⅽⅼ{Πs = ⅽⅼ Πb (iii)



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۱۰

ک   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی ب   اش   د، ب   رق   رار d(π̄, bⅾ Πc) = +∞ ک   ه م   ی ک   ن   ی   م خ   ارج π̄ از را م   س   ئ   ل   ه ه   ای   ی آن (i) در

ه   س   ت   ن   د ن   اس   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ه ه   ا ای   ن ک   ه دی   د خ   واه   ی   م ب   ه وی   ژه م   ی ش   ون   د. ب   ررس   ی ب   ع   دی ف   ص   ل در آن ه   ا وج   ود و وی   ژگ   ی ه   ا

م   س   ئ   ل   ۀ ،R در ۴ .۵ م   ث   ال

π̄ : infx∈R (−x) s.t. ۰x ≥ ۱, x ≥ −k, k ∈ N.

م   س   ئ   ل   ه ه   ای چ   ون π̄ ∈ bⅾΠc ام   ا اس   ت، ن   اس   ازگ   ار ب   ه روش   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ای   ن ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را

π̄ε : infx∈R (−x) s.t. εx ≥ ۱, x ≥ −k, k ∈ N.

ق   ب   ل   ی ق   ض   ی   ۀ در (i) گ   زارۀ ب   ن   اب   رای   ن، .πε → π̄ داش   ت خ   واه   ی   م ε ↓ ۰ وق   ت   ی و ه   س   ت   ن   د س   ازگ   ار ε > ۰ ب   ا

.(0۲ ∈ bⅾ H(π̄) داری   م ک   ه ک   ن   د ب   ررس   ی م   ی ت   وان   د خ   وان   ن   ده (ب   ه ی   ق   ی   ن، م   ی رود ب   ه ک   ار

ب   ررس   ی ش   ده ۱ .۱ م   ث   ال در ک   ه ب   اش   د π۳ و π۲ ،π۱ پ   ارام   ت   ر س   ه از ی   ک ه   ر π̄ ک   ن   ی   د ف   رض ۵ .۵ م   ث   ال

،0n+۱ ∈ int(Rn+۱\H(π̄)) ک   ه م   ی ش   ود ب   ررس   ی ب   ه آس   ان   ی و π̄ ∈ int Πc م   ی دان   ی   م پ   ی   ش از ب   ودن   د.

داری   م چ   ون ب   ب   ی   ن   ی   د). را ۴ .۶ (م   ث   ال d۲(0n+۱,H(π̄)) = (۵ + ۲
√

۲)−۲ داش   ت خ   واه   ی   م درح   ق   ی   ق   ت

.π̄ ∈ int Πs م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ه   م   چ   ن   ی   ن پ   س ،0۲ ∈ int A(π̄) ⊂ int Z−(π̄)

چ   ون ب   ود، خ   واه   د م   ع   ن   ی دارای ب   گ   وی   ی   م ک   ل   ی ب   د−وض   ع را (bⅾ Πc) ∩ (bⅾ Πs) در م   س   ئ   ل   ه ه   ای آن ب   ه اگ   ر

م   س   ئ   ل   ه ه   ا ای   ن م   ش   خ   ص   ۀ ه   س   ت   ن   د. ب   د−وض   ع ه   م زم   ان ب   ه ط   ور ب   ودن ح   ل پ   ذی   ر ه   م و ب   ودن ش   دن   ی ب   ه ن   س   ب   ت ه   م آن ه   ا

ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده ای   ن   ک اس   ت). دش   وار آن ب   ررس   ی (ب   ن   اب   رای   ن، ن   م   ی ش   ود داده ه   ا ش   ام   ل ف   ق   ط م   ی آی   د، ادام   ه در ک   ه

.π̄ ∈ int (Π\Πs) ی   ا π̄ ∈ bⅾ Πs ی   ا داش   ت خ   واه   ی   م π̄ ∈ bⅾ Πc از

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،π̄ ∈ bⅾ Πc اگ   ر ک   ل   ی). (ب   د−وض   ع   ی ۱۷ −۳ −۵ ق   ض   ی   ۀ

π̄ ∈ bⅾ Πc ⇔ ی   ا 0n ∈ bⅾ Z+(π̄) ی   ا π̄ ∈ ⅽⅼ(Πc ∩ bⅾ Πc). (۵ −۵)

م   س   ئ   ل   ه ه   ر ،π̄ ک   وچ   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک در ک   ه م   ی ب   ی   ن   ی   م ب   ه روش   ن   ی ،۴ .۵ م   ث   ال در ۶ .۵ م   ث   ال

و ۰ ∈ int Z+(π̄) = [−۱, ۱] درواق   ع .π̄ ∈ int(Π\Πs) ی   ع   ن   ی اس   ت، ب   ی ک   ران ی   ا ن   اس   ازگ   ار ی   ا π م   ان   ن   د

0۲ ∈ int (R۲\H(π̄) در π̄ ب   ه ن   زدی   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ س   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ۀ ه   ر چ   ون ،π̄ /∈ ⅽⅼ(Πc ∩ bⅾ Πc)

دارد. ت   ع   ل   ق int Πc ب   ه ب   ن   اب   رای   ن و م   ی ک   ن   د ص   دق

داش   ت. خ   واه   ی   م ب   ودن پ   ی   وس   ت   ه ف   رض ب   ا را ادام   ه در −دوگ   ان اول   ی   ه ق   ض   ی   ه ه   ای



۱۱۱ ک   ی   ف   ی پ   ای   داری ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   رای ،Π پ   ارام   ت   ری ف   ض   ای در پ   ی   وس   ت   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای خ   وش−وض   ع). (اول   ی   ه−دوگ   ان ۱۸ −۳ −۵ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م π̄ = (c̄, ā, b̄) ∈ Π

(i) π̄ ∈ Πc ⇔ م   ی ک   ن   د ص   دق SⅭQ در π̄

(ii) π̄ ∈ int ΠD
c ⇔ c̄ ∈ int M(π̄)

(iii) π̄ ∈ int Πb ⇔ π̄ ∈ int(Πb ∩ΠD
b )⇔ م   ی ک   ن   د ص   دق SⅭQ در π̄ و c ∈M(π̄)

(iv) π̄ ∈ int Πi ⇔ π̄ ∈ int(Πi ∩ΠD
u ) ⇔ π̄ ∈ int ΠD

u ⇔ (0|n, ۱) ∈ int K(π̄)

(v) π̄ ∈ int ΠD
i ⇔ π̄ ∈ int(Πu ∩ΠD

i )⇔ π̄ ∈ int Πu

⇔ t ∈ T ه   ر ب   رای āTt y > ۰ و c̄T y < ط   وری ک   ه۰ ب   ه ∃y ∈ Rn

(vi) int(Πi ∩ΠD
i ) = int(Πb ∩ΠD

i ) = int(Πi ∩ΠD
b ) = ∅

ب   ودن خ   وش−وض   ع ه   م   چ   ن   ی   ن ،c ∈ intM(π̄) و م   ی ک   ن   د ص   دق SⅭQ در π̄ ی   ع   ن   ی ،(iii) در ش   رط

م   ش   خ   ص ⅬSIO ک   ل   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   رای را (π̄ ∈ int(Πb ∩ ΠD
b ) (ی   ع   ن   ی ه   م زم   ان ب   ودن ک   ران دار ب   ه ن   س   ب   ت

ن   ش   دن   ی ب   ه ن   س   ب   ت ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ ه   ی   چ ،(vi) ب   ن   اب   ر و ب   رع   ک   س ب   اش   د. پ   ی   وس   ت   ه ن   ی   س   ت ن   ی   ازی ک   ه م   ی ک   ن   د

وی   ژگ   ی ه   م   ان ب   ه ن   س   ب   ت π̄ م   ان   ن   د ⅬSIO ک   ل   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک درح   ال   ی ک   ه ن   ی   س   ت، خ   وش−وض   ع ه   م زم   ان ب   ودن

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت خ   وش−وض   ع

0n /∈ ⅽⅼ A (π̄), c̄ /∈ ⅽⅼ M(π̄), (0n, ۱) ∈ 0+ⅽⅼ C(π̄).

در و۵ ۴ ق   ض   ی   ه ه   ای از ۱۶ −۳ −۵ درق   ض   ی   ۀ (i) گ   زارۀ م   رب   وط   ه) ق   ض   ی   ه ه   ای و (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۱۹ −۳ −۵ ی   ادآوری

م   ی ت   وان را ۱۷ −۳ −۵ ق   ض   ی   ۀ .[۵۱] در ۱ وق   ض   ی   ۀ ۲ ازق   ض   ی   ۀ ع   ب   ارت ا ن   د ت   رت   ی   ب ب   ه  (iii) و (ii) م   ی آی   د [۴۹]

ش   رط اس   ت. ش   ده ث   اب   ت [۵۴] در ک   ل   ی ب   ودن خ   وش−وض   ع ب   ه م   رب   وط ک   اف   ی ش   رای   ط و ی   اف   ت [۵۱] در ۳ درق   ض   ی   ۀ

ش   ن   اس   ای   ی [۱۲۷] در داده ه   ا ب   رح   س   ب [۱۲۸] در داده ش   ده س   وپ   ری   م   م ت   اب   ع ب   ه م   رب   وط دس   ت   ور از اس   ت   ف   اده ب   ا (۵ −۵)

اس   ت. [۵۱] در ۱ م   ث   ال ه   م   ان ۴ .۵ م   ث   ال م   ی ش   ود.

ض   ع   ی   ف ت   ر ف   رض ه   ای ب   ه ت   وج   ه ب   ا دوگ   ان، ه   م و اول   ی   ه ه   م ب   ه   ی   ن   ه م   ق   ادی   ر ب   ه م   رب   وط ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ث   اب   ت م   ق   ادی   ر

پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ن   م   ی ش   ود. ح   ال   ت ه   ا ت   م   ام   ی  در دوگ   ان   ی ش   ک   اف وج   ود م   ان   ع ک   ه م   ی آی   ن   د ب   ه دس   ت [۲۲۱] در پ   ای   داری

ب   ودن خ   وش−وض   ع ب   ه م   رب   وط ق   ض   ی   ه ه   ای ه   س   ت   ن   د. ن   ظ   ی   ر دوگ   ان م   س   ئ   ل   ه ه   ای ه   دف ت   اب   ع ض   رای   ب ب   ه م   ح   دود م   ج   از

در ق   ض   ی   ه ه   ا ای   ن اس   ت. ش   ده ب   رگ   رف   ت   ه [۱۱۵ ،۱۱۱] از ۱۸ −۳ −۵ درق   ض   ی   ۀ داده ش   ده ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ه م   س   ئ   ل   ه ه   ای

ی   ک ب   ه وج   ود ن   س   ب   ت ب   ودن خ   وش−وض   ع ب   ه ع   لاوه، ش   ده ان   د. داده ت   ع   م   ی   م ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ک   ل   ی ح   ال   ت ب   رای [۱۹۱]



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۱۲

ه   م   ی   ش   ه ب   ودن وض   ع خ   وش اش   اره ش   دۀ م   ش   خ   ص   ه ه   ای ش   ده ان   د. ش   ن   اس   ای   ی [۱۱۵] در اول   ی   ه ق   وی ی   ک   ت   ای ج   واب

ن   ش   ود. م   ن   ط   ب   ق ک   ل   ی ح   ال   ت و پ   ی   وس   ت   ه ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای اس   ت م   م   ک   ن داده ه   ا ب   رح   س   ب

ت   ف   ک   ی   ک م   ج   م   وع   ه ه   ای   ی ب   ه پ   ارام   ت   ره   ا ب   ه وس   ی   ل   ۀ آن در ΠD
b و Πb ک   ه ح   ال   ت   ی ب   رای پ   ی   رای   ش ش   ده ق   ض   ی   ه ه   ای

ن   دارن   د، را وی   ژگ   ی ای   ن ک   ه آن ه   ای   ی و ه   س   ت   ن   د ب   ه   ی   ن   ه ف   ش   رده م   ج   م   وع   ه ه   ای دارای ک   ه آن ه   ای   ی ک   ه ن   ح   و ای   ن ب   ه م   ی ش   ون   د

م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   ه پ   ارام   ت   ره   ای   ی اک   ث   ر ک   ه م   ی ش   ود داده ن   ش   ان ه   م   چ   ن   ی   ن [۱۱۲] در ب   ه ع   لاوه، ش   ده ان   د. آورده [۱۱۲] در

دارن   د. دوگ   ان و اول   ی   ه ف   ش   ردۀ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ه ه   ای ه   س   ت   ن   د، ک   ران دار دوگ   ان ی   ا اول   ی   ه دارای آن ه   ا ب   ه واب   س   ت   ه

ب   رای ه   م   چ   ن   ان ق   ب   ل   ی اش   اره ش   ده Π زی   رف   ض   ا ه   ای ت   وپ   ول   وژی   ک   ی درون ن   ظ   ی   ر م   ش   خ   ص   ه ه   ای اک   ث   ر ت   ق   ری   ب   اً ک   ه ب   ا وج   ودی

،۵۲ ،۵۰] ن   ی   س   ت ب   رق   رار پ   ی   وس   ت   ه) (ن   ه ک   ل   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای ک   ل   ی وی   ژگ   ی ای   ن ب   رق   رارن   د، ⅬSIO ک   ل   ی م   س   ئ   ل   ۀ

.[۱۰۵

ت   ا خ   وش−وض   ع م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ت   ا ف   اص   ل   ه ب   رآورد) ب   رای ح   داق   ل (ی   ا م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای داده ه   ا م   ب   ت   ن   ی ب   ر دس   ت   وره   ای

آن ک   م   ی   ن   ۀ ان   دازۀ (ی   ع   ن   ی، ح   ل ن   اپ   ذی   ری و ح   ل پ   ذی   ری ب   ودن، ن   ش   دن   ی اول   ی   ه، ش   دن   ی ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع

پ   ارا ل   وپ   ز، واس،ه   ان   ت   وت، ک   ان   و ب   ه وس   ی   ل   ۀ ن   م   ی ک   ن   ن   د) ص   دق ن   ظ   ی   ر وی   ژگ   ی در م   س   ئ   ل   ه ه   ای از ک   ه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای   ی

.[۱۲۷ ، ۵۲ −۴۹] ش   ده ان   د چ   اپ ۲۰۰۸ ت   ا ۲۰۰۵ از م   ق   ال   ه ه   ا از دس   ت   ه ی   ک در وت   ول   دو

(ⅬSIO م   س   ئ   ل   ه ه   ای ک   ی   ف   ی پ   ای   داری درب   ارۀ ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ (چ   ن   د ۲۰ −۳ −۵ ی   ادآوری

ب   ا ک   ه م   ی آی   د ب   ه دس   ت وی   ژگ   ی ه   ا از ط   ولان   ی ف   ه   رس   ت ی   ک پ   ی   ش   ی   ن، دی   گ   ر ق   ض   ی   ه ه   ای و ۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ از .۱

ک   ه م   ی آی   د ب   ه وج   ود پ   رس   ش ای   ن ه   س   ت   ن   د. م   ع   ادل b ازج   م   ل   ه داده پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا F پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

را F ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   م   ان   د، ث   اب   ت b ک   ه ف   رض ه   ای   ی ت   ح   ت ه   م   چ   ن   ان، وی   ژگ   ی ه   ا ای   ن از ک   دام ی   ک ک   ن   ی   م ت   ع   ی   ی   ن

م   ی ک   ن   د ش   ن   اس   ای   ی
م   ی ک   ن   د، ش   ن   اس   ای   ی س   ه ت   ای   ی پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ف   رض ه   ای ت   ح   ت را F ب   الای   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ۳ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ .۲

ث   اب   ت را b ک   ه آن ه   ای   ی م   ث   لا ،F پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای دی   گ   ر ان   واع ب   رای ق   ض   ی   ه ای   ن از ه   م   ت   ای   ی ه   ی   چ ول   ی

ن   دارد. وج   ود ن   گ   ه م   ی دارن   د،



۶

پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

م   ج   م   وع   ه ای ک   م   ی ن   گ   اش   ت ه   ای پ   ای   داری ۱ −۶

دوب   اره ک   م   ی ه   س   ت   ن   د. م   اه   ی   ت ب   ا م   ی آی   ن   د ادام   ه در ک   ه م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ی   ک پ   ای   داری وی   ژگ   ی ه   ای

ف   اص   ل   ه ه   ای   ی ب   ا ه   م   راه X و Y ف   ض   ای دو ب   ی   ن م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ی   ک از اس   ت Mع   ب   ارت : Y ⇒ X

م   ی ش   ود. ن   ش   ان داده d ب   ا ک   ه ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه) (ش   ای   د

V ∈ Nȳ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای   ی اگ   ر اس   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت (x̄, ȳ) ∈ gphM Mدر ن   گ   اش   ت •

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   ن   د م   وج   ود κ ≥ ۰ م   ان   ن   د ع   دد ی   ک و U ∈ Nx̄ و

d(x,M(y)) ≤ κd(y, y′) ∀y, y′ ∈ V, ∀x ∈M
(
y′
)
∩ U (۱ −۶)

(ȳ, x̄) ن   ق   ط   ۀ Mدر ن   گ   اش   ت اگ   ر ک   ه دی   دگ   اه ای   ن از اس   ت، پ   ای   داری وی   ژگ   ی ی   ک ش   رط، ای   ن ک   ه اس   ت روش   ن

ب   ه ص   ورت ن   ی   ز (ȳ, x̄) ح   ول ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی روی ن   ق   اط در آن   گ   اه ب   اش   د، ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت

وی   ژگ   ی ی   ا ۱ آوب   ی   ن   ی پ   ی   وس   ت   گ   ی Mرا ن   گ   اش   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ود. خ   واه   د ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی

ب   ب   ی   ن   ی   د). ب   ی   ش   ت   ر ش   رح ب   رای را آن در م   ن   اب   ع و [۱۵۸] در ۱ .۴ (ب   خ   ش م   ی گ   وی   ن   د ه   م ن   گ   اش   ت ل   ی   پ ش   ی   ت   س−م   ان   ن   د

(ȳ, x̄) M−۱در م   ع   ک   وس م   ت   ر ی   ک ب   رح   س   ب ب   ودن م   ن   ظ   م ب   ا (ȳ, x̄) ن   ق   ط   ۀ Mدر ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ع   لاوه،

م   ع   ادل κ ≥ ۰ م   ان   ن   د ع   دد ی   ک و U ∈ Nx̄ و V ∈ Nȳ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی دو وج   ود ی   ع   ن   ی اس   ت، م   ع   ادل

1. Aubin



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۱۴

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ک   ه ب   ه گ   ون   ه ای اس   ت،

d(x,M(y)) ≤ κd(y,M−۱(x)), ∀y ∈ V, ∀x ∈ U. (۲ −۶)

ث   اب   ت م   ی ت   وان (۱ −۶) ف   رض ب   ا ح   ال آن   ک   ه و م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۲ −۶) از روش   ن ب   ه گ   ون   ه ای (۱ −۶) درح   ق   ی   ق   ت،

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   خ   واه   ی   م ف   ق   ط و ب   رداری   م را y′ ∈ V م   ی ت   وان   ی   م ک   وچ   ک ت   ر ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای ب   رای ک   ه ک   رد

ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای ش   ای   د و κ ث   اب   ت م   ق   دار ه   م   ان ب   ا (۲ −۶) ،(۱ −۶) از ش   روع ب   ا پ   ای   ان، در .y′ ∈ M−۱(x)

ب   ب   ی   ن   ی   د). را [۱۵۸] در ۱ .۴ (ب   خ   ش ب   ی   ای   د ب   ه دس   ت V و U ک   وچ   ک ت   ر

ب   ا ب   اش   د، ک   وچ   ک ت   ر ک   ران ای   ن ه   رچ   ه ،(۲ −۶) ب   ه ت   وج   ه ب   ا ک   ه م   ی ش   ود، م   ش   اه   ده ۱ −۶ ش   ک   ل در وض   ع   ی   ت ای   ن

ب   ه م   رب   وط κ م   ق   ادی   ر چ   ن   ی   ن ک   م   ی   ن   ۀ ب   ود. خ   واه   د ه   م   راه ȳ M(y)ح   ول ت   ص   وی   ر م   ج   م   وع   ه ه   ای ب   ی   ش   ت   ر پ   ای   داری

ان   دازۀ (ی   ا ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی درس   ت ک   ران را م   ی ک   ن   ن   د ص   دق (۲ −۶) در ک   ه (κ,U, V ) م   رت   ب ت   م   ام   ی س   ه ت   ای   ی ه   ای

(κ,U, V ) ه   م   ۀ ب   ه م   رب   وط κ م   ق   دار ک   وچ   ک ت   ری   ن ب   ر ک   ه ب   ه ش   رط   ی م   ی ن   ام   ن   د، (ȳ, x̄) Mدر ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی)

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ه آس   ان   ی (۱ −۶) از ب   ن   اب   رای   ن، م   ی ده   ن   د. ن   ش   ان ⅼipM(ȳ, x̄) ب   ا را آن و ب   اش   د م   ن   ط   ب   ق

ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی و ت   ص   وی   ری م   ج   م   وع   ه ه   ای ۱ −۶ ش   ک   ل

ⅼipM(ȳ, x̄) = lim sup
y,y′→ȳ, y ̸=y′

x→x̄, x∈M

d(x,M(y′))

d(y, y′)

ه   س   ت   ن   د) ش   دن ج   اب   ه ج   ا ق   اب   ل (۱ −۶) در y′ و y ک   ه م   ی ش   ود (م   ش   اه   ده

از ب   اش   د. ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (ȳ, x̄) در ن   م   ی ت   وان   د M آن   گ   اه ،ⅼip M(ȳ, x̄) = ∞ اگ   ر

در ۲ .۳ (ل   م اس   ت درون   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ (ȳ, x̄) Mدر ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (ȳ, x̄) Mدر ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی

داش   ت: خ   واه   ی   م (۱ −۶) ن   ام   س   اوی از ،y ∈ V ه   ر ب   رای آن   گ   اه ،y′ = ȳ اگ   ر واق   ع در .([۱۷۲]

d(x̄,M(y)) ≤ d(y, ȳ). (۳ −۶)



۱۱۵ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

W م   ان   ن   د ب   از م   ج   م   وع   ۀ ی   ک اگ   ر ،κ > ۰ غ   ی   رب   دی   ه   ی ح   ال   ت ف   رض و (۳ −۶) در V ب   رای ب   ن   اب   رای   ن،

اگ   ر ب   اش   ی   م، داش   ت   ه اط   م   ی   ن   ان ب   ا ت   ا م   ی ک   ن   ی   م اخ   ت   ی   ار ک   وچ   ک ان   دازه آن را η > ۰ ع   دد آن   گ   اه ب   اش   د، x̄ ش   ام   ل

داش   ت، خ   واه   ی   م (۳ −۶) ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ن   اب   رای   ن .(x, y) ∈ W × V آن   گ   اه ،d(y, ȳ) <
η

κ
و d(x, x̄) < η

اس   ت. (ȳ, x̄) Mدر درون   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ه خ   اط   ر ک   ه W ∩M(y) 6= ϕ, آن   گ   اه ،d(y, ȳ) <
η

κ
اگ   ر

M(y)ع   ب   ارت ت   ص   وی   ر ه   ای ی   ع   ن   ی ب   اش   د، ب   س   ت   ه م   ق   ادی   ر Mدارای و ن   رم دار X و Y ف   ض   ا، دو ه   ر اگ   ر

ب   ا (V و U ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای ه   م   ان و κ ث   اب   ت ع   دد ه   م   ان (ب   ا (۱ −۶) آن   گ   اه ،X در ب   س   ت   ه م   ج   م   وع   ه ه   ای از ب   اش   ن   د

M(y′) ∩ U ⊂M(y)+ ‖ y − y′ ‖ Bx, (۴ −۶)

واح   د گ   وی ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت BX و Y در ت   ع   ری   ف ش   ده ن   رم از اس   ت ع   ب   ارت آن در ‖ · ‖ ک   ه اس   ت م   ع   ادل

f(y) =

√
|y|+ ۱

۱۶
ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   گ   ی ۲ −۶ ش   ک   ل

ه   ر ب   رای ح   ال آن   ک   ه و م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۴ −۶) از (۱ −۶) ه   م   چ   ن   ان ب   ودن، ب   س   ت   ه ف   رض ب   دون .X در ب   س   ت   ه

آم   د. خ   واه   د ب   ه دس   ت (۱ −۶) از (۴ −۶) ،κ′ > κ

داش   ت: خ   واه   ی   م ،(۱ −۶) از ،y, y′ ∈ V ه   ر ب   رای آن   گ   اه ب   اش   د، ≡Mت   ک م   ق   داری f اگ   ر

d(f(y′), f(y)) ≤ κd(y, y′),

اس   ت). ȳ در اک   ی   د پ   ی   وس   ت   ۀ م   ع   ادل ب   ه ط   ور (ی   ا اس   ت ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   ۀ ȳ ح   ول f ب   ه ع   ب   ارت دی   گ   ر،

ب   ه ص   ورت ش   ده ت   ع   ری   ف f : R→ R ت   اب   ع ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۱ .۶ م   ث   ال

f(y) =

√
|y|+ ۱

۱۶
(چ   را؟). اس   ت ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   ۀ ن   ق   ط   ۀ ه   ر در ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده ۲ −۶ ش   ک   ل در

f ت   اب   ع آن   گ   اه ب   اش   د، C۱ دس   ت   ۀ از W ⊂ Rn م   ان   ن   د ب   از م   ج   م   وع   ۀ ی   ک روی f : Rn → Rm ت   اب   ع اگ   ر

داش   ت: خ   واه   ی   م و اس   ت پ   ی   وس   ت   ه ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت ȳ ∈ W م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ه   ر ح   ول

ⅼip f(ȳ) = ‖ ∇f(ȳ) ‖۲,



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۱۶

ب   ب   ی   ن   ی   د). را [۲۰۷] در ۸ .۷ ق   ض   ی   ۀ ن   م   ون   ه، (ب   رای ȳ در f ژاک   وب   ی م   ات   ری   س از اس   ت ع   ب   ارت آن در ∇f(ȳ) ک   ه

ی   ک ب   ا م   ی ت   وان   د خ   وان   ن   ده ن   ب   اش   د). C۱ دس   ت   ۀ از (ی   ا ب   اش   د م   ش   ت   ق ن   اپ   ذی   ر f ت   اب   ع ک   ه م   ی آی   ن   د پ   ی   ش وق   ت   ی م   ش   ک   لات

.ⅼipf(۰) = ۲ داری   م ک   ه ک   ن   د ب   ررس   ی ه   ن   دس   ی س   ادۀ م   ش   اه   دۀ

م   ان   ن   د وی   ژه ن   ق   ط   ۀ ی   ک در ک   ه م   ی ده   ی   م ن   ش   ان ۳ −۶ ش   ک   ل در Mرا : R ⇒ R م   ان   ن   د ن   گ   اش   ت ی   ک

س   م   ت از y′ و y ن   ق   اط ب   ا اگ   ر ک   ه ب   ه ای   ن خ   اط   ر ن   ی   س   ت. ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت (ȳ, x̄) ∈ gphM

م   ی ک   ن   د؛ م   ی   ل ب   ی ن   ه   ای   ت ب   ه
d(x,M(y′))

d(y, y′)
ن   س   ب   ت ک   ه ک   رد خ   واه   ی   م م   ش   اه   ده آن   گ   اه ش   وی   م، ن   زدی   ک ȳ ب   ه راس   ت

اس   ت. +∞ ب   راب   ر gphM ب   الای   ی م   رز راس   ت ط   رف ش   ی   ب چ   ون

م   ان   ن   د ع   ددی و V ∈ Nȳ ،U ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ه   ای   ی اگ   ر اس   ت آرام (ȳ, x̄) ∈ gphM Mدر •

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   ن   د م   وج   ود κ ≥ ۰

ن   ی   س   ت ب   رق   رار ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی ۳ −۶ ش   ک   ل

d(x,M(ȳ)) ≤ κd(y, ȳ), ∀y ∈ V, ∀x ∈M(y) ∩ U (۵ −۶)

ب   اش   د. ت   ه   ی y ∈ V م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ای ب   رای M(y)م   ی ت   وان   د ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه

ک   ه [۷۵] ک   رد M−۱(y)ب   ی   ان ب   ودن زی   رم   ن   ظ   م ب   رح   س   ب م   ع   ادل، ب   ه ط   ور م   ی ت   وان Mرا ب   ودن آرام وی   ژگ   ی

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت x̄ از U م   ان   ن   د ک   وچ   ک ت   ر) (ش   ای   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک وج   ود ب   ه م   ف   ه   وم

d(x,M(ȳ)) ≤ κd(ȳ,M−۱(x)), ∀x ∈ U. (۶ −۶)

ح   ول gphM ک   ه ب   ه ش   رط   ی اس   ت م   ع   روف ن   ی   ز x̄ در d(ȳ,M−۱(·)) م   ح   ل   ی خ   ط   ای ک   ران ب   ه κ ث   اب   ت م   ق   دار

ب   اش   د. ب   س   ت   ه م   ح   ل   ی ب   ه ط   ور (ȳ, x̄) ن   ق   ط   ۀ



۱۱۷ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ودن آرام ک   ران م   ی گ   وی   ن   د را (۶ −۶) در ص   ادق (κ,U) ت   م   ام   ی زوج ه   ای در ح   اض   ر κ م   ق   دار ک   وچ   ک ت   ری   ن

ب   ه ت   وج   ه ب   ا م   ی ده   ن   د. ن   ش   ان ⅽⅼⅿM (ȳ, x̄) ب   ا را آن و (ȳ, x̄) ن   ق   ط   ۀ Mدر ب   ودن) آرام ان   دازۀ (ی   ا دق   ی   ق

داش   ت: خ   واه   ی   م (۵ −۶)

ⅽⅼⅿM (ȳ, x̄) = lim sup
y→ȳ,x→x̄
x∈M(y)

d(x,M (ȳ))

d(y, ȳ)
. (۷ −۶)

ب   ن   اب   رای   ن و م   ی آی   د ب   ه دس   ت (۲ −۶) از (۶ −۶) آن   گ   اه ن   گ   ه داری   م، ث   اب   ت ȳ در را y اگ   ر ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

در ب   ودن آرام ،(ȳ, x̄) در ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی از ن   ت   ی   ج   ه، در .M (ȳ, x̄) ≤ ⅼipM (ȳ, x̄) داش   ت خ   واه   ی   م

ن   م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه ن   ق   ط   ۀ آن ح   ول ب   ودن آرام ،(ȳ, x̄) ن   ق   ط   ۀ در ب   ودن آرام از ول   ی م   ی ش   ود، ن   ت   ی   ج   ه ن   ق   ط   ۀ ه   م   ان

ب   اش   ی   م داش   ت   ه (۶ −۶) ع   لاوه ب   ر اگ   ر م   ی گ   وی   ن   د آرام ب   الای   ی) م   ح   ل   ی ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (ی   ا م   ج   زا ط   ور ب   ه •Mرا

.M (ȳ) = x̄

ب   ه ش   ک   ل (۶ −۶) آن   گ   اه ب   اش   د، Mت   ک م   ق   داری ≡ f اگ   ر

d(f(y), f(ȳ)) ≤ d(y, ȳ), ∀y ∈ V,

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ه ع   لاوه، .ȳ از م   ش   خ   ص ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت آن در V ک   ه م   ی آی   د در

ⅽⅼⅿ f(ȳ) = lim sup
y→ȳ

d(f(y), f(ȳ))

d(y, ȳ)
. (۸ −۶)

ن   ی   س   ت ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ول   ی آرام، ۴ −۶ ش   ک   ل

ک   ن   ی   م. م   ق   ای   س   ه ه   م ب   ا را ب   ودن آرام و ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   گ   ی ت   ا م   ی آوری   م را م   ث   ال چ   ن   د ای   ن   ک



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۱۸

ت   اب   ع ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ۴ −۶ ش   ک   ل ۲ .۶ م   ث   ال
y sin

۱
y
, y 6= ۰ اگ   ر

۰, y = ۰ اگ   ر

داری   م: (۸ −۶) ب   ه ت   وج   ه ب   ا اس   ت.

ⅽⅼⅿ f(۰) = lim sup
y→۰

d(f(y), f(۰))
d(y, ۰)

= lim sup
y→۰

| sin ۱
y
| = ۱

ب   گ   ی   ری   د). ن   ظ   ر در را ،k = ۱, ۲, . . . ،yk =
۱

۲kπ + π
۲

(دن   ب   ال   ۀ

ک   ه ب   گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را ،k = ۱, ۲, . . . ،yk =
۱

۲kπ + ۳π
۲

م   ان   ن   د ج   دی   د دن   ب   ال   ۀ ی   ک اگ   ر دی   گ   ر، ط   رف از

ب   ن   وی   س   ی   م: م   ی ت   وان   ی   م م   ی ک   ن   د، م   ی   ل ن   ی   ز ص   ف   ر ب   ه

ⅼip f(۰) = lim sup
y,y′→۰

d(f(y), f(y′))

d(y, y′)
≥ lim

k→∞

d(f(yk), f(y
′
k))

|yk − y′k|

= lim
k→∞

(۴k + ۲) = +∞.

ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   ۀ ن   ق   ط   ه ای   ن در ول   ی ب   اش   د، آرام ۰ در f ت   اب   ع ک   ه م   ی آی   د لازم .ⅼip f(۰) = +∞ ی   ع   ن   ی

ن   ی   س   ت.

.y = ۰ در آرام و ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ۵ −۶ ش   ک   ل
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ت   اب   ع ۳ .۶ م   ث   ال

f(y) =


y۲sin

۱
y
, y 6= ۰ اگ   ر

۰, y = ۰ اگ   ر

زی   را ن   ی   س   ت؛ C۱ دس   ت   ۀ از ۰ در اس   ت (۵ −۶) ب   ه ش   ک   ل ک   ه

f ′(y) =


۲ysin

۱
y
− cos۱

y
, y 6= ۰ اگ   ر

۰, y = ۰ اگ   ر

ن   ی   س   ت. م   وج   ود lim
y→۰

f ′(y) و

ن   ک   ات ب   ه f(۰) م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای .ⅽⅼⅿf(۰) = ۰ داری   م ک   ه ب   ررس   ی ک   ن   د م   ی ت   وان   د ب   ه آس   ان   ی خ   وان   ن   ده

ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ن   ی   س   ت (ن   ی   ازی م   ق   دارم   ی   ان   گ   ی   ن ق   ض   ی   ۀ از ،y 6= y′ ب   رای م   ی ک   ن   ی   م. ت   وج   ه ادام   ه در اش   اره ش   ده

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت م   وج   ود z ∈]y, y′[ م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ای (f ∈ C۱

|f(y′)− f(y)|
|y′ − y|

= |f ′(z)|,

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ک   ه داش   ت اط   م   ی   ن   ان م   ی ت   وان ۰ ب   ه ن   زدی   ک ک   اف   ی ب   ه ان   دازۀ y′ و y ن   ق   اط ب   ا ε > ۰ ه   ر ب   رای و

|f(y′)− f(y)|
|y′ − y|

= f(z′)

≤
∣∣∣∣۲z sin(۱

z
)− cos(

۱
z
)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣۲z sin(۱
z
)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣cos(۱
z
)

∣∣∣∣ ≤ ε+ ۱.

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ن   اب   رای   ن .(f ′(۰) = ۰ ک   ه آوری   د ی   اد (ب   ه

ⅼip f(۰) = lim sup
y,y′→۰

|f(y′)− f(y)|
|y′ − y|

≤ ۱.

اگ   ر ب   ه ع   لاوه،

yk =
۱

۲kπ
, k = ۱, ۲, . . . ,

y′k م   ان   ن   د ح   ق   ی   ق   ی ع   دد ی   ک ،k ه   ر ب   رای م   ش   ت   ق، ت   ع   ری   ف ب   ه ت   وج   ه ب   ا و f ′(yk) = −۱ داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه ب   ه ط   وری ک   ه اس   ت ∣∣∣∣م   وج   ود |f(y′k) − f(yk)|
|y′k − yk|

− |f ′(yk)|
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ |f(y′k) − f(yk)|

|y′k − yk|
− ۱
∣∣∣∣ ≤ ۱

k
.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۲۰

داش   ت: خ   واه   ی   م k →∞ وق   ت   ی آن، از گ   رف   ت   ن ح   د ب   ا ک   ه

lim
k→∞

|f(y′k) − f(yk)|
|y′k − yk|

= ۱.

.ⅼip f(۰) = ۱ درن   ت   ی   ج   ه و

و م   ی ک   ن   ی   م ث   اب   ت ف   ص   ل ای   ن در را S و F ب   ودن آرام و ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی ب   ه م   رب   وط ق   ض   ی   ۀ چ   ن   د

م   ی ده   ی   م. ارائ   ه ه   م را ن   ظ   ی   ر ان   دازۀ از ب   رآورد ه   ای   ی

ع   دد ه   ر از اس   ت ع   ب   ارت d(ȳ,M−۱(·)) ج   ام   ع خ   ط   ای ک   ران ی   ک اس   ت، ب   س   ت   ه gphM ک   ه ش   رط ای   ن ب   ا •

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه x ∈ X ه   ر ب   رای ب   ه  ط   وری ک   ه κ < +∞ م   ان   ن   د ن   ام   ن   ف   ی

d(x,M(ȳ) ≤ d(ȳ,M−1(x)). (۹ −۶)

م   ی   ن   ی   م   م ب   ر (ک   ه ادام   ه در س   وپ   ری   م   م م   ت   ن   اه   ی م   ق   دار آن   گ   اه ب   اش   د، م   وج   ود κ م   ان   ن   د م   ث   ب   ت   ی ع   دد ی   ک چ   ن   ی   ن اگ   ر

ح   ال   ت ن   رخ از ن   وع ی   ک م   ی ش   ود) م   ن   ط   ب   ق (۹ −۶) در ص   ادق κ م   ق   ادی   ر

۰ ≤ τ (M, ȳ) := sup
x∈X

d(x,Mȳ))

d(ȳ,M−۱(x))

.۰/۰ = ۰ ک   ه ق   رارداد ای   ن ب   ا م   ی س   ازد π̄ ب   رای را

ش   دن   ی م   ج   م   وع   ه ک   م   ی ن   گ   اش   ت پ   ای   داری ۲ −۶

ای   ن ب   ودن. ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه از اس   ت ع   ب   ارت م   ی ش   ود، ب   ررس   ی ب   خ   ش ای   ن در ک   ه ک   م   ی پ   ای   داری م   ع   ی   ار اول   ی   ن

س   ن   ج ی   ک خ   ود م   ف   ه   وم ای   ن ب   ه ع   لاوه، ش   د. م   ع   رف   ی م   خ   روط   ی دس   ت   گ   اه ه   ای زم   ی   ن   ۀ در [۲۰۰] ۱ رن   گ   ار ب   ه وس   ی   ل   ۀ م   ف   ه   وم

ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در ک   ل   ی   دی وس   ی   ل   ۀ ی   ک ف   اص   ل   ه ای   ن م   ی س   ازد. را دس   ت   گ   اه ب   ودن) (خ   وش−وض   ع پ   ای   داری ک   م   ی از

ی   ا ،[۸۴] در ب   ی   ض   ی گ   ون ال   گ   وری   ت   م ،[۲۰۱] در درون   ی ن   ق   ط   ۀ روش ه   ای م   ان   ن   د ال   گ   وری   ت   م ه   ا، ب   رخ   ی پ   ی   چ   ی   دگ   ی

،d(π, bⅾⅾoⅿ F) ب   ه م   رب   وط ع   ب   ارت ه   ای م   ی ب   اش   د. [۷۸] در م   ط   ال   ع   ه ش   ده ۲ ن   ی   وم   ن ف   ون ال   گ   وری   ت   م ت   ع   م   ی   م

م   ی ده   ی   م. ارائ   ه م   خ   ت   ل   ف زی   رب   خ   ش ه   ای در را غ   ی   ره و d(π, bⅾ ⅾoⅿ S)

س   ازگ   اری ب   ه ن   س   ب   ت ب   د−وض   ع   ی ت   ا ۶− ۲− ۱ف   اص   ل   ه

م   خ   ت   ل   ف   ی دس   ت   ورات غ   ی   ره) و [۴۹ −۵۲]) م   ق   ال   ه ه   ا از دس   ت   ه ی   ک در ب   ودن، ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه ب   رآورد ب   ا راب   ط   ه در

ب   ه را ب   د−وض   ع م   س   ئ   ل   ه ه   ای از م   ج   م   وع   ه ه   ای   ی ت   ا π̄ = (c̄, ā, b̄) از ش   ب   ه−ف   اص   ل   ه ه   ا م   ح   اس   ب   ۀ ت   ا ش   ده ان   د ارائ   ه

1. Renegar
2. von Neumann



۱۲۱ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ای   ن در ک   ن   د. ت   ب   دی   ل (Rn+۱ ی   ا Rn) اق   ل   ی   دس   ی ف   ض   ای در م   ن   اس   ب م   ج   م   وع   ۀ ی   ک ت   ا م   ب   دأ از ف   اص   ل   ه ه   ا م   ح   اس   ب   ۀ

Π پ   ارام   ت   ری ف   ض   ای در d آن ه   ا، ن   ظ   ی   ر ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ ف   اص   ل   ه ه   ای و Rn+۱ و Rn در را دل   خ   واه ن   رم ه   ای زی   رب   خ   ش،

م   ی ش   ود: ث   اب   ت ([۴۹] در ۵ (ب   خ   ش در م   ی گ   ی   ری   م. ن   ظ   ر در را (۴ −۲) در داده ش   ده

d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) =

∣∣∣∣ sup
x∈Rn

inf
t∈T

āTt x− b̄t
‖ (x,−۱)‖∗

∣∣∣∣ .
م   ی ش   ود. ارائ   ه م   ق   ال   ه ه   م   ان در ه   ن   دس   ی روش   ن م   ف   ه   وم ی   ک ب   ا d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) ب   رای دی   گ   ر ع   ب   ارت ی   ک

ب   اش   ی   م داش   ت   ه اس   ت م   م   ک   ن م   ا، ک   ار چ   ه   ارچ   وب در ک   ه اس   ت ای   ن م   ی ش   وی   م روب   ه رو آن ب   ا ک   ه م   ش   ک   ل   ی اول   ی   ن

σ̄ := {۱
r
x ≥ r, r ∈ N} ب   ه ص   ورت π̄ ق   ی   دی دس   ت   گ   اه اگ   ر ن   م   ون   ه، ب   رای .d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = ∞

م   ی ش   ود: ن   ت   ی   ج   ه ب   ه آس   ان   ی آن   گ   اه ب   اش   د،

d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) =

∣∣∣∣∣supx∈R
inf
r∈N

( ۱
r x− r)

‖ (x ,−۱) ‖∗

∣∣∣∣∣ = |−∞| = ∞.

ک   ه ش   ود م   ش   اه   ده ه   م   چ   ن   ی   ن ب   اش   د. ب   ی ک   ران C(π̄) م   ج   م   وع   ۀ ک   ه ده   د رخ اس   ت م   م   ک   ن وق   ت   ی ف   ق   ط ح   ال   ت ای   ن

آن از م   ی ت   وان   ی   م آن   گ   اه ،π̄ ∈ ⅾoⅿ F اگ   ر ی   ع   ن   ی غ   ی   رای   ن ص   ورت، در ب   اش   د؛ ن   اس   ازگ   ار ب   ای   د π̄ دس   ت   گ   اه ای   ن چ   ن   ی   ن

ی   ک ب   رای م   ث   لا ،π̄ از دل   خ   واه م   ن   ت   خ   ب ق   ی   د ی   ک ت   ن   ه   ا ب   ه ج   ای ک   ه ب   دی   ن ت   رت   ی   ب آوری   م ب   ه دس   ت ن   اس   ازگ   ار دس   ت   گ   اه ی   ک

ب   ن   وی   س   ی   م ب   ن   اب   رای   ن و 0Tnx ≥ ۱ ده   ی   م ق   رار ،āTt۰x ≥ b̄t۰ ،t۰ ∈ T م   ان   ن   د م   ش   خ   ص م   ق   دار

d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = d(π̄, bⅾ (Π \ ⅾoⅿ F))

= d(π̄,Π \ ⅾoⅿ F) ≤‖ (āt۰ , b̄t۰) − (0n, ۱) ‖,

م   ی آی   د. ب   ه دس   ت ([۴۹] در ۱ (ن   ت   ی   ج   ۀ از دوم ت   س   اوی ک   ه

ب   ه ص   ورت f̄ : Rn+۱ → R ∪ {+∞} ت   اب   ع از ،ḡ ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع از ب   ه غ   ی   ر

f̄ (x, λ) := sup{b̄tλ + āTt x : t ∈ T} (۱۰ −۶)

پ   ش   ت   ی   ب   ان ت   اب   ع از اس   ت ع   ب   ارت f̄ ت   اب   ع .f̄ (−x, ۱) = ḡ (x) ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ت   وج   ه م   ی ک   ن   ی   م. اس   ت   ف   اده ن   ی   ز

در آن م   ؤث   ر دام   ن   ۀ ک   ه اس   ت پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ زی   رخ   ط   ی ت   اب   ع ی   ک ک   ه ⅽⅼ C(π̄)

ⅽⅼ (ⅾoⅿf̄) = (0+ ⅽⅼ C(π̄))◦

از اس   ت ع   ب   ارت (x, λ) ∈ ⅾoⅿ f̄ در f̄ زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل .([۱۳۴] در ،۲ .۲ .۴V. گ   زارۀ) م   ی ک   ن   د ص   دق

∂f̄(x, λ) = {(u, µ) ∈ ⅽⅼ C (π̄) : f̄(x, λ) = 〈u, x〉 + µλ}.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۲۲

ب   ه وی   ژه

∂f̄ (0n+۱) := ⅽⅼ C(π̄).

ده   ی   م ق   رار ،(x, λ) ∈ Rn+۱ ه   ر ب   رای و πr = (cr, ar, br) اگ   ر ،r = ۱, ۲, . . . ب   رای

fr(x, λ) := sup{brtλ+ (art )
Tx : t ∈ T},

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه

|f̄(x, λ) − fr(x, λ)| ≤ d(πr, π)‖ (x, λ) ‖∗, (۱۱ −۶)

اگ   ر ب   ه ع   لاوه، .ⅾoⅿ f̄ = ⅾoⅿ fr ش   د خ   واه   د ن   ت   ی   ج   ه ،r = ۱, ۲, . . . ،d(πr, π) < +∞ از و

ش   د. خ   واه   د ه   م   گ   را f̄ ب   ه ن   ق   ط   ه وار ب   ه ط   ور ،r = ۱, ۲, . . . ،fr دن   ب   ال   ۀ آن   گ   اه ،limr→∞ d(πr, π) = ۰

م   ی آورن   د. ف   راه   م را غ   ی   رع   ادی دس   ت   گ   اه ه   ای ای   ن م   ش   خ   ص   ه ه   ای از ج   ف   ت ی   ک م   ی آی   ن   د، ادام   ه در ک   ه ق   ض   ی   ه ه   ای   ی

گ   زاره ه   ای .(d∞ (π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = +∞ داری   م آن ه   ا ب   رای ک   ه (دس   ت   گ   اه ه   ای   ی ۱ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل ادام   ه در ذک   رش   ده

،d∞(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = +∞ (i)
.ḡ = +∞ ی   ع   ن   ی اس   ت، ن   اس   ره ḡ(x) := supt∈T {b̄t − āTt x} ،π̄ ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع (ii)

.(0n, ۱) ∈ 0+ ⅽⅼ C(π̄) (iii)

ک   ن   ی   د ف   رض اب   ت   دا، در م   ی ک   ن   ی   م. ب   ی   ان ت   ق   ری   ب ب   ا را (ii) و (i) ب   ودن م   ع   ادل اث   ب   ات اب   ت   دا،

ب   ن   اب   رای   ن، .ḡ(x۰) < +∞ ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض خ   ل   ف، ب   ره   ان ب   ا و ،d∞ (π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = +∞

از اس   ت ع   ب   ارت آن در b ک   ه ب   گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را π = (c̄, ā, b̄ + b) پ   ری   ش   ی   دۀ دس   ت   گ   اه اگ   ر

ب   ا ک   ه (x۰ ∈ F (π) (چ   ون π ∈ ⅾoⅿ F ک   ه اس   ت روش   ن آن   گ   اه ،bt = −ḡ(x۰) ث   اب   ت ت   اب   ع

اس   ت. ت   ن   اق   ض در d∞(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) ≤ d∞(π̄, π) = |ḡ(x۰)| < +∞

d∞(π̄, π) م   ق   دار ب   ه ط   وری ک   ه ب   گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را π = (c, a, b) و ḡ = +∞ اگ   ر ازط   رف دی   گ   ر،

ب   ن   وی   س   ی   م: و ب   اش   د م   ت   ن   اه   ی

f(x, λ) := sup {btλ+ aTt x, : t ∈ T},

داش   ت: خ   واه   ی   م x ∈ Rn ه   ر ب   ه ازای ،(۱۱ −۶) از آن   گ   اه

g(x) = f(−x, ۱) ≥ f̄(−x, ۱)− d∞ (π̄, π)‖ (x, λ) ‖۱ = ḡ(x)− d∞(π̄, π)‖ (x, λ) ‖۱



۱۲۳ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

.π /∈ ⅾoⅿ F داش   ت خ   واه   ی   م درن   ت   ی   ج   ه ک   ه g = +∞ و

م   ی ک   ن   ی   م. اس   ت   ف   اده (۱۰ −۶) در ش   ده ت   ع   ری   ف f̄ ت   اب   ع از ه   س   ت   ن   د م   ع   ادل (iii) و (ii) ب   ده   ی   م ن   ش   ان ای   ن   ک   ه ب   رای

داری   م: γ ≥ ۰ ه   ر و (u, µ) ∈ ⅽⅼ C(π̄) ث   اب   ت زوج ه   ر ب   رای ی   ع   ن   ی ب   اش   د، ب   رق   رار (iii) ک   ن   ی   د ف   رض

(u, µ) + γ(0n, ۱) ∈ ⅽⅼ C(π̄) = ∂f̄(0n+۱).

داری   م: γ ≥ ۰ ت   م   ام   ی م   ق   ادی   ر و x ∈ Rn ب   رای ب   ن   اب   رای   ن،

f̄(−x, ۱) ≥ ((u, µ) + γ(0n, ۱))T (−x, ۱) = µ+ γ − 〈u, x〉,

.ḡ(x) = f̄(−x, ۱) = +∞ ی   ع   ن   ی

ج   داس   ازی، ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا .(0n, ۱) /∈ 0+ⅽⅼ C(π̄) ول   ی ب   اش   د ب   رق   رار (ii) ک   ن   ی   د ف   رض ب   رع   ک   س،

ت   م   ام   ی ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه م   وج   ودن   د β م   ان   ن   د ع   دد ی   ک و (ν, α) ∈ Rn+۱ ∖ 0n+۱ م   ان   ن   د زوج ی   ک

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه (z, µ) ∈ 0+ⅽⅼ C(π̄)

(ν , α)T (z, µ) ≤ β < α.

داش   ت خ   واه   ی   م ق   ب   ل   ی ن   ام   س   اوی ه   ای از ب   ن   اب   رای   ن ب   س   ت   ه، م   خ   روط ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت 0+ ⅽⅼ C(π̄) چ   ون

و α > ۰ ،β = ۰

(ν, α) ∈ [0+ⅽⅼ C(π̄)]◦ = ⅽⅼ(ⅾoⅿf̄).

ن   ق   ط   ه ای ب   رای پ   س اس   ت، ه   م   گ   ن م   ث   ب   ت ب   ه ط   ور f̄ ای   ن   ک   ه گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در و [۲۰۵] در ۶ .۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ک   ارگ   ی   ری ب   ا

اس   ت. م   ت   ن   اق   ض (ii) ف   رض ب   ا ک   ه ،f̄(−x̄, ۱) = ḡ(x̄) < +∞ داش   ت خ   واه   ی   م x̄ م   ان   ن   د

ک   ردی   م. م   ع   رف   ی را H(π̄) := C(π̄) + R+{(0n,−۱)}ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی دس   ت   ه ،۱ −۳ ب   خ   ش در

ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

H(π̄) = Rn+۱ ⇒ d∞(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = +∞, (۱۲ −۶)

و ۱ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ از س   رراس   ت ن   ت   ی   ج   ۀ ی   ک راب   ط   ه ای   ن واق   ع، در

ḡ(x) = sup
(a,b)∈H(x̄)

{b− aTx}.

اس   ت.



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۲۴

،d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) < +∞ اگ   ر س   ازگ   اری). ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا (ف   اص   ل   ه ۲ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه

d(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = d(0n+۱, bⅾ H(π̄)). (۱۳ −۶)

ف   ض   ای در d(·, ·) ن   ظ   ی   ر ف   اص   ل   ۀ و اس   ت ب   رق   رار ‖ · ‖∗ م   ان   ن   د Rn+۱ در ن   رم ه   ر ب   رای (۱۳ −۶) ت   س   اوی

ب   ب   ی   ن   ی   د). را (۴ −۲)) اس   ت ب   رق   رار پ   ارام   ت   ری

ه   ر ب   رای (ی   ع   ن   ی ش   د ب   ررس   ی آن   ج   ا در ک   ه π̄ م   س   ئ   ل   ۀ ه   ر م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی دوب   اره را ۱ .۱ م   ث   ال ۴ .۶ م   ث   ال

داری   م: ک   ه ک   ن   د ب   ررس   ی م   ی ت   وان   د خ   وان   ن   ده و اس   ت) ب   رق   رار SⅭQ) دارد ت   ع   ل   ق int ⅾoⅿ F ب   ه (c̄ ∈ Rn

d۲(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) = ( ۵ + ۲
√

۲)
−۱
۲ ,

آن در ک   ه π = (c̄, a, b) پ   ری   ش   ی   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ ن   ی   ز و

(at, bt) := (āt, b̄t)− u, t ∈ T

ب   ا

u = (۵ + ۲
√

۲)−۱(۱, ۱,−۱−
√

۲)

ح   ق   ی   ق   ت در ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده .d۲(π̄, π) = d۲(π̄, bⅾ ⅾoⅿ F) و π ∈ bⅾ ⅾoⅿ F ک   ه اس   ت چ   ن   ان

داری   م:

۱ +
√

۲
۵ + ۲

√
۲
(aπ

۴
, bπ

۴
) +

۴ +
√

۲
۲(۵ + ۲

√
۲)

((a۲, b۲) + (a۳, b۳)) = 0۳,

0۳ ∈ bⅾ H(π) و

F ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ۶− ۲− ۲وی   ژگ   ی

ع   ددی و V ∈ Nπ̄ م   ان   ن   د ع   ض   وی اگ   ر ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه ب   ب   ری   م، ب   ه ک   ار خ   ود ک   اری زم   ی   ن   ۀ در را م   ت   ن   اظ   ر ت   ع   ری   ف اگ   ر

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه x ∈ U و π ∈ V ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود κ ≥ ۰ م   ان   ن   د

d۲(x,F(π)) ≤ κd∞ (π,F−۱(x)), (۱۴ −۶)



۱۲۵ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

اس   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̄, x̄) ∈ gph F در F : Π ⇒ X ک   ه م   ی ش   ود ن   ت   ی   ج   ه (۲ −۶) ب   ه ت   وج   ه ب   ا آن   گ   اه

از اس   ت ع   ب   ارت ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ان   دازۀ و

ⅼip F(π̄, x̄) = lim sup
(x,π)→(x̄,π̄)

d۲(x,F(π))
d∞(π,F−۱(x))

,

.۰/۰ = ۰ ک   ه داد ق   رار ای   ن ب   ا

و م   ه   م   ی اس   ت ن   ت   ای   ج دارای ح   س   اس   ی   ت ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل در ن   ی   ز و π ق   ی   دی دس   ت   گ   اه پ   ای   داری ک   ل در وی   ژگ   ی ای   ن

ای   ن ب   ی   ن ارت   ب   اط دارد. ت   أث   ی   ر دس   ت   گ   اه ج   واب ی   ک ی   اف   ت   ن ب   ه م   رب   وط ال   گ   وری   ت   م ه   ای ع   ددی پ   ی   چ   ی   دگ   ی روی ح   تّ   ی

،SⅭQ ،ⅭQ ۱ م   ن   گ   اس   ری   ان−ف   روم   وی   ت   ز ج   م   ل   ه از ازپ   ژوه   ش   گ   ران ب   س   ی   اری ب   ه وس   ی   ل   ۀ ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت ه   ای ب   ا وی   ژگ   ی

ب   ودن م   ن   ظ   م م   ت   ری، ب   ودن م   ن   ظ   م ب   ی   ن ارت   ب   اط ،[۱۵۶] در ن   م   ون   ه، ب   رای ش   دن   د. ب   ررس   ی غ   ی   ره، و ⅭQ ۲ روب   ی   ن   س   ون

چ   ه   ارچ   وب ی   ک در ⅭQ ی   اف   ت   ۀ ت   ع   م   ی   م م   ن   گ   اس   ری   ان−ف   روم   وی   ت   ز و راس   ت ط   رف پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه ن   س   ب   ت م   ت   ری

ش   دن   د. ث   اب   ت غ   ی   رم   ح   دّب م   ش   ت   ق پ   ذی   ر

ب   ه وس   ی   ل   ۀ ب   الا از (π̄, x̄) ن   ق   ط   ۀ ح   ول d۲(x,F(π)) ف   اص   ل   ۀ ک   ه اس   ت م   ع   ن   ی ای   ن ب   ه (۱۴ −۶) ت   س   اوی

در ک   ه اس   ت ب   اق   ی م   ان   ده از ن   وع ی   ک زی   را اس   ت؛ م   ف   ی   د ب   ه وی   ژه راب   ط   ه ای   ن و اس   ت ک   ران دار κd∞(π,F−۱(x))

اس   ت. م   ح   اس   ب   ه پ   ذی   ر ب   ه س   ادگ   ی ک   ل   ی ح   ال   ت

ب   ا ،π̄ = (c̄, ā, b̄) م   ان   ن   د پ   ی   وس   ت   ه ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ق   ال   ب س   اده ت   ری   ن اخ   ت   لاف، ای   ن ش   دن روش   ن ب   رای

ب   ه ش   ک   ل پ   ارام   ت   ره   ای ف   ق   ط م   ی خ   واه   ی   م ی   ع   ن   ی ب   گ   ی   ری   د، ن   ظ   ر در را b̄ راس   ت ط   رف ت   اب   ع پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای

ن   ظ   ی   ر ق   ی   دی دس   ت   گ   اه ب   ا π = (c̄, ā, b̄+ b)

{āTt x ≥ b̄t + bt, t ∈ T},

س   وپ   ری   م   م ب   ه م   رب   وط ح   ال   ت ای   ن در ب   اق   ی م   ان   ده ه   س   ت   ن   د. C(T ) ب   ه م   ت   ع   ل   ق b پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ک   ه ک   ن   ی   م ب   ررس   ی را

ی   ع   ن   ی اس   ت، x ب   ه وس   ی   ل   ۀ π ق   ی   دی ان   ح   راف ه   ای

d∞(π,F−۱(x)) = max
t∈T

[b̄t + bt − āTt x]+,

1. Mangasarian–Fromovitz
2. Robinson



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۲۶

واق   ع، در اس   ت. پ   ی   چ   ی   ده ت   ر ب   س   ی   ار d۲(x,F(π)) = infxT∈F(x) ‖ x− x′ ‖۲ م   ح   اس   ب   ۀ ک   ه درص   ورت   ی

[۵۸] ۱ اس   ک   ول   ی ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ دس   ت   ور آن   گ   اه ب   اش   د، اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ی   ک دارای π̄ اگ   ر

d۲(x,F(π)) = max
(a,α)∈C(π)

[α− aTx]+
‖ a ‖۲

,

.C(π) := ⅽonv {āt, b̄t + bt, t ∈ T} و اس   ت م   ث   ب   ت ق   س   م   ت ن   ش   ان ده   ن   دۀ [·]+ ک   ه م   ی آوری   م ب   ه دس   ت را

درواق   ع، م   ی ده   ی   م. ش   رح ب   ه ت   ق   ری   ب اس   ت، س   اده اس   ت   ان   دارد اب   زار از اس   ت   ف   اده ب   ا ک   ه را ق   ض   ی   ه ای   ن اث   ب   ات ای   ن   ک

داری   م: x ∈ Rn ه   ر ب   رای ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ث   اب   ت

d۲(x,F(π)) = max
(a,α)∈C(π)

d۲(x,H(a, α)) = max
(a,α)∈C(π)

[α− aTx]+
‖ a ‖۲

,

اس   ت: م   خ   ت   ل   ف گ   ام ه   ای دارای اث   ب   ات روش ای   ن .H(a, α) := {x ∈ Rn : aTx ≥ α} آن در ک   ه

اس   ک   ول   ی. م   ع   روف دس   ت   ور از اس   ت ع   ب   ارت d۲(x,H(a, α)) =
|α− aTx|+
‖a‖۲

(۱)
ن   ت   ی   ج   ه ح   ق   ی   ق   ت ای   ن از d۲(x,F(π)) ≥ sup(a,α)∈C(π) d۲(x,H(a, α)) ی   ع   ن   ی ،«≥» ن   ام   س   اوی (۲)

.F(π) ⊂ H(u, v) داری   م (u, v) ∈ C(π) ه   ر ب   رای ک   ه م   ی ش   ود
ی   ع   ن   ی غ   ی   رب   دی   ه   ی، ح   ال   ت در م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه ادام   ه در ارائ   ه ش   ده ب   ح   ث از ،«≤» ن   ام   س   اوی ع   ک   س (۳)

u :=
(x− x̂)
‖ x− x̂ ‖۲

ب   ه ازای ب   ن   اب   رای   ن ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را x̂ ∈ F(π) آن، م   ت   ع   ام   د ت   ص   وی   ر ،x /∈ F(π)

داش   ت: خ   واه   ی   م

d۲(x,F(π)) = ‖ x− x̂ ‖۲ = uT (x− x̂),

داری   م: z ∈ F(π) ت   م   ام   ی ب   رای و

uT (z − x̂) ≥ ۰

م   ان   ن   د ب   رداری ف   رک   اس، ل   م ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ن   اب   رای   ن اس   ت، ف   رک   اس−م   ی   ن   ک   ووس   ک   ی ن   وع از π ق   ی   دی دس   ت   گ   اه چ   ون (۴)

ط   وری ک   ه  ب   ه اس   ت م   وج   ود λ ∈ R(T )
+ u

uT x̂

 =
∑
t∈T

λt

 āt

b̄t + bt

 .

1. Ascoli



۱۲۷ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

و (u 6= 0n زی   را اس   ت؛ (م   ث   ب   ت γ :=
∑
t∈T

λt ت   ع   ری   ف ب   ا درن   ت   ی   ج   ه،

 ā

ᾱ

 := γ−۱

 u

uT x̂

 =
∑
t∈T

λt
γ

 āt

b̄t + bt

 ∈ C(π),
داش   ت: خ   واه   ی   م

d۲ (x,F(π)) = uT (x̂− x) = ᾱ− (āT ) x

‖ ā‖۲
≤ max

(a,α)∈C(π)

[α− aTx]+
‖ a ‖۲

.

دس   ت   ور ی   ک و م   ی ک   ن   ی   م م   ش   خ   ص ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ ب   ا b̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت را F ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی

م   ی ده   ی   م. ارائ   ه ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ان   دازۀ ب   رای را ص   ری   ح

π̄ = (c̄, ā, b̄) ک   ن   ی   د ف   رض م   ت   ع   ارف). پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ،F ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (وی   ژگ   ی ۳ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ

ث   اب   ت ā و c̄) ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را b̄ در پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا و ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت

داش   ت: خ   واه   ی   م درای   ن ص   ورت م   ی م   ان   ن   د)؛

SⅭQ در π̄ اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت (π̄, x̄) در F ،x̄ ∈ F(π̄) ه   ر ب   رای (i)

ک   ن   د. ص   دق
درای   ن ص   ورت: ب   اش   د. ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̄, x̄) در F ک   ن   ی   د ف   رض (ii)

،ⅼip F(π̄, x̄) = ۰ داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،π̄ ب   رای اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت x̄ اگ   ر (۱(ii− 
داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ن   ب   اش   د، π̄ ب   رای اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ی   ک x̄ اگ   ر (۲(ii− 

ⅼip F(π̄, x̄) = max

 ۱
‖ a‖۲

:

 a

aT x̄

 ∈ C(π̄)
 > ۰. (۱۵ −۶)

ه   ر ب   رای (π̄, x̄) در F ،C(π̄) ب   ودن ف   ش   رده ب   ا ه   م   راه ۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ و (i) گ   زارۀ از س   پ   اس ب   ا

و اگ   ر ک   ه م   ی ده   د رخ م   وق   ع   ی ح   ال   ت ای   ن و 0n+۱ /∈ C(π̄) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ل   ی   پ−ش   ی   ت   س   ی x̄ ∈ F(π̄)

ب   اش   د. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل π̄ در F اگ   ر ت   ن   ه   ا

ب   گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در را ḡ(x) := supt∈T {b̄t − āTt x} ،π̄ ن   م   ادی   ن م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه واب   س   ت   ه ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع اگ   ر

(π̄, x̄) ∈ gph F ب   اش   ی   م داش   ت   ه درص   ورت   ی ک   ه .x /∈ F (π̄) ت   ن   ه   ا و اگ   ر ḡ (x) > ۰ ک   ه م   ی ش   وی   م م   ت   وج   ه

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،ḡ (x̄) = ۰ ب   ا ه   م   راه

∂ḡ(x̄) = ⅽonv
{
−āt : b̄t − āTt x̄ = ۰, t ∈ T

}
= ⅽonv{āt : t ∈ T (x̄)}



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۲۸

(۱۵ −۶) م   ی ت   وان   ی   م آن   گ   اه ،ḡ (x̄) = ۰ و ب   اش   د ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ش   ک   ل (π̄, x̄) ∈ gph F در F اگ   ر و

ب   ه ش   ک   ل را

ⅼip F(π̄, x̄) = {d۲(0n , ∂ḡ (x̄))}−۱

ب   ن   وی   س   ی   م.

م   ی ک   ن   ی   م: ب   ررس   ی دوب   اره را آن   ج   ا در ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ش   ده (ب   ه   ی   ن   ه) ن   ق   ط   ۀ س   ه و ۱ .۱ م   ث   ال ۵ .۶ م   ث   ال

آن   گ   اه ،x۱ = 0۲ اگ   ر (ال   ف)

{a ∈ R۲ : (a , aTx۱) = (a, ۰) ∈ C (π̄)} = ⅽonv{(۱, ۰) , (۰, ۱)}

.ⅼipF
(
π̄, x۱) = √۲ و

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،x۲ =
۱√
۲
(۱, ۱) اگ   ر (ب)

{a ∈ R۲ : (a , aTx۲) = (a,
۱√
۲
(a۱ + a۲)) ∈ C (π̄) = {− ۱√

۲
(۱, ۱)}

.ⅼip F
(
π̄, x۲) = ۱ درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

داش   ت: خ   واه   ی   م x۳ = (۰, ۱) ب   ا پ   ای   ان، در (پ)

{a ∈ R۳ :
(
a, aTx۳) = (a۱, a۲, a۳) ∈ C(π̄)} = {(۰,−۱)}

.ⅼip F
(
π̄, x۳) = ۱ و

در ک   ه م   ی آی   د ب   ه وج   ود پ   ی   چ   ی   ده ت   ر ب   س   ی   ار ح   ال   ت ی   ک آن   گ   اه ش   ود، گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در ت   م   ام   ی ض   رای   ب در پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا اگ   ر

م   ی ش   ود. ب   ح   ث آن درم   ورد ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت ⅬSIO اگ   ر ک   ل   ی). پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ،F ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (وی   ژگ   ی ۴ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ

درای   ن ص   ورت ب   گ   ی   ری   د؛ ن   ظ   ر در را b̄ و ā دل   خ   واه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای آن   گ   اه ،π̄ = (c̄, ā, b̄) م   ان   ن   د م   ع   م   ول   ی م   س   ئ   ل   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م

SSⅭQ در π̄ اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت (π̄, x̄) در F ،x̄ ∈ F(π̄) ه   ر ب   رای (i)

ک   ن   د، ص   دق (π̄ در F ت   اب   ع ب   ودن ⅼsⅽ ش   ک   ل ب   ا م   ع   ادل ش   رط ه   ر در (ی   ا
درای   ن ص   ورت ب   اش   د؛ ک   ران دار {āt, t ∈ T} م   ج   م   وع   ۀ و (π̄, x̄) در ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی F ک   ن   ی   د ف   رض (ii)

داری   م:



۱۲۹ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

.ⅼip F(π̄, x̄) = ۰ داش   ت خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،π̄ ب   رای SS ن   ق   ط   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت x̄ اگ   ر (ال   ف)

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ن   ب   اش   د، SS ن   ق   ط   ۀ ی   ک π̄ ب   رای x̄ ن   ق   ط   ۀ اگ   ر (ب)

ⅼip F(π̄, x̄) =‖ (x̄,−۱) ‖۲ max

 ۱
‖ a ‖۲

:

 a

āT x̄

 ∈ ⅽⅼ C(π̄)

 > ۰

(۱۶ −۶)

در x̄ ∈ F(π̄) ه   ر ب   رای F داش   ت: خ   واه   ی   م را ادام   ه در م   ع   ادل گ   زاره ه   ای ،۱ −۱ −۵ ق   ض   ی   ۀ از دوب   اره،

π̄ در F اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر ،0n+۱ /∈ ⅽⅼ C(π̄) اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ب   ه ص   ورت (π̄, x̄)

ب   اش   د. ⅼsⅽ ب   ه ش   ک   ل

و ن   ی   س   ت م   ح   دّب gph F ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده اس   ت. م   ث   ب   ت و م   ی آی   د ب   ه دس   ت (۱۶ −۶) در ب   ی   ش   ی   ن   ه

ب   ب   ی   ن   ی   د) را [۷۵] ن   م   ون   ه (ب   رای ۱ اورس   ک   و راب   ی   ن   س   ون− ق   ض   ی   ۀ ه   م   چ   ون ت   غ   ی   ی   رات   ی آن   ال   ی   ز در اس   ت   ان   دارد اب   زار ب   ن   اب   رای   ن

ن   ی   س   ت. ق   اب   ل اس   ت   ف   اده

F ب   ودن آرام ۳ −۲ −۶

ب   گ   ی   ری   د ن   ظ   ر در را b̄ در پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا و ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت π̄ = (c̄, ā, b̄) ک   ن   ی   د ف   رض

(π̄, x̄) ∈ gph F در F ب   ودن آرام ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ب   رای م   ی ت   وان ن   ی   ز ḡ ت   اب   ع ه   م   ان از م   ی م   ان   ن   د). ث   اب   ت ā و c̄)

م   ان   ن   د ع   ددی ک   ه م   ی ش   ود ت   ب   دی   ل ش   ک   ل ای   ن ب   ه (π̄, x̄) ∈ gph F در F ب   ودن آرام ک   رد. اس   ت   ف   اده ḡ(π̄) = ۰ ب   ا

ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ U ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه م   وج   ودن   د U ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک و κ ≥ ۰

d۲(x,F (π̄)) ≤ κd∞ (π̄, F−۱ (x))

آن در ک   ه

d∞
(
π̄,F−۱ (x)

)
= sup

{[
b̄t − āTt x

]
+
, t ∈ T

}
(۱۷ −۶)

=
[
sup{b̄t − āTt x, t ∈ T}

]
+

= [ḡ(x)]+

1. Robinson–Ursescu



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۳۰

ب   ا (π̄, x̄) ∈ gph F در F ،([۹] در ۵ .۱ ق   ض   ی   ۀ و ۲ .۱ گ   زارۀ ن   ی   ز (و [۱۶۵] در ۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا اک   ن   ون

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه اگ   ر ت   ن   ه   ا و اگ   ر اس   ت آرام ḡ (π̄) = ۰

lim inf
x→x̄,ḡ(x)>۰

d۲ (0n, ∂ḡ (x)) > ۰ (۱۸ −۶)

و

ⅽⅼⅿ F (π̄, x̄) =

{
lim inf

x→x̄,ḡ(x)>۰
d۲ (0n, ∂ḡ (x))

}−۱
. (۱۹ −۶)

گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا .F(π̄, x۱) =
√

۲ داش   ت   ی   م x۱ = (۰, ۰) ب   رای ،۱ .۱ م   ث   ال در ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه ۶ .۶ م   ث   ال

و ḡ(zr) =
۱
r

ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   ش   اه   ده م   ی ش   ود، ه   م   گ   را x۱ ب   ه ک   ه ،r = ۱, ۲, . . . ،zr = (
−۱
r
,
−۱
r
) دن   ب   ال   ۀ

داری   م: (۱۹ −۶) ب   ه ت   وج   ه ب   ا .ḡ(zr) = ⅽonv{−(۱, ۰) , −(۰, ۱)}

ⅽⅼⅿ F(π̄, x۱) ≥ { lim
r→∞

d۲(0n, ∂ḡ(zr))}−۱ =
√

۲ = ⅼip F(b̄, x۱).

.F
(
π̄, x۱) = √۲ ک   ه م   ی گ   ی   ری   م ن   ت   ی   ج   ه پ   س ،ⅽⅼⅿ F(π̄, x۱) ≤ ⅼip F(π̄, x۱) چ   ون

،yr = (−۱
r
, ۱ − ۱

r
) اگ   ر و ،ⅼip F

(
π̄, x۳) = ۱ داش   ت   ی   م x۳ = (۰, ۱) ب   رای ای   ن   ک،

.∂ḡ (yr) = {−(۱, ۰)} و ḡ (yr) =
۱
r

داش   ت خ   واه   ی   م ه   م   گ   راس   ت، x۳ ب   ه ب   ه روش   ن   ی ک   ه ،r = ۲, ۳, . . .

داش   ت: خ   واه   ی   م (۱۹ −۶) از درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

ⅽⅼⅿ F
(
π̄, x۳) ≥ { lim

r→∞
d۲ (0n, ∂ḡ (yr))

}−۱
= ۱ = ⅼip F

(
π̄, x۳)

.ⅽⅼⅿ F
(
π̄, x۳) = ۱ ب   ن   اب   رای   ن و

(i) ب   ودن م   ع   ادل ن   اس   ازگ   اری: ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه وت   ع   م   ی   م ه   ا). (پ   ی   ش   ی   ن   ه ه   ا ۵ −۲ −۶ ی   ادآوری

م   ع   ادل از م   ی ش   ود ارائ   ه ای   ن   ج   ا در ک   ه اث   ب   ات   ی ول   ی ،[۴۹] در ۱ گ   زارۀ از اس   ت ع   ب   ارت ۱ −۲ −۶ درق   ض   ی   ۀ (ii) و

ث   اب   ت [۵۶] در ۳ ق   ض   ی   ۀ در (ii) ب   ا ب   ودن م   ع   ادل و اس   ت ب   رگ   رف   ت   ه ش   ده [۱۲۷] در ۱ گ   زارۀ از (iii) و (ii) ب   ودن

ق   ض   ی   ۀ اس   ت. ش   ده ارائ   ه ḡ ح   اش   ی   ه ای ت   اب   ع از اس   ت   ف   اده ب   دون [۵۲] در ۳ .۲ ق   ض   ی   ۀ در (۱۲ −۶) م   ف   ه   وم اس   ت. ش   ده

.[۴۹] در ۶ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت ۲ −۲ −۶

[۳۴] در ۳ .۲ ن   ت   ی   ج   ۀ و ۲ .۱ ق   ض   ی   ۀ در م   ی ت   وان را ۳ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ ش   دن   ی: م   ج   م   وع   ۀ ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی

ب   ودن م   ن   ظ   م م   ت   ری، ب   ودن م   ن   ظ   م ب   ی   ن ارت   ب   اط ه   ای .[۳۷] در ۱ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت ۴ −۲ −۶ ق   ض   ی   ۀ و ی   اف   ت

م   ش   ت   ق پ   ذی   ر چ   ه   ارچ   وب در ⅭQ م   ن   گ   اس   ری   ان−ف   روم   ووی   ت   ز ت   ع   م   ی   م و راس   ت ط   رف پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ه ن   س   ب   ت م   ت   ری



۱۳۱ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

[۱۴۰] در C(π̄) م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار ت   ح   ت م   ح   ل   ی، خ   ط   ای ک   ران ی   ک ش   ده ان   د. ث   اب   ت [۱۵۶] در ن   ام   ح   دّب

ب   اش   د. داش   ت   ه ن   ی   از ق   وی اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ی   ک وج   ود ب   ه ای   ن   ک   ه ب   دون اس   ت ش   ده ارائ   ه

را b̄ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا ،π̄ = (c̄, ā, b̄) در دوب   اره، ب   ودن). آرام دی   گ   ر (م   ش   خ   ص   ه ه   ای ۶ −۲ −۶ ی   ادآوری

م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی

ḡ (x̄) = ۰ ب   ه ن   س   ب   ت را (π̄, x̄) ∈ gph F در F ب   ودن آرام ن   ی   ز م   ی آی   ن   د ادام   ه در ک   ه ش   رای   ط   ی (ال   ف)

م   ان   ن   د ع   ددی م   ی ده   ن   د: ت   ش   ک   ی   ل را [۱۵۹] در ۳ ازق   ض   ی   ۀ خ   ط   ی ن   س   خ   ۀ ی   ک ک   ه م   ی ک   ن   ن   د م   ش   خ   ص

ب   ا x ∈ U ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ه   س   ت   ن   د م   وج   ود U ∈ Nx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک و λ۰ > ۰

ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ی   اف   ت را ‖ ux‖۲ = ۱ ش   رط ب   ا ux ∈ Rn م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ی   ک م   ی ت   وان ḡ (x) > ۰

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه t ∈ T ه   ر

ḡ (x+ µxux) ≤ ḡ (x)− µxλ۰ (۲۰ −۶)

م   ی ت   وان ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ی   ادآوری را (π̄, x̄) در (AⅭQ (ب   ه اخ   ت   ص   ار آب   ادی۱ م   ع   روف ق   ی   دی ک   ی   ف   ی   ت ای   ن   ج   ا در (ب)

ن   وش   ت: م   ا چ   ه   ارچ   وب در

ⅽⅼ D(F (π̄) ; x̄) = A(x̄)◦. (۲۱ −۶)

واق   ع   ی   ت ای   ن و راب   ب   ی   ن   ی   د) (۴ −۱)) ،D(F (π̄) ; x̄) ⊂ A(x̄)◦ داری   م ه   م   واره ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

از اس   ت. م   م   اس x̄ ن   ق   ط   ۀ در F(b̄) ب   ر ک   ه م   خ   روط ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ⅽⅼ DF
(
π−
)
; x̄) ک   ه

ب   ه ص   ورت م   ج   ان   ب   ی ب   ه   ی   ن   گ   ی ش   رط از ن   وع ی   ک (۲۱ −۶)

x̄ ∈ S (π̄)⇔ c̄ ∈ (ⅽⅼ D(F(π̄; x̄))◦ = A(x̄)◦◦ = textcl A(x̄).

ب   ه ص   ورت R۳ در م   ث   ال، ی   ک م   ی ای   د. ب   ه دس   ت

σ (π̄) =

 −(cos t)x۲ − (sin t) x۳ ≥ b̄t, t ∈ [۰,
π

۲
],

x۳ ≥ b̄t, t = ۲,


،T = [۰,

π

۲
] ∪ {۲} داری   م آن در ک   ه ن   ی   س   ت ب   رق   رار (π̄ , x̄) در AⅭQ ک   ه م   ی ش   ود ارائ   ه

داری   م: ح   ال   ت ای   ن در .x̄ = (۰, ۰, ۱)T و b̄۲ = ۱ ،t ∈ [۰,
π

۲
] اگ   ر b̄t = −۱

F (π̄)=R× ]−∞, ۰]× {۱} و ⅽⅼ DF (π̄; x̄)=R× ]−∞, ۰]× {۰}

1. Abadie



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۳۲

.A(x̄)◦ = {a π
۲
, a۲}◦ = R۲ × {۰} درص   ورت   ی ک   ه

آن در U ک   ه م   ی ش   ود ث   اب   ت ،[۵۷ ،۳ [ق   ض   ی   ۀ در x ∈ F (π̄) ∩ U ب   رای (π̄, x̄) در AⅭQ ب   رق   راری

ب   رداره   ای ک   ه اع   داد ی   ک   ن   واخ   ت ک   ران داری دی   گ   ر وی   ژگ   ی ی   ک ب   ا ه   م   راه x̄ ه   م   س   ای   گ   ی ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت

ḡ (x̄) = ۰ ب   ا (π̄, x̄) ∈ gph F در F ب   ودن آرام ب   ه م   رب   وط م   ش   خ   ص   ۀ ی   ک ه   م ب   ا A(x̄) در واح   د

ب   رای اس   ت. اس   ت   وار  [۲۳۶] در ۲ .۲ ق   ض   ی   ۀ ب   راس   اس ب   ه ط   ورق   وی م   ش   خ   ص   ه س   ازی ای   ن م   ی ده   د. ت   ش   ک   ی   ل را

[۵۷] از ۴ ب   خ   ش در ⅽⅼⅿ F (π̄, x̄) م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای ع   م   ل   ی   ات   ی دس   ت   ور ی   ک ب   اش   د م   ت   ن   اه   ی T ک   ه ح   ال   ت   ی

م   ی ش   ود. ارائ   ه

ب   رای م   ی آی   د: ب   ه دس   ت ج   ام   ع خ   ط   ای ک   ران ([۵۵] ۴ .۵ (گ   زارۀ درپ   ی ج   ام   ع). خ   ط   ای (ک   ران ۷ −۲ −۶ ی   ادآوری

م   وج   ود ε > ۰ م   ان   ن   د ع   ددی و x̂ م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه ای ،K م   ان   ن   د ع   ددی ک   ه ک   ن   ی   د ف   رض داده ش   ده، π̄ ∈ ⅾoⅿ F̄

ب   اش   ی   م داش   ت   ه t ∈ T ه   ر ب   رای و ‖ x‖۲ ≤ K ب   اش   ی   م داش   ت   ه x ∈ F ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ه   س   ت   ن   د،

ب   رای ب   الا ک   ران ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ε−۱(۱+ ‖ x̂‖۲)max{۱,K} درای   ن ص   ورت، .āTt x̂ ≥ b̄t + ε

،x ∈ F(π̄) ت   م   ام   ی ب   رای اس   ل   ی   ت   ر ن   ق   ط   ۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت ۱ .۱ م   ث   ال ب   رای x̂ = (
۱
۲
,

۱
۲
) ن   ق   ط   ۀ .π̄

ع   ب   ارت ب   ا ج   ام   ع خ   ط   ای ک   ران از اس   ت ع   ب   ارت ۲
√

۲ + ۳ ن   ت   ی   ج   ه، در .ε = ۱ − ۱√
۲

و ‖ x‖۲ ≤ ۱

ق   ب   ل   ی. داده ش   دۀ

م   ن   ظ   م ب   ا (π̄, x̄) در F ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی چ   ون م   ت   ری). ب   ودن م   ن   ظ   م ش   ع   اع ) ۸ −۲ −۶ ی   ادآوری

ک   ه گ   رف   ت، ن   ظ   ر در را م   ت   ری ب   ودن م   ن   ظ   م ش   ع   اع م   ف   ه   وم م   ی ت   وان پ   س اس   ت، م   ع   ادل (π̄, x̄) در F−۱ م   ت   ری ب   ودن

ب   ه ش   ک   ل

raⅾ F−۱ := inf
l∈L
{‖l‖ : ن   ی   س   ت   ن   د م   ن   ظ   م م   ت   ری ب   ه ط   ور (x̄, π̄) + l(x̄) در F−۱ + l},

ی   ع   ن   ی C(T,R)؛ ب   ه Rn از خ   ط   ی پ   ی   وس   ت   ۀ ن   گ   اش   ت ف   ض   ای از اس   ت ع   ب   ارت آن در L ک   ه م   ی ش   ود ت   ع   ری   ف

C(T,R) در س   وپ   ری   م   وم ن   رم اگ   ر درن   ت   ی   ج   ه، اس   ت. م   ش   خ   ص ت   اب   ع ی   ک φ ∈ C(T,R) ک   ه l(x) = φ(۰)Tx

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   گ   ی   ری   م، ن   ظ   ر در را

‖l‖ = sup
∥x∥≤۱

‖l(x)‖∞ = sup
∥x∥≤۱

‖φ(.)Tx‖∞

= max
t∈T

sup
∥x∥≤۱

|φ(t)Tx| = max
t∈T
‖φ(t)‖∗.



۱۳۳ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ه ع   لاوه

(F−۱ + l)(x) = (ā+ φ(.))Tx− C+(T,R).

اس   ت ش   ده ب   ی   ان [۳۴] در ۳ .۱ ق   ض   ی   ۀ در اس   ت، م   ع   روف ش   ع   اع   ی ق   ض   ی   ۀ ب   ه و م   ی آی   د درادام   ه ک   ه ق   ض   ی   ه ای

ب   ودن پ   ی   وس   ت   ه ب   ا ،(π̄, x̄) ∈ gph F اگ   ر ش   ده ان   د): ارائ   ه [۱۸۹ ،۱۴۴ ،۷۴] در دی   گ   ر ش   ع   اع   ی (ق   ض   ی   ه ه   ای

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ب   اش   د، م   ج   از b̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا ،π̄ = (c̄, ā, b̄)

Raⅾ F−۱(x̄, π̄) =
۱

ⅼip F(π̄, x̄)
.

ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه ۶ −۶ ش   ک   ل

م   ع   ادل [۱۶۶] س   ری   و دو ورا و لاری   ک   وئ   ت   ا م   رزی). ن   گ   اش   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (وی   ژگ   ی ۹ −۲ −۶ ی   ادآوری

ب   ه ن   س   ب   ت F ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت پ   ای   داری و م   رزی م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی ب   ودن

را F−۱ و B−۱ ان   دازۀ ب   ودن م   ن   ظ   م ب   ی   ن ارت   ب   اط ه   م   چ   ن   ی   ن م   ق   ال   ه، ای   ن م   ی ک   ن   ن   د. ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل را س   ازگ   اری

پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی ب   ا B−۱ م   ت   ری ب   ودن م   ن   ظ   م ک   ه ک   ن   د ت   ض   م   ی   ن ک   ه م   ی ک   ن   د اع   لام را ش   رط   ی و م   ی ک   ن   د ب   ررس   ی

ش   ده ان   د. ش   رح داده ۱ −۵ ب   خ   ش در م   ش   خ   ص   ه ه   ا از ب   س   ی   اری ک   ه ب   اش   د م   ع   ادل B

ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ک   م   ی ن   گ   اش   ت پ   ای   داری ۳ −۶

ح   ل پ   ذی   ری ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا ۶− ۳− ۱ف   اص   ل   ه

ب   رای م   ی ده   ی   م. ارائ   ه را ح   ل پ   ذی   ری ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−ض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه ب   ه م   رب   وط دس   ت   ور ی   ک اب   ت   دا ب   خ   ش، ای   ن در

م   ی گ   ی   ری   م. ن   ظ   ر در را اق   ل   ی   دس   ی ف   اص   ل   ۀ س   ادگ   ی،ت   ن   ه   ا



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۳۴

،π̄ = (c̄, ā, b̄) ∈ ⅽⅼ ⅾoⅿ S اگ   ر ح   ل پ   ذی   ری). ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا (ف   اص   ل   ه ۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

آن   گ   اه

d۲(π̄, bⅾ ⅾoⅿ S = min{d۲(0n+۱, bⅾ H((π̄)), bⅾ Z−((π̄))} (۲۲ −۶)

.Z− (π̄) := ⅽonv {āt, t ∈ T ;−c̄} آن در ک   ه

م   ث   ال در .ext(H) = int(Rn+۱\H) ی   ع   ن   ی اس   ت، H ب   ی   رون ن   ش   ان ده   ن   ده ۶ −۶ ش   ک   ل در ext(H)

. d۲(0n, bⅾZ− (π̄)) < d۲(0n+۱, bⅾ H (π̄)) داری   م ش   ک   ل ای   ن در ش   ده ش   رح داده

F (π̄) ،(c̄ م   م   ک   ن ب   ردار ه   ر ب   رای (ی   ع   ن   ی ۱ .۱ م   ث   ال در π̄ ن   ظ   رگ   رف   ت   ه ش   دۀ در م   م   ک   ن م   س   ئ   ل   ۀ ه   ر ب   رای

ب   ه ط   ور π̄ ه   م   س   ای   گ   ی ب   رخ   ی در F ،۱ .۵ ل   م ب   ه ت   وج   ه ب   ا ب   ن   اب   رای   ن، اس   ت. ک   ران دار M(π̄) = Rn ب   ه ص   ورت

داری   م: ب   ن   اب   رای   ن اس   ت. ک   ران دار ی   ک   ن   واخ   ت

d۲(0n, bⅾ Z− (π̄)) = (۲)−
۱
۲ > (۵ + ۲

√
۲)−

۱
۲ = d۲(0n+۱, bⅾ H (π̄))

.d۲ (π̄, bⅾ ⅾoⅿ S) = (۵ + ۲
√

۲)−
۱
۲ داش   ت خ   واه   ی   م ق   ب   ل   ی ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا درن   ت   ی   ج   ه،

خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی م   س   ئ   ل   ۀ ۷ .۶ م   ث   ال

π̄ : inf
x∈R۲

x۲ s.t. − x۱ + x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ ≥ ۰, (
۱
۴
)x۲ ≥ ۰.

چ   ون ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را

0۳ /∈ H (π̄) = ⅽonv{(−۱, ۱, ۰), (۱, ۱, ۰), (۰,
۱
۴
, ۰)}+ R+{(۰, ۰, −۱)}

داش   ت: خ   واه   ی   م ب   ه ع   لاوه و π̄ ∈ int ⅾoⅿ F داری   م (i) ۱۶ −۳ −۵ ق   ض   ی   ه ب   ه ت   وج   ه ب   ا ٔپ   س

0۲ ∈ Z− (π̄) = int ⅽonv{(−۱, ۱), (۱, ۱), (۰,
۱
۴
),−(۰, ۱)},

داری   م: ای   ن   ک .π̄ ∈ int ⅾoⅿ S داش   ت خ   واه   ی   م (ii) ۱۶ −۳ −۵ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا ک   ه

۱√
۵
= ‖۲

۵
− ۱

۵
‖۲ = d۲(0۲, bⅾ Z− (π̄))

> d۲(0۲, bⅾ H (π̄)) = ‖(۰, ۱
۴
, ۰)‖۲ =

۱
۴
,

و

d۲(π̄۱, bⅾ ⅾoⅿ S) = ۱
۴
.



۱۳۵ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ع   ب   ارت d۲ (π̄, bⅾ ⅾoⅿ S) = d۲(π̄, π) ک   ه اس   ت چ   ن   ان π ∈ bⅾ ⅾoⅿ S م   ان   ن   د م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک

از اس   ت

π̄ : inf
x∈R۲

x۲ s.t.


(−۱− ۰)x۱ + (۱− ۱

۴
)x۲ ≥ ۰− ۰,

(۱− ۰)x۱ + (۱− ۱
۴
)x۲ ≥ ۰− ۰,

(۰− ۰)x۱ + (
۱
۴
− ۱

۴
)x۲ ≥ ۰− ۰.

.0۳ ∈ bⅾ H(π̄) زی   را π؛ ∈ bⅾ ⅾoⅿ F داری   م درح   ق   ی   ق   ت،

S ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی ۲ −۳ −۶

و ā ث   اب   ت چ   پ ط   رف ب   ا π̄ = (c̄, ā, b̄) پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ارام   ت   ره   ای زم   ی   ن   ۀ در ت   ن   ه   ا را S ب   ررس   ی ازای   ن پ   س،

م   ی ک   ن   ی   م: ش   روع م   ی آی   د، ادام   ه در ک   ه م   ث   ال ه   ای   ی ب   ررس   ی ب   ا م   ی ده   ی   م. ان   ج   ام b̄ و c̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای

ن   ی   س   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی S ۷ −۶ ش   ک   ل

π̄ : inf
x∈R۲

x۱ s.t. x۱ − x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ ≥ ۰, x۱ ≥ ۰. (۲۳ −۶)

.S(π̄) = {(۰, ۰)} ک   ه اس   ت روش   ن .b̄ = (۰, ۰, ۰) و c̄ = (۱, ۰) ب   ا π̄ =
(
c̄, ā, b̄

)
داری   م درای   ن   ج   ا

را ā ث   اب   ت (پ   ارام   ت   ر پ   ری   ش   ی   ده ش   دۀ م   س   ئ   ل   ه ه   ای ن   ی   س   ت، ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̄, x̄) در S ک   ه ب   دان   ی   م ای   ن   ک   ه ب   رای

ک   ردی   م) ح   ذف

πr = ((۱,− ۱
r۲ ), (۰, ۰,

۱
r
)), π̃r = ((۱,− ۱

r۲ ), (۰, ۰,
۱
r
)), r = ۱, ۲, . . . .

داری   م: آس   ان   ی ب   ه م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را

S(πr) = {(
۱
r
,

۱
r
)}, S(π̃r) = {(

۱
r
,

۱
r
)}, r = ۱, ۲, . . . .



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۳۶

داش   ت: خ   واه   ی   م ،r = ۱, ۲, . . . ب   رای ب   ن   اب   رای   ن،

d۲ (S(πr), S(π̃r)) =
۲
r
,

ح   ال آن   ک   ه و

d∞(πr), π̃r) =
۲
r۲ ,

و

ⅼip S(π̄, x̄) = lim sup
(x,π)→(x̄,π̄)

d۲(x,S(π))
d∞(π, (S)−۱(x))

≥ lim
r→∞

۲
r
۲
r۲

=∞.

ب   ب   ی   ن   ی   د. را ۷ −۶ ش   ک   ل ه   م   چ   ن   ی   ن

از اس   ت   ف   اده ب   ا ن   م   ی ت   وان   ی   م آن در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ذک   ر را م   س   ئ   ل   ه ی   ک ای   ن   ک پ   ی   ش   ی   ن، م   ث   ال در وض   ع   ی   ت ب   رخ   لاف

را ۸ −۶ (ش   ک   ل ن   ی   س   ت ب   رخ   وردار ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی از S ک   ه ب   گ   ی   ری   م ن   ت   ی   ج   ه ق   ب   ل   ی ب   ه ک   اررف   ت   ۀ ش   ی   وۀ

از اس   ت ع   ب   ارت ج   دی   د م   س   ئ   ل   ۀ ب   ب   ی   ن   ی   د).

π̄ : inf
x∈R۲
{x۱ +

۱
۲
x۲} s.t. x۱ − x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ ≥ ۰, x۱ ≥ ۰. (۲۴ −۶)

S(π̄) = {(۰ , ۰)}. داری   م آن ب   رای ک   ه

ن   م   ی ش   ون   د ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی م   ان   ع پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا ۸ −۶ ش   ک   ل

م   ان   ن   د داده ش   ده زوج ی   ک ب   رای اس   ت: م   ه   م م   ا ب   ررس   ی درش   ی   وۀ م   ی آی   د، ادام   ه در م   ف   ه   وم   ی ک   ه

در π̄ اگ   ر اس   ت، ب   رق   رار (π̄, x̄) در (ENⅭ (ب   ه اخ   ت   ص   ار ۱ ن   ورن   ب   رگ   ر ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ ش   رط ،(π̄, x̄) ∈ gph S

ب   ه ط   وری ک   ه ن   ب   اش   د م   وج   ود |E| < n ش   رط ب   ا E ⊂ T (x̄) م   ان   ن   د زی   رم   ج   م   وع   ه ای ه   ی   چ و ک   ن   د ص   دق SⅭQ

.c̄ ∈ ⅽone {āt, t ∈ E} ب   اش   ی   م داش   ت   ه

زم   ی   ن   ۀ در ⅬSIO م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط S ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی ب   رای ک   ام   ل م   ش   خ   ص   ۀ ی   ک ب   ع   دی، ق   ض   ی   ۀ از

در S ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی (۱) و: ENⅭ ب   ی   ن ب   ودن م   ع   ادل ق   ض   ی   ه ای   ن م   ی آی   د. ب   ه دس   ت م   ا ک   ار پ   ی   وس   ت   ۀ

1. Nürnberger



۱۳۷ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

در G)۳ (π̄, x̄) در S−۱ م   ت   ری ق   وی ب   ودن م   ن   ظ   م ی   ا (π̄, x̄) در S ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ق   وی پ   ای   داری (۲) ،(π̄, x̄)

ک   ه واق   ع   ی   ت ای   ن م   ی ده   د. ن   ش   ان را [۱۶۰] وی   ژه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت ک   وج   ی   م   ا۱ ن   وع از پ   ای   داری (۳) و ([۷۵]

پ   ارام   ت   ری ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ب   ه   ی   ن   ۀ م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی از ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ق   وی پ   ای   داری

و [۱۵۸] در ۴ .۷ ن   ت   ی   ج   ۀ م   ث   لا) اس   ت ب   رق   رار ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای از ک   ل   ی ن   س   ب   ت   اً دس   ت   ۀ ی   ک ب   رای م   ی ش   ود، ن   ت   ی   ج   ه

راب   ب   ی   ن   ی   د). [۷۵] در ۷F. ۴ ق   ض   ی   ۀ

پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ .(ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه م   رب   وط S ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (وی   ژگ   ی ۱۱ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر  در را (π̄, x̄) ∈ gph S و b̄ ،c̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا را π̄ =
(
c̄, ā, b̄

)
،ⅬSIO

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل ه   م ب   ا م   ی آی   ن   د ادام   ه در ک   ه ش   رای   ط   ی در ای   ن ص   ورت

اس   ت، ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̄, x̄) در S (i)

اس   ت، ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی پ   ی   وس   ت   ۀ و ت   ک م   ق   داری π̄ ه   م   س   ای   گ   ی درب   رخ   ی S (ii)

اس   ت، پ   ی   وس   ت   ه و ت   ک م   ق   داری S (iii)

اس   ت، ت   ک م   ق   داری π̄ ه   م   س   ای   گ   ی درب   رخ   ی S (vi)

اس   ت. ب   رق   رار (π̄, x̄) در ENⅭ (v)

(۲۴ −۶) در π̄ م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ول   ی ن   ی   س   ت، ب   رق   رار (۲۳ −۶) در π̄ م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ENⅭ ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده

ش   د، ت   ع   ری   ف آن   ج   ا در ک   ه b̄ ب   ا ،۱ .۱ م   ث   ال در اس   ت. ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̃, 0۲) در S درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت، ب   رق   رار

ب   ود: خ   واه   د ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی درادام   ه ف   ه   رس   ت ش   ده درش   رای   ط ت   ن   ه   ا S

((c̄۱, c̄۲), b̄), x̄) ب   رای


x̄ = (۱, ۰), c̄۱ < ۰, c̄۲ > ۰ ,ب   رای

x̄ = (۰, ۱), c̄۱ > ۰, c̄۲ < ۰ ,ب   رای

x̄ = (۰, ۰), c̄۱ > ۰, c̄۲ > ۰ ,ب   رای

م   ج   م   وع   ه ه   ای از ن   ات   ه   ی خ   ان   وادۀ ک   ه م   ی ش   وی   م م   ت   وج   ه ENⅭ از

T(x̄) := {E ⊂ T (x̄) : |E| = n anⅾ c̄ ∈ ⅽone{āt, t ∈ E}}. (۲۵ −۶)

.T(0۲) = {{۱, ۲}, {۲, ۳}} داری   م (۲۴ −۶) در π̄ م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را

ه   س   ت   ن   د خ   ط   ی م   س   ت   ق   ل {āt, t ∈ E} ب   رداره   ای آن   گ   اه ،E ∈ T(x̄) اگ   ر ،ENⅭ ت   ح   ت ک   ه اس   ت روش   ن

S اگ   ر ک   ه ک   ردن   د ث   اب   ت [۳۸] در ۱ ق   ض   ی   ۀ در پ   ژوه   ش   گ   ران اس   ت. ن   اوی   ژه س   ط   ره   ا ای   ن ب   ا AE م   ات   ری   س درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

1. Kojima



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۳۸

آن   گ   اه ب   اش   د، ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی (π̄, x̄) ∈ gph S در

ⅼip S(π̄, x̄) ≥ sup
E∈T(x̄)

‖ A−۱
E ‖ .

در پ   ی   ش   ن   ه   ادی ح   ل ن   ش   دۀ م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک (ک   ه ب   ود خ   واه   د ب   رق   رار ت   س   اوی آن   گ   اه ب   اش   د، م   ت   ن   اه   ی T اگ   ر ب   ه ع   لاوه،

ب   ه م   ج   ه   ز ت   ص   وی   ره   ا ف   ض   ای ب   ا ه   م   راه x 7→ AEx درون ری   خ   ت   ی ب   ا را AE ای   ن   ج   ا، در م   ی ک   ن   د). ح   ل را [۱۷۴]

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ب   اش   د، ن   اوی   ژه AE م   ات   ری   س اگ   ر م   ی ک   ن   ی   م. ش   ن   اس   ای   ی را ‖ . ‖∞

‖ A−۱
E ‖= max

∥y∥∞≤۱
‖A−۱

E y‖۲ = max
y∈{−۱,۱}n

‖A−۱
E y‖۲. (۲۶ −۶)

واح   د گ   وی ف   ری   ن ن   ق   اط م   ج   م   وع   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت {−۱, ۱}n ک   ه اس   ت ح   ق   ی   ق   ت ای   ن از ن   اش   ی ت   س   اوی دوم   ی   ن

ش   ود. ب   ی   ش   ی   ن   ه ت   اب   ع ت   ح   دّب ب   ای   د ای   ن   ک   ه اض   اف   ه ب   ه ‖ . ‖∞ ب   ا م   ت   ن   اظ   ر ب   س   ت   ۀ

داری   م: (۲۴ −۶) در π م   س   ئ   ل   ۀ ب   رای

ⅼip S(π̃, 0۲) = max{‖ (ā۱, ā۲)
−۱‖۲, ‖ (ā۲, ā۳)

−۱‖۲} = ۵
۱
۲ .

S ب   ودن آرام ۳ −۳ −۶

ب   ودن آرام ،ā و c̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا π̄ = (c̄, ā, b̄) م   ان   ن   د پ   ی   وس   ت   ه پ   ارام   ت   ره   ای چ   ه   ارچ   وب در دوب   اره

ب   ه ص   ورت داده ش   ده Sc̄ : C(T,R) ⇒ Rn ج   زئ   ی ج   واب م   ج   م   وع   ۀ ن   گ   اش   ت ب   ودن آرام ازط   ری   ق S

Sc̄(b) := S(c̄, b),

ب   ه ص   ورت ن   ش   ان داده ش   ده L : R× C(T,R) ⇒ Rn (پ   ای   ی   ن) م   ج   م   وع   ۀ ت   راز ن   گ   اش   ت ب   ه اص   ط   لاح و

L(α, b) := {x ∈ Rn| c̄′x ≤ α; ā′tx ≥ bt, t ∈ T}

م   ی ش   ود. ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ی   ک و κ ≥ ۰ م   ان   ن   د ع   ددی ک   ه درم   ی آی   د ش   ک   ل ای   ن ب   ه ((c̄′x̄, b̄), x̄) ∈ gph L در L ب   ودن آرام

ب   اش   ی   م: داش   ت   ه x ∈ U ه   ر ب   رای ب   ه ط   وری ک   ه ب   اش   د م   وج   ود U ∈ Tx̄ م   ان   ن   د ه   م   س   ای   گ   ی

d۲(x,L(c̄′x̄, b̄)) ≤ κd∞((c̄′x̄, b̄),L−۱(x)),

و L(c̄′x̄, b̄) = S(π̄) داری   م ب   ه روش   ن   ی، ک   ه

d∞((c̄′x̄, b̄),L−۱(x)) = sup{[c̄′x− c̄′x̄]+ ; [b̄t − ā′tx]+, t ∈ T}

= [sup(c̄′x− c̄′x̄; b̄t − ā′tx, t ∈ T}]+. (۲۷ −۶)



۱۳۹ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ه ش   ک   ل را h̄ : Rn → R ت   اب   ع اگ   ر

h̄(x) : = sup
{
(c̄′x− c̄′x̄; b̄t − ā′tx, t ∈ T

}
= max

{
c̄′x− c̄′x̄, ḡ(x)

}
, (۲۸ −۶)

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ک   ن   ی   م، م   ع   رف   ی

L(c̄′x̄, b̄) =
{
x ∈ Rn : h̄ ≤ ۰

}
و d∞((c̄′x̄, b̄),L−۱(x)) = [h̄(x)]+.

ب   ه ع   لاوه

∂h̄(x) =

 ⅽonv
{
−āt : b̄t − ā′tx = h̄(x), t ∈ T

}
, c̄′x− c̄′x̄ < h̄(x) اگ   ر

ⅽonv
{
−āt : b̄t − ā′tx = h̄(x), t ∈ T

}
∪ {c̄}), c̄′x− c̄′x̄ < h̄(x) اگ   ر

ب   ه وی   ژه

∂h̄(x̄) = ⅽonv ({āt : t ∈ T (x̄)} ∪ {c̄}). (۲۹ −۶)

(c̄, b̄) ب   ا را π̄ ب   ع   دی، گ   زاره ه   ای ب   رای ب   ه   ت   ر دس   ت   ور ی   ک آوردن ب   ه دس   ت ب   رای آن   گ   اه ب   اش   د، ث   اب   ت ā اگ   ر

در (۱ .۶) گ   زارۀ آن   گ   اه ک   ن   د، ص   دق SⅭQ در ((c̄, b̄), x̄) ∈ gph S اگ   ر درای   ن ص   ورت، م   ی ک   ن   ی   م. ش   ن   اس   ای   ی

ک   ه م   ی ک   ن   د ث   اب   ت را ((c̄′x̄, b̄), x̄) در L ب   ودن آرام و ((c̄, b̄), x̄) در S ب   ودن آرام ب   ی   ن ب   ودن م   ع   ادل ادام   ه

ک   رد. اس   ت   ف   اده (۱۸ −۶) در داده ش   ده م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت ب   ودن آرام ب   ه م   رب   وط م   ش   خ   ص   ۀ از م   ی ت   وان ن   ت   ی   ج   ه در

در ذک   رش   ده گ   زاره   ای آن   گ   اه ب   اش   د، ب   رق   رار SⅭQ و ((c̄, b̄), x̄) ∈ gph S اگ   ر .(S ب   ودن (آرام ۱ .۶ گ   زارۀ

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل ادام   ه

اس   ت، آرام ((c̄, b̄), x̄) در S (i)

اس   ت، آرام (b̄, x̄) در Sc̄ (ii)

اس   ت، آرام ((c̄′x̄, b̄), x̄) در L (iii)

.ⅼiⅿ infx→x̄, h̄(x)>۰ d۲(0n, ∂h̄(x)) > ۰ (iv)

م   ی ک   ن   د. م   ش   خ   ص را ش   ن   اس   ه ن   گ   اش   ت م   ج   زای ب   ودن آرام ک   ه م   ی ش   ود ارائ   ه ق   ض   ی   ه ی   ک ای   ن   ک

ی   ک از ب   اش   د ع   ب   ارت c̄ 6= 0n ب   ا π̄ = (c̄, ā, b̄) ک   ن   ی   د ف   رض .(S م   ج   زای ب   ودن آرام ) ۱۲ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

SⅭQ و S (π̄) = {x̄} اگ   ر ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را b̄ و c̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ن   ه   ا و ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ

ه   س   ت   ن   د: م   ع   ادل درادام   ه گ   زاره ه   ای آن   گ   اه ب   اش   د، ب   رق   رار



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۴۰

،c̄ ∈ int A(x̄) (i)

،π̄ از ی   ک   ت   ا ق   وی ک   م   ی   ن   ه ک   ن   ن   دۀ ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت x̄ ن   ق   ط   ۀ (ii)

اس   ت، آرام م   ج   زا ب   ه ط   ور ((c̄, b̄), x̄) در S (iii)

اس   ت. آرام م   ج   زا ب   ه ط   ور (b̄, x̄) در Sc̄ (iv)

ک   ه ه   م   ان گ   ون   ه اس   ت. م   ع   ادل π̄ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ب   ه ع   ن   وان x̄ ی   ک   ت   ای   ی ب   ا ق   ب   ل   ی ش   رای   ط آن   گ   اه ب   اش   د، م   ت   ن   اه   ی T اگ   ر

۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت   ف   اده ب   ا م   ی ت   وان را (i) ⇔ (iii) ب   ودن م   ع   ادل اس   ت، ک   رده اش   اره [۴۲] پ   ژوه   ش   گ   ر

ب   ا اس   ت م   ع   ادل c̄ ∈ int A(x̄) ،(۲۹ −۶) از س   پ   اس ب   ا آورد. ب   ه دس   ت

0n ∈ int(ⅽonv({−āt : t ∈ T (x̄)} ∪ {c̄})) = int ∂h̄(x̄).

و x ∈ Rn ه   ر ب   رای درای   ن ص   ورت، κ−۱B۲؛ ⊂ ∂h̄(x̄) ب   اش   ی   م داش   ت   ه ک   ه ب   اش   د چ   ن   ان κ > ۰ ک   ن   ی   د ف   رض

داش   ت: خ   واه   ی   م u ∈ B۲ ه   ر

〈u, x− x̄〉 ≤ κh̄(x)

داش   ت: خ   واه   ی   م u =
(x− x̄)
‖ x− x̄‖۲

گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا آن   گ   اه ،x 6= x̄ اگ   ر و

d۲(x,S(c̄, b̄)) =‖ x− x̄‖۲ ≤ κh̄(x)

۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ از م   وردن   ظ   ر ب   ودن آرام وی   ژگ   ی ،S(c̄, b̄) = L(c̄′x̄, b̄) گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا درن   ت   ی   ج   ه ک   ه

ت   وج   ه ش   د. خ   واه   د ن   ت   ی   ج   ه پ   س   رو) ب   ه ط   ور ب   ه ک   ارگ   ی   ری (ب   ا ب   ح   ث ه   م   ان ب   ا ن   ی   ز c̄ ∈ int A(x̄) ل   زوم م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه

x̄ در h̄ خ   ط   ای ب   الای ک   ران ب   اوج   ود (i) ک   ه ک   ردی   م ث   اب   ت واق   ع در ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ج   ل   ب واق   ع   ی   ت ای   ن ب   ه را خ   وان   ن   ده

اس   ت. م   ع   ادل

ی   ک دق   ی   ق ت   ر، ب   ه ع   ب   ارت پ   رداخ   ت. خ   واه   ی   م ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) ب   رآورد م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه ب   خ   ش، ای   ن ادام   ۀ در

ک   ران ای   ن ک   ه م   ی رس   د ب   ه ن   ظ   ر م   ی ده   ی   م. ارائ   ه ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ی   ک   ت   ای   ی و SⅭQ ت   ح   ت ان   دازۀ ای   ن ب   رای را پ   ای   ی   ن ک   ران

در دق   ی   ق ان   دازۀ از اس   ت ع   ب   ارت ک   ران ای   ن ب   ن   اب   رای   ن، و ب   اش   د ن   ی   ز ب   الا ک   ران ی   ک خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی در پ   ای   ی   ن

دارای ک   ه م   ی ده   ی   م ارائ   ه را ب   الای   ی ج   دی   د ک   ران ی   ک ب   ه ع   لاوه، ب   اش   د. ی   ک   ت   ا ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ه   رگ   اه خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی

اس   ت. م   ت   ک   ی ن   م   ادی   ن داده ه   ای ب   ه ف   ق   ط ک   ه اس   ت م   زی   ت ای   ن

پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا ⅬSIO π̄ = (c̄, ā, b̄) م   ان   ن   د پ   ی   وس   ت   ه م   س   ئ   ل   ۀ ی   ک ه   م   واره ک   ه ب   اش   ی   د داش   ت   ه ی   اد ب   ه

در ف   ع   ال ش   اخ   ص م   ج   م   وع   ه ه   ای خ   ان   وادۀ ب   اش   د. ب   رق   رار SⅭQ ک   ه م   ی ک   ن   ی   م ف   رض و اس   ت م   وردن   ظ   ر b̄ و c̄ پ   ی   وس   ت   ۀ



۱۴۱ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ه ص   ورت را x̄ ∈ S(c̄, b̄) ب   ا راب   ط   ه

K(x̄ := {E ⊂ T (x̄) : |E| ≤ n و c̄ ∈ ⅽone{at, t ∈ E}}.

ب   ه ک   ارات   ئ   ودوری۱ ل   م ب   ه  ک   ارگ   ی   ری از پ   س ک   ه K(x̄) 6= ∅ داری   م ۳ −۱ −۱ ق   ض   ی   ۀ ب   ه  ت   وج   ه ب   ا م   ی ک   ن   ی   م. م   ع   رف   ی

س   وپ   ری   م   م ت   اب   ع ،E ∈ K(x̄) ه   ر ب   ا راب   ط   ه در م   ی ش   ود. م   رب   وط c̄ ب   ردار از KKT م   خ   ت   ل   ف ن   م   ای   ش ه   ای

fD ت   اب   ع ت   ع   ب   ی   ر ۹ −۶ ش   ک   ل

fE(x) : = sup
{
b̄t − ā′tx, t ∈ T ; −(b̄t − ā′tx), t ∈ E

}
= sup

{
b̄t − ā′tx, t ∈ T⧹E; |ā′tx− b̄t|, t ∈ E

}
.

از اس   ت ع   ب   ارت fE (x) و fE (x) ≥ ۰ داری   م x ∈ Rn ه   ر ب   رای ب   ه روش   ن   ی، م   ی گ   ی   ری   م. ن   ظ   ر در را

ی   ک ب   ه ع   ن   وان E ب   ا ب   ه   ی   ن   ه)، ن   ت   ی   ج   ه (در KKT ن   ق   ط   ۀ ی   ک x ن   ق   ط   ۀ ای   ن   ک   ه ت   ا b̄ روی پ   ری   ش   ی   دگ   ی ان   دازۀ ک   وچ   ک ت   ری   ن

ش   ود. م   ت   ن   اظ   ر KKT م   ج   م   وع   ۀ

م   ان   ن   د س   اده م   ث   ال ی   ک ب   ا را fE ت   اب   ع م   ف   ه   وم ای   ن   ک

π̄ : Infx∈R۲{x۱ s.t. x۱ ≥ ۰, x۱ −
۱
۴
x۲ ≥ ۰, x۲ ≥ ۰}

و E = {۱} ب   رای .x̄ = 0۲ از اس   ت ع   ب   ارت ب   ه   ی   ن   ه ج   واب ت   ن   ه   ا و b̄ = 0۳ داری   م ای   ن   ج   ا در م   ی ک   ن   ی   م. روش   ن

ک   ه م   ی ک   ن   ی   م م   ش   اه   ده ۹ −۶ ش   ک   ل در ،x = (۱, ۶)

f{۱}(۱, ۶) := sup{−۱,−۱ +
۱
۴

۶,−۶,−(−۱)} = ۱

1. Carathéodory



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۴۲

(و c̄ ∈ ⅽone {a۱} آن در ک   ه آی   د ب   ه دس   ت x ن   ق   ط   ۀ در ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ا ش   ود پ   ری   ش   ی   ده ۲ و ۱ ق   ی   ده   ای ب   ای   د ت   ن   ه   ا

.(f{۱} (x) = ۱ از اس   ت ع   ب   ارت پ   ری   ش   ی   دگ   ی ان   دازۀ

م   ی ده   ی   م: ارائ   ه E ∈ K ،fE ت   واب   ع درب   ارۀ را ب   ی   ش   ت   ری اط   لاع   ات ای   ن   ک،

م   ح   دب. ت   اب   ع ی   ک از اس   ت ع   ب   ارت fE : Rn → R+ ت   اب   ع .۱

.[fE = ۰] ⊂ S(c̄, b̄) داری   م E ∈ K ه   ر ب   رای .۲

داش   ت خ   واه   ی   م E ∈ K ه   ر ب   رای آن   گ   اه ،S(c̄, b̄) = {x̄} اگ   ر ی   ع   ن   ی ی   ک   ت   ای   ی، ف   رض ب   ا .۳

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،x /∈ S(c̄, b̄) اگ   ر ک   ه ک   رد ب   ررس   ی م   ی ت   وان ن   ی   ز و [fE = ۰] = S(c̄, b̄)

d۲(x, x̄) ≡ d۲(x,S(c̄, b̄)) ≥
fE(x)

d۲(0n, ∂fE(x))
.

اس   ت. ش   ده ث   اب   ت [۴۴] در ۵ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ص   ورت ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ

π̄ = (c̄, ā, b̄) ،ⅬSIO پ   ی   وس   ت   ۀ م   س   ئ   ل   ۀ .(S ب   ودن آرام ان   دازۀ ب   رای پ   ای   ی   ن (ک   ران ۱۳ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت   ه ن   ی   ز و ب   اش   د ب   رق   رار SⅭQ ک   ن   ی   م ف   رض اگ   ر ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را c̄ و b̄ پ   ی   وس   ت   ۀ پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ب   ا ه   م   راه

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،S(c̄, b̄) = {x̄} ب   اش   ی   م

ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) ≥ ⅽⅼⅿ Sc̄(b̄, x̄) ≥ sup
E∈K(x̄)

lim sup
(x)→(x̄)
fE(x)>۰

۱
d۲(0n, ∂fE(x))

.

([۴۴] در ۱ ن   ت   ی   ج   ۀ و ۶ (ق   ض   ی   ۀ ب   ع   دی ق   ض   ی   ۀ م   ی ک   ن   ی   م. ب   ررس   ی را خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی وی   ژۀ م   ه   م ح   ال   ت ای   ن   ک

ب   ود، خ   واه   د ن   ی   ز ب   الا ک   ران ی   ک ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) ب   رای ق   ب   ل   ی آم   دۀ ب   ه دس   ت ب   الای ک   ران ک   ه م   ی ده   د ن   ش   ان

ب   اش   د. ب   رق   رار π̄ ب   ه   ی   ن   ۀ ج   واب ی   ک ب   ه ع   ن   وان x̄ ی   ک   ت   ای   ی ی   ا SⅭQ ب   اش   د ن   ی   از ای   ن   ک   ه ب   دون

اگ   ر ب   اش   د. م   ت   ن   اه   ی T ک   ن   ی   د ف   رض .(ⅬO در S ب   ودن آرام ان   دازۀ ب   رای ب   الا ک   ران (اول   ی   ن ۱۴ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،x̄ ∈ S(c̄, b̄)

ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) = ⅽⅼⅿSc̄(b̄, x̄) ≤ sup
E∈K(x̄)

lim sup
x→x̄

fE(x)>۰

۱
d۲(0n, ∂fE(x))

م   ی ش   ود. ت   ب   دی   ل ت   س   اوی ب   ه ق   ب   ل   ی ن   ام   س   اوی آن   گ   اه ،S(c̄, b̄) = x̄ ب   اش   ی   م داش   ت   ه اگ   ر ب   ه ع   لاوه،

ب   ه ت   ن   ه   ا ک   ه اس   ت خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی در ب   ودن آرام ان   دازۀ ب   ه م   رب   وط ب   الا ک   ران ی   ک ارائ   ۀ ب   رای ب   ع   دی گ   ام ه   ای

داری   م: خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی در ،۱۲ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ ب   ه ت   وج   ه ب   ا ک   ه آوری   د ی   اد ب   ه اس   ت. م   ت   ک   ی م   س   ئ   ل   ه داده ه   ای

S(c̄, b̄) = {x̄} ⇔ c̄ ∈ int A(x̄),



۱۴۳ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ب   ه ط   وری ک   ه م   ی ش   ود م   ن   ج   ر |E| = n ب   ا E ⊂ T (x̄) ،E م   ان   ن   د ش   اخ   ص ه   ا از زی   رم   ج   م   وع   ه ی   ک ب   ه وج   ود ک   ه

c̄ ∈ ⅽone {āt, t ∈ E}

اس   ت: ن   ات   ه   ی ش   اخ   ص ف   ع   ال م   ج   م   وع   ه ه   ای خ   ان   وادۀ دی   گ   ر، ب   ه ع   ب   ارت اس   ت. ن   اوی   ژه AE := (āt)t∈T و

B(x̄) := {E ∈ T : ن   ام   ن   ف   رد AE},

ه   ر ک   ارات   ئ   ودوری، م   ف   ی   د ل   م و ENⅭ ش   رط ب   ا ح   ق   ی   ق   ت، در اس   ت. ت   ع   ری   ف ش   ده (۲۵ −۶) در T(x̄) خ   ان   وادۀ ک   ه

ش   ده ارائ   ه [۴۴] در ۸ ق   ض   ی   ۀ در ب   الا ک   ران ه   ای .B(x̄) = T(x̄) ی   ع   ن   ی م   ی ش   ون   د، م   ن   ط   ب   ق ب   ره   م خ   ان   واده دو

م   ی آی   د: ادام   ه در ک   ه اس   ت

ب   اش   د م   ت   ن   اه   ی T م   ج   م   وع   ۀ اگ   ر .(ⅬO در S ب   ودن آرام ب   ه ان   دازۀ م   رب   وط ب   الا ک   ران (دوم   ی   ن ۱۵ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ

داش   ت: خ   واه   ی   م آن   گ   اه ،c̄ ∈ int A(x̄) و

ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) ≤ max
E∈G(x̄)

‖ AE
−۱ ‖ . (۳۰ −۶)

ⅬSIO و ⅬO در S ب   ودن آرام ان   دازۀ ۱ −۶ ج   دول

SⅭQ ت   ح   ت ⅬSIO ⅬO

ی   ک   ت   ای   ی
ن   ی   س   ت ن   ی   ازی ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ

ⅽⅼⅿ Sc̄(b̄, x̄)
= ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄)
≤ C۱

S(c̄, b̄) = {x̄} C۱ ≤ ⅽⅼⅿ Sc̄(b̄, x̄)
≤ ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄)

ⅽⅼⅿ Sc̄(b̄, x̄)
= ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄)
≤ C۱ ≤ C۲

آن در ک   ه ۱ −۶ ج   دول

C۱ := sup
E∈K(x̄)

lim sup
x→x̄

fE(x)>۰

۱
d۲(0, ∂fE(x))

و C۲ := max
E∈B(x̄)

‖A−۱
E ‖

.(۱۰ −۶ (ش   ک   ل م   ی ک   ن   د ج   م   ع ب   ن   دی را زی   رب   خ   ش ای   ن در ن   ت   ای   ج

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه دس   ت آم   ده). ب   الای ک   ران (دوم   ی   ن ۸ .۶ م   ث   ال

π̄ : Infx∈R۲{x۱ +
۱
۳
x۲ | x۱ ≥ ۰, x۱ +

۱
۲
x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ ≥ ۰}



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۴۴

(a) ب   ه دس   ت آم   ده ب   الای ک   ران دوم   ی   ن ۱۰ −۶ ش   ک   ل

ت   وج   ه (ب   ا و ‖A−۱
{۱,۲}‖ =

√
۱۷ ،B(x̄) = {{۱, ۲}{۱, ۳}} داری   م ب   ه آس   ان   ی ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را

ب   ه ص   ورت داده ش   ده ((br, xr)∞n=۱ ⊂ gph Sc̄ دن   ب   ال   ۀ اگ   ر ای   ن   ک .‖A−۱
{۱,۳}‖ =

√
۵ ((۲۶ −۶) ب   ه

ب   ب   ی   ن   ی   د): ن   ی   ز را ۱۱ −۶ (ش   ک   ل داش   ت خ   واه   ی   م ب   گ   ی   ری   م ن   ظ   ر در  را xr = (−۱
r
,

۴
r
) و br = (

۱
r
,−۱

r
, ۰)

lim
r→+∞

‖xr − x̄‖۲

‖br − b̄‖∞
= lim

r→+∞

‖(−۱
r ,

۴
r )− (۰, ۰)‖۲

‖(−۱
r ,

۱
r , ۰)− (۰, ۰, ۰)‖∞

=
√

۱۷

.ⅽⅼⅿ S((c̄, b̄), x̄) =
√

۱۷ داش   ت خ   واه   ی   م ۱۵ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ و ع   ب   ارت ای   ن از

(b) ب   ه دس   ت آم   ده ب   الای ک   ران دوم   ی   ن ۱۱ −۶ ش   ک   ل

م   س   ئ   ل   ۀ ب   ه دس   ت ن   ی   ام   ده). ب   الای ک   ران (دوم   ی   ن ۹ .۶ م   ث   ال

π̄ = infx∈R۲ {x۱ + (
۱
۳
)x۲ s.t. x۱ ≥ ۰, x۱ +

۱
۲
x۲ ≥ ۰, x۱ + x۲ ≥ ۰, x۱ − x۲ ≥ ۰}



۱۴۵ پ   ای   داری ک   م   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل

ن   ی   ز و G(x̄) = {{۱, ۲}, {۱, ۳}, {۲, ۴}, {۳, ۴}} داری   م ای   ن   ک ب   گ   ی   ری   د. ن   ظ   ر در را

‖ A−۱
{۱,۲} ‖=

√
۱۷ , ‖ A−۱

{۱,۳} ‖=
√

۵ , ‖ A−۱
{۲,۴} ‖=

√
۱۷
۳

, ‖ A−۱
{۳,۴} ‖= ۱.

داش   ت: خ   واه   ی   م ک   ه ک   رد ب   ررس   ی م   ی ت   وان راب   ب   ی   ن   ی   د) [۴۴]) م   س   ت   ق   ی   م غ   ی   رس   ادۀ م   ح   اس   ب   ۀ ی   ک ازط   ری   ق دی   گ   ر، ط   رف از

ⅽⅼⅿS
(
(c̄, b̄), x̄

)
=
√

۵ < ‖ A−۱
{۱,۲} ‖ .

ح   ل پ   ذی   ری: ب   ه ن   س   ب   ت ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه م   رب   وط   ه). ق   ض   ی   ه ه   ای و (م   ن   اب   ع ۱۶ −۳ −۶ ی   ادآوری

ه   س   ت   ن   د. [۵۰] در ۶ و ۵ ،۲ ق   ض   ی   ه ه   ای ۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ وی   ژه ب   ه زی   رب   خ   ش، ای   ن در ق   ض   ی   ه ه   ای

.[۴۳] در ۱۶ ق   ض   ی   ه از اس   ت ع   ب   ارت ۱۱ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ ب   ه   ی   ن   ه: ج   واب ش   ب   ه–ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی وی   ژگ   ی

آرام ک   ه ۱۲ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ ی   اف   ت. [۴۲] در ۳ .۱ ق   ض   ی   ۀ در م   ی ت   وان را ۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ ب   ه   ی   ن   ه: ج   واب ب   ودن آرام

ب   الا ک   ران دوم   ی   ن .[۳۵] در ۳ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت ع   ب   ارت م   ی ک   ن   د، ش   ن   اس   ای   ی را ک   م   ی   ن   ه ش   ن   اس   ۀ ن   گ   اش   ت م   ج   زای ب   ودن

ب   اش   د. اوب   ی   ن   ی پ   ی   وس   ت   ۀ S ،[۳۷] در ۲ ن   ت   ی   ج   ۀ ب   رط   ب   ق ک   ه ب   ه ش   رط   ی ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ان   دازۀ ب   ا اس   ت ب   راب   ر (۳۰ −۶) در

اس   ت: ش   ده ث   اب   ت ENⅭ ت   ح   ت [۴۰ ،۳۹] در م   ی آی   د، ادام   ه در ک   ه ⅼip S(π̄, x̄) ب   ه م   رب   وط ع   ب   ارت

ⅼipS((c̄, b̄), x̄) = ⅼipSc̄
(
b̄, x̄
)
= lim sup (z,b)→(x̄,b̄)

fb(z)>۰

(
d۲(0n, ∂̂fb(z)

)−۱

آن در ک   ه

fb(z) := d∞
(
b, (Sc̄)−۱(z)),

fb ف   رش   ۀ زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل ده   ن   دۀ ن   م   ای   ش ∂̂fb(z) و ،(Sc̄)−۱(z) = {b ∈ C(T,R) : z ∈ S(c̄, b)}

م   ح   دب ت   واب   ع از م   ش   خ   ص   ی اخ   ت   لاف ب   رح   س   ب را fb م   ی ت   وان ENⅭ ب   ا ه   م   چ   ن   ی   ن ب   ه ع   لاوه، اس   ت. z در

.[۴۱] اس   ت م   ت   ک   ی ن   م   ادی   ن داده ه   ای روی م   س   ت   ق   ی   م ب   ه ط   ور ک   ه داد ن   م   ای   ش ⅽonvex(d.c.)

SⅭQ ف   رض ب   دون ح   تّ   ی ب   اش   د، م   ت   ن   اه   ی T ک   ه ب   ه ش   رط   ی اس   ت ب   رق   رار ه   م   واره ((c̄, b̄), x̄) در S ب   ودن آرام

در ۱Ⅾ. ۳ ق   ض   ی   ۀ ی   ا [۲۰۷] در  ۹ .۵۷ م   ث   ال (ه   م   چ   ن   ی   ن م   ی ش   ود ث   اب   ت [۲۰۴] از اس   ت   ف   اده ب   ا ق   ض   ی   ه ای   ن .b̄ در

از اس   ت ع   ب   ارت ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ای   ن (ی   ع   ن   ی gph S ت   ک   ه ای ب   ودن چ   ن   دج   م   ل   ه ای از پ   ی   ام   د ی   ک ب   ه ص   ورت .([۷۵]

چ   ن   دج   م   ل   ه ای م   ت   ن   اه   ی ح   ال   ت در gph L ک   ه م   ی ش   ود م   ش   اه   ده م   ی ش   ود. ن   ت   ی   ج   ه چ   ن   دج   م   ل   ه ای) م   ج   م   وع   ه ه   ای اج   ت   م   اع

ه   م   راه ۱۰ −۳ −۶ ق   ض   ی   ۀ از اس   ت   ف   اده ب   ا دی   گ   ر ازط   ری   ق م   ی ت   وان را ((c̄, b̄), x̄) در S ب   ودن آرام درن   ت   ی   ج   ه ک   ه اس   ت

م   س   ئ   ل   ه ه   ای ب   رای KKT ش   رای   ط زی   را آورد؛ ب   ه دس   ت SⅭQ ب   دون ح   تّ   ی روب   ی   ن   س   ن، پ   ی   ش   ی   ن م   ذک   ور ق   ض   ی   ۀ ب   ا

اس   ت. ب   رق   رار SⅭQ ب   دون ق   ی   د م   ت   ن   اه   ی ت   ع   داد ب   ا خ   ط   ی ب   رن   ام   ه ری   زی



ن   ی   م   ه−م   ت   ن   اه   ی خ   ط   ی ب   ه گ   زی   ن   ی در پ   س ب   ه   ی   ن   گ   ی ت   ج   زی   ه و ت   ح   ل   ی   ل ۱۴۶

.(ⅬSIO ک   م   ی م   س   ئ   ل   ه ه   ای پ   ای   داری در ح   ل ن   ش   ده م   س   ئ   ل   ۀ (دو ۱۷ −۳ −۶ ی   ادآوری

در ک   ه دی   دگ   اه   ی از ب   ودن ب   د−وض   ع ت   ا م   س   ئ   ل   ه ی   ک از ف   اص   ل   ه ه   ا م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای ک   ارا ع   ددی روش ه   ای .۱

گ   رف   ت. ق   رار م   وردب   ح   ث ۱ −۳ −۶ و ۱ −۲ −۶ ب   خ   ش ه   ای

T وق   ت   ی ک   ه ب   رای ب   ه وی   ژه ،S و F ب   ودن آرام و ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ان   دازه ه   ای م   ح   اس   ب   ۀ ب   رای ک   ارا ع   ددی روش ه   ای .۲

ب   اش   د. م   ت   ن   اه   ی
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ف   ارس   ی ب   ه ان   گ   ل   ی   س   ی واژه ن   ام   ۀ

A
Abnormal systems غ   ی   رع   ادی دس   ت   گ   اه ه   ای
Active constraints ف   ع   ال ق   ی   د ه   ای
Active ف   ع   ال
Affine hull ت   خ   ت پ   وس   ت   ۀ
Affine ت   خ   ت
Affinity along segments ط   ول در ب   ودن ت   خ   ت

پ   اره خ   ط ه   ا
Affinity cone ب   ودن ت   خ   ت م   خ   روط
Affinity on neighborhoods ب   ر ب   ودن ت   خ   ت

ه   م   س   ای   گ   ی ه   ا
Affinity on polytopes چ   ن   دوج   ه   ی ه   ا ب   ر ب   ودن ت   خ   ت
Affinity partition of the optimal value اف   راز

ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ت   خ   ت
Along درط   ول
Analytic ت   ح   ل   ی   ل   ی
Around ح   ول
Assumption ف   رض
Attainability of the consistency radius ق   اب   ل

ن   اس   ازگ   اری ش   ع   اع دس   ت   ی   اب   ی

Attainability ق   اب   ل دس   ت   ی   اب   ی – دس   ت   ی   اب   ی
Aubin continuity اوب   ی   ن   ی پ   ی   وس   ت   گ   ی

 B
Barrier ج   ری   م   ه
Behavior on polytopes روی دوم درج   ۀ رف   ت   ار

چ   ن   دوج   ه   ی ه   ا

Behavior رف   ت   ار
Boundary م   رز
Boundedness ب   ودن ک   ران دار
Bound ک   ران

C
Calculus of the consistency radius م   ح   اس   ب   ۀ

ن   اس   ازگ   اری ش   ع   اع

Calculus م   ح   اس   ب   ه ح   س   اب،

Calmness ب   ودن آرام

Calmness modulus ب   ودن آرام ان   دازۀ

Calmness of the optimal set م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن آرام
ب   ه   ی   ن   ه

Calmn آرام

Canonical م   ت   ع   ارف
Cardinality اص   ل   ی ع   دد
Center م   رک   ز
Characteristic م   ش   خ   ص   ه
Closed ب   س   ت   ه
Complementarity م   ک   م   ل   ی

Concave م   ق   ع   ر
Condition ح   ال   ت
Cone م   خ   روط
Conical م   خ   روط   ی
Consequently درن   ت   ی   ج   ه
Consistency س   ازگ   اری

۱۶۷
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Constraint ق   ی   د
Continuous dual پ   ی   وس   ت   ه دوگ   ان
Continuous پ   ی   وس   ت   ه
Converse ب   رع   ک   س
Converse strong duality ق   وی دوگ   ان   ی ب   رع   ک   س

Convex م   ح   دّب
Counterpart ه   م   ت   ا

D
Data set داده ه   ا م   ج   م   وع   ۀ
Degenerate ت   ب   اه   ی   ده
Density چ   گ   ال   ی
Derivative م   ش   ت   ق
Dimensional stability of the restricted پ   ای   داری

ت   ح   دی   د اب   ع   ادی
Dimensionally اب   ع   ادی ب   ه ط   ور
Directional ج   ه   ت   ی
Directions ج   ه   ت ه   ا
Distance to ill-posedness ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه

ب   ودن
Distance ف   اص   ل   ه
Domain دام   ن   ه
Dual دوگ   ان
Dual feasible دوگ   ان ش   دن   ی

Dual optimal value دوگ   ان ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار
Dual support دوگ   ان پ   ش   ت   ی   ب   ان

Duality دوگ   ان   ی

E
Epigraph ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ب   الای
Equibounded ) (not comparable) غ   ی   رق   اب   ل

م   ق   ای   س   ه
Equivalent م   ع   ادل

Estimation ب   رآورد س   ازی

Estimation of the optimal value م   ق   دار ب   رآورد
ب   ه   ی   ن   ه

Exact calmness درس   ت ب   ودن آرام

Existence وج   ود
Extended ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه

Extreme ف   ری   ن

F
Feasible set ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ
Feasible ش   دن   ی
Finite م   ت   ن   اه   ی
First lower bound پ   ای   ی   ن ک   ران اول   ی   ن

First moment گ   ش   ت   اور اول   ی   ن
Function ت   اب   ع

Fuzzy ف   ازی

G
Generalized ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه

General ک   ل   ی
Geometric ه   ن   دس   ی
Global ج   ام   ع

Global error condition rate خ   ط   ای ح   ال   ت ن   رخ
ج   ام   ع

Global error ج   ام   ع خ   ط   ای

Graph ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی

H

Homogeneous ه   م   گ   ن
Hull پ   وس   ت   ه
Hypo graph ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی
Hypo graphical ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی ب   ه ط   ور

I
Ill-posedness ب   د−وض   ع   ی
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Ill-posed ب   د−وض   ع

Immobile ح   رک   ت ب   دون
immobile w.r.t. the affine hull ح   رک   ت ب   دون

ت   خ   ت پ   وس   ت   ۀ ب   ه ن   س   ب   ت

inconsistent ن   اس   ازگ   ار
Index ش   اخ   ص
Inequality ن   ام   س   اوی
Inner داخ   ل   ی
Interior درون   ی

Isolated calmness م   ج   زا ب   ودن آرام

Isolated م   ج   زا

L
Level set ت   راز م   ج   م   وع   ۀ
Limit ح   د
Linearity ب   ودن خ   ط   ی
Linear خ   ط   ی
Lipschitz modulus ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی ان   دازۀ
Lipschitz-like ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی
Local error م   ح   ل   ی خ   ط   ای

Local robust duality م   ح   ل   ی اس   ت   وار دوگ   ان   ی
Local م   ح   ل   ی

Logarithmic ل   گ   اری   ت   م   ی
Lower semi -continuity پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ
Lower پ   ای   ی   ن   ی
lsc hull ⅼsⅽ پ   وس   تۀ

M

Mapping ن   گ   اش   ت
Marginal ح   اش   ی   ه ای
Maximal optimal ب   ی   ش   ی   ن   ه ب   ه   ی   ن   ه
Maximal ب   ی   ش   ی   ن   ه
Membership ع   ض   وی   ت

Metric projection م   ت   ری ت   ص   وی   ر
Metric regularity م   ت   ری ب   ودن م   ن   ظ   م

Modulus ان   دازه

N
non-degenerate ن   ات   ب   اه   ی   ده
non-homogeneous ن   اه   م   گ   ن
Number ت   ع   داد

O
Optimal set ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ
Optimal set in LO درب   ه   ی   ن   ه س   ازی ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ

خ   ط   ی
Optimal value ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار
Optimality ب   ه   ی   ن   گ   ی
Optimal ب   ه   ی   ن   ه
Optimistic خ   وش ب   ی   ن   ان   ه
Optimistic counterpart خ   وش ب   ی   ن   ان   ه ه   م   ت   ای
Orthogonal م   ت   ع   ام   د
Outer خ   ارج   ی

P
Partial ج   زئ   ی
Partition اف   راز
Perturbations پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا
Point ن   ق   ط   ه
Pointed ن   وک دار
Polytopes ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ه   ای
Positive polar م   ث   ب   ت ق   ط   ب   ی
positively م   ث   ب   ت ب   ه ط   ور
Primal feasible اول   ی   ه ش   دن   ی
Primal support اول   ی   ه پ   ش   ت   ی   ب   ان
Primal-dual اول   ی   ه–دوگ   ان
Primal اول   ی   ه
Problem م   س   ئ   ل   ه
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Projection ت   ص   وی   ر
Property وی   ژگ   ی
Proper س   ره
Pseudo-Lipschitz ن   م   ا، ل   ی   پ ش   ی   ت   س

ش   ب   ه–ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی

Q

Quadratic دوم درج   ۀ

Qualification ک   ی   ف   ی   ت

Quasi concave ش   ب   ه −م   ق   ع   ر

Quasi convex ش   ب   ه−م   ح   دّب

R
Radius ش   ع   اع

Ranking رت   ب   ه ب   ن   دی
Recession دورش   ون   ده
Regularity ب   ودن م   ن   ظ   م

Reinforced ت   ق   وی   ت ش   ده
Reinforced system ت   ق   وی   ت ش   ده دس   ت   گ   اه
Relative boundary ن   س   ب   ی م   رز
Relative interior ن   س   ب   ی درون
Relative ن   س   ب   ی
Restricted ت   ح   دی   د
Robust counterpart اس   ت   وار ه   م   ت   ای
Robust dual (optimistic counterpart) دوگ   ان

خ   وش ب   ی   ن   ان   ه) (ه   م   ت   ای اس   ت   وار

Robust moment اس   ت   وار گ   ش   ت   اور
Robust اس   ت   وار

S
Saddle زی   ن   ی
Scenario وض   ع   ی   ت
Second moment گ   ش   ت   اور دوم   ی   ن
Second دوم

Segments ق   ط   ع   ه ه   ا
Selection ان   ت   خ   اب
Semi-continuous ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه
Semi-infinite ن   ی   م   ه–ن   ام   ت   ن   اه   ی
Sense دی   دگ   اه
Sequence دن   ب   ال   ه
Set -valued function م   ج   م   وع   ه ای ت   اب   ع

Set م   ج   م   وع   ه
Slack ک   م   ک   ی
Solution ج   واب
Solvability ح   ل پ   ذی   ری
Space of parameters پ   ارام   ت   ره   ا ف   ض   ای
Stability پ   ای   داری
Stable پ   ای   دار
Strictly continuous پ   ی   وس   ت   ه اک   ی   د ب   ه ط   ور

Strictly convex م   ح   دّب اک   ی   د ب   ه ط   ور
strictly اک   ی   د ب   ه ط   ور
Strong duality ق   وی دوگ   ان   ی
Strong ق   وی
Strongly inconsistent ن   اس   ازگ   ار ق   وی ب   ه ط   ور
Strongly unique ی   ک   ت   ا ق   وی ب   ه ط   ور
Subdifferential زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل
Sublevel زی   رت   راز
Subspace زی   رف   ض   ا
Super linear زب   رخ   ط   ی
Support پ   ش   ت   ی   ب   ان
System دس   ت   گ   اه

T
Theorem ق   ض   ی   ه
Totally ill-posed ک   ل   ی ب   د−وض   ع

Tractability ق   اب   ل پ   ی   گ   ی   ری
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Trivial ب   دی   ه   ی

U

Uncertain (ن   ای   ق   ی   ن   ی) ن   ق   ی   ن   ی

Undesirable situation ن   ام   ط   ل   وب ح   ال   ت
Uniform ی   ک   ن   واخ   ت
Uniqueness ی   ک   ت   ای   ی
Universal ج   ه   ان   ی
Upper semi-continuous (usc) ن   ی   م   ه–پ   ی   وس   ت   ه

ب   الای   ی
usc hull usⅽ پ   وس   تۀ

V

Value م   ق   دار
Value-at-Risk م   ق   دار−در−خ   ط   ر

W
w.r.t (with respect to) ب   ه ن   س   ب   ت
Weak ض   ع   ی   ف
well-posedness ب   ودن خ   وش−وض   ع

Well-posed خ   وش–وض   ع
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ان   گ   ل   ی   س   ی ب   ه ف   ارس   ی واژه ن   ام   ۀ

ا
Robust اس   ت   وار
Partition اف   راز
Affinity partition of the ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ت   خ   ت اف   راز
optimal value
Selection ان   ت   خ   اب
Modulus ان   دازه
Calmness modulus ب   ودن آرام ان   دازۀ
Lipschitz modulus ل   ی   پ ش   ی   ت   س ان   دازۀ
First lower bound پ   ای   ی   ن ک   ران اول   ی   ن
First moment گ   ش   ت   اور اول   ی   ن
Primal اول   ی   ه
Primal-dual اول   ی   ه–دوگ   ان
Calmn آرام
Isolated calmness م   ج   زا ب   ودن آرام
Calmness ب   ودن آرام
Exact calmness درس   ت ب   ودن آرام
Calmness of the optimal ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن آرام
set

ب
Epigraph ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی ب   الای
Ill-posed ب   د−وض   ع
Ill-posedness ب   ودن ب   د−وض   ع
Immobile ح   رک   ت ب   دون
Immobile خ   ط   ی پ   وس   ت   ۀ ب   ه ن   س   ب   ت ح   رک   ت ب   دون
w.r.t. the affine hull
Trivial ب   دی   ه   ی
Estimation of the optimal ب   ه   ی   ن   ه م   ق   دار ب   رآورد
value
Estimation ب   رآورد
Converse ب   رع   ک   س
Converse strong duality ق   وی دوگ   ان   ی ب   رع   ک   س
Closed ب   س   ت   ه
Total ill-posedness ب   ودن ب   د–وض   ع ب   ه ک   ل   ی

Totally ill-posed ب   د−وض   ع ب   ه ک   ل   ی
Strongly unique ی   ک   ت   ا ق   وی ب   ه ط   ور
Dimensionally اب   ع   ادی ب   ه ط   ور
Strictly اک   ی   د ب   ه ط   ور
Hypographical ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی ب   ه ط   ور
Strongly inconsistent ن   اس   ازگ   ار ق   وی ب   ه ط   ور
Strictly continuous پ   ی   وس   ت   ه اک   ی   د ب   ه ط   ور
Strictly convex م   ح   دّب اک   ی   د ب   ه ط   ور
Positively م   ث   ب   ت ب   ه ط   ور
Optimality ب   ه   ی   ن   گ   ی
Optimal ب   ه   ی   ن   ه
Maximal-optimal ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ه
Maximal ب   ی   ش   ی   ن   ه

پ
Stable پ   ای   دار
Dimensional stability of ت   ح   دی   د اب   ع   ادی پ   ای   دار
the restricted
Stability پ   ای   داری
Lower پ   ای   ی   ن   ی
Perturbations پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ا
Support پ   ش   ت   ی   ب   ان
Dual support دوگ   ان   ی پ   ش   ت   ی   ب   ان
Primal support اول   ی   ه پ   ش   ت   ی   ب   ان
lsc Hull پ   ای   ی   ن   ی) ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه (پ   وس   ت   ۀ ⅼsⅽ پ   وس   ت   ۀ
usc Hull ب   الای   ی) ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ه (پ   وس   ت   ۀ usⅽ پ   وس   ت   ۀ
Affine hull ت   خ   ت پ   وس   ت   ۀ
Dual continuous دوگ   ان پ   ی   وس   ت   ۀ
Aubin continuity اوب   ی   ن   ی پ   ی   وس   ت   گ   ی
Continuous پ   ی   وس   ت   ه

ت
Function ت   اب   ع
Set -valued function م   ج   م   وع   ه ای ت   اب   ع
Degenerate ت   ب   اه   ی   ده
Restricted ت   ح   دی   د
Analytic ت   ح   ل   ی   ل   ی

۱۷۳
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Affine ت   خ   ت
Affinity along پ   اره خ   ط ه   ا ط   ول در ب   ودن ت   خ   ت
segments
Affinity on ه   م   س   ای   ه ه   ا روی ب   ودن ت   خ   ت
neighborhoods
Affinity ک   ران دار چ   ن   د وج   ه   ی ه   ای روی ب   ودن ت   خ   ت
on polytopes
Projection ت   ص   وی   ر
Metric projection م   ت   ری ت   ص   وی   ر
Generalized ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه
Extended ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه
Reinforced ت   ق   وی   ت ش   ده

ج
Global ج   ام   ع
Barrier ج   ری   م   ه
Partial ج   زئ   ی
Solution ج   واب
Universal ج   ه   ان   ی
Directions ج   ه   ت ه   ا
Directional ج   ه   ت   ی

چ
Density چ   گ   ال   ی
Polytopes ک   ران دار چ   ن   دوج   ه   ی ه   ای

ح
Marginal ح   اش   ی   ه ای
Condition ح   ال   ت
Undesirable situation ن   ام   ط   ل   وب ح   ال   ت
Limit ح   د
Calculus م   ح   اس   ب   ه – ح   س   اب
Solvability ح   ل پ   ذی   ری
Around ح   ول

خ
Outer خ   ارج   ی
Global error ج   ام   ع خ   ط   ای
Linear خ   ط   ی
Linearity ب   ودن خ   ط   ی
Well-posed خ   وش−وض   ع
Well-posedness ب   ودن خ   وش−وض   ع

د
Inner داخ   ل   ی
Domain دام   ن   ه
Quadratic دوم درج   ۀ

Along ام   ت   داد در ط   ول، در
Consequently درن   ت   ی   ج   ه
Relative interior ن   س   ب   ی درون
Interior درون   ی
System دس   ت   گ   اه
Reinforced system ت   ق   وی   ت ش   ده دس   ت   گ   اه
Abnormal systems غ   ی   رع   ادی دس   ت   گ   اه  ه   ای
Attainability دس   ت   ی   اب   ی پ   ذی   ر – دس   ت   ی   اب   ی
Attainability of the س   ازگ   اری ش   ع   اع دس   ت   ی   اب   ی
consistency radius
Sequence دن   ب   ال   ه
Recession دورش   ون   ده
Robust dual خ   وش ب   ی   ن   ان   ه) (ه   م   ت   ای اس   ت   وار دوگ   ان
(optimistic counterpart)
Duality دوگ   ان   ی
Local robust duality م   ح   ل   ی اس   ت   وار دوگ   ان   ی
Strong duality ق   وی دوگ   ان   ی
Second دوم
Second moment گ   ش   ت   اور دوم   ی   ن
Sense دی   دگ   اه

ز
Super linear زب   رخ   ط   ی
Sublevel زی   رت   راز
Subdifferential زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل
Subspace زی   رف   ض   ا
Hypo graph ن   م   ای   ش زی   رم   ن   ح   ن   ی
Saddle زی   ن   ی

س
Consistency س   ازگ   اری
Proper س   ره

ش
Index ش   اخ   ص
Quasi convex م   ح   دّب ش   ب   ه
Quasi concave م   ق   ع   ر ش   ب   ه
Feasible ش   دن   ی
Primal feasible اول   ی   ه ش   دن   ی
Dual feasible دوگ   ان ش   دن   ی
Radius ش   ع   اع

ض
Weak ض   ع   ی   ف

ع
Number ت   ع   داد − ع   دد



۱۷۵ ان   گ   ل   ی   س   ی ب   ه ف   ارس   ی واژه ن   ام   ۀ

Cardinality اص   ل   ی ع   دد
Membership ع   ض   وی   ت

غ
Equibounded (not comparable) م   ق   ای   س   ه غ   ی   رق   اب   ل

ف
Fuzzy ف   ازی
Distance ف   اص   ل   ه
Distance to ب   ودن ب   د–وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه
ill-posedness
Assumption ف   رض
Extreme ف   ری   ن
Space of parameters پ   ارام   ت   ره   ا ف   ض   ای
Active ف   ع   ال

ق
Tractability ش   دن رام ق   اب   ل
Theorem ق   ض   ی   ه
Positive polar م   ث   ب   ت ق   ط   ب   ی
Segments ق   ط   ع   ه ه   ا
Strong ق   وی
Constraint ق   ی   د
Active constraints ف   ع   ال ق   ی   د ه   ای

ک
Bound ک   ران
General ک   ل   ی
Slack ک   م   ک   ی
Qualification ک   ی   ف   ی   ت

گ
Robust moment اس   ت   وار گ   ش   ت   اور

ل
Lipschitz-like ل   ی   پ ش   ی   ت   س−م   ان   ن   د
Pseudo-Lipschitz ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی

م
Canonical م   ت   ع   ارف
Orthogonal م   ت   ع   ام   د
Finite م   ت   ن   اه   ی
Isolated م   ج   زا
Optimal set ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ
Optimal set in LO ⅬO در ب   ه   ی   ن   ه م   ج   م   وع   ۀ
Level set ت   راز م   ج   م   وع   ۀ
Data set داده ه   ا م   ج   م   وع   ۀ

Feasible set ش   دن   ی م   ج   م   وع   ۀ
Calculus of the س   ازگ   اری ش   ع   اع م   ح   اس   ب   ۀ
consistency radius
Convex م   ح   دّب
Local م   ح   ل   ی
Cone م   خ   روط
Affinity cone ب   ودن ت   خ   ت م   خ   روط
Conical م   خ   روط   ی
Boundary م   رز
Relative boundary م   رزن   س   ب   ی
Center م   رک   ز
Derivative م   ش   ت   ق
Characteristic Equivalentم   ش   خ   ص   ه م   ع   ادل
Value م   ق   دار
Value-at-Risk م   ق   دار−در−خ   ط   ر
Dual optimal value دوگ   ان ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار
Concave م   ق   ع   ر
Complementary م   ک   م   ل   ی
Graph ن   م   ای   ش م   ن   ح   ن   ی
Regularity ب   ودن م   ن   ظ   م
Metric regularity م   ت   ری ب   ودن م   ن   ظ   م

ن
Non-degenerate ن   ات   ب   اه   ی   ده
Inconsistent ن   اس   ازگ   ار
Inequality ن   ام   س   اوی
Non-homogeneous ن   اه   م   گ   ن
Global error condition ج   ام   ع خ   ط   ای ح   ال   ت ن   رخ
rate

W.R.T (with respect to) ب   ه ن   س   ب   ت
Relative ن   س   ب   ی
Uncertain (ن   ای   ق   ی   ن   ی) ن   ق   ی   ن   ی
Mapping ن   گ   اش   ت
Pointed ن   وک دار
Upper (usⅽ) ب   الای   ی ن   ی   م   ه–پ   ی   وس   ت   ۀ
semicontinuous (usc)
Lower (ⅼsⅽ) پ   ای   ی   ن   ی ن   ی   م   ه– پ   ی   وس   ت   ۀ
semicontinuous (lsc)
Semi-infinite ن   ی   م   ه–ن   ام   ت   ن   اه   ی

و
Existence وج   ود
Scenario وض   ع   ی   ت
Property وی   ژگ   ی

ه
Counterpart ه   م   ت   ا
Robust counterpart اس   ت   وار ه   م   ت   ای
Optimistic counterpart خ   وش ب   ی   ن   ان   ه ه   م   ت   ای
Homogeneous ه   م   گ   ن
Geometric ه   ن   دس   ی

ی
Uniqueness ی   ک   ت   ای   ی
Uniform ی   ک   ن   واخ   ت



ن   م   ای   ه

ا
۱۳۸ ،۱۳۱ ،۱۲۹ ،۱۲۰ ب   ودن، آرام

۱۳۹ ش   ن   اس   ه، ن   گ   اش   ت م   ج   زای ب   ودن آرام
۳۹ اس   ت   وار، آم   اره   ای

۲۷ ب   ه   ی   ن   ه، اف   راز
۸۲ ،۸۱ ب   ه   ی   ن   ه−ب   ی   ش   ی   ن   ه، اف   راز
۲۸ ،۲۷ ب   ی   ش   ی   ن   ه−ب   ه   ی   ن   ه، اف   راز

۸۱ ،۸۰ ت   خ   ت، اف   راز
۶۳ درون   ی، ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م

۶۳ م   رک   زی، ب   رش ص   ف   ح   ۀ ال   گ   وری   ت   م
۱۱۷ ب   ودن، آرام ان   دازۀ

۱۲۵ ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی، ان   دازۀ
۲۶ ات   م   ی، ن   ام   ن   ف   ی ان   دازه ه   ای

ب
۱۴ ن   م   ای   ش، م   ن   ح   ن   ی ب   الای

۶۶ اول   ی   ه، م   ق   دار ب   دت   ری   ن
۵۲ ب   دط   رح   ی،

۱۱۲ ب   د−وض   ع،
۱۶ زی   رم   ج   م   وع   ه، ی   ک ب   س   ت

۵۱ ب   ودن، ب   س   ت   ه
۷۳ ت   ق   ری   ب، ب   ه   ت   ری   ن

۱۷ ن   اس   ازگ   ار، ق   وی ب   ه ط   ور
۵۰ ه   م   گ   ن، م   ث   ب   ت ب   ه ط   ور

۷۳ ، م   ح   دّب اس   ت   وار ب   ه گ   زی   ن   ی

۹۳ ت   خ   ت، پ   وس   ت   ۀ ب   ی ح   رک   ت   ی

پ
۱۳۷ ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی، ق   وی پ   ای   داری

۱۴ ن   م   ای   ش، م   ن   ح   ن   ی پ   ای   ی   ن
۷۳ ت   اب   ع، پ   ش   ت   ی   ب   ان

۴۵ ،ⅼsⅽ پ   ای   ی   ن   ی پ   وس   ت   ۀ
۱۶ (آف   ی   ن   ی)، ت   خ   ت پ   وس   ت   ۀ

۱۷ م   ح   دّب، پ   وس   ت   ۀ
۶۳ درون   ی، ن   ق   ط   ۀ ق   ی   د ت   ول   ی   د ال   گ   وری   ت   م پ   ی   چ   ی   دگ   ی

۷۴ ق   ی   دی، دس   ت   گ   اه پ   ی   وس   ت   گ   ی
۱۴۵ اوب   ی   ن   ی، پ   ی   وس   ت   ۀ

۱۳۷ ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی، پ   ی   وس   ت   ۀ

ت
۲۲ ،۱۴ ح   اش   ی   ه ای، ت   اب   ع
۴۵ ، ع   ض   وی   ت درج   ۀ ت   اب   ع

۸۷ دوخ   ط   ی، ت   اب   ع
۸۰ ، زب   رخ   ط   ی ت   اب   ع

۲۳ ،۱۸ ک   م   ک   ی، ت   اب   ع
۸۶ ، م   ش   خ   ص   ه ت   اب   ع

۵۰ ب   ه   ی   ن   ه، م   ق   دار ت   اب   ع
۷۹ ، ϑ م   ق   ع   ر ت   اب   ع

۸۰ ، م   ح   دّب م   ث   ب   ت ه   م   گ   ن ت   اب   ع
۱۲۷ ، پ   ی   وس   ت   ه پ   ری   ش   ی   دگ   ی ه   ای ت   ح   ت

۱۷۶



۱۷۷ ن   م   ای   ه

۷۸ ،ϑ ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   ادی   ر ت   واب   ع ت   ح   دی   د
۴۶ رت   ب   ه ب   ن   دی، ت   واب   ع

ج
۴۹ ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ه، ف   اص   ل   ۀ ج   ع   ب   ۀ

۳۱ ،S ن   زدی   ک   ی در ن   ام   ط   ل   وب ش   دن ج   م   ع
۶۳ ε−ب   ه   ی   ن   ه، ج   واب
۲۷ م   ک   م   ل   ی، ج   واب

۲۷ زوج، م   ک   م   ل   ی ج   واب

چ
۱۸ ت   خ   ت، چ   ن   دگ   ون   ۀ

خ
۱۱۲ خ   وش−وض   ع،

د
۷۸ ، دوگ   ان ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار م   ؤث   ر دام   ن   ۀ

۱۰۵ ت   وپ   ول   وژی   ک   ی، درون
۱۶ ن   س   ب   ی، درون

۸۰ ، وج   ه   ک ی   ک ن   س   ب   ی درون
۱۵ والادی   ر، دس   ت   ور
۶۴ اس   ت   وار، دوگ   ان

۲۵ لاگ   ران   ژی، دوگ   ان
۲۵ دوگ   ان ه   ار،

۶۷ م   ح   ل   ی، اس   ت   وار دوگ   ان   ی
۲۶ ض   ع   ی   ف، دوگ   ان   ی

۲۶ ای   ن   ف   م   ک   س، ق   وی دوگ   ان   ی
۲۶ ب   رع   ک   س، ق   وی دوگ   ان   ی

ر
۷۰ اس   ت   وار، ه   م   ت   ای رام ش   دن

۴۹ رام ش   دن   ی،

۴۸ ع   ددی، رام ش   دن   ی
۳۶ ه   ن   دس   ی، م   رک   زی ب   رش ص   ف   ح   ۀ روش

۳۰ ش   ب   ک   ه، گ   س   س   ت   ه س   ازی روش ه   ای

ز
۸۹ دوگ   ان، زوج زب   رس   ازگ   اری

۱۵ ، ت   اب   ع زی   رت   راز
۱۵ زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل،

۱۴۵ ، ف   رش   ه زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل
۴۵ ت   اب   ع، م   ق   ع   ر زی   ردی   ف   ران   س   ی   ل

س
۷۰ ،۶۸ اس   ت   وار، ه   م   ت   ای س   ازگ   اری

۱۰۴ وورون   وی   ی، س   ل   ول
۱۲۵ ق   ی   دی، ان   ح   راف ه   ای س   وپ   ری   م   م

۲۷ س   ه اف   رازه،

ش
۱۳۱ م   ج   ان   ب   ی، ب   ه   ی   ن   گ   ی ش   رط

۱۳۶ ن   ورن   ب   رگ   ر، ت   ع   م   ی   م ی   اف   ت   ۀ ش   رط
۲۰ ک   اروش− ک   ه   ن− ت   اک   ر، ش   رط

۲۱ م   ک   م   ل   ی، ش   رط
۶۸ اس   ت   وار، ه   م   ت   ای س   ازگ   اری ش   ع   اع

۲۸ ف   ری   ن، ش   ع   اع
۲۶ ص   ف   ردوگ   ان   ی، ش   ک   اف

ص
۳۰ ب   رش، ص   ف   ح   ۀ

ف
۱۲۰ ب   ودن، ب   د−وض   ع ت   ا ف   اص   ل   ه

۷۲ ب   ودن، چ   گ   ال ف   رض
۵۱ ش   ب   ه م   ت   ری، ف   ض   اه   ای
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ق
۶۹ س   ازگ   اری، ش   ع   اع دس   ت   ی   اب   ی ق   اب   ل   ی   ت

اض   اف   ی ض   ع   ف و H−ⅼsⅽ وی   ژگ   ی اض   اف   ی ق   درت
۱۰۳ ،H−usⅽ وی   ژگ   ی

۱۳۳ ش   ع   اع   ی، ق   ض   ی   ۀ
۱۶ م   ح   دّب، م   خ   روط ی   ک م   ث   ب   ت ق   ط   ب

ک
۷۴ ،FR ب   ع   د ب   ودن ک   ام   ل
۱۲۰ ج   ام   ع، خ   ط   ای ک   ران
۱۱۶ م   ح   ل   ی، خ   ط   ای ک   ران

۶۳ ب   ه   ی   ن   ه، م   ج   م   وع   ۀ ب   ودن ک   ران دار
۱۲۵ ،۱۹ ق   ی   دی، ک   ی   ف   ی   ت

م
۱۱۶ ژاک   وب   ی، م   ات   ری   س

۴۶ ف   ازی، اع   داد م   ج   م   وع   ۀ
۶۸ ن   م   ای   ش، زی   رم   ن   ح   ن   ی م   ج   م   وع   ۀ
۲۹ ف   ع   ال، ش   اخ   ص ه   ای م   ج   م   وع   ۀ

۱۸ ف   ع   ال، ق   ی   د ه   ای م   ج   م   وع   ۀ
۶۴ ن   ق   ی   ن   ی، م   ج   م   وع   ۀ

۷۸ ب   ه   ی   ن   ه، م   ج   م   وع   ه ه   ای
۲۷ ، پ   ش   ت   ی   ب   ان م   ج   م   وع   ه ه   ای

۲۶ ب   ورل، ن   ام   ن   ف   ی م   ن   ظ   م ان   دازه ه   ای م   خ   روط
۱۲۳ ب   س   ت   ه، م   خ   روط
۸۰ ت   خ   ت، م   خ   روط

۱۸ ش   دن   ی، ج   ه   ت ه   ای م   خ   روط
۱۶ دورش   ون   ده، م   خ   روط

۱۸ ف   ع   ال، م   خ   روط
۷۳ ،۱۷ اول، گ   ش   ت   اور م   خ   روط

۱۵ م   ث   ب   ت، م   خ   روط
۷۰ ،۶۸ ،۱۷ م   ش   خ   ص   ه، م   خ   روط

۱۸ ،۱۶ ن   وک دار، م   خ   روط
۵۰ ب   ازم   کّ   م   ل، م   خ   روط ه   ای

۲۳ ش   دن   ی، وج   ه   ت ه   ای ف   ع   ال م   خ   روط ه   ای
۱۶ ن   س   ب   ی، م   رز

۱۶ زی   رم   ج   م   وع   ه، ی   ک م   رز
۷۳ چ   ن   ده   دف   ه، اس   ت   وار م   س   ئ   ل   ۀ
۳۰ ، ج   ام   ع ب   ه گ   زی   ن   ی م   س   ئ   ل   ۀ
۲۵ لاگ   ران   ژی، دوگ   ان م   س   ئ   ل   ۀ

۲۵ دوگ   ان ه   ار، م   س   ئ   ل   ۀ
۷۹ ، س   ازگ   ار م   س   ئ   ل   ۀ

۷۸ دوگ   ان، ت   اب   ع ب   ه   ی   ن   ۀ م   ق   دار
۱۴ ن   م   ای   ش، م   ن   ح   ن   ی

۱۱۳ ب   ودن، م   ن   ظ   م
۱۳۷ م   ت   ری، ق   وی ب   ودن م   ن   ظ   م

۱۲۵ م   ت   ری، ب   ودن م   ن   ظ   م
۲۸ ی   ک   ت   ا، م   ول   د

ن
۸۹ ب   ودن، ت   خ   ت ن   اح   ی   ه ه   ای
۷۴ اس   ت   وار، دوگ   ان   ی ن   ظ   ری   ۀ

۹۳ ان   ب   اش   ت   گ   ی، ن   ق   ط   ۀ
۲۰ ع   ط   ف، ن   ق   ط   ۀ

۱۷ ت   ص   وی   ر، ن   گ   اش   ت
۱۱۳ م   ج   م   وع   ه ای، ن   گ   اش   ت

۶۸ ،۶۷ ن   ق   ی   ن   ی، م   ج   م   وع   ه ای ن   گ   اش   ت
۱۰۱ ب   الای   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی

۱۳۳ ،۱۰۳ پ   ای   ی   ن   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   گ   ی
۵۱ ب   الای   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ
۵۱ پ   ای   ی   ن   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ

۹۱ خ   ارج   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ
۹۱ داخ   ل   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ

۱۱۴ درون   ی، ن   ی   م   ه−پ   ی   وس   ت   ۀ



۱۷۹ ن   م   ای   ه

و
۴۴ وض   ع   ی   ت،

۱۲۴ ،۱۱۶ ش   ب   ه−ل   ی   پ ش   ی   ت   س   ی، وی   ژگ   ی
۲۰ ن   ام   ط   ل   وب، وی   ژگ   ی

۵۰ پ   ای   داری، م   ط   ل   وب وی   ژگ   ی ه   ای

ه
۶۴ ب   دب   ی   ن   ی)، (ی   ا اس   ت   وار ه   م   ت   ای

۶۴ پ   ارام   ت   ری، اس   ت   وار ه   م   ت   ای
۷۰ ن   ق   ی   ن   ی، ت   ح   ت اس   ت   وار ه   م   ت   ای

۶۷ ب   دب   ی   ن   ان   ه، ه   م   ت   ای
۶۶ ،۶۴ خ   وش ب   ی   ن   ان   ه، ه   م   ت   ای

۹۳ ت   وپ   ول   وژی   ک   ی)، (پ   ای   داری اس   ت ری   خ   ت ه   م   س   ان
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