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اعداد از عضوي n مجموعه دو {b۱, . . . , bn} و {a۱, . . . , an} و باشد طبيعي عددي n كنيد فرض (۷
كنيد ثابت ،

n∑
i=۱

|ai − t| ≤
n∑

i=۱
|bi − t| باشيم داشته t حقيقي عدد هر براي اگر باشند. حقيقي

n∑
i=۱

ai =
n∑

i=۱
bi

داريم بگيريم min{a۱, . . . , an, b۱, . . . , bn} مساوي يا كوچكتر را t اگر پاسخ:
n∑

i=۱
(ai − t) ≤

n∑
i=۱

(bi − t)

بنابراين
n∑

i=۱
ai ≤

n∑
i=۱

bi.

داريم بگيريم max{a۱, . . . , an, b۱, . . . , bn} مساوي يا بزرگتر را t اگر همچنين
n∑

i=۱
t− ai ≤

n∑
i=۱

t− bi

بنابراين
n∑

i=۱
bi ≤

n∑
i=۱

ai

مي شود. ثابت حكم پس
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پوچتوان ماتريس يك A−A۲ اگر باشد. حقيقي درايه هاي با مربعي ماتريس يك A كنيد فرض (۸
برابرند. A۲ و A مشخصه چندجمله اي هاي كنيد ثابت باشد،

مقادير همه λ۲۱, . . . , λ
۲
n آن گاه باشند تكرار احتساب با A ويژه مقادير همه λ۱, . . . , λn اگر پاسخ:

هستند. تكرار احتساب با A−A۲ ويژه مقادير همه λ۱−λ۲۱, . . . , λn−λ۲n و تكرار احتساب با A۲ ويژه
نتيجه در λi − λ۲i = ۰ ،i هر ازاي به پس صفرند آن ويژه مقادير تمام است پوچتوان A−A۲ چون
يعني A۲ مشخصه چندجمله اي با

n∏
i=۱

(x − λi) يعني A مشخصه چندجمله اي بنابراين .λi = λ۲i

است. برابر
n∏

i=۱
(x− λ۲i )
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خاصيت اين داراي T : X → X پيوسته تابع باشد. فشرده متريك فضاي يك (X, d) كنيد فرض (۹
كه دارد وجود n طبيعي عدد x, y ∈ X متمايز نقطه دو هر براي كه است
،T n از (منظور .T (x∗) = x∗ كه دارد وجود x∗ ∈ X كنيد ثابت .d(T n(x), T n(y)) < d(x, y)

است.) خودش با T تركيب بار n

به توجه با بگيريد. نظر در را φ(x) = d(x, T (x)) ضابطه با φ : X → [۰,+∞) تابع پاسخ:
وجود x∗ ∈ X نقطه ،X فشردگي دليل به است. پيوسته تابعي φ ،d متريك و T تابع پيوستگي

كه دارد
φ(x∗) = min{φ(x) : x ∈ X}

كه يافت n ∈ N مي توان مسأله فرض طبق و T (x∗) ̸= x∗ ،φ(x∗) > ۰ اگر حال
d(T n(x∗), T

n(T (x∗)) < d(x∗, T (x∗))

كه φ(x∗) = ۰ بنابراين دارد. تناقض φ(x∗) بودن مينيمم با كه φ(T n(x∗)) < φ(x∗) يعني اين
.T (x∗) = x∗ معادلاً و d(x∗, T (x∗)) = ۰ مي دهد نتيجه
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يا ۱ ،۰ مولفه هاي با n طول به بردارهاي همه مجموعه  A و طبيعي عددي ۲ ≤ n كنيد فرض (۱۰
تعداد با برابر را y و x فاصله A در y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) بردار دو هر براي باشد. ∗
كه A اعضاي تعداد بيشترين كنيد ثابت .{xi, yi} = {۰,۱} كه مي كنيم تعريف n تا ۱ بين هاي i

.۳× ۲n−۲ با است برابر است n− ۱ حداكثر و ۱ حداقل آن ها دو به دو فاصله 

باشند. داشته n − ۱ حداكثر و ۱ حداقل فاصله دو به دو F اعضاي و F ⊂ A كنيد فرض پاسخ:
بردارهايي همه از متشكل F∗ زيرمجموعه مي كنيم. افراز F ′ و F∗ زيرمجموعه دو به را F مجموعه
در بردارهايي همه از متشكل F ′ زيرمجموعه و است ∗ آنها مولفه هاي از يكي حداقل كه است F در

نيست. ∗ آنها مولفه  هاي از كدام هيچ كه است F
است برداري (۱x) ۰

x بردار مي سازيم. زير شكل به را ۱
x و ۰

x متمايز بردار دو F∗ در x بردار هر براي
مي آيد. بدست x در ∗ مولفه هاي به جاي (۱) ۰ دادن قرار با كه

{۰
y,

۱
y} ∩ {۰

x,
۱
x} = ∅ آن گاه y ∈ F∗ و y ̸= x اگر ادعا:

كه دارد وجود i مانند مولفه اي پس است ۱ حداقل y و x فاصله و x ̸= y چون ادعا: برهان
درايه هاي كه است روشن تعريف، به توجه با لذا هستند. ۱ ديگري و ۰ يكي y و x i-ام درايه هاي
مي شود. تاييد ادعا صحت پس هستند. ۱

y و ۰
y i-ام درايه هاي از متفاوت و بوده يكسان ۱

x و ۰
x i-ام

داريم ∪
x∈F∗

{۰
x,

۱
x} مجموعه اعضاي تعداد شمارش با نتيجه در

۲|F∗| ≤ |{۰,۱}n \ F ′| = ۲n − |F ′|.

يكي فقط آن متمم و {۰,۱}n در بردار هر بين از ،F مجموعه ي تعريف به توجه با ديگر، طرف از
با y مانند يكتايي بردار ،۱ و ۰ مولفه هاي با x بردار يك متمم از (منظور باشد. F ′ در مي تواند

.|F ′| ≤ ۲n−۱ بنابراين باشد.) n برابر x با y فاصله كه است ۱ و ۰ مولفه هاي
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داريم اكنون
۲|F| = ۲(|F∗|+ |F ′|) ≤ ۲n − |F ′|+ ۲|F ′|

≤ ۲n + |F ′|

≤ ۲n + ۲n−۱

= ۶× ۲n−۲.

همه افتد مي اتفاق آنها براي ۳×۲n−۲ كران كه دارد وجود بردارها از مجموعه اي اينكه اثبات براي
و هستند (۱,۱), (۱,۰), (۰, ∗) شكل به آنها دوم و اول مولفه كه بگيريد نظر در را تايي n بردارهاي
بردارها اين همه تعداد بيايد) مولفه ها اين در ۱ يا ۰ (فقط ندارد ستاره آنها nام تا سوم مولفه هاي

.۳× ۲n−۲ با است برابر
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و باشند ۱ مطلق قدر با مختلط اعدادي z۱, z۲, . . . , zn و باشد طبيعي عددي n كنيد فرض (۱۱

P (z) = (z − z۱)(z − z۲) · · · (z − zn)

.|P (z∗)| = rn و |z∗| = r كه دارد وجود z∗ ∈ C كنيد ثابت ۱ < r حقيقي عدد هر براي

كنيم ثابت است كافي پاسخ:
۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln |P (reit)|dt = ln rn (∗)

كه يافت ۰ ≤ t∗ ≤ ۲π مي توان انتگرال براي ميانگين مقدار قضيه طبق صورت اين در

ln |P (reit∗)| = ln rn

دارد. را مسأله شرط z∗ = reit∗ بنابراين و

مي كنيم: تعريف (∗) رابطه اثبات براي

f(z) = (z − r۲z۱) · · · (z − r۲zn)

ندارد زير مجموعه در ريشه اي هيچ f(z) پس .|r۲zi| = r۲ ،۱ ≤ i ≤ n هر براي كه كنيد توجه

Cr = {z ∈ C : |z| ≤ r}.

لذا و است همساز تابعي Cr روي ln |f(z)| تابع كه مي دهد نتيجه اين

۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln |f(reit)|dt = ln |f(۰)| = ln

(
r۲n|z۱ · · · zn|

)
= ۲n ln r

،|z| = r كه z ∈ C هر و ۱ ≤ i ≤ n هر براي ديگر طرف از
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|z − r۲zi|۲ = (z − r۲zi)(z − r۲zi)

= |z|۲ + r۴|zi|۲ − r۲ziz − r۲ziz

= r۲(۱+ r۲ − ziz − ziz)

= r۲(z − zi)(z − zi)

= r۲|z − zi|۲

داريم ،|z| = r كه z هر براي پس P (z) = (z − z۱) · · · (z − zn) چون حال
|f(z)| = |z − r۲z۱| · · · |z − r۲zn| = rn|z − z۱| · · · |z − zn| = rn|P (z)|

نتيجه در و
۱
۲π

∫ ۲π

۰
ln |P (reit)|dt = ۱

۲π

∫ ۲π

۰
ln(r−n|f(reit)|)dt = ۱

۲π

∫ ۲π

۰
ln |f(reit)|dt−n ln r = n ln r

مي رسد. پايان به حكم اثبات ترتيب اين به و
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با I هرگاه گوييم بزرگ را R در I ايده آل باشد. جابجايي و يكدار حلقه يك R كنيد فرض (۱۲
يك شامل R در بزرگ ايده آل هر كنيد فرض باشد. داشته ناصفر اشتراك ،R در ناصفر ايده آل هر
توسط R در مينيمال ايده آل هاي تمام مجموع كنيد ثابت نيست. صفر مقسوم عليه كه باشد عنصر

مي شود. توليد خودتوان عنصر يك

اگر بگيريد. نظر در R مينيمال ايده آل هاي تمام مجموع برابر را I ايده آل پاسخ:
كنيد توجه دارد. K مثل ماكزيمالي عضو Σ زرن لم طبق آنگاه Σ = {J ◁ R : I ∩ J = ۰}

در J مي دهيم نشان ،J = I
⊕

K دهيد قرار .IK = ۰ مي دهد نتيجه كه IK ⊂ I ∩ K = ۰

بنابراين .L ⊈ K لذا و L ⊈ J آنگاه J ∩ L = ۰ و باشد ناصفر ايده آل يك L اگر است. بزرگ R
آنگاه ۰ ̸= i = l + k ∈ I ∩ (K + L) اگر حال .I ∩ (K + L) ̸= ۰ نتيجه در .K + L /∈ Σ

نشان اين است. تناقض كه i = k ∈ I ∩ K = ۰ و l = ۰ بنابراين .l = i − k ∈ J ∩ L = ۰

كه است x مانند عنصري شامل J مسأله فرض طبق است. R در بزرگ ايده آل يك J كه مي دهد
مينيمال ايده آل يك A اگر .i ∈ I, k ∈ K به طوري كه x = i+k دهيد قرار نيست. صفر مقسوم عليه
دارد وجود e ∈ I نتيجه در .xI = I بنابراين .xA = A مي دهد نتيجه ۰ ̸= xA ⊆ A آنگاه باشد R
نتيجه كه x(e− e۲) = ۰ پس .xe = (i+ k)e = ie = xe۲ داريم ek ∈ IK = ۰ چون .xe = i كه
.a = xz كه دارد وجود z ∈ I عنصر a ∈ I هر براي .Re ⊆ I كه است واضح .e = e۲ مي دهد

.I = Re نتيجه در .a = (i+ k)z = iz = exz ∈ Re بنابراين

@SCoIMS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال

@SCoIMS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال

@SCoIMS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال


