
اول نوبت آزمون سوالات پاسخ 
دانشجويي رياضي مسابقه وششمين چهل

ايران رياضي انجمن
۱۴۰۳/۲/۱۱ اول جلسه

اول نوبت آزمون سوالات پاسخ 
دانشجويي رياضي مسابقه وششمين چهل

ايران رياضي انجمن
۱۴۰۳/۲/۱۱ اول جلسه

اول نوبت آزمون سوالات پاسخ 
دانشجويي رياضي مسابقه وششمين چهل

ايران رياضي انجمن
۱۴۰۳/۲/۱۱ اول جلسه

lim
n→∞

(xn+۱ + xn+۲ + xn+۳) = ۷ كه ندارد وجود حقيقي اعداد از x۱, x۲, . . . دنباله كنيد ثابت (۱
. lim
n→∞

(xn+۱ + xn+۲ + · · ·+ xn+۷) = ۳ و

مسئله فرضيات از استفاده با پاسخ:
lim
n→∞

(xn+۴ + xn+۵ + xn+۶) = lim
n→∞

(xn+۱ + xn+۲ + xn+۳) = ۷

بنابراين و
lim
n→∞

(xn+۱ + xn+۲ + · · ·+ xn+۶) = ۱۴,

چون بنابراين
xn+۷ =

(
xn+۱ + xn+۲ + · · ·+ xn+۷

)
−

(
xn+۱ + xn+۲ + · · ·+ xn+۶

)
مي گيريم نتيجه

lim
n→∞

xn = ۳− ۱۴ = −۱۱

مي دهد نتيجه خاص طور به اين كه
lim
n→∞

(xn+۱ + xn+۲ + xn+۳) = −۳۳

دارد. تناقض مسئله فرض هاي با و
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ثابت (x+ y)۲ = x۲ + y۲ باشيم داشته x, y ∈ R هر براي اگر باشد. حلقه يك R كنيد فرض (۲
.(xy)۲ = x۲y۲ داريم x, y ∈ R هر براي كنيد

هر براي دهد مي نتيجه كه x۲ + y۲ = (x + y)۲ = x۲ + xy + yx + y۲ فرض طبق پاسخ:
(xy)(xy) = x(yx)y = بنابراين .x۲ = −x۲ داريم x = y فرض با . xy = −yx داريم R در x, y

.−x۲y۲ = x۲y۲
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هر باشند. Ω از پيشامدهايي E۱, E۲, . . . , En و متناهي احتمال فضاي يك (Ω,P) كنيد فرض (۳
قرار E۱, E۲, . . . , En از تا ai حداكثر در x آنگاه x ∈ Ei اگر كه دارد را ويژگي اين Ω در x عضو

كنيد ثابت باشد. داشته
n∑

i=۱

P(Ei)

ai
≤ ۱.

دارد قرار آنها در w كه باشد Eiهايي تعداد mw ،w ∈ Ω مانند عضوي براي كنيد فرض پاسخ:
.mw ≤ ai داريم w ∈ Ei اگر بنابراين

n∑
i=۱

P(Ei)

ai
=

n∑
i=۱

∑
w∈Ei

P(w)
ai

=
∑
w∈Ω

∑
Ei∋w

P(w)
ai

=
∑
w∈Ω

P(w)
∑
Ei∋w

۱
ai

=
∑
w∈Ω

P(w)
mw

ai

≤
∑
w∈Ω

P(w)

= ۱.
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|H∩K| آن، از K و H زيرگروه دو هر ازاي به بهطوريكه است متناهي گروه يك G كنيد فرض (۴
است. دوري گروه يك G كنيد ثابت .|K| و |H| مشترك عليه مقسوم بزرگترين با است برابر

فرض طبق بنابراين .|H| | |K| كه طوري به باشند G زيرگروه دو H,K كنيد فرض پاسخ:
زيرگروه هر هم چنين .H = K آنگاه .|H| = |K| اگر بنابراين .H ⊆ K نتيجه در .|H ∩K| = |H|

شكل به G/N زيرگروه هر آنگاه باشد نرمال G زيرگروه N اگر .|gHg−۱| = |H| زيرا است نرمال G
بنابراين باشد. مي H/N

gcd(|H/N |, |K/N |) = gcd
( |H|
|N |

,
|K|
|N |

)
=

gcd(|H|, |K|)
|N |

=
|H ∩K|

|N |
= |H ∩K/N | = |H/N ∩K/N |.

براي مي كنيم. ثابت G روي استقرا با را حكم حال دارد. را خاصيت همين نيز G/N نتيجه در
مرتبه عضو يك a و |G| اول عامل يك p و |G| > ۱ كنيد فرض است. بديهي حكم |G| = ۱

اگر مي باشد. دوري استقرا فرض طبق G/N گروه و N = ⟨a⟩ ◁ G بنابراين باشد. G در p

و N ⊆ M آنگاه p | m اگر .m = |M | دهيد قرار .M = ⟨b⟩ كه G = MN آنگاه G/N = ⟨bN⟩

در .ab = ba بنابراين .aba−۱b−۱ ∈ M ∩N = {e} آنگاه p ∤ m اگر است. دوري G = MN = M

است. دوري G = MN ∼= M ×N ∼= Zm × Zp
∼= Zmp نتيجه
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اعداد از ϵ۱, ϵ۲, . . . دنباله هر براي كه است خاصيت اين داراي (X, d) كامل متريك فضاي (۵
X كنيد ثابت .X =

∞∪
i=۱

Bϵi(xi) كه يافت X اعضاي از x۱, x۲, . . . دنباله مي توان مثبت، حقيقي
مركز به ϵ شعاع به باز گوي Bϵ(x) از منظور ،ϵ > ۰ و x ∈ X (براي شماراست. حداكثر مجموعه اي

است.) x
صورت در بيان شده خاصيت باشد. ناشمارا مجموعه اي X كنيد فرض خلف برهان به پاسخ:

مي ناميم. (∗) خاصيت را داده شده) شعاع با گوي هاي از دنباله اي با مجموعه (پوشش مسئله

ناتهي بسته زيرمجموعه هر باشد، (∗) خاصيت داراي كامل متريك فضاي يك (X, d) اگر ادعاي۱.
دارد. را (∗) خاصيت القايي) متريك (با نيز Y ⊂ X

است. كامل خود كامل، متريك  فضاي يك از بسته زيرمجموعه هر كه مي دانيم .۱ ادعاي اثبات
كنيم. ثابت Y براي را (∗) خاصيت برقراي بايد تنها پس

X اعضاي از x۱, x۲, . . . دنباله ،X براي (∗) خاصيت طبق مثبت،  اعداد از ϵ۱, ϵ۲, . . . دنباله براي
كه مي كنيم تعريف صورت اين به را Y از y۱, y۲, . . . دنباله حال .X =

∪
i Bϵi/۲(xi) كه مي شود يافت

،Bϵi/۲(xi) ∩ Y = ∅ اگر و مي گيريم اشتراك اين در دل خواهي نقطه را yi ،Bϵi/۲(xi) ∩ Y ̸= ∅ اگر
،Bϵi/۲(xi) ∩ Y ̸= ∅ اگر چون تعريف شكل اين با مي گيريم. Y از دل خواهي عضو برابر را yi

دارد. را (∗) خاصيت نيز Y بنابراين و Y ⊂
∪

i Bϵi(yi) مي گيريم نتيجه .Bϵi/۲(xi) ⊂ Bϵi(yi)

هر كه مي شود يافت z∗ ∈ X ،(∗) خاصيت با X ناشماراي كامل متريك فضاي هر براي .۲ ادعاي
باشد. X از نقطه ناشمارا شامل z∗ مركز به باز گوي

يافت ۱ شعاع به باز گوي شمارا مي توان .ϵi = ۱ ثابت دنباله براي (∗) طبق .۲ ادعاي اثبات
B۱(z۰) مثل گوي ها اين از يكي دست كم ناشماراست، X چون و بپوشاند را X آن ها اجتماع كه
مجموعه اين براي (∗) خاصيت طبق دارد. را مسئله خاصيت B۱(z۰) قبلي ادعاي طبق ناشماراست.
همين ادامه با باشد. نقطه ناشمارا شامل كه يافت B۱/۲(z۱) گوي مي توان ϵi =

۱
۲ ثابت دنباله و
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B۱/۲n+۱(zn) ،n هر براي كه يافت X اعضاي از z۰, z۱, z۲, . . . دنباله مي توان استقرايي صورت به روند
به است كامل X چون و است كوشي {zn}n≥۱ دنباله بنابراين .d(zn, zn+۱) < ۱/۲n و باشد ناشمارا

دارد. را نظر مورد خاصيت كه هم گراست z∗ مثل عضوي

مجزا بسته گوي دو ۰ < r هر و (∗) خاصيت با X ناشماراي كامل متريك فضاي هر براي ادعاي۳.
باشند. نقطه ناشمارا شامل يك هر كه مي شود يافت X در r از كم تر شعاع با

ناشمارا شامل آن حول باز گوي هر كه مي شود يافت z∗ ∈ X قبلي ادعاي طبق .۳ ادعاي اثبات
Aiها وضوح به .An := Bn \ Bn+۱ و Bn := B۱/n(z∗) مي كنيم تعريف n ∈ N براي باشد. نقطه
كه مي شود يافت n۰ ∈ N بنابراين است. B۱ \ {z∗} اجتماع شان و هستند مجزا و بسته مجموعه اي
آن مركز به باز گوي هر كه دارد وجود z′∗ ∈ An۰ ،۲ ادعاي طبق حال باشد. عضوي ناشمارا An۰

دارد. را مسئله شرط Bs(z′∗) و Bs(z∗) ،s < min{۱
۲d(z∗, z

′
∗), r} براي پس باشد. ناشمارا

S۱, S۲ مجزاي و بسته گوي هاي r = ۱
۲ براي ۳ ادعاي كمك به ابتدا اصلي حكم اثبات براي حال

فضاهاي يك هر S۱, S۲ اول ادعاي از استفاده با سپس دارند. ۱
۲ از كم تر شعاع دو هر كه مي يابيم

مجزاي و بسته گوي هاي مي توان r = ۱
۴ براي ۳ ادعاي كمك به هستند. (∗) خاصيت با كامل متريك

صورت به ترتيب همين به دارند. ۱
۴ از كم تر شعاع همگي كه يافت S۲۱, S۲۲ ⊂ S۲ و S۱۱, S۱۲ ⊂ S۱

مجزاي بسته گوي هاي مي توان i۱, . . . , in ∈ {۱, ۲} هر براي بالا، ادعاهاي از استقاده با استقرايي
دارند. ۱/۲n از كم تر شعاع كه يافت Si۱···in۱, Si۱···in۲ ⊂ Si۱···in

Si۱···in مجموعه هاي دوبه دوي فاصله نصف از كه بگيريد مثبت عددي را ϵn ،n ∈ N هر براي حال
يافت X اعضاي از x۱, x۲, . . . نقاط مي توان ،ϵ۱, ϵ۲, . . . دنباله براي مسئله فرض طبق باشد. كم تر
حداكثر Bϵn(xn) ،n هر براي ،ϵi تعريف شكل اين به توجه با بپوشانند. را X Bϵi(xi)ها اجتماع كه

دارد. اشتراك Si۱···in فرم به مجموعه هاي از يكي با
.Sj۱j۲···jn ∩ Bϵn(xn) = ∅ كه مي سازيم استقرايي صورت به را j۱, j۲, . . . ∈ {۱, ۲} دنباله حال
مجموعه دو از يكي با كم دست Bϵn(xn) صورت اين در باشد. شده ساخته j۱, . . . , jn−۱ كنيد فرض
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غير در و jn = ۱ باشد، داشته تهي اشتراك Sj۱···jn−۱۱ با اگر دارد. تهي اشتراك Sj۱···jn−۱۱, Sj۱···jn−۱۲

مي كنيم. تعريف را jn = ۲ صورت اين
چون حال

· · · ⊂ Sj۱···jn−۱jn ⊂ Sj۱···jn−۱ ⊂ · · · ⊂ Sj۱

افزايش با Sj۱···jn−۱jn قطر چون طرفي از ندارد. اشتراك بالا گوي هاي اشتراك با Bϵn(xn) ،n هر براي
يكتايي نقطه مجموعه ها اين همه اشتراك است، كامل X متريك فضاي و مي كند ميل صفر به n
كه فرض با اين و x∗ ̸∈ Bϵn(xn) پس x∗ ∈ Sj۱j۲···jn و Sj۱j۲···jn ∩Bϵn(xn) = ∅ چون است. x∗ مثل

دارد. تناقض مي پوشاند را X Bϵn(xn)ها اجتماع
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كه است اين برديا هدف دارد. اختيار در را x۱, . . . , x۱۰۰ متمايز دو به دو حقيقي عدد ۱۰۰ آيلا (۶
i عدد دو گام هر در برديا اين منظور، براي .xk = min{x۱, . . . , x۱۰۰} به طوري كه بيابد را k انديس
يا xi اعداد از يك «كدام كه مي پرسد آيلا از و مي كند انتخاب {۱, . . . , ۱۰۰} اعداد مجموعه از را j و
و مي پرسد را خود بعدي سوال برديا داد، پاسخ برديا سوال به آيلا اينكه از پس است؟». كوچكتر xj

دهد. غلط پاسخ برديا سوال يك به حداكثر كه دارد اجازه آيلا مي يابد. ادامه همين صورت به بازي
را خود ادعاي مي رسد. خود هدف به آن ها پرسيدن با برديا كه بيابيد را سوال هايي تعداد كمترين

كنيد. ثابت

نشان مي  كنيم. اثبات x۱, . . . , xn متمايز دو به دو عدد n براي كلي حالت در را حكم پاسخ:
از كمتر با و xk = min{x۱, . . . , xn} كه يافت را k انديس سوال، ۲n − ۱ با مي توان كه مي دهيم
بگيريد. نظر در را مراحل اين اول قسمت براي يافت. را k انديس نمي توان الزاما سوال، تعداد اين
دو و مي گيريم نظر در را اند شده بررسي كنون تا كه جمله اي ℓ بين از عدد كوچكترين گام، هر در
نتيجه ي يعني شد حاصل نتيجه يك بار دو هر اگر مي كنيم. مقايسه دنباله +ℓ)ام ۱) جمله ي با بار
جمله كوچكترين انديس عنوان به را كوچكتر جمله ي انديس سپس و است درست قطعا مقايسه
مقايسه دو حاصل اگر مي كنيم. تكرار را فرايند اين و گرفته نظر در دنباله اول جمله ℓ + ۱ بين
حالت اين در لذا است. بوده اشتباه ديگري و درست مقايسه دو از يكي دقيقا يعني بود متفاوت
در است. صحيح قطعا سوم مقايسه نتيجه ي مي دانيم فرض طبق و مي دهيم انجام را سومي  مقايسه
مرحله اين از بعد لذا بود خواهند صحيح ها مقايسه تمام بعد به الان از كه مي دانيم وضعيتي چنين
داشتيم مقايسه ۳ به نياز مرحله يك در اگر پس نيست. مقايسه يك دوباره ي انجام به نيازي ديگر
تا دنباله جمله ي كوچكترين انديس كردن، مقايسه بار يك با مي توانيم بعدي هاي مقايسه تمام در
انديس و است شده انجام مقايسه ۲(n − ۱) + ۱ = ۲n − ۱ تعداد كل در پس بيابيم. را مرحله آن

مي شود. پيدا نيز عضو كوچكترين
را دنباله عضو كوچكترين انديس الزاما نمي توان سوال كمتري تعداد با كه مي دهيم نشان حال
اين راس هاي مجموعه ي مي سازيم. صورت بدين دار جهت گراف يك بخش اين براي كرد. پيدا
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اين بين شود، انجام مقايسه اي xj و xi جمله دو بين هرگاه مي گيريم.  {x۱, . . . , xn} با برابر را گراف
راسي از يال اين جهت مي كنيم. رسم دار جهت يال يك هستند) گراف از راس هايي (كه جمله دو
خواهد است شده اعلام بزرگتر كه راسي سمت به است شده اعلام كوچكتر مقايسه نتيجه در كه

بود.
مشخص يكتا صورت به مقايسه تعدادي انجام از پس دنباله جمله ي كوچكترين انديس اگر ادعا:
باشد. داشته ورودي يال دو بايد حداقل جمله، كوچكترين متناظر راس از غير راسي هر آنگاه شود،
مانند ديگري راس كنيد فرض باشد. xp جمله، كوچكترين متناظر راس كنيد فرض ادعا: برهان
اشتباه به xq به ورودي يال اگر حال است. ۱ حداكثر آن ورودي درجه كه داشته باشد وجود xq

هيچ آن گاه شده باشد) گزارش غلط به يال اين سر دو براي مقايسه نتيجه عبارتي (به باشد شده بيان
لذا و ندارد وجود يال) آن شده ي اصلاح جهت گرفتن نظر در از پس ) xq به xp از جهتداري مسير
باشد كمتر xp از xq كه ندارد وجود دليلي زيرا دانست دنباله جمله كوچكترين را xp الزاما نمي توان
تعداد پس دارد ورودي يال دو كم دست xp جز به xi راس هر كه آنجايي از است. تناقض اين و

بود. خواهد ۲(n− ۱) با برابر حداقل سوال ها) (تعداد يال ها
داشته وجود مي بايست هم ديگر يال يك كم دست يال ۲(n − ۱) اين بجز مي دهيم نشان حال
مي تواند كه دليلي تنها صورت اين در باشد. دنباله اين كوچك جمله دومين xp′ كنيد فرض باشد.
مستقيم صورت به xp′ و xp كه است اين كند مطمئن است» كوچكتر xp′ از xp » كه اين از را ما
باشد بوده بار دو دقيقا باشند شده مقايسه xp′ و xp كه دفعاتي تعداد اگر حال باشند. شده مقايسه
گزارش اشتباه صورت به ديگري مقايسه و شده گزارش درست مقايسه دو از يكي است ممكن آنگاه
صورت اين در كه باشد) برعكس جهت در ديگر يال و xp′ به xp از يال يك (يعني باشد. شده
لازم دو اين بين مقايسه سه كم دست پس است. كوچكتر xp كه كرد اعلام اطمينان با نمي توان
در اين صورت كرد. اعلام جمله كوچكترين متناظر راس عنوان به را xp اطمينان با بتوان كه است
كه مي شود باعث ديگر يال ۲n − ۲ ساير همراه به كه بود خواهد ۱ با برابر xp راس ورودي درجه

الزاميست. سوال ۲n− ۱ يعني باشد داشته يال ۲n− ۱ كم دست گراف
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