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باشيم. كرده تقسيم w۱ ⩽ w۲ ⩽ · · · ⩽ wn وزن هاي با قسمت n به را سنگ ريزه تعدادي كنيد فرض (۷
دهيد نشان مي كنيم. تقسيم v۱ ⩾ v۲ ⩾ · · · ⩾ vn وزن هاي با قسمت n به را سنگ ريزه ها همان ديگر بار

داريم ۱ ⩽ k ⩽ n هر براي

w۱ + w۲ + · · ·+ wk ⩽ v۱ + v۲ + · · ·+ vk.

پاسخ:
مي گيريم نظر در را حالت دو .w۱ + w۲ + . . .+ wn = v۱ + v۲ + . . .+ vn = A مي دانيم

۱) wk ⩽ vk ⇒ w۱ + w۲ + . . .+ wk ⩽ kwk ⩽ kvk ⩽ v۱ + v۲ + . . .+ vk

۲) wk > vk ⇒ w۱ + w۲ + . . .+ wk = A− (wk+۱ + . . .+ wn) ⩽ A− (n− k)wk

⩽ A− (n− k)vk ⩽ A− (vk+۱ + . . .+ vn) = v۱ + v۲ + . . .+ vk
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x ∈ R هر براي كه باشد موجود f : R → R تابع آنها براي كه بيابيد را c مانند حقيقي اعداد ۸)همه ي
باشيم داشته

f
′′
(x) > f

′
(x) + c , f

′
(x) > f(x) + c.

پاسخ:
اكنون گرفت. نظر در را f(x) = e۲x تابع مي توان c ⩽ ۰ براي است. c ⩽ ۰ مسأله پاسخ مي كنيم ادعا
مي دهيم قرار ندارد. وجود كند صدق مسأله شرايط در كه fي تابع هيچ c > ۰ براي كه مي كنيم اثبات

داريم x ∈ R هر براي پس .g = f ′ − f

g(x), g′(x) > c.

كه است موجود z ∈ (y, x) مانند نقطه اي ميانگين، مقدار قضيه ي به توجه با y < x براي

g(x)− g(y) = g′(z)(x− y) > c(x− y).

لذا
g(x)− cx > −cy + g(y) > −cy + c = c(۱− y).

چپ سمت چون مي رسيم تناقض به دهيم ميل −∞ سمت به را y و كنيم فرض ثابت را x اگر حال
است. ثابت مقداري فوق نامساوي
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.a۲ = b۲ مي شود نتيجه ab ̸= ba از همواره G در كه طوري به است مفروض G گروه (۹
است. نرمال G زيرگروه هر كنيد ثابت الف)

باشد. داشته را بالا شرط كه بياوريد G آبلي غير گروه يك از مثالي ب)

پاسخ:

اول: حل راه
پس ghg−۱ = h اگر باشد. G در دلخواهي عضو g و h ∈ H بوده، G از زيرگروهي H كنيد فرض
و h هم چنين g۲ = h۲ پس نمي شوند جابجا h و g يعني ghg−۱ ̸= h صورت اين غير در .ghg−۱ ∈ H

.g۴ = e نتيجه در و g۲ = g−۲ پس g−۲ = h۲ پس نمي شوند جابجا هم g−۱

g۲ = (g−۱h)۲ = نتيجه در و نمي شوند جابه جا هم g−۱h و g نمي شوند، جابجا h و g چون مشابه طور به
ghg−۱ = پس e = ghg−۱h داريم g۴ = e رابطه ي از استفاده و g۲ در طرفين ضرب با پس g−۱hg−۱h

است. نرمال H بنابراين h−۱ ∈ H

در كه است گروهي از غيرآبلي مثالي Q۸ = {±۱,±i,±j,±k} هميلتوني چهارگان هاي گروه هم چنين
مي كند. صدق مسأله شرط هاي

دوم: حل راه
لذا نمي شوند جا جابه هم h و gh آنگاه نشوند جا جابه هم با h و g اگر اول، حل با مشابه طور به
است. نرمال H پس ghg−۱ = hg−۲ = h(g۲)−۱ = hh−۲ = h−۱ ∈ H بنابراين ghg = h پس (gh)۲ = h۲

دانشجويان) حل هاي راه از شده (برگرفته
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مقادير [۰, ۱] از نامتناهي زيرمجموعه اي بر كه گونه اي به باشد تحليلي تابعي f : C → C كنيد فرض (۱۰
.f(x) ∈ R ، x ∈ R هر براي كنيد ثابت است. حقيقي آن

پاسخ:
كه گرفت نتيجه مي توان ، f تابع تيلور بسط به توجه با مي گيريم. نظر در را g(z) = f(z̄)− f(z) تابع

است. تحليلي نيز g
كه اين به توجه با است. ۰ برابر A مانند [۰, ۱] از نامتناهي زيرمجموعه اي روي g تحليلي تابع اكنون
است موجود A در {xn} مانند دنباله اي پس است. x۰ مانند حدي نقطه اي داراي A است فشرده [۰, ۱]
نتيجه در .g ≡ ۰ بنابراين است. ۰ برابر {xn : n ∈ N} ∪ {x۰} روي g تحليلي تابع و xn → x۰ كه

داريم x ∈ R هر براي حال .z ∈ C هر براي f(z̄) = f(z)

f(x) = f(x̄) = f(x)

.f(x) ∈ R لذا و
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چندجمله اي هاي از . . . ،P۲(x) ،P۱(x) دنباله ي اگر مي ناميم چندجمله اي ابَرَ يك را f : Z → Z تابع (۱۱
Pi(x)ها از متناهي تعدادي فقط x مانند صحيح عدد هر ازاي به كه باشد داشته وجود صحيح ضرايب با

.f(x) = ∑∞
n=۱ Pn(x) و باشند ناصفر

يك f(x) =
∑∞

n=۱ Pn(x) دهيد نشان ،Pn(x) = x(x۲ − ۱)(x۲ − ۴) . . . (x۲ − n۲) اگر الف)
. f(x) = Q(x) ، x ∈ Z هر براي كه ندارد وجود Q(x) مانند چندجمله اي هيچ ولي است ابَرَچندجمله اي

دارد. صحيح اعداد در ريشه متناهي تعداد حداكثر ناصفر ابَرَچندجمله اي يك كنيد ثابت ب)

پاسخ:
هستند. دارا را مسأله شرط Pn(x)ها پس مي باشد n ⩾ |m| براي Pn(x)ها همه ريشه ي m هر چون الف)
كه طوري به باشد داشته وجود Q(x) مثل k درجه چندجمله اي يك كنيد فرض خلف برهان با حال

.∑∞
n=۱ Pn(x) = Q(x)

بنابراين k − ۲ < ���Pn۰ = ۲n۰ + ۱ ⩽ k كه باشد چنان n۰ كنيد فرض
∞∑

n۰=n۰+۱
Pn(x) = Q(x)−

n۰∑
n=۱

Pn(x).

سمت ولي دارد ريشه k حداكثر كه است k حداكثر درجه ي از چندجمله اي يك تساوي راست سمت حال
هستند. تساوي چپ سمت ريشه هاي ۰, ۱, ۲, . . . , k اعداد زيرا دارد ريشه k از بيش چپ

باشند. f(x) =
∑∞

n=۱ Pn(x) ابرچندجمله اي ريشه هاي a۱, a۲, a۳, . . . صحيح اعداد كنيد فرض ب)
عددي b و a صحيح دوعدد هر براي بنابراين هستند. صفر بعد به جايي از Pn(a)ها ،a صحيح عدد هر براي
به دارد وجود P (x) چندجمله اي بنابراين .Pn(a) = Pn(b) = ۰ ،n > N براي كه دارد وجود N مانند

.P (b) = f(b) و P (a) = f(a) كه طوري
b−aj |f(b) ،j هر براي آنگاه f(aj) = ۰ چون f(b) ̸= ۰ ،b ∈ Z براي اگر حال .b−a|f(b)−f(a) بنابراين

است. تناقض اين كه است بخش پذير عدد بي نهايت بر f(b) پس
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خودتوان آن اعضاي ۲
۳ از بيش كه باشد متناهي و يكدار جابجايي، حلقه اي R كنيد فرض الف) (۱۲

هستند. خودتوان R عناصر همه ي كنيد ثابت هستند.
خودتوان آن اعضاي ۲

۳ دقيقاً كه دارد وجود عضو k از بيش با متناهي حلقه اي ،k هر براي كنيد ثابت ب)
هستند.

پاسخ:
ايدآل هر كه كنيم توجه مي دهيم. نشان B(R) با را R خودتوان اعضاي مجموعه ي اول: حل راه الف)
يا x يا پس x(x − ۱) = ۰ پس x۲ = x اگر چون دارد را خودتوان اعضاي از نيمي حداقل M ماكسيمال
| RM | = ۲ يعني | RM | = | RM | < ۳ پس |M | ⩾ ۱

۲ |B(R)| > ۱
۲
۲
۳ |R| داريم: بنابراين هستند. M عضو x − ۱

پس (۲+B(R))∩B(R) ̸= ∅ كه آنجا از حال .۲ ∈ J(R) نتيجه در و ۲ ∈ M يعني ۲(۱+M) = M پس
كه دارند وجود e۲ و e۱ خودتوان اعضاي

۲+ e۱ = e۲

⇒ ۴+ ۴e۱ + e۱ = e۲ = ۲+ e۱

⇒ ۲+ ۴e۱ = ۰ ⇒ ۲(۱+ ۲e۱) = ۰

(x+B(R))∩ چون دلخواه x هر براي حال .۲ = ۰ پس است پذير معكوس ۱+ ۲e۱ پس ۲ ∈ J(R) اما
بنابراين و x = a + b پس ۱ = −۱ چون x = a + b كه دارند وجود a, b ∈ B(R) پس B(R) ̸= ∅

x۲ = a۲ + b۲ = a+ b = x

است! خودتوان x هر يعني

دوم: حل راه
كه مي گيريم خودتوان تعداد كمترين با بولي غير حلقه اي را R و نباشد درست مسأله كنيم فرض
حلقه ي دو از يكي حداقل پس R = Re×R(۱− e) چون باشد R در خودتواني e ̸= ۰, ۱ اگر .| R

B(R) | <
۳
۲

يكي حداقل Re خودتوان هاي تعداد و | Re
B(Re) | ⩽ | R

B(R) | <
۳
۲ اما Re مثلاً هستند بولي غير R(۱− e) و Re

B(R) = {۰, ۱} پس دارد. R انتخاب با تناقض كه [۱−e ̸∈ Re [چون است R خودتوان هاي تعداد از كمتر
است. تناقض هم باز كه است بولي R پس |R| = ۲ يعني |R| < ۳ پس | R

B(R) | <
۳
۲ چون و
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سوم: حل راه
|B(R)|+ داريم: بگيريد. خودتوان اعضاي مجموعه ي را B(R) و باشد حلقه اعضاي تعداد n كنيد فرض

.|B(R) ∩ (−B(R))| > n
۳ پس . | − B(R)| > ۲

۳n+ ۲
۳n = ۴

۳n

داريم: بگيريد. دلخواه عضوي را x

|x+ [B(R) ∩ (−B(R))]|+ |B(R)| > n

۳
+

۲n
۳

= n ⇒ (x+ [B(R) ∩ (−B(R))]) ∩B(R) ̸= ∅

داريم: هستند. خودتوان x+ a و −a و a كه دارد وجود a عضو }پس
a۲ = a
(−a)۲ = (−a)

⇒ a = −a ⇒ ۲a = ۰

x+ a = (x+ a)۲ = x۲ + ۲ax+ a۲ = x۲ + a ⇒ x۲ = x.

آن در كه است مسأله جواب يك R = Z۲ × Z۲ × · · · × Z۲ × Z۳ حلقه ي مي شود ديده راحتي به ب)
شده اند. ضرب هم در مرتبه k تعداد به ها Z۲


