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۱۴۰۲ تابستان

م�ͳکند∗ روشن را رایج معادلات پنهان ساختار جدید اثبات

اسلومن لیلا
قوچان∗∗ درخشنده ͳفرخ محمد مترجم:

چ΋یده

خود مجذوب سال ۸۵ مدت به را ریاض�ͳدانان ور̵ˉدِن۱ دِر فان حدس

چΎونه یکچندجملɩای ریشɩهای که م�ͳدهد نشان آن راەحل کرد.

م�ͳشوند. مربوط به�ی΋دیΎر

م�ͳکند. آش΋ار را آن�ها اسرار از بسیاری چند�جملɩای معادلات ریشɩهای

آخرین از ͳ΋ی در آمری΋ا پرینستون دانشΎاه استاد بارگاوا۲ منْ̂جول

ͳتاریخ مسائل از ͳ΋ی مورد در سال قدمت۸۵ با ͳحدس مقالاتخود

ریشɩهای م�ͳکند بیان حدس این م�ͳکند. حل و ͳبررس را ریاضیات

هم با ͳارتباط چه x۲−۳x+۲ = ۰ مانند دادەشده یΈچندجملɩای

«این ۴ کانادا مونترال دانشΎاه استاد گ̃رˆنْوِل۳ اَنْدرو از نقل به دارند.

نسبتاً و جالب ایدۀ مشهور. ͳقدیم سؤال Έی است، مهم مسئله Έی

است». خلاقانه بسیار بارگاوا متفاوت

ریشɩهای معمولا˦ ریاض�ͳدانان چندجملɩای�ها، شناخت برای

آن�ها ازای به که x متغیر از مقادیری ͳیعن م�ͳکنند، مطالعه را آن�ها

چند در را ۲ یا ۱ مقادیر اگر م�ͳشود. صفر مربوطه چندجملɩای

و ۱ ͳیعن م�ͳشود، صفر آن مقدار دهیم، قرار x۲ − ۳x + ۲ جملɩای

هستند. چندجملɩای این ریشɩهای ۲

طبیعتاً است. متفاوت ͳکم x۲ − ۵ چندجملɩای از�طرف�ͳدیΎر،

از بɩدست�آمده (کسرهای� گویا اعداد مجموعۀ در چندجملɩای این

ریاض�ͳدانان بنابراین، ندارد. ریشɩای ناصفر) مخرج با صحیح اعداد

آن مربع که عددی ͳیعن م�ͳکنند، تعریف را
√
۵ مانند جدیدی اعداد
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دراین�صورت، بود. خواهد x۲ − ۵ چندجملɩای ریشۀ لذا و م�ͳشود ۵

این بود. خواهد x۲ − ۵ چندجملɩای ریشه نیز −
√
۵ که است ΀واض

ریشɩهای مثال برای دارند. هم با هم دیΎری تفاوت�های معادله دو

x۲−۲۰ = مانند دیΎر معادلات حل در م�ͳتوانند x۲−۵ = ۰ معادلۀ

را گویا ضرایب با چندجملɩای تنها ما این�جا (در شوند استفاده نیز ۰

م�ͳتوانستند −
√
۵ و
√
۵ دیدیم که همان�گونه م�ͳگیریم). نظر در

مورد در مسئله این گیرند. قرار x۲ − ۵ = ۰ معادلۀ در هم بɩجای

همین نیز −۲
√
۵ و ۲

√
۵ و م�ͳکند صدق نیز x۲ − ۲۰ = ۰ معادلۀ

م�ͳشود، استفاده نیز −
√
۵ شود، استفاده

√
۵ هرجا دارند. را ͳویژگ

م�ͳشود. استفاده نیز −۲
√
۵ شود، استفاده ۲

√
۵ هرجا

مم΋ن حالات متداول�ترین قبل پاراگراف در بیان�شده شرایط

بɩندرت مم΋ن چندجملɩای�های همۀ میان در که بɩاین�معنا هستند،

باشند. مستقل هم از ریشɩهایآن یافتکه م�ͳتوانیΈچندجملɩای

هنگام نم�ͳتواند هیچ�کدام و هستند هم از مستقل ۲ و ۱ ͳاول مثال در

فْرنْ̂ک قول به شود. استفاده دیΎری جای به چند�جملɩای�ها با کار

کالیفرنیای دانشΎاه استاد و بارگاوا منْ̂جول هم΋اران از ͳ΋ی تُورˉن۵

خواهد بɩهم محاسبات تمام عوضکنیم را ۲ و ۱ جای «اگر جنوبی۶

ریخت».

هلندی ریاض�ͳدان توسط ۱۹۳۶ سال در که ور̵دِ̄ن دِر فان حدس

بین از که م�ͳکند بیان است، شده ارائه ور̵ˉدِن دِر فان لیندِرˉت بارت̃ل

ریشɩهای دارای آن�ها از ͳنسبت چه مم΋ن چند�جملɩای�های همۀ

حل در پیشرفت�هایی اخیر دهۀ چند در اگرچه هستند. هم از مستقل

با�این�وجود، است. نبوده چشمΎیر اما است، شده انجام مسئله این

از حاصله نتایج و است گرفته بیشتری شتاب پیشرفت�ها این اخیراً

است. شده نیز اعداد نظریۀ در پیشرفت�هایی باعث ͳطور�کلɩب آن

«بɩصو�رت لندن۸ هالُووِی رویال دانشΎاه استاد دیتْمن۷̂ راین̄ر̃ بɩنظر

اخیر سال ۲۰ در اعداد نظریۀ در Έکلاسی پرسش�های ملموس�تر،

ͳبرخ بالا، در بیان�شده بɩدلایل گرفتɩاند». قرار توجه مورد دوباره

۲۰۱۴ سال در که بارگاوا به را جدید دستاوردهای این ریاض�ͳدانان از
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۱۷۶ پیاپی شماره
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۹

است شده نیز ریاضیات در افتخار نشان بالاترین فیلدز، مدال برندۀ

را بسیاری جدید درهای «بارگاوا تورˉن گفتۀ به بنا م�ͳدهند. نسبت

اکتشافات به را ریاض�ͳدانان سایر و است گشوده اعداد نظریۀ به�روی

بسیاری جدید تحقیقات ۲۰۲۱ تابستان در م�ͳکند». ترغیب جدید

سم̂ هم΋ارش و دیتْمن است. شده انجام ور̵دِ̄ن دِر فان حدس روی

از حالت�هایی این از پیش که انگلستان ۱۰ΈریɈ دانشΎاه استاد چاو۹̸

جون ۲۸ در را جدیدی مقالۀ بودند، کرده حل را ور̵ˉدِن دِر فان حدس

Έی بعد، یΈهفته تنها م�ͳکند. ارائه ͳمهم نتایج که کردەاند منتشر

نتایج که م�ͳکنند منتشر دیΎری مقالۀ ریاض�ͳدانان از شش�نفره گروه

ͳسخنرانΈجولایی ۱ در بارگاوا نتایج، این میانه در دربردارد. ͳمهم

حدس از متفاوت ͳکم یΈنسخۀ از ͳاثبات آن در و م�ͳکند ارائه برخط

در «او م�ͳکند بیان تورن̄ که آن�گونه م�ͳکند. بیان را و̵ردِ̄ن دِر فان

بود». شده Έنزدی مسئله به مو تار Έی حد

ͳریاض کنگرۀ در برخط ͳسخنرانΈی در بارگاوا بعد، هفته دو تنها

ور̵ˉدِن دِر فان حدس ͳکل حالت مورد در خود جدید کارهای آمری΋ا،

نوامبر در بارگاوا م�ͳگذارد. اشتراک به حاضر ریاض�ͳدانان سایر با را

م�ͳکند. منتشر آرکایو۱۱ در�سایت نیز را خود مقالۀ

چند�جملɩای�ها از تعداد چه که بود مسئله این دنبال و̵ردِ̄ن دِر وان

ͳنامتناه به توجه با اما هستند. هم از مستقل ریشɩهای دارای

موردنظر چندجملɩای�های روی باید چندجملɩای�ها، تعداد بودن

م�ͳشد. قائل محدودیت�هایی

گرفت. درنظر را دادەشده درجۀ با چندجملɩای�های او ابتدا در

از x۱۷ − ۴ چندجملɩای یا ۲ درجۀ از x۲ + ۱ چندجملɩای مثلا

چندجملɩای�های به محدود را خود تنها او سپس است. ۱۷ درجۀ

چندجملɩای�های را چندجملɩای�ها این کرد. ۱ پیشرو ضریب با

چندجملɩای، Έی ناصفر مضارب که کنید توجه م�ͳنامند. تکین۱۲

۲x۲−۶x+۴ایɩچندجمل ریشɩهای مثلا̈ دارند، ͳسان΋ی ریشɩهای

حذف با هستند. x۲ − ۳x + ۲ چندجملɩای ریشɩهای همان

اجتناب مشابه چندجملɩای�های شمردن از ناتکین چندجملɩای�های

م�ͳشود.

محدودیت نیز چندجملɩای ضرایب بقیۀ روی او مرحله، آخرین در

مانند بازەای در م�ͳتوانند ضرایب بقیۀ که بɩاین�صورت گذاشت،

تغییر است، ͳطبیع عدد Έی H آن در که صحیح اعداد از [−H, H]

کنند.

چندجملɩای�های بین در که م�ͳکند بیان ور̵ˉدِن دِر فان حدس

صحیح ضرایب و n درجۀ از تکین چندجملɩای�های ͳیعن بیان�شده،
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دارای که دارد وجود چندجملɩای Hn−۱ تقریباً [−H, H] بازۀ در

اثبات را آن خود مقالۀ در بارگاوا که چیزی هستند، مستقل ریشɩهای

م�ͳکند.

بارگاوا منْ̂جول

و ͳل�کنون΋شɩب تا است برده زمان سال چندین بارگاوا اثبات

تا هفت بین «من م�ͳگوید خود بارگاوا آن�گونه�که برسد. خود نهایی

بɩنظرم ایدەای که هربار بودم. کرده فکر مسئله این روی سال هشت

آیا م�ͳپرسیدم خود از بود دیΎری مسائل مورد در اگر ͳحت م�ͳرسید

هم ور̵ˉدِن) دِر فان (حدس مسئله این حل برای ایده آن است مم΋ن

باشد؟» مفید

که بɩکارم�ͳبرد را شΎرد�ها از ͳبزرگ مجموعۀ نهایی، راەحل

بارگاوا حقیقت، در بود. کرده ́�آوری جم دراز سالیان طول در بارگاوا

آن�ها کند، ͳبررس هم با را چندجملɩای�ها تمام که این� بɩجای

حسب بر دستɩها این م�ͳکند. تقسیم هم از جدا سɩدسته به را

و ضرایب به وابسته عددی پارامتر Έی (که چندجملɩای�ها مبین۱۳

هر به بارگاوا مشخصم�ͳشوند. است) چندجملɩای�ها ریشɩهای لذا

م�ͳکند. تحلیل و تجزیه را آن و حمله ͳمتفاوت روش�های با دسته

شد استفاده مسئله حل برای زیادی «روش�های م�ͳگوید بارگاوا

م�ͳکند. هیجان�انگیز بسیار من برای را آن که است چیزی این و

پازل Έی همچون ͳریاض مختلف شاخɩهای از متنوع ایدەهای

هر برای مسئله کامل حل به منجر و گرفتند قرار هم کنار جورچین

شدند». سه�دسته

هنوز اما م�ͳکند، اثبات را و̵رˉدِن دِر حدسفان بارگاوا مقاله گرچه

چیزهای از ͳ΋ی» گر̃ˆنْوِل قول به دارند. وجود بیشماری سؤالات

است ͳنبوغ گفت، م�ͳتوان بارگاوا مثل افرادی مورد در که ͳمهم

به این و م�ͳشود ͳاصل مسئله حل در زیادی مسائل طرح به منجر که
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م�ͳدهد». را آن�ها توسعۀ و کردن فکر فرصت نیز ریاض�ͳدانان بقیۀ

گویا بɩجایاعداد اگر بپرسند خود از م�ͳتوانند ریاض�ͳدانان مثال، برای

ͳیعن) شوند انتخاب بزرگتری یΈمجموعۀ از ضرایبچندجملɩای�ها

سپس آن�ها افتاد. خواهد ͳاتفاق چه گویا) اعداد شامل میدان Έی

کنند، ͳبررس را و̵ردِ̄ن دِر فان حدس در مطرح�شده جزئیات م�ͳتوانند

باشند، نداشته ͳزینΎجای قابلیت نظر مورد بɩش΋ل ریشɩها اگر مثلا̈

نظم یا الΎو آیا کرد؟ جابɩجا را آن�ها دیΎریم�ͳتوان روش�های چه به

دارد؟ وجود بین این در ͳخاص

بارگاوا توسط استفادەشده روش�های اگر ͳحت» است معتقد تورن̄

مقاله نشوند، اعداد نظریۀ در دیΎری مهم نتایج به منجر بɩطور�مستقیم

بɩجای خود از غیرملموس، چه اگر زیادی، تأثیرات همچنان بارگاوا

همچنان مسئله)، (یا مقاله برایدرکبهتر من، بɩنظر گذاشت. خواهد

چɩطور که کرد فکر این به و است باز مسئله کرد فرض م�ͳتوان

کار این داشت باور بارگاوا کرد. اثبات دوباره را نتایج آن م�ͳتوان

است.» بوده او با حق داد نشان و است مم΋ن

(مترجم) ور̵ˉدِن دِر حدسفان دقیق فرمول�بندی

فرضکنید

p(x) = anxn + · · ·+ a۱x + a۰,

بنابر باشد. ۱۴F := Q میدان به متعلق ضرایب با چندجملɩای Έی

دارای ۱۵C میدان در p(x) چندجملɩای م�ͳدانیم جبر ͳاساس قضیۀ

ͳمختلط اعداد ͳیعن م�ͳشود، تجزیه ͳخط بɩصورت و است ریشه

بɩطوری�که دارند وجود α۱, . . . , αn مانند

p(x) = an(x− α۱) · · · (x− αn).

F شامل که باشد ͳمیدان کوچ�Έترین E := F (α۱, . . . , αn) اگر

ش΋افندۀ توسیع را E آن�گاه است، p(x) از α۱, . . . , αn ریشɩهای و

بɩصورت Fرا Eاز توسیع Fم�ͳنامند. رویمیدان p(x)ایɩچندجمل

Έی را θ : E −→ E دوسویی نگاشت م�ͳدهند. نمایش نیز E/F

،x, y ∈ E هر بɩازای هرگاه گوییم E میدان ͳخودریخت

θ(x + y) = θ(x) + θ(y) و θ(xy) = θ(x)θ(y),
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تمام مجموعه کند. حفظ را میدان ضرب و جم΄ اعمال θ ͳیعن

خود که م�ͳدهیم نشان Aut(E) نماد با را E میدان خودریخت�ͳهای

از θ ͳخودریخت م�ͳدهد. گروه Έی تش΋یل توابع ترکیب عمل با

F عناصر θ گاه هر گوییم E/F توسیع ͳخودریخت Έی را E میدان

E/F توسیع خودریخت�ͳهای گروه دراین�صورت، دارد. نگه ثابت را

کرد تعریف زیر بɩصورت م�ͳتوان را

Aut(E/F ) = {θ ∈ Aut(E) : α|F = idF},

گالوای گروە یا E/F میدان توسیع گالوای۱۶ گروه آن به که

Gal(E/F ) نماد با و م�ͳگویند نیز F میدان روی p(x)ایɩچندجمل

Aut(E/F ) عنصر هر دید م�ͳتوان ͳسادگɩب م�ͳدهند. نشان نیز

p(x)ایɩچندجمل ریشɩهای روی πθ مانند ی΋تایی جایΎشت θ مانند

،α ∈ E هر بɩازای حقیقت در م�ͳکند. القا

θ(p(α)) = θ(anαn + · · ·+ a۱α+ a۰)

= anθ(α)n + · · · + a۱θ(α) + a۰

= p(θ(α)),

.p(θ(α)) = ۰ اگر تنها و اگر p(α) = ۰ م�ͳشود نتیجه آن از که

p(x) ریشɩهای و F توسط E میدان اینکه به توجه با همچنین

ثابت Fرا E/Fعناصر بɩعنوانخودریختͳتوسیع θ و بɩدستم�ͳآید

مشخص کامل بɩطور را آن p(x) ریشɩهای روی θ اثر م�ͳدارد نگه

ریشɩهای جایΎشت�های از ͳگروه Aut(E/Fبا ) بنابراین، م�ͳکند.

است. ی΋ریخت α۱, . . . , αn ͳیعن ،p(x)

آن��گاه بΎیریم، نظر در را x۲ − ۵ چندجملɩای اگر مثال برای

E = Q(
√
۵,−

√
۵) = {a + b

√
۵ : a, b ∈ Q},

و

Aut(E/F ) = {idE , θ},

،a, b ∈ Q هر ازای به آن در که

θ(a+ b
√
۵) = a− b

√
۵.
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هر ریشɩهای که F̄ مانند ͳمیدان ͳیعن گرفت، درنظر را F دلخواه میدان� جبری بستار م�ͳتوان ͳکل حالت در ۱۵ باشد. ͳدلخواه میدان هر م�ͳتواند F ͳکل حالت در ۱۴

بستار و جبری اعداد میدان گویا، اعداد میدان بستار مثال برای ی΋تاست. ͳریخت΋ی حد تا و دارد وجود دلخواه میدان هر جبری بستار است. F̄ در F به متعلق ضرایب با چندجملɩای
م�ͳکند تبدیل α به را β و β به را α که ͳشتΎجای برای (α β) نماد و ͳهمان جایΎشت برای () نماد جایΎشت�ها مبحث در ۱۷ است. مختلط اعداد میدان ،ͳحقیق اعداد میدان

م�ͳشود. استفاده
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۱۷۶ پیاپی شماره
ایران ͳریاض انجمن خبرنامه

۱۱

از�آنجایی�که

πidE = () و πθ = (−
√
۵
√
۵)۱۷,

داریم هستند، p(x)هایɩریش مجموعۀ روی مم΋ن جایΎشت دو هر

.Aut(E/F ) ∼= S۲

فان حدس کامل فرمول�بندی بالا در بیان�شده مطالب به توجه با

بود: خواهد زیر صورت به ور̵ˉدِن دِر

در باشد. ͳطبیع عدد Έی H کنید فرض و̵ردِ̄ن. دِر فان حدس

ضرایبصحیح با n درجه از تکین چندجملɩای�های تعداد صورت این

بɩصورت

p(x) = xn + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۱x + a۰,

آن در که

|a۰|, . . . , |an−۱| ≤ H,

Snی΋ریختنیستبرابر با گویا اعداد رویمیدان p(x)گالوای گروه و

از ͳتابع بɩعنوان Hn−۱ از ͳثابت مضرب با ͳیعن است، O(Hn−۱) با

است. مجانب H

ضرایبصحیح با تکین چندجملɩای (۲H+۱)n اینکه به توجه با

م�ͳکند بیان ور̵ˉدِن دِر فان حدس دارد، وجود [−H, H] بازۀ به متعلق

Sn با که هستند گالوایی گروه دارای چندجملɩای�ها این تمام تقریباً

تقارن از مربوطه چندجملɩای�های ریشɩهای ͳیعن است، ی΋ریخت

ویژگ�ͳهایجبری�ای همان ریشɩها جایΎشتاز هر و برخورداند کامل

دارد. ریشɩها از اولیه ترتیب که دارد
∗Leila Sloman, New Proof Illuminates the Hidden Structure

of Common Equations, Quanta Magazine, April 21, 2022.
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