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، a, b ∈ R هر براي كه است صعودي اكيداً تابعي f : R → R كنيد فرض f : R → R (۱∫ f(b)

a

f(t)dt =

∫ b

f(a)

f(t)dt

.f(x) = x ، x ∈ R هر براي كنيد ثابت

داشت خواهيم دهيم قرار برابر را a, b مقدار مسأله صورت رابطه در اگر ∫پاسخ: f(a)

a

f(t)dt =

∫ a

f(a)

f(t)dt = −
∫ f(a)

a

f(t)dt ⇒
∫ f(a)

a

f(t)dt = ۰.

پس f(۰) < f(t) داريم t ∈ (۰, f(۰)) هر براي ۰ < f(۰) اگر .f(۰) = ۰ مي كنيم ادعا
۰ =

∫ f(۰)

۰
f(t)dt >

∫ f(۰)

۰
f(۰)dt = f(۰)۲ > ۰.

بنابراين و f(t) < f(۰) ،t ∈ (f(۰), ۰) هر براي f(۰) < ۰ اگر ترتيب همين به است. تناقض كه
۰ =

∫ ۰

f(۰)
f(t)dt <

∫ ۰

f(۰)
f(۰)dt = −f(۰)۲ < ۰.

.f(۰) = ۰ مي گيريم نتيجه پس است. تناقض كه
براي و f(x) > f(۰) = ۰ داريم x > ۰ هر براي f بودن صعودي اكيداً به توجه با ديگر سوي از
مقادير همه براي و ∫ f(a)

a
f(t)dt = ۰ چون f(a) ̸= a اگر حال .f(x) < f(۰) = ۰ داريم x < ۰ هر

تناقض كه باشد صفر برابر نمي تواند انتگرال مقدار است، يكسان a با f(t) علامت a, f(a) بين t
.f(a) = a ،a هر براي پس است.
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اول عددي آن نابديهي زيرگروه هر مرتبة به طوري كه باشد نامتناهي گروه يك G كنيد فرض (۲
كنيد ثابت است.

مي شود، توليد عنصر ۲ توسط G الف)
باشد). نابديهي نرمال زيرگروه فاقد هرگاه است ساده G (گروه است ساده گروه يك G ب)

نامتناهي و نابديهي زيرگروه داراي نامتناهي و دوري گروه هر زيرا نيست دوري G .۱ نكته پاسخ:
است.

آنگاه باشد H شامل سره بطور و G زيرگروه يك K و باشد G از نابديهي زيرگروه H اگر .۲ نكته
.H = K لذا و ۱ ̸= |H|

∣∣ |K| آنگاه K ̸= G اگر زيرا G = K

لذا و y ̸∈< x > كه هست y ∈ G ،۱ نكته طبق آنگاه ،e ̸= x ∈ G اگر الف)
< e > ̸=< x >⫋< x, y > .

.G =< x, y > ،۲ نكته طبق پس
طبق لذا و < e > ̸= N ⫋< a > N آنگاه a ̸∈ N و باشد G از نابديهي نرمال زيرگروه N اگر ب)

است. فرض خلاف كه |G| ≤ | < a > ||N | < +∞ بنابراين ، G =< a > N داريم ۲ نكته
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مجموعه دهيد نشان هستند. متمايز طبيعي اعداد a۱, a۲, · · · , an كنيد فرض (۳
A = {ai

aj
|۱ ≤ i, j ≤ n}

است. متمايز اول عدد n− ۱ حداكثر داراي

باشند. نوشتن قابل ai
aj

صورت به متمايز اول عدد n حداقل كنيد فرض خلف برهان با پاسخ:
صورت به را a۱, a۲, . . . , an رئوس با G راسي n گراف باشند. p۱, . . . , pn اول اعداد اين كنيد فرض
وجود ۱ ≤ j, k ≤ n كه aj, ak مانند عدد دو كه مي دانيم ،pi اول عدد هر ازاي به مي سازيم. زير
جفت يك از بيش خاصيت، اين با aj, ak اعداد جفت تعداد است ممكن .pi = aj

ak
به طوري كه دارند

يكديگر به را آنها G گراف در و گرفته نظر در را اعداد اين از جفت يك فقط صورت اين در باشد.
ai۱ , . . . , aim مانند دور يك حتما لذا و است راس n و يال n شامل G گراف بنابراين مي كنيم. متصل
ديگر طرف از و است ۱ برابر طرف يك از ai۱

ai۲
× ai۲

ai۳
× · · · aim

ai۱
حاصلضرب كه كنيد دقت حال دارد.

همگي و اول عدد يك وارون يا هست اول عدد يك يا كدام هر كه عدد m حاصلضرب با است برابر
مي دهد. نشان را مساله حكم درستي تناقض اين هستند. متمايز نيز اول اعداد اين
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باشد موجود a ∈ G و f : G → G تابع يك اگر باشد. متناهي گروه يك G كنيد فرض (۴
به طوري كه

∀x ∈ G f(xa) = xf(x)

است. فرد G مرتبه كنيد ثابت

پاسخ:
كه مي شود ثابت استقرا با

∀m ≥ ۱ f(xam) = xam−۱xam−۲ · · · axf(x)

مي شود نتيجه f(x) حذف و m = n براي بالا تساوي از استفاده با .n = o(a) كنيد فرض
(∗) ∀x ∈ G xan−۱xan−۲ · · · ax = e

دهيد قرار است. فرد n مي دهد نتيجه كه n
∣∣n(n−۱)

۲ لذا و a
n(n−۱)

۲ = e داريم x = e فرض با حال
( ∗) رابطه طبق آنگاه (x = x−۱ يا (و x۲ = e و e ̸= x ∈ G اگر .n = ۲k + ۱

(
xa۲kx · · · xak+۱)x(akx · · · ax) = e

لذا و g−۱ = akx · · · ax داريم (ai)−۱ = an−i اينكه به توجه با g = xa۲kx · · · xak+۱ مي دهيم قرار
فرد |G| كوشي قضيه طبق و ندارد ۲ مرتبه از عنصري G بنابراين تناقض. ،x = e يا gxg−۱ = e

است.
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براي كه است خاصيت اين داراي f : X → R تابع و متريك فضاي يك (X, d) كنيد فرض (۵
هر براي كه دارد وجود g : X → R تابع كنيد ثابت .|f(x) − f(y)| ≤ d(x, y) + ۱ ،x, y ∈ X هر

باشيم داشته x, y ∈ X

|g(x)− f(x)| ≤ ۱, |g(x)− g(y)| ≤ d(x, y)

كنيد تعريف پاسخ:
g(a) = inf

{
f(x) + d(x, a) : x ∈ X

}
.

كه كنيد توجه ،a, b ∈ X هر براي اولاً دارد. را نظر مورد خاصيت g تابع مي كنيم ادعا
f(x) + d(x, a) ≤ f(x) + d(x, b) + d(b, a).

داريم نابرابري طرف دو از گرفتن اينفيمم با پس
g(a) ≤ g(b) + d(b, a),

g(b)−g(a) ≤ d(a, b) مشابه طور به اخير رابطه در a, b تقارن دليل به .g(a)−g(b) ≤ d(a, b) معادلاً
a, b ∈ X هر براي بنابراين و برقرار نيز

|g(a)− g(b)| ≤ d(a, b).

طرف از و g(a) ≤ f(a) + d(a, a) = f(a) طرف يك از كه كنيد توجه ،g ديگر ويژگي اثبات براي
،a, x ∈ X هر براي ديگر،

f(x)− f(a) ≥ −d(x, a)− ۱,

مي كند ايجاب كه
f(x) + d(x, a) ≥ f(a)− ۱.

طبق بگيريم، اينفيمم x ∈ X همه روي بزرگ تر سمت از و كنيم تثبيت را a رابطه اين در اگر
تمام اثبات و f(a) ≥ g(a) ≥ f(a)− ۱ كل در بنابراين .g(a) ≥ f(a)− ۱ مي شود نتيجه g تعريف

است.
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آن ها همة مشترك عليه مقسوم بزرگترين كه هستند طبيعي اعداد a۱, a۲, · · · , an كنيد فرض (۶
اول سطر كه يافت ۱ دترمينان با و صحيح درايه هاي با n× n ماتريسي مي توان كنيد ثابت است. ۱

باشد. [a۱ . . . an] آن

برابر a۱, a۲, . . . , an مشترك عليه مقسوم بزرگترين اينكه فرض با را حكم كلي تر حالت پاسخ:
به آن اول سطر كه n× n ماتريس مي توان مي كنيم ثابت ديگر عبارت به مي كنيم. ثابت باشد d با
بود. خواهد n روي استقرا كمك به اثبات كرد. پيدا باشد، d برابر آن دترمينان و [a۱ . . . an] شكل

صحيحي اعداد آنگاه باشد، d برابر gcd(a۱, a۲) اگر زيرا است برقرار n = ۲ براي حكم استقرا: پايه
بگيريد. نظر در را

[
a۱ a۲
−t s

]
ماتريس است كافي .sa۱ + ta۲ = d داريم كه دارند وجود t و s چون

اگر است. برقرار نيز n براي حكم مي كنيم ثابت باشد. برقرار n− ۱ براي حكم كنيم فرض حال
(n − ۱) × ماتريس مي توان آنگاه باشد، e با برابر a۱, a۲, . . . , an−۱ مشترك عليه مقسوم بزرگترين
e برابر آن دترمينان و باشد [a۱a۲ . . . an−۱] شكل به آن اول سطر كه يافت Bn−۱ مانند (n − ۱)

بود خواهد زير شكل به Bn−۱ بنابراين باشد.

Bn−۱ =


a۱ a۲ · · · an−۱

A(n−۲)×(n−۱)


اينكه به توجه با است. صحيح درايه هاي با (n− ۲)× (n− ۱) ماتريس يك A(n−۲)×(n−۱) آن در كه
كه يافت s, t مانند صحيحي اعداد مي توان است، d برابر e و an مشترك عليه مقسوم بزرگترين

ماتريس

Bn =



a۱ a۲ · · · an−۱ an

۰
A(n−۲)×(n−۱)

...
۰

sa۱
e

sa۲
e

· · · s
an−۱
e

t


باشد. d دترمينان داراي
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