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از (منظور پوشاند. را ۱ شعاع به قرصي نمي توان ۱ از كمتر شعاع به قرص دو با كنيد ثابت (۷
است.) R۲ در بسته گوي قرص،

به دايره با ۱ از كوچكتر شعاع به قرص اشتراك باشد. امكان پذير كار اين كه كنيد فرض پاسخ:
از يكي حداقل بپوشانند را بزرگتر قرص ۱ از كمتر شعاع با قرص دو اگر است. كمان يك ۱ شعاع
فاصله به نتيجه در و متقاطر نقطه دو شامل بايد يعني باشد ۱ شعاع به نيم دايره يك شامل بايد آنها

است. غير ممكن كه باشد ۲
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ثابت تابع يك f كنيد ثابت .f(z) = f(z − z۲) ،z ∈ C هر براي و تحليلي f : C → C تابع (۸
است.

است تحليلي تابعي كه f(z)− f(۰) پس نباشد. ثابت تابعي f كنيد فرض خلف برهان به پاسخ:
تحليلي تابع و k ≥ ۱ صحيح عدد نيست، ثابت f چون مي گيرد. صفر مقدار z = ۰ ورودي براي كه
شكل به مسأله صورت تساوي صورت اين در .f(z)− f(۰) = zkg(z) و g(۰) ̸= ۰ كه دارد وجود g

مي آيد در زير
f(۰) + zkg(z) = f(۰) + (z − z۲)kg(z − z۲).

داشت خواهيم zk بر تقسيم و بالا رابطه طرفين از f(۰) كردن كم با

g(z) = (۱− z)kg(z − z۲).

داريم بگيريم، مشتق هستند z حسب بر تحليلي توابعي كه اخير رابطه طرفين از اگر

g′(z) = (۱− z)k(۱− ۲z)g′(z − z۲)− k(۱− z)k−۱g(z − z۲)

مي آيد در زير فرم به z = ۰ جاي گذاري با كه

g′(۰) = g′(۰)− kg(۰).

نشان تناقض اين است. تناقض g(۰) ̸= ۰ و k ≥ ۱ به توجه با كه kg(۰) = ۰ مي دهد نتيجه كه
باشد. ثابت تابعي بايد f مي دهد
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A + At ماتريس به طوري كه است حقيقي درايه هاي با مربعي ماتريس يك A كنيد فرض (۹
خودتوان را B (ماتريس است. نامنفي عددي A درايه هاي همه مجموع كنيد ثابت باشد. خودتوان

.(B۲ = B هرگاه گوييم

.B۲ = B مسئله فرض طبق طرفي از ،Bt = B لذا .B = A+At و A = (aij) دهيد قرار پاسخ:
آنگاه باشند B سطري بردارهاي v۱, · · · , vn و B = (bij) اگر حال .BBt = B ∑بنابراين

i,j

aij =
۱
۲
∑
i,j

bij =
۱
۲
∑
i,j

⟨vi, vj⟩ =
۱
۲
⟨
∑
i

vi,
∑
j

vj⟩ =
۱
۲
∣∣∑

i

vi
∣∣۲ ≥ ۰.

@IMCUS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال

@IMCUS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال

@IMCUS دانشجويي مسابقات تلگرام كانال

@IranianMathematicalSociety ايران رياضي انجمن كانال



دوم نوبت آزمون سوالات پاسخ
كشور دانشجويي رياضي مسابقه پنجمين و چهل

۱۴۰۲/۴/۲۸ دوم جلسه

دوم نوبت آزمون سوالات پاسخ
كشور دانشجويي رياضي مسابقه پنجمين و چهل

۱۴۰۲/۴/۲۸ دوم جلسه

دوم نوبت آزمون سوالات پاسخ
كشور دانشجويي رياضي مسابقه پنجمين و چهل

۱۴۰۲/۴/۲۸ دوم جلسه

n ≥ ۱ براي اگر به طوري كه دارد وجود {−۱,+۱} اعداد از α۱, α۲, . . . دنباله كنيد ثابت (۱۰
است. چگال R در {xn | n ≥ ۱} مجموعه آنگاه xn = α۱ +

α۲

۲
+ · · ·+ αn

n
كنيم تعريف

كه باشند حقيقي اعداد در باز بازه هاي همه I۱ = (a۱, b۱), I۲ = (a۲, b۲), . . . كنيد فرض پاسخ:
طول هستند). شمارا گويا، اعداد بودن شمارا دليل به بازه ها (اين است گويا اعداد آن ها سر دو هر

مي دهيم. نمايش ℓi با را Ii بازه
طبيعي اعداد از n۱ ≤ n۲ ≤ n۳ ≤ · · · زيردنباله و ±۱ از α۱, α۲, . . . دنباله مي توان مي دهيم نشان

،k ∈ N هر براي كه كرد انتخاب گونه اي به را

xnk
=

nk∑
j=۱

αj

j
∈ Ik.

مي دهد. نتيجه را ({x۱, x۲, . . .} (چگال بودن مسأله حكم وضوح به حكم اين اثبات
كنيد فرض كه صورت اين به مي سازيم. استقرايي شكل به را (ni)

∞
i=۱ و (αi)

∞
i=۱ دنباله هاي

nk+۱ = nk ،xnk
∈ Ik+۱ اگر .xni

∈ Ii ،i ≤ k هر براي كه طوري به باشد شده تعيين α۱, . . . , αnk

گونه اي به را m > mk عدد ابتدا ،xnk
≤ ak+۱ اگر مي كند. برآورده k + ۱ براي را مسأله شرط

حتماً تعريف،  شكل اين با مي كنيم. تعريف −۱ برابر را αnk+۱, . . . , αm و ۱
m

< ℓk+۱ كه مي يابيم
كه مي گيريم طبيعي عدد كوچك ترين را nk+۱ حال .xm ≤ ak+۱

۱
m+ ۱

+
۱

m+ ۲
+ · · ·+ ۱

nk+۱
> ak+۱ − xm. (∗)

.xnk+۱ ∈ Ik+۱ مي كنيم ادعا دارد. وجود خاصيت اين با nk+۱ عدد واگراست
∞∑

j=m+۱

۱
j

سري كه آن جا از
،(∗) طبق اولاً

xnk+۱ = xm +

nk+۱∑
j=m+۱

۱
j
> xm + (ak+۱ − xm) = ak+۱,

دارد را (∗) خاصيت كه است عددي كوچك ترين nk+۱ چون و
۱

m+ ۱
+

۱
m+ ۲

+ · · ·+ ۱
nk+۱ − ۱

≤ ak+۱ − xm,

مي دهد نتيجه ۱
nk+۱

< ۱
m

< ℓk+۱ چون كه
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xnk+۱ = xm +

nk+۱−۱∑
j=m+۱

۱
j
+

۱
nk+۱

< xm + (ak+۱ − xm) + ℓk+۱ = ak+۱ + ℓk+۱ = bk+۱,

مي رسد. اتمام به xnk+۱ ∈ Ik+۱ اثبات و

تعريف +۱ برابر را αnk+۱, . . . , αm ابتدا است. مشابه كاملاً نيز xnk
≥ bk+۱ حالت در اثبات

مثل مناسبي انديس به تا مي كنيم تعريف −۱ برابر را بعدي αiهاي سپس .( ۱
m

< ℓk+۱) مي كنيم
عددي  اندازه به xi مقدار −۱ علامت هر انتخاب با كه اين به توجه با .xnk+۱ ∈ Ik+۱ كه برسيم nk+۱

انديس چنين حتماً
∞∑

j=m+۱

۱
j

سري بودن واگرا به توجه با هم چنين و مي شود كوچك  ℓk+۱ از كم تر
مي شود. يافت nk+۱
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است Rn در تصادفي بردار يك x كنيد فرض بگيريد. نظر در را d اقليدسي متر با Rn فضاي (۱۱
W كنيد فرض است. −۱ برابر ۱

۲
احتمال با و ۱ برابر ۱

۲
احتمال با مستقل طور به آن مولفه هر كه

آن در كه (
dist(x,W )

)۲ رياضي اميد محاسبه است مطلوب باشد. Rn از بعُدي k زيرفضاي يك
.dist(x,W ) = inf{d(x, y) : y ∈ W}

P ۲x = Px كنيد دقت مي كند. تصوير W روي را x كه باشد ماتريسي P كه كنيد فرض پاسخ:
است. k برابر Im(P ) رتبه همچنين .P = P t و Im(P ) + Ker(P ) = Rn كه كرد ثابت مي توان و
يعني ،Rn در W عمود فضاي زير به متعلق v عضو هر براي و w ∈ W عضو هر براي Pw = w چون
بنابراين است. ۰ ويژه ي مقدار n − k و ۱ ويژه ي مقدار k داراي P بنابراين .Pv = ۰ داريم ،W⊥

.trace(P ) =
∑n

i=۱ Pii = k

مي شود. محاسبه زير شكل به مساله رياضي اميد
آنگاه باشد، مساله فرض در ±۱ درايه هاي با و n طول با تصادفي بردار يك x = (x۱, . . . , xn) اگر

E(dist(x,W )۲) = E((d(x, Px))۲)

= E((x− Px).(x− Px))

= E(xtx− xtP tPx) داخلي ضرب تعريف از
= E(xtx− xtP ۲x) P t = Pچون
= E(xtx− xtPx) P ۲ = Pچون

= E(
n∑

i=۱

x۲i −
n∑

i=۱

n∑
j=۱

xiPijxj))

=

n∑
i=۱

E(x۲i )−
n∑

i=۱

n∑
j=۱

E(xiPijxj) رياضي اميد بودن خطي

= n−
n∑

i=۱

Pii پايين توضيح از

= n− k

n∑
i=۱

Pii = kچون

داريم i = j اگر و E(xiPijxj) = PijE(xi)E(xj) = ۰ داريم i ̸= j اگر كه كنيد دقت

E(xiPijxj) = PiiE(x۲i ) = Pii.
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R[x] در تكين چندجمله اي هر به طوري كه باشد صحيح (حوزه) دامنه يك R كنيد فرض (۱۲
،ab ∈ P +Q كه a, b ∈ Rهر براي باشند. R در اول ايدهآل دو Q و P و باشد داشته R در ريشه يك

.b ∈ P +Q يا a ∈ P +Q كنيد ثابت

دهيد قرار .ab = p+ q كه دارند وجود q ∈ Q و p ∈ P عناصر فرض، طبق پاسخ:
يعني دارد R در α مثل ريشه اي f(x) فرض طبق .f(x) = (x−a)(x−b)−p = x(x−(a+b))+q

α − a ∈ P پس است اول ال ايده P چون و (α − b)(α − a) = p ∈ P صورت اين در .f(α) = ۰

يا α ∈ Q است اول ال ايده نيز Q چون و α(α − (a + b)) = −q ∈ Q همچنين .α − b ∈ P يا
افتد: مي اتفاق زير حالت چهار از يكي پس .α− (a+ b) ∈ Q

a = α− (α− a) ∈ P +Q صورت اين در α ∈ Q و α− a ∈ P (۱
b = α− a− (α− (a+ b)) ∈ P +Q صورت اين در α− (a+ b) ∈ Q و α− a ∈ P (۲

b = b− α + α ∈ P +Q صورت اين در α ∈ Q و α− b ∈ P (۳
a = α− b− (α− (a+ b)) ∈ P +Q صورت اين در α− (a+ b) ∈ Qو α− b ∈ P (۴

مي شود. ثابت حكم بنابراين
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