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١۴٠٠ بهمن ٨ و ٧ هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین

پیشگفتار ١

هندسی“، های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس ”سومین بهانه به تا گذارد منت ما بر که سبب بدان را بزرگ خداوند
سبزواری حکیم دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی ی دانشکده در زمین ایران فرهیختگان و اندیشمندان از بزرگی جمع میزبان

شکرگزاریم. باشیم؛
الی ٧ تاریخ از شده یاد علمی رخداد گرفته، صورت ریزی برنامه اساس بر و کرونا اپیدمی گسترش علت به دانید می که چنان
کوتاهی گزارش بازگویی ضمن تا دانستم لازم خود بر دلیل همین به شد. خواهد برگزار مجازی صورت به ١۴٠٠ ماه بهمن ٨
عذر مراتب آمده بوجود های محدودیت دلیل به آن، مختلف های کمیته و کنفرانس دبیرخانه توسط شده انجام های فعالیت از

برسانیم. کشور علمی های سرمایه و سروران ، عزیزان کلیه استحضار به را برگزارکنندگان خواهی
برگزاری به معطوف را خویش توان مراحل، کلیه در امروز تا و کرده کار به آغاز ١۴٠٠ تیرماه از رسمی بصورت کنفرانس دبیرخانه
پژوهشگران و اساتید صمیمانه همدلی و همکاری یمن به و راستا همین در است. نموده سمینار این فرد به منحصر و مطلوب
پژوهشکده و ها دانشگاه بهترین ممتاز علمی هیات عضو ٣٢ از مرکب سمینار، علمی ی کمیته زود، خیلی کشورمان، شاخص

گردید. تشکیل ایران های
دانشگاه از مختلف داوران توسط کنفرانس، این تارنمای به ارسالی مقالات کلیدی، های تاریخ اعلام پی در و روند این ادامه در
شد. پذیرفته سوم، کنفرانس در ارائه جهت مقاله ۵٠ نهایت در و گردیده داوری کنفرانس علمی ی کمیته و کشور سراسر های
با که اند شده گرفته نظر در پوستری ی ارائه بصورت مقاله ۶ و شفاهی ی ارائه بصورت مقاله ۴۴ علمی، مستندات این میان در
سازی نمایه (CIVILICA) سیویلیکا و (ISC) اسلام جهان استنادی های پایگاه در آنها کامل متن گرفته، صورت های پیگیری
تاریخ خصوص در کوتاهی مستند تهیه دوستمان، دانش هموطنان جمعی حافظه در ثبت هدف با و بار اولین برای شد. خواهد
پژوهشی ی ”زمینه اطلاعات بر مشتمل ای کتابچه و ایران“ های دانشگاه در هندسه تکاملی ”سیر موضوعیت با هندسه شفاهی
بتواند کنفرانس، برگزاری های روز در آنها انتشار رود؛ می امید که گرفت قرار کار دستور در کشور“ هندسه محققان و اساتید
و مرز این تا اند بوده تلاش در همواره که باشد محققانی و استاتید دانشمندان، داشت چشم بی تلاشهای از ای ذره دهنده بازتاب

بدرخشد. عالمیان میان در درخشان نگینی چون بوم،
است امید که بوده خارجی و داخلی مبرز اساتید توسط هایی سخنرانی برای ریزی برنامه همایش، این در ذکر قابل موارد دیگر از
مجموعه این تمایز وجه بر بتواند جئوجبرا“ ” و عصبی“ هاب شبکه رفتار تحلیل و سازی ”مدل کارگاه دو برگزاری کنار در

بیفزاید. ارزشمند
امر، متولیان و مسوولین ی همه ی شائبه بی های حمایت از خویش قدردانی و سپاس مراتب ابراز برای تلاش ضمن پایان در
علمی هیات اعضای و محترم ریاست ایران، ریاضی انجمن محترم رباست سبزواری، حکیم دانشگاه محترم ریاست ویژه به
همکاران کنفرانس، اجرایی و علمی ی کمیته محترم اعضای ، سبزواری حکیم دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی ی دانشکده
و هفتم در امیدواریم کامپیوتر، علوم و ریاضی ی دانشکده مند علاقه و گرامی دانشجویان و دانشگاه های بخش سایر محترم
بوده شما علمی آوردهای دست آخرین اندیشی هم برای ای شایسته محمل بتوانیم پروردگار فضل به جاری سال ماه بهمن هشتم

باشیم. داشته عزیزمان ایران پژوهشی و علمی اهداف اعتلای در کوچکی سهم و

تشکر با
برزنونی علی

هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین کنفرانس دبیر
سبزواری حکیم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده
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اجرايي و علمي هاي كميته ٢
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تخصصي هاي سخنراني ۵

مبسوط چكيده صورت به هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین در بخش، اين در شده ارائه مقالات
است. شده ارائه و پذيرفته
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عصبی تصادفی سیستم در انشعاب و پایداری بررسی ١ . ۵

پناهی محمد ، نیا* فاتحی مهدی
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

آمیختگی خواص زنی، سایه ویژگی با یکنواخت فضای یک روی غیرخودمختار دینامیکی سیستمهای برای که کنیم می ثابت مقاله این در
میباشند. معال ارگودیک زنی سایه و مداری شبه مشخصه و ضعیف مشخصه زنجیری، آمیختگی توپولوژیک،

هاجکین-هاکسلی،. تصادفی،مدل دینامیکی های سیستم کلیدی: واژه های
.60H10 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠٠٩١٠٠٣٣-٣ مقاله: كد

مقدمه
گرفته قرار روزافزونی توجه مورد شده پایه گذاری تصادفی آنالیز و حسابان اساس بر که تصادفی دیفرانسیل معادلات اخیر، سال های در
پدیده های بررسی در مسئله این گرفتن نادیده می کند. ایفا بیولوژی فرآیندهای از بسیاری در را مهمی نقش قطعیت عدم همچنین است.
اعصاب علوم در که دینامیکی مدل های از یکی .[۴] بگذارد تأثیر موردمطالعه سیستم های تحلیل و تجزیه بر ممکن است شده مدل سازی
را عمل پتانسیل گذر و ایجاد چگونگی واقع در مدل این است. هاجکین-هاکسلی١ مدل است برخوردار بالایی اهمیت و محبوبیت از
معادلات دستگاه یک از استفاده با را دینامیکی مدل این ١٩۵٢ سال در هاکسلی و هاجکین می دهد. نشان عصبی سلول یک غشاء در
وجود بعدی چهار دیفرانسیل معادلات دستگاه یک دینامیک تحلیل برای کارآمدی ابزار که آنجا از دادند. نشان بعدی چهار دیفرانسیل
می توان بعدی دو مدل های این مشهور ترین از آمد. وجود به هاجکین-هاکسلی مدل از متعددی بعدی دو کاهش یافته ی مدل های نداشت
می-دهیم. قرار بررسی مورد را آن دینامیک و کرده معرفی را سیستم این تصادفی مدل مقاله این در .[١] کرد اشاره INa,p+ IK مدل به

می شود: داده نمایش زیر به صورت بعدی دو دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از استفاده با INa,p + IK مدل
V̇ = ١

C

[
I − gL(V − EL)− gNa(V − ENa)(

١

١+e
Vm−V

km

)− gKn(V − EK)

]
,

ṅ = ١
τ(V )

[
١

١+e
Vn−V

kn

− n

]
,

(١)

هستند. سیستم این اصلی دینامیکی متغیرهای پتاسیم، کانال فعالیت میزان n متغیر و عصبی سلول غشاء پتانسیل V متغیر آن در که
شده اند. داده نشان نورون ها از هاجکین دسته بندی اساس بر نوع، دو در ١ جدول در سیستم پارامترهای

١Hodgkin-Huxley

١۴
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سیستم پارامترهای :١ جدول

پارامتر نام نوع یک نوع دو
C عصبی سلول غشاء ظرفیت ١ ١
I جریان ٠ ٠
gL نشتی کانال هدایت میزان ٨ ٨
EL نشتی کانال معکوس پتانسیل -٨٠ -٧٨
gNa سدیم کانال هدایت حداکثر ٢٠ ٢٠
ENa سدیم کانال معکوس پتانسیل ۶٠ ۶٠
gK پتاسیم کانال هدایت حداکثر ١٠ ١٠
EK پتاسیم کانال معکوس پتانسیل -٩٠ -٩٠
Vm سدیم کانال فعال سازی ولتاژ نیمه پتانسیل -٢٠ -٢٠
km سدیم کانال فعال سازی شیب ١۵ ١۵
Vn پتاسیم کانال فعال سازی ولتاژ نیمه پتانسیل -٢۵ -۴۵
kn پتاسیم کانال فعال سازی شیب ۵ ۵
τ(V ) حساس به ولتاژ زمان ١ ١

INa,p + IK تصادفی مدل

در تحلیل ها ناکارآمدی و دشواری موجب امر این و بوده زیادی پارامترهای دارای INa,p + IK مدل که آنجا از شد گفته که همان طور
تصادفی مدل شد. خواهد استفاده موردنظر سیستم با متناظر تصادفی سیستم از تحلیل ها بودن مطلوب تر برای لذا می شود، واقعیت عالم
دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از استفاده با و می آید به دست (١) سیستم به وینر فرآیند از ضریبی کردن اضافه با INa,p + IK

می شود: داده نشان زیر به صورت بعدی دو تصادفی
dV = ١

C

[
I − gL(V − EL)− gNa(V − ENa)

(
١

١+e
Vm−V

km

)
− gKn(V − EK)

]
dt

+σV dWt,

dn = ١
τ(V )

[
١

١+e
Vn−V

kn

− n

]
dt+ σndWt,

(٢)

وینر فرآیند یک Wt و است سیستم به شده وارد نویز شدت نشان دهنده ی که شده اضافه (١) سیستم به که است پارامتر یک σ آن در که
.[٢] پرداخت خواهیم بعدی دو تصادفی دینامیکی سیستم های پویایی تحلیل برای کلی قالب و چهارچوب یک معرفی به ادامه در است.

تصادفی سیستم  دینامیک تحلیل

x = r cos θ قطبی مختصات تبدیل با سپس می کنیم بازنویسی را (٢) ,٠)Oسیستم ٠) نقطه ی در توابع تیلور بسط گرفتن نظر در با ابتدا
داریم: جدید پارامتردهی و y = r sin θ و

dr =

[(
µ١ +

١
١۶µ٢

)
r + ١

٨µ٣r
٣
]
dt+

(
١
٨µ۴r

٢
) ١

٢
dWt

dθ =
(

١
۴µ۵ +

١
٨µ۶r

٢
)
dt+

(
١
٨µ٢

) ١
٢
dWt

(٣)

١۵
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هستند: زیر شرح به جدید پارامترهای آن در که

µ١ = −١
٢

(
e

Vm
km

)٢
gLkm + gLkm + gNakm

C
(
١ + e

Vm
km

)٢
km

− ١
٢τ(V )

−١
٢
e

Vm
km gNakm + ٢e

Vm
km gLkm − gNaENae

Vm
km

C
(
١ + e

Vm
km

)٢
km

µ٢ = ٢σ٢

µ٣ =
١
٢

e
Vm
km gNa

(
٣km + ENa − ٣

(
e

Vm
km

)٢
km +

(
e

Vm
km

)٢
ENa − ۴ENae

Vm
km

)
C
(
١ + e

Vm
km

)۴
k٣
m

µ۴ = ۴σ٢

µ۵ = −٢gKEK
C

+
٢e

Vn
kn(

١ + e
Vn
kn

)٢
knτ(V )

µ۶ =
١
٢

(
e

Vn
kn

)٣
+ e

Vn
kn − ۴

(
e

Vn
kn

)٢

(
١ + e

Vn
kn

)۴
k٣
nτ(V )

(۴)

داریم: (٢) تصادفی سیستم روی بر متغیره دو فوکر-پلانک معادله ی اعمال با حال

p(x, y) =


δ(x٢ + y٢), µ۴ ≥ ١۶µ١ + µ٢,

(x٢+y٢)
١۶µ١+µ٣−٢µ۴

٢µ۴ . exp
(

µ٣
µ۴
(x٢+y٢)

)
πΓ

(
١۶µ١+µ٢−µ۴

٢µ۴

)(
−µ۴

µ٣

) ١۶µ١+µ٢−µ۴
٢µ۴

, µ۴ < ١۶µ١ + µ٢.
(۵)

زیر فرم به چگالی تابع به است شده بیان [٢] در که روشی اساس بر (٣) سیستم از مدول معادله ی با متناظر فوکر-پلانک معادله حل با
پرداخت. خواهیم آن به ادامه در که می دهیم انجام چگالی تابع این برروی را خود تحلیل های نتیجه در می کنیم. پیدا دست

p(r) =


δ(r), µ۴ ≥ ١۶µ١ + µ٢,

r

١۶µ١+µ٢−٢µ۴
µ۴ . exp

(
µ٣
µ۴
r٢

)
Γ
(

١۶µ١+µ٢−µ۴
٢µ۴

)(
−µ۴

µ٣

) ١۶µ١+µ٢−µ۴
٢µ۴

, µ۴ < ١۶µ١ + µ٢.
(۶)

تحلیل مورد در قضیه چند بیان به ادامه در می باشند. تصادفی دینامیکی سیستم های پویایی تحلیل و تجزیه اساس کار (۴) پارامترهای
هستند. استوار (۴) پارامترهای پایه ی بر همگی که می پردازیم تصادفی دینامیکی سیستم های انشعاب های

تصادفی سیستم انشعاب های

تصادفی سیستم که وقتی .[٣] P انشعاب و D انشعاب دارد: وجود اصلی انشعاب نوع دو تصادفی سیستمهای در انشعاب نظریه ی در
P انشعاب است. داده رخ D انشعاب یا دینامیک انشعاب گوییم دهد وضعیت تغییر ناپایدار به پایدار حالت از تکین نقطه اطراف در

.[٣] است احتمال چگالی تابع شکل در تغییرات معنای به
.µ۴ > ٠ و µ٣ < ٠ که می کنیم فرض اینجا در

١۶
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[σ = ٢٫١٢] [σ = ١٫٨]

١۶µ١+µ٢
٣ = ٨µ١ +

١
٢µ٢ = ٧٩۶۴٫٢٩ یعنی انشعاب نقطه ی اولین از قبل نویزهای مقدار برای p(r) احتمال چگالی :١ شکل

σ = ٨٠٠٠٫١ µ۴ = ٩۶٠٠٫١٢ ٨۶۴٢٫١٩
و

σ = ١٢٠٠٫٢ µ۴ = ٩٧٧۶٫١٧ ١۶µ١+µ٢
٣ = ٧٠٠۵٫٢٠ ٨µ١ +

١
٢µ٢ = ٠۵٠٨٫٣١

مقدار از µ۴ پارامتر مقدار دیگر عبارت به می دهد رخ D انشعاب µ۴ = ١۶µ١ + µ٢ در (٣) تصادفی سیستم برای .١ . ۵ قضیه
بگذرد. ١۶µ١ + µ٢

١۶µ١+µ٢
۴ و ١۶µ١+µ٢

٣ ،٨µ١ +
١
٢µ٢ مقادیر از µ۴ پارامتر مقدار هرگاه: می دهد رخ P انشعاب (٣) تصادفی سیستم برای .٢ . ۵ قضیه

بگذرد.

عددی نتایج

حالت مانند می پردازیم. [٢] در شده معرفی دستورکار اساس بر (٢) تصادفی سیستم انشعابی رفتارهای تحلیل و بررسی به بخش این در
برای همچنین و فوق بعدی دو چگالی تابع در آمده بدست عبارت به بالا آستانه نورون های به مربوط ١ جدول از مقداردهی با بعدی یک
عبارت مقدار که می کنیم پیدا را σ از مقادیری که برد خواهیم پیش این گونه را تحلیل می کنیم. پیدا دست زیر جدول به σ مختلف مقادیر

کرد. خواهیم مشاهده بعدی نمودارهای در را نتایج این حاصل بگذرد. ١۶µ١+µ٢
٣ و ١۶µ١+µ٢

۴ عبارات مقادیر میان از µ۴

١٧
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[σ = ٢٫٧۶] [σ = ٢٫۴۴]

یعنی انشعاب نقطه ی دو بین نویزهای مقدار برای p(r) احتمال چگالی :٢ شکل
σ = ٧۶٠٠٫٢ µ۴ = ۴٧٠۴٫٣٠, ١۶µ١+µ٢

٣ = ٧٨٢۶٫٢٢, ٨µ١ +
١
٢µ٢ = ١٧۴٠٫٣۴,

و
σ = ٨٠٠٫٣ µ۴ = ٩۴۵۶٫٣٧, ١۶µ١+µ٢

٣ = ٢٨۵٫٢۴, ٨µ١ +
١
٢µ٢ = ۴٢٨٫٣۶,

[σ = ١٫٩٣] [σ = ١٫٨]

یعنی انشعاب نقطه ی اولین از قبل نویزهای مقدار برای p(x, y) توأم احتمال چگالی :٣ شکل
σ = ٨٠٠٠٫١ µ۴ = ٩۶٠٠٫١٢, ١۶µ١+µ٢

٣ = ٨٩٨٢٫١۴, ٨µ١ +
١
٢µ٢ = ٨۶۴٢٫١٩,

و
σ = ٩٣٠٠٫١ µ۴ = ٨٩٩۶٫١۴, ١۶µ١+µ٢

٣ = ١۴٠۶٫١۵, ٨µ١ +
١
٢µ٢ = ١٨٧۵٫٢٠,

١٨
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[σ = ٢٫١٩] [σ = ٢٫٠۶]

١۶µ١+µ٢
٣ = ٨µ١ +

١
٢µ٢ = ٩٠١۶٫٢٠, یعنی انشعاب نقطه ی دو بین نویزهای مقدار برای p(x, y) توأم احتمال چگالی :۴ شکل

σ = ١٩٠٠٫٢ µ۴ = ١٨۴۴٫١٩, ۶٧۶٢٫١۵,
و

σ = ٣٢٠٠٫٢ µ۴ = ۵٢٩۶٫٢١, ١۶µ١+µ٢
٣ = ٩۶٩۴٫١۵, ٨µ١ +

١
٢µ٢ = ٢٩٢۵٫٢١,
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ضعیف ژاکوبی اتحاد یک توسط جبرلی گسترش ٢ . ۵
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اتحاد به جای جدید، رابطه ی دادن قرار گرفت. نام ضعیف” ژاکوبی ”اتحاد یک که شد معرفی رابطه ای بار نخستین برای مقاله این در
داده شد نشان مختلف مثال های و گزاره ها ارائه ی با داد. گسترش شیوه این به بار اولین برای را مفهوم این جبرلی، تعریف در ژاکوبی
جبرلی یک این که برای مختلف کافی شرط های هم چنین است. تعریف قابل برداری فضاهای بسیاری روی به راحتی ساختار این که

شد. بررسی یابد، کاهش جبرلی به گسترش یافته

one-sided. sofic equivalence، shift کلیدی: واژه های
.19C99, 19D55 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠٠-٣۶٩٠٠۵١ مقاله: كد

delbaznasab.gmail.com ایمیل: آدرس دل بازنسب. آعلی

مقدمه
برای او اصلی ابزار کرد. استفاده معادلات دیفرانسیل حل برای لی، گروه های به مربوط مفاهیم از لی سوفوس میلادی، ١٩ قرن اواخر در

بود. لی جبرهای مفهوم لی، گروه های بررسی برای
کرد: ارائه قضیه ٢ لی جبر و لی گروه ارتباط درباره ی لی

؛ آن ها متناظر لی جبرهای و لی گروه های بین موضعی تناظری برقراری یکی
عملگری همراه به خطی تبدیل های برداری فضای از ابتدا جبرلی مفهوم جبرهای شان. روی از لی گروه های مجدد ساختن نحوه ی دیگری و
تعریف [x, y] = xy − yx به صورت موردنظر عملگر فضا این در است. گرفته نشأت است، شرکت پذیر نه و جابجایی نه الزاماً که

است: تعمیم قابل کلی حالت به ساختار همین است. توابع معمولی ترکیب همان راست سمت عمل که می شود

هرگاه می گوییم، لی جبر را لی) براکت (به نام [., .] : V × V −→ V عملگر همراه به F میدان روی V برداری فضای .٣ . ۵ تعریف
باشد: برقرار زیر شرایط

باشد. دوخطی [., .] عملگر .١

.[x, x] = ٠ باشیم داشته x ∈ V هر برای .٢

رابطه ی x, y, z ∈ V هر برای .٣

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = ٠ (٧)

٢٠
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باشد. برقرار ژاکوبی اتحاد به معروف

می شود. داده کاهش جبرلی تعریف بر حاکم شرایط تعمیم یافته، جبرلی معرفی برای
می شوند. تبدیل تعمیم یافته جبرلی به برداری، فضاهای از زیادی تعداد ترتیب این به

تعمیم یافته جبرلی

تعمیم یافته لی جبر را (V, [., .]) می گیریم. نظر در را آن روی V × V −→ V عملگر و F میدان روی V برداری فضای .۴ . ۵ تعریف
باشد: برقرا زیر شرط دو هرگاه می شود گفته

باشد. دوخطی [., .] عملگر .١

باشیم .داشته x, y, z ∈ V هر برای .٢

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y]− [[y, x], z]− [[z, y], x]− [[x, z], y] = ٠ (٨)

با است معادل (٨) رابطه ی که می شود دیده به راحتی

[[x, y]− [y, x], z] + [[y, z]− [z, y], x] + [[z, x]− [x, z], y] = ٠ (٩)

شرط x, y ∈ V هر برای که باشد تعمیم یافته ای لی )جبر (V, [., .]) اگر .۵ . ۵ لم

[x, y] = −[y, x] (١٠)

است. لی جبر یک (V, [., .]) آن گاه باشذ، برقرار

هر برای ، [x, x] = ٠ شرط بلافاصله (١٠) رابطه ی از است. دوخطی [., .] عملگر است، تعمیم یافته جبر (V, [., .]) چون اثبات.
می دهند. نتیجه را زاکوبی اتحاد برقراری (١٠) و (٩) تساوی های سرراست، محاسبه ای با می شود. حاصل x ∈ V

تعریف زیر به صورت [., .] : V ×V −→ V عملگر بگیرید. درنظر آن از ناصفری عنصر را v و داخلی ضرب فضای را V .۶ . ۵ مثال
می شود:

[x, y] =
⟨x, v⟩
∥v∥٢ y. (١١)

داریم: (١١) به رابطه ی بنا

[[x, y], z] =
⟨[x, y], v⟩
∥v∥٢ z =

⟨x, v⟩⟨y, v⟩
∥v∥۴ z = [x, [y, z]]. (١٢)

است. شرکت پذیر (١١) رابطه ی با شده تعریف عمل می دهد نشان این
است. واضح عملگر این بودن دوخطی ضرب داخلی، خود به ساختار بنا طرفی از

.[[x, y]− [y, x], z] = ٠ می شود نشان داده راحتی به هم چنین
است. تعمیم یافته جبرلی (١١) رابطه در شده تعریف عملگر با همراه موردنظر داخلی ضرب فضای این ترتیب به

باشیم داشته x, y ∈ V هر برای به طوری که باشد، موجود λ ̸= ١ اگر بگیرید. نظر در را (V, [., .]) تعمیم یافته جبرلی .٧ . ۵ لم

[x, y] = λ[y, x] , λ ̸= ١ (١٣)

است. جبرلی (V, [., .]) آن گاه

.x ∈ V هر برای ، [x, x] = ٠ می شود نتیجه [x, x] = λ[x, x] رابطه ی از (١٣) شرط به توجه با اثبات.
می دهد نتیجه (١٣) شرط طرفی از

[[x, y]− [y, x], z] = (١ − λ)[[x, y], z] (١۴)

می دهند. نتیجه را ژاکوبی اتحاد (١۴) و (٨) رابطه های
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باشیم داشته x, y, z ∈ V هر برای هرگاه می گوییم دوطرفه را (V, [., .]) تعمیم یافته جبرلی .٨ . ۵ تعریف

[z, [x, y]− [y, x]] + [x, [y, z]− [z, y]] + [y, [z, x]− [x, z]] = ٠ (١۵)

به صورت [., .] : V × V −→ V اگرعملگر باشد. دوطرفه ای تعمیم یافته ی جبرلی (V, [., .]) کنید فرض .٩ . ۵ قضیه

[x, y] = [x, y]− [y, x] x, y ∈ V (١۶)

است. جبرلی (V, [., .]) شود، تعریف V روی

.x ∈ V هر برای [x, x] = ٠ نتیجه در و .[x, y] = −[y, x] که است واضح (١۶) رابطه به ،بنا x, y ∈ V هر برای اثبات.
داریم (١۶) رابطه از استفاده با و است، تعمیم یافته جبرلی (V, [., .]) که آن جا از

[x١ + x٢, y] = [x١ + x٢, y]− [y, x١ + x٢]

= [x١, y] + [x٢, y]− [y, x١]− [y, x٢]
(١٧)

ازطرفی می شود. اثبات [., .] عملگر دوخطی بودن آن، شبیه رابطه های آوردن به دست و (١٧) رابطه ی از استفاده با

[[x, y], z] = [[x, y]− [y, x], z] = [[x, y], z]− [[y, x], z]

= [[x, y], z]− [z, [x, y]]− [[y, x], z] + [z, [y, x]]
(١٨)

می آید. به دست [[z, x], y] و [[y, z], x] برای (١٨) رابطه ی مشابه رابطه های به سادگی ترتیب همین به  
می شود. ثابت ژاکوبی اتحاد تعمیم یافته، جبرلی دوطرفه بودن و (٩) در روابط این جایگذاری با

V روی [., .] : V × V −→ V عملگر باشد. خطی تابعی f : V −→ R و R روی شرکت پذیر جبری V کنید فرض .١٠ . ۵ گزاره
به صورت

[x, y] = xy − yx+ f(y)x x, y ∈ V (١٩)

است. تعمیم یافته جبرخطی ([., .], V ) آن گاه می شود. تعریف

می شود. حاصل دل خواه نتیجه ی سرراست، و ساده محاسبات و (١٩) رابطه ی از استفاده با اثبات.

باشند. خطی تابعک های g : V −→ F و f : V −→ F و F میدان روی برداری فضایی V کنید فرض .١١ . ۵ گزاره
به صورت V روی [., .] : V × V −→ V عملگر

[x, y] = f(x)y − g(y)x (٢٠)

است. تعمیم یافته جبرلی ([., .], V ) آن گاه شده است. تعریف

به طور ، (٢٠) رابطه ی در [., .] عملگر تعریف از استفاده و g و f خطی بودن به توجه با تعمیم یافته، جبرلی شرایط برقراری بررسی اثبات.
می شوند. اثبات سرراست

باشند. R٣ دل خواه عضو سه X = (a١, a٢, a٣) , Y = (b١, b٢, b٣) , Z = (c١, c٢, c٣) و V = R٣ کنیم فرض .١٢ . ۵ مثال
به صورت را [., .] : R٣ × R٣ −→ R٣ عملگر

[X,Y ] = (a٢b٣,−a١b٣, a١b٢) (٢١)

می کنیم. تعریف
می دهد. R٣ روی تعمیم یافته لی جبر ساختار عملگر، این

می شود: نتیجه (٢١) رابطه ی از مستقیم استفاده ی با و به سادگی

[X + Z, Y ] = ((a٢ + c٢)b٣,−(a١ + c١)b٣, (a١ + c٢)b٢)

= (a٢b٣,−a١b٣, a١b٢) + (c٢b٣,−c١b٣, c١b٢)
= [X,Y ] + [Z, Y ].

(٢٢)
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می شود. دیده به وضوح (٢١) عملگر دوخطی بودن ، (٢٢) رابطه ی به بانیم نگاهی
داریم: ، [X,Y ] = (x١, x٢, x٣) دادن قرار با حال

[[X,Y ], Z] = (x٢c٣,−x١c٣, x١c٢)

= (−a١b٣c٣,−a٢b٣c٣, a٢b٣c٢).

می شود: نتیجه معرفی شده، عملگر خطی بودن دو به توجه با پس

[[X,Y ]− [Y,X], Z] = [[X,Y ], Z]− [[Y,X], Z]

= (−a١b٣c٣ + a٣b١c٣,−a٢b٣c٣ + a٣b٢c٣, a٢b٣c٢ − a٣b٢c٢).

نتیجه در
[[X,Y ]− [Y,X], Z] + [[Y, Z]− [Z, Y ], X][[Z,X]− [X,Z], Y ] = ٠.

می کند. القاء R روی تعمیم یافته ای لی جبر ساختار (٢١) رابطه ی ترتیب این به

پیشنهادات

لی جبرهای به حد چه تا لی، جبرهای درباره ی شده ثابت حکم های که است مسأله این بررسی انتظار، قابل و طبیعی پیشنهاد کلی به طور
هستند. گسترش قابل تعمیم یافته

که قبیل این از سوال هایی پاسخ یافتن

برایش [٢] کارتان قضیه ی هم چون قضیه ای که دارد وجود گروه لی مشابه ساختار با P منیفلد ، V تعمیم یافته جبرلی یک برای آیا .١
باشد؟ اثبات قابل

مشابه عبارتی طوری که به دارد وجود P روی ∇ التصاق آیا .٢

∇XY −∇YX = [X,Y ]

باشد؟ برقرار P روی Y و X برداری میدان هر برای

است؟ امکان پذیر تعمیم یافته لی جبرهای برای نمایی، نگاشت مشابه نگاشتی یافتن آیا .٣

... .۴
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جامعه سطح در کرونا ویروس شیوع ریاضی مدل بررسی ٣ . ۵

شرفی٣ جواد قصاب٢و لطفعلی احسان ، زاده١,آ عبادی اله حجت

ایران تهران، ع، علی امام افسری دانشگاه ، پایه علوم ١دانشکده

ایران تهران، ع، علی امام افسری دانشگاه ، پایه علوم ٢دانشکده

ایران تهران، ع، علی امام افسری دانشگاه ، پایه علوم ٣دانشکده

دسته ی: چهار به را جامعه افراد مدل این در می پردازیم. جامعه در کرونا ویروس شیوع برای ریاضی مدل یک بررسی و ارائه به مقاله این در
آنجا از و هستند ویروس دریافت مستعد افرادجامعه تمام کرونا ویروس با رابطه بیماری(در ناقلین و بیماری عامل دریافت مستعد افراد
گرفته اند قرار درمان تحت که بیماری افراد کرونا، ویروس به آلوده افراد گیرند)، می قرار مستعدین گروه در شوند نمی شناسایی ناقلین که
عدد دوم نسل ماتریس از استفاده با و داده ارائه را مدل دیفرانسیل معادلات دستگاه سپس می کنیم. تقسیم یافته اند، بهبود که افرادی و
می پردازیم. معادلات دستگاه تعادل نقطه حول پایداری شرایط بررسی به مدل، دینامیکی تحلیل کنار در پایان، در می نماییم. محاسبه را شیوع

کرونا. بیماری،ویروس ریاضی مدل دوم، نسل ماتریس شیوع، عدد کلیدی: واژه های
.92D30 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠٠-٣۶٧٠٠۵٧ مقاله: كد

ebadizadeh.h@gmail.com ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
ویروس ها این آران ای که هنگامی هستند. ساده دورشته ای آران ای ژنوم یک دارای و بوده کروناویریده ویروسی خانواده عضو کروناویروس ها
رونویسی جهت ندارد احتیاجی دیگر و می رود آندوپلاسمی شبکه به متصل ریبوزوم های سمت به مستقیم می شود، رها میزبان سلول در
ویروس های منشأ می سازد. را خود آنتی ژن های میزبان، جاندار سلول های ریبوزوم های توسط و مستقیم به طور و شود سلول هسته وارد
و شد منتقل ولگرد گربه های به بعد و شد شروع خفاش در اول سارس ویروس بود. حیوانات در بود، شده همه گیر گذشته در که کرونا
از ویروس، این شد. مبتلا بیمار ٢۴٩۴ از نفر ٨۵٨ مرگ موجب خاورمیانه در مرس ویروس ،٢٠١۴ سال در رسید. انسان به هم بعد
شیوع در هم دیگری جانوران است ممکن البته است. پانگولین پژوهشگران، تحقیقات طبق آن، نوع آخرین بود. رسیده انسان به شتر
انسان از بیماری انتقال روش های موارد از برخی در است. متفاوت آن انتقال روش های کروناویروس، نوع به بسته باشند. داشته نقشی
موارد و بوده محدود بسیار باز فضای در بیماری انتقال احتمال حال این با است. عطسه و سرفه طریق از آنفلوانزا بیماری شبیه انسان به
در که افرادی مانند بوده اند بیمار فرد کنار در بسته فضای در طولانی مدت به افراد که داده است رخ مواردی در انسان به انسان انتقال
یا انسان به جانوران طریق از مستقیم به طور بار نخستین بیماری این که نیست مشخص هنوز هستند. ارتباط در بیماران با بیمارستان ها

شده است. منتقل ویروس به آلوده سطوح طریق از
بیماری برابر در واکسیناسیون می داد نشان که داد ارائه را اپیدمیولوژی زمینه در ریاضی مدل اولین برنولی دانیل ،١٧۶٠ سال در
بیستم قرن اوایل در به طوری که شد بیولوژیک و زیستی مطالعات به ریاضی مدل های ورود زمینه ساز برنولی مدل .[٧] است سودمند آبله
مثال، به عنوان .[٣, ۴] پذیرفت صورت ریاضی، مدل های از استفاده با عفونی، بیماری های شیوع روی بر جامعی و گسترده مطالعات
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از استفاده با راس، نام به فیزیکدان یک ١٩١١ سال در داد، ارائه سرخک بیماری گسترش بررسی برای مدل یک هامر ١٩٠۶ سال در
کندریک مک و کرماک این ١٩٢۶ سال در و پرداخت پشه طریق از مالاریا بیماری شیوع برای مدل یک طراحی به دیفرانسیل، معادلات

.[١, ۶, ٧] نمودند ارائه ١۶۶۶ سال در لندن در طاعون بیماری اپیدمی برای را SIR معروف مدل که بودند
بهبود برای فرضیه هایی و دادند ارائه انسان ها میان در بیماری یک گسترش روند از باارزشی فهم ریاضی مدل های اپیدمیولوژی، در
و هپاتیت مالاریا، ایدز، مانند زیادی بیماری های دینامیک تحلیل در ریاضی مدل های امروزه نمودند. مطرح بیماری ها کنترل استراتژی

دارند. بیماری کنترل جهت اپیدمی الگوهای از بهتر درک در مهمی نقش مدل ها این می گیرند. قرار استفاده مورد غیره
تقسیم دسته چهار به را جمعیت مدل این در که می دهیم ارائه جامعه در کرونا ویروس شیوع برای ریاضی مدل یک مقاله این در
قرار درمان تحت که بیماری افراد شده اند، آلوده ویروس به که افرادی ناقلین، و هستند کرونا ویروس دریافت مستعد که افرادی کرده ایم:
به وابسته مدل یک ما مدل می کند، تغییر نظر مورد جمعیت تعداد زمان گذشت با اینکه به توجه با یافته اند. بهبود که کسانی و می گیرند

بود. خواهد زمان
متغیر ها تعیین شامل که ریاضی مدل سازی به مربوط مباحث به دوم بخش در که: است صورت این به مقاله این در شده ارائه مباحث
است غیر خطی معمولی معادلات دستگاه یک اینجا در که آن با متناظر معادلات دستگاه تشکیل و معادلات فرمول بندی پارامترها، و
دوم نسل ماتریس از استفاده با و شده ارائه بیماری شیوع تعادل نقطه و بیماری از عاری تعادل نقطه نیز سوم بخش در می شود. پرداخته
می شود. داده قرار بحث مورد نیز موردنظر مدل معادلات دستگاه پایداری علاوه براین، می گردد. محاسبه شیوع عدد فرمول ریاضی، مدل

ریاضی مدل سازی
S(t) اگر حال می دهیم. نمایش N(t) با t زمان در را مطالعه مورد جامعه جمعیت کل قبل، بخش در شده گفته مطالب به توجه با
مجموعه T (t) باشند، ویروس به آلوده که افرادی مجموعه I(t) کروناهستند، ویروس دریافت مستعد که باشد جامعه از افرادی مجموعه

داریم: آنگاه یافته اند، بهبود که باشد کسانی همه مجموعه R(t) و می گیرند قرار درمان تحت که باشد بیمارانی همه

N(t) = S(t) + I(t) + T (t) +R(t).

در λ و µ به ترتیب را زاد وولد و طبیعی مرگ ومیر نرخ و β را ویروس انتقال نرخ مدل، این در می نامیم. SITR اختصار به را مدل این
استفاده بدون بیماران بهبود نرخ و η را درمان تحت بیماران بهبود نرخ ،γ را درمان برای بیمار افراد انتخاب نرخ همچنین می گیریم. نظر
بیماری می توانند همچنان که باشد درمانی تحت بیمار افراد تعداد بیانگر δ کسر اگر ترتیب این به می گیریم. نظر در α را درمانی خدمات از

.βS(t)(I(t) + δT (t)) با بود خواهد برابر می شوند آلوده t زمان در که جدیدی افراد تعداد آنگاه دهند، انتقال را
معادلات دستگاه به منجر که می پردازیم SITR ریاضی مدل فرمول بندی به بالا، در شده تعریف پارامترهای و متغیرها به توجه با حال

می شود: زیر غیرخطی دیفرانسیل

Ṡ = −βS(I + δT )− µS + λN,

İ = βS(I + δT )− (α+ γ + µ)I, (٢٣)

Ṫ = γI − (η + µ)T,

Ṙ = ηT + αI − µR.

است. شده ارائه مدل این گردشی نمودار ١ شکل در هستند. نامنفی بالا معادلات در پارامترها تمام که کنید توجه

SITR مدل گردشی نمودار :۵ شکل

داریم: و بوده N از کسری R و T ،I ،S مجموعه های این صورت در بگیریم، نظر در یک با برابر را N اگر

S + I + T +R = ١,
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گرفت: نظر در زیر به صورت را (١) معادلات دستگاه می توان به این ترتیب .R = ١ − S − I − T بنابراین

Ṡ = −βS(I + δT )− µS + λ,

İ = βS(I + δT )− (α+ γ + µ)I, (٢۴)

Ṫ = γI − (η + µ)T.

شیوع عدد و تعادل نقاط

.[۵] می دهد نشان را جواب ها این بودن مثبت زیر قضیه که هستند Q = (S, I, T ) بصورت (٢) معادلات دستگاه جواب های

هستند. نامنفی T (t) و I(t) ،S(t) مقادیر t > ٠ برای آنگاه باشند، نامنفی T (٠) (٠)Iو ،S(٠) مقادیر اگر :١ قضیه

به صورت (٢) دستگاه بیماری از عاری تعادل نقطه صورت این در باشد، نداشته وجود بیماری هیچ N جمعیت در که کنیم فرض اگر
دستگاه دیگر تعادل نقطه و داده قرار صفر با برابر را (٢) دستگاه معادلات راست سمت .S٠ = λ

µ که بود خواهد Q٠ = (S٠, ٠, ٠)
داریم پس می کنیم. محاسبه را است (S∗, I∗, T ∗) به صورت که (٢)

S∗ =
−(α+ γ + µ)I∗ − λ

µ
,

T ∗ =
γI∗

η + µ
.

شیوع عدد ،[٢] به توجه با می کند. مبتلا را آنها خود، بیماری دوره طول در بیمار، فرد یک که است افرادی تعداد ویروس شیوع عدد
می آوریم: بدست زیر به صورت (٢) دستگاه از را V و F ماتریس های است. FV −١ دوم نسل ماتریس طیفی شعاع همان درواقع R٠

F =

[ βλ
µ

βλδ
µ

٠ ٠

]
,

و

V =

[
α+ γ + µ ٠

−γ η + µ

]
.

داریم: پس

V −١ =
١

(α+ γ + µ)(η + µ)

[
η + µ γ

٠ α+ γ + µ

]
,

نهایت در که

R٠ =
βλ

µ(α+ γ + µ)
.

بررسی ،(λµ , ٠, ٠) یعنی بیماری، از عاری تعادل نقطه حول را سیستم پایداری ،(٢) معادلات دستگاه ژاکوبین از استفاده با ادامه، در
می کنیم.

.R٠ > ١ اگر است ناپایدار و R٠ < ١ اگر است پایدار مجانبی بطور بیماری از عاری تعادل نقطه :٢ قضیه

می کنیم: محاسبه زیر به صورت را (٢) دستگاه ژاکوبی ماتریس اثبات.

J٠ =

 −µ −βλ
µ

−βλδ
µ

٠ α βλδ
µ

٠ γ −(η + µ)

 .
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که بود خواهد (x+ µ)(x٢ + bx− c) به صورت J٠ مشخصه چندجمله ای پس

b = η + α+ γ + ٢µ− βλ

µ

c = (
βλ

µ
− (α+ γ + µ))(η + µ)− βλγδ

µ
.

بود خواهد مجانبی پایدار دستگاه آنگاه باشند، منفی حقیقی بخش دارای مشخصه چندجمله ای جواب های که صورتی در ،[٢] به توجه با
بود. خواهد ناپایدار دستگاه آنگاه R٠ > ١ اگر همچنین .R٠ < ١ که می افتد اتفاق صورتی در این و

نتیجه گیری
افراد دسته ی: چهار به را جامعه افراد مدل این در پرداختیم. جامعه کرونادر ویروس شیوع برای ریاضی مدل یک بررسی به مقاله این در
تقسیم یافته اند، بهبود که افرادی و گرفته اند قرار درمان تحت که بیماری افراد کرونا، ویروس به آلوده افراد کرونا ویروس دریافت مستعد
پایان، در نمودیم محاسبه را شیوع عدد دوم نسل ماتریس از استفاده با و دادهیم ارائه را مدل دیفرانسیل معادلات دستگاه سپس کردیم.
که کلی نتیجه پرداختیم. معادلات دستگاه تعادل نقطه حول پایداری بررسی به تعادلی نقاط آوردن بدست با مدل، دینامیکی تحلیل کنار در

داد. کاهش را آن سرایت شود می اما کرد نابود کامل طور به توان نمی را کرونا ویروس که است این گرفت توان می مقاله این از

قدردانی و تشکر
می دارد. کنفرانس این کننده برگزار عوامل تمامی از را خود سپاس گزاری مراتب مقاله این نویسندگان
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چندک تابع بر مبتنی n از n− i+ ١ سیستم های در عمر گذشته آنتروپی ۴ . ۵

آ زمانی زهره

ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

فراوان کاربرد دارای نیز ترتیبی داده های می کند. ایفا سیستم ها عمر طول مطالعات و اعتماد قابلیت مباحث در مهمی نقش آنتروپی
از بسیاری در ترتیبی آماره های برد. نام را ترتیبی آماره های می توان داده ها این مهم ترین از که هستند آماری استنباط و مدل سازی در
سیستم عمر طول بیانگر iام ترتیبی آماره ،n از n − i + ١ سیستم های در دارند. کاربرد اعتماد قابلیت نظریه جمله از آمار شاخه های
زیادی توجه داده ها تحلیل و آماری مدل های تشخیص در جایگزین رویکردی عنوان به چندک تابع از استفاده به اخیر، مطالعات در است.
ویژگی های بررسی به و معرفی چندک تابع بر مبتنی n از n− i+ ١ سیستم های عمر گذشته آنتروپی حاضر مقاله در است. شده معطوف
و صعودی نامنفی، تبدیلات تحت کلاس ها این بودن بسته و شده تعریف اندازه این اساس بر ناپارامتری کلاس دو می شود. پرداخته آن

می گیرد. قرار بررسی مورد وزنی تبدیلات و (مقعر) محدب

چندک. تابع عمر، گذشته آنتروپی عمر، باقیمانده آنتروپی شانون، آنتروپی کلیدی: واژه های
.

.37B55 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی
cdsgt٠٠٩٠٠٠٣-٣۵ مقاله: كد

z.zamani@uk.ac.ir ایمیل: آدرس آ

مقدمه
X کنید فرض دارد. مختلف رشته های در زیادی کاربردهای که کرد معرفی آنتروپی عنوان تحت حتمیت عدم از اندازه ای ،[۵] ٢ شانون
شانون آنتروپی صورت این در می دهد، نشان را f(x) چگالی تابع با سیستم یا مؤلفه یک عمر طول که است نامنفی تصادفی متغیر یک

صورت به X تصادفی متغیر

η(X) = −E(log f(X)) = −
∫ ∞

٠
(log f(x))f(x)dx, (٢۵)

اصلی متغیر عنوان به مطالعاتی دوره یک زمان مدت که اقتصاد و بقا تحلیل اعتماد، قابلیت جمله از زیادی زمینه های در می شود. تعریف
باقیمانده آنتروپی [٢] ٣ ابراهیمی ایده، این پایه بر می باشند. پویا و بوده زمان از تابعی اطلاع اندازه های می شود، گرفته نظر در علاقه مورد

صورت به را عمر

η(X; t) = −
∫ ∞

t

(
log

f(x)

F̄ (t)

)
f(x)

F̄ (t)
dx = log F̄ (t)− ١

F̄ (t)

∫ ∞

t

(log f(x))f(x)dx, (٢۶)

٢�Shannon
٣Ebrahimi
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اساس این بر است. مرتبط عمر گذشته به سیستم حتمیت عدم شود، مشاهده غیرفعال سیستم t زمان در که صورتی در کرد. تعریف
صورت به را عمر گذشته آنتروپی ،[١] ۴ بردی لانگ و دیکرسنزو

η̄(X; t) = −
∫ t

٠

(
log

f(x)

F (t)

)
f(x)

F (t)
dx = logF (t)− ١

F (t)

∫ t

٠
(log f(x))f(x)dx, (٢٧)

از یکی می شود. نامیده عمر گذشته تصادفی متغیر X(t) = (t − X|X ≤ t) و η̄(X; t) = η(X(t)) آن در که کردند تعریف
تحلیل در توزیع تابع جای به چندک تابع از استفاده است، گرفته قرار محققین توجه مورد آماری مطالعات در اخیرا که جدیدی مباحث
بر مفاهیم این بیان شده اند. بازنویسی چندک تابع اساس بر مفاهیم از بسیاری نیز اعتماد قابلیت مبحث در است. داده ها مدل بندی و
اندازه های روی بر حدی مشاهده یک یا و افتاده دور داده یک وجود که مواقعی در جمله از است. ویژه ای خواص دارای چندک تابع اساس
دور یا و حدی مشاهدات تأثیر تحت کمتر زیرا می باشد، مناسب تر چندکی اندازه های با کردن کار دارد، توجهی قابل تأثیر اعتماد قابلیت
شکست آن اجزای همه که زمانی تا را سیستم یک عمر طول آزمایشات نخواهیم کنید فرض دیگر کاربردی عنوان به می گیرند. قرار افتاده
زمان حالت این در کند. پیدا خاتمه آزمایش خوردند، شکست آن اجزای از درصدی که صورتی در فقط داریم قصد کند. پیدا ادامه بخورند،
در اما می باشد. توزیع تابع اساس بر گرفته انجام مطالعات از بسیاری اطلاع اندازه های مبحث در می شود. بیان چندک حسب بر توقف
توصیه چندک تابع از استفاده نیز شرایط این در که بود نخواهد امکان پذبر اندازه ها این محاسبه ندارد، بسته ای فرم توزیع توابع که مدل هایی
آنتروپی و شانون آنتروپی چندکی فرم [۶] ۵ سانکاران و سونوج چندک، تابع اساس بر آنتروپی اندازه های بیان راستای در است. شده

صورت به را عمر باقیمانده

η =

∫ ١

٠
log q(p)dp,

و

η(u) = log(١ − u) + (١ − u)−١
∫ ١

u

log q(p)dp,

صورت به را چندکی عمر گذشته آنتروپی نیز [٧] همکاران و سونوج کردند. تعریف

η̄(u) = log u+ u−١
∫ u

٠
log q(p)dp.

مرتب آماره های عمر باقیمانده آنتروپی و شانون آنتروپی [٨] همکاران و سونوج دادند. قرار بررسی مورد را آن از ویژگی هایی و کردند ارائه
چندک تابع اساس بر ترتیبی آماره های عمر گذشته آنتروپی مقاله این در پرداختند. آن ها خواص بررسی به و معرفی را چندک تابع اساس بر
می شود داده نشان و شده ارائه مرتب آماره های چندکی عمر گذشته آنتروپی ،٢ بخش در می گیرد. قرار مطالعه مورد آن خواص و معرفی
تعریف اندازه این اساس بر ناپارامتری کلاس دو ،٣ بخش در می کند. مشخص یکتا طور به را تصادفی متغیر توزیع شده، تعریف اندازه

می گیرد. قرار مطالعه مورد وزنی توزیع های همچنین و (مقعر) محدب و صعودی نامنفی، تبدیلات تحت کلاس ها این حفظ و شده

چندک تابع مبنای بر مرتب آماره های عمر گذشته آنتروپی

صورت به X چندک تابع باشد، F (x) توزیع تابع با پیوسته مطلقا تصادفی متغیر یک X کنید فرض

Q(u) = F−١(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, ٠ ≤ u ≤ ١. (٢٨)

حاصل u به نسبت مشتق گیری با q(u)f(Q(u)) = ١ رابطه و می شود نتیجه F (Q(u)) = u برابری بالا، رابطه از می شود. تعریف
در بیشتر مطالعه برای می شود. نامیده ٧ چندک چگالی تابع q(u) = Q′(u) و ۶ چگالی چندک تابع f(Q(u)) آن در که می شود

۴Dicresenzo and Longberdi
۵Sunoj and Sankaran
۶density quantile function
٧quantile density function
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نمود. مراجعه [۴] همکاران و ٨ نیر به می توان آن از استفاده مزایای و چندک تابع خصوص
باشند. f(x) چگالی تابع و F (x) پیوسته مطلقا توزیع تابع با تصادفی متغیرهای از تصادفی نمونه یک ،Xn و ... ،X١ کنید فرض

صورت به Xi:n iام، ترتیبی آماره چگالی تابع می شود. داده نمایش Xn:n و ... ،X١:n توسط نمونه این با متناظر ترتیبی آماره های

fi:n(x) =
١

B(i, n− i+ ١)
(F (x))i−١(F̄ (x))n−if(x),

i ترتیبی آماره چگالی تابع چندکی فرم است. بتا تابع B(a, b) =
∫ ١

٠ x
a−١)١ − x)b−١dx; a, b > ٠ آن در که می شود تعریف

صورت به (٧ . ۵) رابطه در x = Q(u) جایگذاری با ام

fi:n(u) =
١

B(i, n− i+ ١)
ui−١)١ − u)n−i

١
q(u)

=
gi(u)

q(u)
, (٢٩)

است. n− i+ ١ و i پارامترهای با بتا توزیع چگالی تابع gi(u) = ١
B(i,n−i+١)u

i−١)١ − u)n−i که می شود حاصل

صورت به iام ترتیبی آماره برای چندک تابع مبنای بر عمر گذشته آنتروپی .١٣ . ۵ قضیه

η̄Xi:n(u) = − β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

∫ u

٠
(log gi(p))gi(p)dp+

β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

∫ u

٠
(log q(p))gi(p)dp (٣٠)

+ log
βu(i, n− i+ ١)
β(i, n− i+ ١)

,

ناقص بتای تابع βu(i, n− i+ ١) =
∫ u

٠ pi−١)١ − p)n−idp و Fi:n(u) چندکی فرم βu(i,n−i+١)
β(i,n−i+١) آن در که می شود محاسبه

است.

از است عبارت iام ترتیبی آماره  عمر گذشته آنتروپی اثبات.

η̄(Xi:n, t) = −
∫ t

٠

(
log

fi:n(x)

Fi:n(t)

)
fi:n(x)

Fi:n(t)
dx. (٣١)

روابط از استفاده و (٣١) رابطه در t = Q(u) و x = Q(p) جایگذاری با حال .Fi:n(t) =
βF (t)(i,n−i+١)
β(i,n−i+١) که داد نشان می توان

می شود. حاصل مطلوب نتیجه (٢٩) و (٢٨)

دارند. زیادی کاربردهای اعتماد قابلیت همچنین و برازش نیکویی آزمون های احتمال، توزیع های سازی مشخصه در مرتب آماره های
طول ،n حجم به نمونه ای در iام ترتیبی آماره می گیرند. قرار استفاده مورد آماری مدل بندی برای مرتب آماره های اعتماد، قابلیت نظریه در

می دهد. نشان را n از (n− i+ ١) سیستم یک عمر

از عبارتند ترتیب به nام ترتیبی آماره و اول ترتیبی آماره با متناظر چندکی عمر گذشته آنتروپی .١۴ . ۵ نتیجه

η̄X١:n(u) = − log n+
n− ١
n

+ log(١ − (١ − u)n) + (n− ١) (١ − u)n

١ − (١ − u)n
log(١ − u)

+
n

١ − (١ − u)n

∫ u

٠
(log q(p))(١ − p)n−١dp,

و

η̄Xn:n(u) = − log n+
n− ١
n

+ log u+
n

un

∫ u

٠
(log q(p))pn−١dp,

را هم توزیع و مستقل مؤلفه های با موازی و سری سیستم های برای چندک تابع بر مبتنی عمر گذشته آنتروپی η̄Xn:n(u) و η̄X١:n(u) که
می دهد. نشان

٨Nair

٣٠
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چندک چگالی تابع دارای X کنید فرض .١۵ . ۵ مثال

q(u) = Kuα(١ − u)−(A+α), (٣٢)

با است برابر اول ترتیبی آماره چندکی عمر گذشته آنتروپی هستند. مقدار حقیقی ثابت مقادیر A و α ،K که باشد

η̄X١:n(u) = − log n+ logK + (n− ١ +A+ α)
(١ − u)n

١ − (١ − u)n
log(١ − u) + log(١ − (١ − u)n)

+
A+ α+ n− ١

n
+

nα

١ − (١ − u)n

∫ u

٠
(log p)(١ − p)n−١dp.

(α = ٠, A < پارتو ،(α = ٠, A = ١) نمایی مانند مهم توزیع چندین (٣٢) توزیع های خانواده که است ذکر به لازم .١۶ . ۵ ملاحظه
می شود. شامل را (α = λ− ١, A = ٢) لگ لجستیک و (α = ٠, A > ١) بتا اسکیل ری توزیع ،١)

امکان پذیر آن ها برای آنتروپی محاسبه نتیجه در و ندارد بسته ای فرم آن ها چگالی) تابع یا (و توزیع تابع که دارد وجود توزیع هایی
این مصداق بعد مثال کرد. محاسبه توزیع ها این در را چندکی آنتروپی می توان نتیجه در و دارد بسته ای صورت چندک تابع اما نیست.

می باشد. موضوع

صورت این در ندارد. بسته ای فرم توزیع تابع که باشد Q(u) = ٢u− u٢ چندک تابع دارای X کنید فرض .١٧ . ۵ مثال

η̄X١:n(u) = − logn+ log ٢ + ١ − ٢
n
+ log(١ − (١ − u)n) + (n− ٢) (١ − u)n

١ − (١ − u)n
log(١ − u).

رابطه توسط بفرد منحصر طور به را چندک چگالی تابع مرتب، آماره های عمر گذشته آنتروپی چندکی فرم .١٨ . ۵ نتیجه

q(u) =
ui−١)١ − u)n−i

βu(i, n− i+ ١)
exp

{
η̄Xi:n

(u)− ١ −
η̄

′

Xi:n
(u)βu(i, n− i+ ١)
ui−١)١ − u)n−i

}
. (٣٣)

کند. می تعیین

صورت این در Q(u)باشد، = α
[
(١ − u)−

١
c − ١

]
, α, c > ٠ چندک تابع با II پارتو توزیع Xدارای کنید فرض .١٩ . ۵ مثال

η̄X١:n(u) = − log n+ log(
α

c
) + (١ +

١
nc

) + log(١ − (١ − u)n) + (n+
١
c
)

(١ − u)n

١ − (١ − u)n
log(١ − u).

(٣۴)

می شود نتیجه (٣٣) رابطه طبق است. برقرار (٣۴) رابطه کنید فرض

q(u) = exp

{
η̄X١:n(u)− ١ + log

(١ − u)n−١

β(١, n)
−
η̄

′

X١:n
(u)βu(١, n)

(١ − u)n−١ − log
βu(١, n)
β(١, n)

}
,

باشد. می II پارتو چندک چگالی تابع که q(u) = α
c (١ − u)−

c+١
c داریم کردن ساده و جایگذاری با حال

می کند. مشخص یکتا طور به را تصادفی متغیر توزیع مرتب، آماره های چندکی عمر باقیمانده آنتروپی دهد می نشان زیر قضیه

و QY و QX چندک توابع ،G و F پیوسته مطلقا توزیع توابع با ترتیب به نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .٢٠ . ۵ قضیه
اگر تنها و اگر ،F (x) = G(x), ∀x ∈ χ صورت این در باشند. χ مشترک تکیه گاه

η̄Xi:n(u) = η̄Yi:n(u), ∀ i = ١, ٢, · · · , n, ∀ ٠ < u < ١. (٣۵)

٣١
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در .u ∈ (٠, ١) هر برای qX(u) = qY (u) و QX(u) = QY (u) بنابراین ،F (x) = G(x), ∀x ∈ χ کنید فرض اثبات.
کنید فرض برعکس می شود. ثابت مطلوب نتیجه (٣٠) رابطه طبق و

∫ u
٠ log qX(p)gi(p)dp =

∫ u
٠ log qY (p)gi(p)dp نتیجه

جملات کردن ساده و بالا رابطه در (٣١) جایگذاری با .٠ < u < ١ هر و i = ١, ٢, · · · , n هر ازای به η̄Xi:n(u) = η̄Yi:n(u)
که می شود ∫نتیجه u

٠
log qX(p)gi(p)dp =

∫ u

٠
log qY (p)gi(p)dp.

qX(u) = بنابراین می شود. ثابت log qX(u)gi(u) = log qY (u)gi(u) برابری بالا رابطه از u به نسبت مشتقگیری با حال
می شود. کامل اثبات و x ∈ χ هر برای F (x) = G(x) نتیجه در و qY (u)

زیر صورت به مرتب آماره های چندکی شانون آنتروپی اساس بر می تواند مرتب آماره های عمر گذشته آنتروپی چندکی فرم .٢١ . ۵ ملاحظه
شود بیان

η̄Xi:n(u) =
β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

ηXi:n +

∫ ١

u

[log(
gi(p)

q(p)
)]
pi−١)١ − p)n−i

βu(i, n− i+ ١)
dp+ log

βu(i, n− i+ ١)
β(i, n− i+ ١)

,

صورت به [٣] ابراهیمی در ηgi مقدار و می باشد iام ترتیبی آماره چندکی شانون آنتروپی ηXi:n = ηgi + Egi(log q(U)) آن در که

ηgi = logB(i, n− i+ ١)− (i− ١)[Ψ(i)−Ψ(n+ ١)]− (n− i)[Ψ(n− i+ ١)−Ψ(n+ ١)], (٣۶)

است. دایگاما تابع همان ،Ψ(z) = d
dz (log Γ(z)) تابع که شده تعریف

فرض می گیرد. قرار استفاده مورد داده ها تحلیل و اعتماد قابلیت پزشکی، مانند رشته ها از بسیاری در گسترده ای طور به وزنی توزیع های
،٠ < E[w(X)] <∞ طوری که به باشد نامنفی تابعی w(x) اگر باشد. f چگالی تابع و F توزیع تابع با تصادفی متغیر یک X کنید
تابع می شود. محاسبه fw(x) = w(x)f(x)

E[w(X)] رابطه توسط آن چگالی تابع که است X تصادفی متغیر با متناظر وزنی متغیر Xw آن گاه
صورت به fw با متناظر چگالی چندک

fw(Q(u)) = w(Q(u))f(Q(u))/µ,

رابطه توسط چندک چگالی تابع بنابراین .µ =
∫ ١

٠ w(Q(p))f(Q(p))d(Q(p)) =
∫ ١

٠ w(p)dp آن در که می شود حاصل
می شود. محاسبه ١

qw(u) =
w(Q(u))
µq(u)

از است عبارت Xw ترتیبی آماره iامین چندکی عمر گذشته آنتروپی .٢٢ . ۵ قضیه

η̄Xw
i:n

(u) = η̄Xi:n(u) + log µ−
∫ u

٠ (logw(Q(p)))pi−١)١ − p)n−idp∫ u
٠ pi−١)١ − p)n−idp

. (٣٧)

عمر طول رده های
طول توزیع های رده بندی می باشد. مفید مواقع بسیاری در حتمیت عدم اندازه های اساس بر احتمال مدل های از مختلف کلاس های تعیین
η̄Xi:n(u) اساس بر ناپارامتری کلاس دو ادامه در می کند. فراهم را اعتماد قابلیت تابع برای کران محاسبه و سیستم شناسایی امکان عمر

می شود. تعریف

مرتب آماره های از ((DPQEO) IPQEO) (نزولی) صعودی چندکی عمر گذشته آنتروپی دارای X تصادفی متغیر .٢٣ . ۵ تعریف
باشد. u ≥ ٠ به نسبت (نزولی) صعودی تابعی η̄Xi:n

(u) اگر است

η̄Xn:n
(u) = صورت این در باشد، Q(u) = αu

١
β چندک تابع با توانی تابع توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض .٢۴ . ۵ مثال

است. IPQEO ،X بنابراین .η̄
′

Xn:n
(u) = ١

βu > ٠ نتیجه در و − logn+ log(αβ ) + ١ + ١
β log u− ١

nβ

IPQEO رده به متعلق خانواده های در چندک تابع اساس بر مرتب آماره های عمر گذشته آنتروپی برای (پایین) بالا کران یک ادامه در
می شود. ارائه (DPQEO)

٣٢
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صورت این در باشد، (DPQEO) IPQEO رده به متعلق X تصادفی متغیر اگر .٢۵ . ۵ ملاحظه

η̄Xi:n(u) ≤ (≥)١ + log
q(u)βu(i, n− i+ ١)
ui−١)١ − u)n−i

.

آن باشد، (مقعر) محدب و صعودی نامنفی، تابع یک ϕ(.) و باشد (DPQEO) IPQEO کلاس به متعلق X اگر .٢۶ . ۵ قضیه
است. متعلق (DPQEO) IPQEO کلاس به نیز Y = ϕ(X) گاه

این در دهیم، نشان g(y) با را Y چگالی تابع اگر باشد. (مقعر) محدب و صعودی نامنفی، تابع یک Y = ϕ(X) کنید فرض اثبات.
صورت

g(y) =
f(ϕ−١(y))

ϕ′(ϕ−١(y))
=

١
ϕ′(QX(u))qX(u)

,

داریم (٣٠) رابطه در qY (y) چندک چگالی تابع جایگذاری با حال .qY (u) = qX(u)ϕ
′
(QX(u)) نتیجه در و

η̄Yi:n(u) = − β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

∫ u

٠
(log gi(p))gi(p)dp+

β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

∫ u

٠
(log qX(p))gi(p)dp

+
β(i, n− i+ ١)
βu(i, n− i+ ١)

∫ u

٠
(log ϕ

′
(QX(p)))gi(p)dp+ log

βu(i, n− i+ ١)
β(i, n− i+ ١)

= η̄Xi:n(u) +

∫ u
٠ (log ϕ

′
(QX(p)))pi−١)١ − p)n−idp

βu(i, n− i+ ١)
.

که می شود نتیجه بالا رابطه از مشتقگیری با حال

η̄
′

Yi:n
(u) = η̄

′

Xi:n
(u) +

ui−١)١ − u)n−i
∫ u

٠ [log ϕ
′
(QX(u))− log ϕ

′
(QX(p))]pi−١)١ − p)n−idp

(
∫ u

٠ pi−١)١ − p)n−idp)٢
.

تحدب داشتن نظر در با طرفی از است. (DPQEO) IPQEO عمر طول رده به متعلق X زیرا ،η̄
′

Xi:n
(u) > (<)٠ که دانیم می

داریم p ∈ (٠, u) هر ازای به نتیجه در و است (نزولی) صعودی تابعی ϕ′ که می شود نتیجه ϕ(.) تابع (تقعر)

[log ϕ
′
(QX(u))− log ϕ

′
(QX(p))] ≥ (≤)٠.

دارد. تعلق (DPQEO) IPQEO رده به نیز Y لذا و η̄
′

Yi:n
(u) > ٠ بنابراین

α > ٠ ازای به و باشد QX(u) = − ١
λ log(١ − u) چندک تابع با نمایی توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض .٢٧ . ۵ مثال

توان می است. QY (u) = λ−
١
α (− log(١ − u))

١
α چندک تابع با وایبل توزیع دارای Y صورت این در .Y = X

١
α دهید قرار

محدب و صعودی نامنفی، تابعی α > ٠ و x > ٠ ازای به ϕ(x) = x
١
α طرفی از است. IPQEO کلاس به متعلق X که داد نشان

کلاس به ٠ < α < ١ ازای به نیز وایبل توزیع نتیجه در و است برقرار ٢۶ . ۵ قضیه شرایط بنابراین است. ٠ < α < ١ ازای به
است. متعلق IPQEO

شود. می پرداخته وزنی توزیع  های تحت IPQEO کلاس حفظ برای لازم شرایط بیان به ادامه در

نیز Xw صورت این در باشد. x از نزولی و نامنفی تابعی w(x) و دارد تعلق IPQEO کلاس به X کنید فرض الف. .٢٨ . ۵ قضیه
است. IPQEO

DPQEO نیز Xw صورت این در باشد. x از صعودی و نامنفی تابعی w(x) و دارد تعلق DPQEO کلاس به X کنید فرض ب.
است.

داریم u به نسبت (٣٧) رابطه از مشتقگیری با الف. اثبات.

η̄
′

Xw
i:n

(u) = η̄
′

Xi:n
(u) +

ui−١)١ − u)n−i
∫ u

٠ [logw(Q(p))− logw(Q(u))]pi−١)١ − p)n−idp

[
∫ u

٠ pi−١)١ − p)n−idp]٢
. (٣٨)
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که داد نشان می توان ،w(x) تابع بودن نزولی و چندک تابع بودن نزولی غیر داشتن درنظر با

logw(Q(p)) > logw(Q(u)), ∀ ٠ < p < u,

و مثبت η̄
′

Xw
i:n

(u) بنابراین است. IPQEO ،X زیرا η̄
′

Xi:n
(u) > ٠ طرفی از است. مثبت (٣٨) رابطه در دوم جمله نتیجه در و

می شود. متعلق IPQEO رده به Xw

می شود. ثابت مشابه طور به ب.

،X با متناظر وزنی تصادفی متغیر .w(x) = (F̄ (x))j−١, j > ٠ و باشد متعلق IPQEO رده به X کنید فرض .٢٩ . ۵ مثال
قسمت ٢٨ . ۵ قضیه طبق بنابراین است. نزولی x به نسبت w(x) تابع ،٠ < j < ١ ازای به است. متناسب معکوس خطر نرخ مدل

دارد. تعلق IPQEO رده به نیز Xw متغیر الف،

نتیجه گیری

اندازه های و اعتماد قابلیت مفاهیم بیان به نیز اخیرا می گیرد. قرار استفاده مورد آماری توزیع های شاخص های از یکی عنوان به چندک تابع
چندک تابع بر مبتنی مرتب آماره های عمر گذشته آنتروپی معرفی به مقاله این در است. شده معطوف زیادی توجه چندک تابع پایه بر اطلاع
تحت آن ها بودن بسته و معرفی اندازه این اساس بر عمر طول رده دو همچنین گرفت. قرار بررسی مورد آن از ویژگی هایی و شد پرداخته

گرفت. قرار بررسی مورد وزنی تبدیلات و (مقعر) محدب و صعودی نامنفی، تبدیلات
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غشای در سدیم و پتاسیم یونی های کانال باز زیرواحد های تعداد برای تصادفی های مدل ۵ . ۵
نورونی سلول های

برزنونی٣ علی حجار٣و تکتم ، قدسی٢,آ علیرضا کلمیشی١، فاطمه

ایران سبزوار، سبزواری، حکیم دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی ١دانشکده

ایران سبزوار، سبزواری، حکیم دانشگاه پایه، علوم دانشکده ٢

می بسته و باز مستقل طور به کدام هر که باشند می واحد زیر تعدادی دارای نورونی های سلول غشای در سدیم و پتاسیم یونی کانال های
توان می را ها کانال این باز های واحد زیر تعداد باشد. می پذیر امکان ها یون انتقال باشند، باز واحدها زیر این تمام که زمانی شوند.
زنجیر های مدل معرفی مقاله این از هدف گرفت. نظر در گسسته های حالت با پیوسته زمان مارکف زنجیر یک های حالت عنوان به

می باشد. سدیم و پتاسیم یونی های کانال باز های واحد زیر تعداد برای تصادفی دیفرانسیل معادلات مدل های و مارکف

تصادفی. دیفرانسل معادلات مدل مارکف، زنجیر مدل تصادفی، مدل های نورونی، سلول های غشای یونی، کانال های کلیدی: واژه های
. 62P10, 60H10, 60J28 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠١١٣٠٠-٣۶١ مقاله: كد

ar.ghodsi@hsu.ac.ir ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
انتخابی، صورت به يون ها دادن عبور با را سلول غشای سمت دو الكتريكی پتانسيل كه می باشند غشايی بين های پروتئين يونی، كانال هاي
کانال می کنند. رفتار گزینشی بسیار کلر و سدیم پتاسیم، کلسیم، مثل یون ها بعضی به نسبت معمولا و [١] می نمایند كنترل و آورده بوجود
و لیگاند به وابسته دار دریچه یونی های کانال ولتاژ، به وابسته دار دریچه یونی های کانال دسته، سه به محرک، نوع اساس بر یونی های
ولتاژی کانال های دسته ی در که پتاسیم و سدیم کانال های از دسته آن شوند. می تقسیم مکانیکی شکل تغییر به حساس یونی های کانال
روشی به توانند می منفرد يونی كانال های كه داد نشان کانال تک ثبت تکنیک های در پیشرفت می باشند. زیرواحد چهار دارای هستند،
کانال نویز به معروف نویز، داخلی منبع یک می تواند این دهند. حالت تغییر بسته و باز حالت های بين می رسد نظر به تصادفی ظاهرا که
تصادفی انتقال با یونی کانال های فعالیت که کرد فرض توان می این بنابر .[۴] می شود یونی هدایت های در نوسان سبب که کند تولید
مدل کانال، نویز برای مدل پرکاربردترین می شود. نورونی دینامیک تصادفی مدل های به منجر این که می شود، انجام کانال ها های حالت
پیوسته-حالت زمان مارکوف زنجیر یک توسط یونی کانال یک حالت که می کنند فرض MC مدل های است. (MC) ٩ مارکوف زنجیر
که است این مستلزم مارکوفی خاصیت است. یونی کانال از خاص حالتی نشان دهنده زنجیر حالت هر آن در که می شود توصیف گسسته
و کانال حالت با تنها انتقال نرخ های بنابراین باشد، داشته بستگی آن فعلی وضعیت به تنها دیگر حالت به حالت یک از کانال انتقال
MC مدل های .[۶] می شوند مرتبط هم با غشا پتانسیل به وابستگی دلیل به کانال ها همه نتیجه، در می شود. تعیین غشا ولتاژ پتانسیل
تجزیه و گران بسیار محاسباتی نظر از مدل ها این شبیه سازی اما هستند، نورونی دینامیک بر کانال نویز تأثیر بررسی برای ارزشمندی ابزار

٩Markov Chain
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وجود کانال نویز برای ١٠ (SDE) تصادفی دیفرانسیل معادلات تدوین به زیادی علاقه نتیجه، در است. دشوار آن ها ریاضی تحلیل و
شده گرفته نظر در مدل های همه شروع نقطه منفرد، زیرواحد یک سینتیک .[٣] شد آغاز ١١ لو و فاکس توسط زمینه این در تحقیق دارد.

صورت به حالته دو فرآیند یک توسط منفرد زیرواحد یک سینتیک است.

Closed
αn

⇄
βn

Open (٣٩)

با برابرند [۵] ولتاژ به وابسته انتقال نرخ های آن در که می شود، توصیف

αn(V ) =
١٠)٠٫٠١ − V )

exp[(١٠ −V)/١٠]− ١
, βn(V ) = ٠٫١٢۵ exp(−V/٨٠) (۴٠)

زنجیر تعریف برای می تواند (۶٣) در سینتیک طرح می شوند. نوشته βn و αn صورت به و حذف V به وابستگی اغلب سادگی، برای
فرض گیرد. قرار استفاده مورد می دهد، وضعیت تغییر بسته و باز حالت دو بین تصادفی طور به که منفرد زیرواحد یک رفتار مارکوف

کنید:

p =

[
١ − psub
psub

]
, A =

[
−αn βn
αn −βn

]
به زیر صورت به آن های درایه که می باشد کوچک نهایت بی مقادیر ماتریس A و می باشد t زمان در واحد زیر بودن باز احتمال psub که

می آیند: دست

Aij = P ((j − ١) → (i− ١)), Aii = −
∑
j ̸=

Aji (۴١)

ندارد. بستگی حالت تغییر زمان به که می باشد j حالت به i حالت از کوتاه، زمانی در کانال حالت تغییر احتمال معنی به P (i→ j) و
داریم: را زیر رابطه پیوسته ـ زمان مارکوف فرآیند برای

dp

dt
= Ap, (۴٢)

است: زیر معادله حل معادل (۴١) معادله حل این بنابر آید. می دست به باشند می هم قرینه که معادله دو بالا رابطه از

dpsub
dt

= αn(١ − psub)− βnpsub (۴٣)

و ٢ بخش در پتاسیم به مربوط های مدل که باشد می سدیم و پتاسیم یونی های کانال برای تصادفی های مدل معرفی مقاله این هدف
شد. خواهند ارائه ٣ بخش در سدیم با مرتبط مدل های

پتاسیم یونی های کانال برای تصادفی مدل های

یا ،(n نماد با شده داده نشان ) مشابه توان می را واحدها زیر این باشند. می مستقل واحد زیر چهار دارای (K+) پتاسیم های کانال
گرفت. نظر در (ni نماد با شده داده نشان ) یکسان غیر

مارکوف زنجیر مدل
می تواند کانال این سینتیک لذا است، شده تشکیل مستقل و یکسان آماری زیرواحد چهار از K+ کانال که است این بر فرض جا این در
معین لحظه یک در را (۴ یا ،٣ ،٢ ،١ ،٠) باز زیرواحدهای تعداد حالت هر آن در که شود، مدل حالته پنج مارکوف زنجیر یک عنوان به

می کند: مشخص زمان در

٠
۴αn

⇄
βn

١
٣αn

⇄
٢βn

٢
٢αn

⇄
٣βn

٣
αn

⇄
۴βn

۴. (۴۴)

١٠Stochastic Differential Equation
١١Fox and Lu

٣۶
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آن در که باشد ستونی بردار یک p کنید فرض باشند. باز هم زمان طور به زیرواحد چهار هر اگر می شود گفته هدایت یا باز حالت در کانال
(۴١) معادله در زمان حسب بر مارکوف زنجیر های حالت احتمال توزیع گاه آن باشد، t زمان در زیرواحد i بودن باز احتمال ام i عنصر

می شوند. تعیین (۴١) رابطه از استفاده با A۵×۵ ماتریس های درایه آن در که می کند. صدق

تصادفی دیفرانسیل معادلات مدل

داریم، سروکار محدود جمعیت یک با که آن جا از هستند. باز زیرواحد i دارای t زمان در که باشد K+ کانال های نسبت xi کنید فرض
زیر صورت به K+ کانال برای SDE مدل که دادند نشان لو و فاکس نیست. i وضعیت در بودن احتمال دیگر ،xi یعنی کانال ها نسبت

است:

dx

dt
= Ax+ Sξ, (۴۵)

محض تصادفی فرآیند پنج از برداری ξ شود، می تعیین (۴١) رابطه از استفاده با A ماتریس درایه های است، ها xi از برداری x که
های درایه آن در که کند می صدق SS′ = D رابطه در که است ماتریسی S و است واحد واریانس و صفر میانگین با مستقل گاوسی

می شود: تعریف زیر صورت به D انتشار ماتریس

Dij = − ١
N

(Aijxj−١ +Ajixi−١), Dii = − ١
N

∑
j ̸=

Dji (۴۶)

است. پتاسیم کانال های تعداد N رابطه این در

زیرواحد بر مبتنی دیفرانسیلی معادلات های مدل
زیر که صورتی در t زمان در (n) باز واحدهای زیر نسبت برای زیرواحد رویکرد که است این در قبل های مدل با مدل ها این تفاوت

می شود: زیر صورت به SDE مدل به منجر شوند، گرفته نظر در یکسان واحد ها

dn

dt
= αn(١ − n)− βnn+ σn(V )ξ(t).

زیر صورت به σn(V ) و است واحد واریانس و صفر میانگین با گاوسی محض تصادفی فرآیند یک ξ(t) تصادفی عبارت آن در که
می شود: تعریف

σ٢
n(V ) =

αn(١ − n) + βnn

N

صورت به مدل باشد، ام i واحدها زیر باز واحد های زیر نسبت دهنده نشان ni و نشوند، گرفته نظر در یکسان واحدها زیر که صورتی در
است: زیر

dni
dt

= αn(١ − ni)− βnni + σn(V )ξ(t), i = ١, ٢, ٣, ۴

سدیم یونی های کانال برای تصادفی های مدل

مارکوف زنجیر مدل
باز حالت در همه باید که باشند می h نوع از واحد زیر یک و m نوع از واحد زیر سه شامل مستقل واحد زیر چهار دارای Na+ کانال های
مارکوف زنجیر است. شده داده نشان (۶۵) معادله در ،K+ کانال مارکوف زنجیر .[٢] باشد داشته قرار هدایت حالت در کانال تا باشند

می شود: توصیف زیر صورت به حالته هشت مارکوف زنجیر یک با است h زیرواحد یک و m زیرواحد سه شامل که Na+ کانال

٠, ٠
٣αm

⇄
βm

١, ٠
٢αm

⇄
٢βm

٢, ٠
αm

⇄
٣βm

٣, ٠

αh ↓↑ βh αh ↓↑ βh αh ↓↑ βh αh ↓↑ βh
٠, ١

٣αm

⇄
βm

١, ١
٢αm

⇄
٢βm

٢, ١
αm

⇄
٣βm

٣, ١

٣٧
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زیرواحد های برای ولتاژ به وابسته انتقال نرخ باشند. باز h زیرواحد و m زیرواحد سه هر که وقتی دارد قرار هدایت حالت در کانال این
[؟]: هستند زیر صورت به h و m

αm(V ) = ٠٫١ ٢۵ − V

exp( ٢۵−V
١٠ )− ١

,

βm(V ) = ۴exp(− V

١٨
),

αh(V ) = ٠٫٠٧exp(− V

٢٠
),

βh(V ) =
١

exp( ٣٠−V
١٠ + ١)

.

رابطه صورت به یونی کانال این حالات مارکف زنجیر مدل باشند، مستقل و یکسان Na+ کانال m نوع واحد های زیر که این فرض با
i = ٠, ١, ٢, ٣) pij که است p٣١ و p٢١ ، p١١ ، p٠١ ، p٣٠ ، p٢٠ ، p١٠ ، p٠٠ ترتیب به اعضای با ستونی برداری p که است (۶۵)

می باشد. h نوع از زیرواحد  j و m نوع از زیرواحد i بودن باز احتمال ،(j = ٠, ١ و

تصادفی دیفرانسیل معادلات مدل

واحد زیر j و m باز زیرواحد i با Na+ کانال های نسبت ،(j = ٠, ١ و i = ٠, ١, ٢, ٣) xij با x ستونی بردار اعضای کنید فرض
شود. می نوشته (۶٨) و (۶٧) های معادله مشابه Na+ کانال های SDE مدل شود. داده نشان h باز

زیرواحد بر مبتنی دیفرانسیلی معادلات های مدل

صورت به Na+ کانال های برای m نوع یکسان واحدهای زیر بر مبتنی SDE مدل

dm

dt
= αm(١ −m)− βmm+ σm(V )ξm(t),

dh

dt
= αh(١ − h)− βhh+ σh(V )ξh(t),

است: زیر صورت به معادلات نباشند، یکسان m نوع های واحد زیر که صورتی در و

dm

dt
= αm(١ −mi)− βmmi + σm(V )ξm(t), i = ١, ٢, ٣

dh

dt
= αh(١ − h)− βhh+ σh(V )ξh(t),
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رکوردها عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع ۶ . ۵

خوارزمی٢ امید ، زمانی١,آ زهره

ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی ١دانشکده

ایران رفسنجان، رفسنجان، عصر ولی دانشگاه ریاضی، علوم ٢دانشکده

می شود ثابت است. شده محاسبه رکوردها اساس بر سیستم یا مولفه یک عمر باقیمانده برای اطلاع مولد تابع مقاله، این در
اساس بر ناپارامتری کلاس دو می کند. تعیین را عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع مقدار یکتا طور به رکورد خطر نرخ تابع که
مولد تابع محاسبه به انتها در می شود. ارائه مولد تابع این برای کران هایی و شده تعریف رکوردها عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع
می شود. پرداخته صعودی اکیداً تبدیلات و خطی تبدیلات تحت شده تولید تصادفی متغیرهای با متناظر رکوردهای برای عمر باقیمانده اطلاع

چندک. تابع عمر، گذشته آنتروپی عمر، باقیمانده آنتروپی شانون، آنتروپی کلیدی: واژه های
.

.37B55 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی
cdsgt٠٠٩٠٠٠-٣۴۵ مقاله: كد

z.zamani@uk.ac.ir ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
توسعه را لیبر کولبک واگرایی و شانون اطلاع مانند کمیت هایی تا می شوند تعریف احتمال چگالی های برای مولد توابع اطلاع، نظریه در
باشد. f چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض شد. پیشنهاد [٣] ١٢ گلمب توسط ،f چگالی تابع برای اطلاع مولد تابع دهند.

صورت به α > ٠ هر برای f چگالی از (IG) اطلاع مولد تابع

Gα(X) = Gα(f) = −
∫
fα(x)dx, (۴٧)

است زیر ویژگی های دارای Gα(X) که داد نشان [٣] گلمب باشد. داشته وجود انتگرال اینکه بر مشروط می شود، تعریف
متغیر شانون آنتروپی H(f) = −

∫
f(x) log f(x)dx آن در که ∂

∂αGα(X)
∣∣∣
α=١

= −H(f) ب. .G١(X) = ١ الف.

ویژگی هایی و کرده محاسبه مختلط سیستم های و مرتب آماره های برای را اطلاع مولد تابع [۶] ١٣ بالاکریشنان و خوارزمی است. تصادفی
دادند. قرار بررسی مورد را آن ها از

را Xi باشد. f چگالی تابع و F توزیع تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از ای دنباله {Xi, i ≥ ١} کنید فرض
همه برای Xj > Xi اگر است بالا رکورد مقدار یک Xj بنابراین باشد. بزرگتر قبلی مشاهدات همه از آن مقدار اگر گوییم بالا رکورد یک
می شود. ارائه مشابه صورت به تعریف نیز پایین رکوردهای برای می کنیم. تعریف بالا رکورد اولین را X١ قرارداد طبق .i < j مقادیر
رخ رکورد آن در که زمانی باشد. کوچکتر قبلی مقادیر از آن مقدار که می شود شناخته پایین رکورد یک عنوان به صورتی در مشاهده یک

١٢Golomb
١٣Balakrishnan
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زیر صورت به و شده داده نمایش Tj توسط رکورد، زمان های شود. می نامیده رکورد زمان که است تصادفی متغیر یک خود دهد، می
می شوند. تعریف

T١ = ١, Tn = min{n : Xn > XTn−١}.

توأم چگالی صورت این در باشند. f(x) چگالی تابع و F (x) توزیع تابع با توزیع یک از بالا رکورد n مقادیر Un و ... ،U١ کنید فرض
روابط توسط ترتیب به (n ≥ ١ برای بالا nام (رکورد Un حاشیه ای چگالی همچنین و بالا اول رکورد n

q(u) =
n∏
i=١

r(ui)f(un), u١ < · · · < un,

و

fUn(un) =
Rn−١(un)

(n− ١)!
f(un), −∞ < un <∞, (۴٨)

است. خطر نرخ تابع r(t) = R′(t) = f(t)/١ − F (t) و R(t) = − log(١ − F (t)) آن در که می شود محاسبه
nام (رکورد Ln حاشیه ای چگالی باشند. f(x) چگالی تابع و F (x) توزیع تابع از پایین رکورد n مقادیر ،Ln و ... ،L١ کنید فرض

از است عبارت (n ≥ ١ برای پایین

fLn(ln) =
R̃n−١(ln)

(n− ١)!
f(ln), −∞ < ln <∞, (۴٩)

همه گیر، بیماری های هواشناسی، ورزشی، رشته های جمله از مسائل از وسیعی طیف در رکوردها .R̃(t) = − log(F (t)) آن در که
دارند. کاربرد اقتصاد و زلزله شناسی

پایه بر می باشد. اقتصاد و بیمه بقا، تحلیل اعتماد، قابلیت مانند شاخه ها از بسیاری در علاقه مورد موضوعات از یکی زمان مدت مطالعه
تصادفی متغیرهای برای اطلاع اندازه های از بسیاری آن، دنبال به کرد. تعریف را عمر باقیمانده شانون آنتروپی [٢] ١۴ ابراهیمی ایده این
بررسی k-رکوردها اساس بر را عمر باقیمانده اکستروپی [۴] ١۵ ستار و جوزه اخیراً گرفتند. قرار بررسی مورد و شده تعریف عمر باقیمانده
این در پرداختند. آن ویژگی های برخی بیان به و کرده تعریف را رکوردها با مرتبط عمر باقیمانده اکستروپی ، [١] جوزه و ستار کردند.
براساس ناپارامتری کلاس دو ،٣ بخش در می شود. تعریف پایین و بالا رکوردهای برای عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع ،٢ بخش در مقاله
اطلاع مولد تابع مقدار محاسبه به ادامه در می شود. محاسبه رکورد عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع برای کران هایی و شده تعریف تابع این

می شود. پرداخته صعودی اکیداً تبدیلات و خطی تبدیلات تحت شده تولید تصادفی متغیرهای با متناظر رکوردهای در عمر باقیمانده

تصادفی متغیرهای با متناظر رکوردهای در عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع

نشان را F (x) توزیع تابع و f(x) چگالی تابع با سیستم یا مؤلفه یک عمر طول که است نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض
بعد سیستم یا مؤلفه عمر باقیمانده چگالی اطلاعات مطالعه به است ممکن باشد، فعال t زمان در سیستم یا مؤلفه یک که زمانی می د هد.
اساس بر مؤلفه یا سیستم عمر طول باقیمانده توزیع برای IG اطلاع مولد تابع بخش، این در اساس این بر باشیم. علاقه مند t زمان از
Xtمتغیر = (X− t|X > t) متغیر سیستم، عمر طول با متناظر X تصادفی متغیر برای می گیرد. قرار مطالعه مورد و تعریف رکوردها

می باشد. F̄t(x) = F̄ (x)
F̄ (t)

بقا تابع و ft(x) = f(x)
F̄ (t)

چگالی تابع دارای که می شود نامیده t زمان در سیستم عمر باقیمانده تصادفی

باشد. ft(x) پیوسته مطلقا چگالی تابع با عمر باقیمانده تصادفی متغیر Xt کنید فرض .([۵] بالاکریشنان و (خوارزمی .٣٠ . ۵ تعریف
صورت به RIG عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع

Gα(X; t) =

∫∞
t
fα(x)dx

F̄α(t)
, (۵٠)

می شود. تعریف
١۴Ebrahimi
١۵Jose and Sathar
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صورت به آن چگالی تابع اگر است، λ و n پارامترهای با شده بریده گامای توزیع دارای X تصادفی متغیر .٣١ . ۵ ملاحظه

f(x) =
λn

Γ(n;λt)
xn−١e−λx, x > t > ٠,

. است ناقص گامای تابع Γ(n; t) =
∫∞
t
xn−١e−xdx, n > ٠ آن در و می شود داده نشان X ∼ Γt(n, λ) نماد با که باشد

اطلاع مولد تابع صورت این در باشد. f(x) چگالی تابع با مشاهدات از دنباله ای در بالا nام رکورد ،UXn کنید فرض .٣٢ . ۵ قضیه
با است برابر UXn عمر باقیمانده

Gα(U
X
n ; t) =

Γ(α(n− ١) + ١;− log(١ − F (t)))

Γα(n;− log(١ − F (t)))
Eg∗ [f

α−١(F−١)١ − e−Vn))], (۵١)

نمایش g∗ با آن چگالی تابع که است Γ− log(١−F (t))(α(n−١)+١, ١) شده بریده گامای توزیع با تصادفی متغیر یک Vn آن در که
می شود. داده

نوشت می توان (۵٠) رابطه از استفاده با اثبات.

Gα(U
X
n ; t) =

∫∞
t
fαUX

n
(x)dx

F̄α
UX

n
(t)

. (۵٢)

طرفی از

F̄UX
n
(t) =

∫ ∞

t

fUX
n
(x)dx =

١
Γ(n)

∫ ∞

− log(١−F (t))

un−١e−udu =
Γ(n;− log(١ − F (t)))

Γ(n)
, (۵٣)

مشابه متغیر تغییر با است. شده حاصل u = − log(١ − F (x)) متغیر تغییر سپس و (۴٨) رابطه جایگذاری با دوم تساوی که
کرد ثابت ∫می توان ∞

t

fαUX
n
(x)dx =

Γ(α(n− ١) + ١;− log(١ − F (t)))

Γα(n)
Eg∗ [f

α−١(F−١)١ − e−Vn))]. (۵۴)

می شود. ثابت نتیجه (۵٢) رابطه در ( ۵۴) و (۵٣) جایگذاری با بنابراین

آن گاه باشد، f(x) = λe−λx چگالی تابع با نمایی توزیع دارای X کنید فرض .٣٣ . ۵ مثال

Gα(U
X
n ; t) =

Γ(α(n− ١) + ١;αλt)
Γα(n;λt)

λα−١

αα(n−١)+١ . (۵۵)

می شود محاسبه زیر صورت به LXn پایین، ام n رکورد برای عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع .٣۴ . ۵ قضیه

Gα(L
X
n ; t) =

Γ(α(n− ١) + ١;− logF (t))

Γα(n;− logF (t))
Eg∗∗ [f

α−١(F−١)١ − e−Vn))], (۵۶)

است. Vn چگالی تابع g∗∗ و Vn ∼ Γ− log(F (t))(α(n− ١) + ١, ١) آن در که

رکورد عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع ویژگی های برخی بررسی

عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع بیشتر مطالعه به سپس و کرده تعریف عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع اساس بر کلاس دو ابتدا بخش این در
می شود. پرداخته

اگر تنها و اگر است، ((DRIG) IRIG) (نزولی) صعودی عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع دارای X تصادفی متغیر .٣۵ . ۵ تعریف
باشد. t به نسبت (نزولی) صعودی تابعی Gα(X; t)
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F̄UX
n

و fUX
n

و باشد F توزیع تابع و f احتمال چگالی تابع با تصادفی متغیرهای از دنباله یک {Xi, i ≥ ١} اگر .٣۶ . ۵ قضیه
باشد. برقرار ب یا الف قسمت دو از یکی کنید فرض همچنین باشد. بالا nام رکورد بقای تابع و احتمال تابع

،α > ٠ و است نزولی t به نسبت Gα(UXn ; t) تابع الف.
نرخ تابع توسط بفرد منحصر و یکتا طور به Gα(UXn ; t) آن گاه ، ٠ < α < ١ و است صعودی t به نسبت Gα(UXn ; t) تابع ب.

می شود. تعیین بالا nام رکورد خطر

با است معادل (۵٢) رابطه اثبات.

Gα(U
X
n ; t)F̄αUX

n
(t) =

∫ ∞

t

fαUX
n
(x)dx (۵٧)

داریم t به نسبت (۵٧) رابطه از مشتقگیری با حال

G
′

α(U
X
n ; t)F̄αUX

n
(t)− αfUX

n
(t)F̄α−١

UX
n

(t)Gα(U
X
n ; t) = −fαUX

n
(t).

می شود نتیجه ،hUX
n
(t) =

fUX
n

(t)

F̄UX
n

(t)
تعریف به توجه با

G
′

α(U
X
n ; t)− αhUX

n
(t)Gα(U

X
n ; t) = −hαUX

n
(t).

معادله از مثبت حل یک hUX
n
(t) ،t > ٠ ثابت مقدار یک برای بنابراین

g(x) = xα − αGα(U
X
n ; t)x+G

′

α(U
X
n ; t) = ٠, (۵٨)

و g(+∞) = +∞ و g(٠) = G
′

α(U
X
n ; t) < ٠ الف قسمت فرضیات طبق است.

g
′
(x) = αxα−١ − αGα(U

X
n ; t)x, (۵٩)

x = نقطه در مینیمم مقدار یک دارای بنابراین و می یابد افزایش سپس و کاهش ابتدا g(x) تابع α > ١ ازای به بنابراین

بنابراین است. t مقادیر همه برای hUX
n
(t) یکتای مثبت جواب یک دارای (۵٩) معادله می دهد نشان که است (Gα(UXn ; t))

١
α−١

می کند. تعیین را F نتیجه در و hUX
n
(t) یکتا طور به Gα(UXn ; t)

آن گاه باشد، (DRIG) IRIG کلاس به متعلق UXn اگر .٣٧ . ۵ قضیه

Gα(U
X
n ; t) ≥ (≤)

١
α
hα−١
UX

n
(t) (۶٠)

که می شود نتیجه nام رکورد خطر نرخ تابع از استفاده و کسر تفکیک ،t به نسبت (۵٢) رابطه از مشتقگیری با اثبات.

d

dt
Gα(U

X
n ; t) = −hαUX

n
(t) + αhUX

n
(t)Gα(U

X
n ; t) > (<)٠,

مطلوب نتیجه بالا رابطه کردن ساده با حال است. متعلق (DRIG) IRIG رده به X که است برقرار دلیل این به آخر نامساوی که
می شود. ثابت

تصادفی متغیرهای مکان-مقیاس تبدیلات از استفاده با که می دهد نشان را رکوردهایی عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع مقدار بعد، لم
شده اند. حاصل

دهید قرار همچنین باشند. مقدار حقیقی ثابت مقادیر b ≥ ٠ و a > ٠ و پیوسته مطلقا تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣٨ . ۵ قضیه
صورت این در ،Z = aX + b

Gα(U
Z
n ; t) =

١
aα−١Gα(U

X
n ;

t− b

a
). (۶١)
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می دانیم طرفی از می شود. نتیجه t−ba > ٠ نامساوی ،t > b و a > ٠ که آن جایی از اثبات.

F̄UZ
n
(t) =

∫ ∞

t

(− log(١ − FZ(z)))
n−١fZ(z)

Γ(n)
dz.

می شود نتیجه x = z−b
a متغیر تغییر و بالا رابطه در fZ(z) = ١

afX( z−ba ) و FZ(z) = FX( z−ba ) جایگذاری با

F̄UZ
n
(t) =

∫ ∞

t−b
a

(− log(١ − FX(x)))n−١fX(x)

Γ(n)
dx =

Γ(n;− log(١ − FX( t−ba )))

Γ(n)
= F̄UX

n
(
t− b

a
)

ثابت می توان مشابه طور به است. شده  حاصل (۵٣) رابطه طبق آخر تساوی و u = − log(١− FX(x)) متغیر تغییر با دوم تساوی
∫کرد ∞

t

fαUZ
n
(z)dz =

Γ(α(n− ١) + ١;− log(١ − FX( t−ba )))

aα−١Γα(n)
Eg∗∗∗ [f

α−١(F−١)١ − e−Vn))]

اطلاع مولد تابع تعریف از استفاده با حال است. Vn چگالی تابع g∗∗∗ و Vn ∼ Γ− log(١−FX( t−b
a ))(α(n−١)+١, ١) آن در که

می شود. کامل قضیه اثبات بالا روابط و Z تصادفی متغیر با متناظر رکوردهای برای عمر باقیمانده

قرار بررسی مورد رکوردها عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع روی تصادفی متغیرهای از صعودی یکنوای تبدیلات تاثیر بعد، قضیه در
می گیرد.

.Y = ψ(X) کنید تعریف و ψ(∞) = ∞ و ψ(٠) = ٠ طوری که به باشد صعودی اکیدا تابع یک ψ(.) کنید فرض .٣٩ . ۵ قضیه
صورت این در باشند. Y و X با متناظر بالا رکورد nامین ترتیب به UYn و UXn کنید فرض همچنین

Gα(U
Y
n ; t) =

Gα(U
X
n ;ψ−١(t))

Eg[f
α−١
X (F−١

X (١ − e−Vn))]
E

[
fX(F−١

X (١ − e−Vn))

ψ′(F−١
X (١ − e−Vn))

]α−١

(۶٢)

.Vn ∼ Γ− log(١−FX(ψ−١(t)))(α(n− ١) + ١, ١) آن در که

و UYn بقای تابع تعریف در fY (y) = ١
ψ′ (ψ−١(y))

fX(ψ−١(y)) و FY (y) = FX(ψ−١(y)) روابط جایگذاری با اثبات.
کرد ثابت می توان مشابه طور به طرفی از می شود. ثابت F̄UY

n
(t) = F̄UX

n
(ψ−١(t)) برابری Y = ψ(X) متغیر تغییر از استفاده

∫ ∞

t

fαUY
n
(y)dy =

Γ(α(n− ١) + ١;− log(١ − FX(ψ−١(t))))

Γα(n)
E

[
fX(F−١

X (١ − e−Vn))

ψ′(F−١
X (١ − e−Vn))

]α−١

می شود. ثابت نتیجه Y با متناظر رکورد باقیمانده اطلاع مولد تابع تعریف در فوق روابط جایگذاری با

نتیجه گیری

شد تعریف ناپارامتری کلاس دو آن براساس و پرداخته پایین و بالا رکوردهای برای عمر باقیمانده اطلاع مولد تابع محاسبه به مقاله این در
مقدار بر صعودی اکیدا و خطی تبدیلات تاثیر همچنین گردید. محاسبه کلاس دو این اساس بر رکوردها اطلاع مولد تابع برای کران هایی و

گرفت. قرار مطالعه مورد رکوردها اطلاع مولد تابع
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پیوستار انبساطی دینامیکی سیستم متوسط بعد ٧ . ۵

برزنونی٢آ علی افچنگی١و زهره

ایران سبزوار، سبزواری، حکیم دانشگاه ریاضی، علوم ١,٢دانشکده

توپولوژیکی بعد یعنی dim(X)؛ <∞ آنگاه باشد، پیوستار انبساطی همسانریختی f : X → X اگر که می دهد نشان [١٢] در کاتو
همچنین .dim(X) = ∞ که پرداخت خواهیم φ : Z٢ ×X → X دینامیکی سیستم معرفی به ما ارائه، این در است. متناهی X
مورد را پیوستار انبساطی مفهوم با مفهوم این بین رابطه و پرداخته φ : Zk ×X → X دینامیکی سیستم متوسط بعد مفهوم معرفی به

می دهیم. قرار مطالعه

پیوستار. انبساطی دینامیکی، سیستم متوسط بعد توپولوژیکی، بعد کلیدی: واژه های
.18A32, 18F20, 39B42 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠١١٠٠٠-٣۶٠ مقاله: كد

barzanouniali@gmail.com ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
φ(٠, x) = x که صورتی در خوانیم X روی Zk گروه عمل φ : Zk ×X → X نگاشت باشد. متریک فضای (X, d) کنیم فرض

.x ∈ X و n,m ∈ Zk هر برای φ(n+m,x) = φ(n, φ(m,x)) و x ∈ X هر برای
می شود. خوانده دینامیکی سیستم یک φ : Zk ×X → X آنگاه باشد، پیوسته نگاشت یک φ : Zk ×X → X عمل هرگاه
شود، تعریف φ(n, x) = fn(x) وسیله به φ : Z × X → X و باشد همسانریختی یک f : X → X اگر مثال، عنوان به
سیستم های مهم مفاهیم از یکی می شود. داده نمایش (X, f) با مقاله این در که است دینامیکی سیستم یک φ : Z×X → X آنگاه
در کوچک تغییر و شد برده کار به جانبی مدارهای مطالعه برای [۶] اوتز توسط بار اولین مفهوم این است. انبساطی مفهوم دینامیکی،
نقطه، به نقطه انبساطی مثبت، انبساطی مانند مفاهیمی و می شود دینامیکی سیستم های در جدید مفاهیم ایجاد باعث انبساطی، مفهوم
مفاهیم این جمله از کاتو و (١٩٧٢) باون ،(١٩٧٠) رددی ،(١٩۵٢) شوارتزمن توسط ترتیب به پیوستار انبساطی و آنتروپی انبساطی
سیستم برای مفاهیم این توسیع به محققین از عده ای و شدند معرفی f : X → X دینامیکی سیستم برای مفاهیم این می باشند. جدید

پرداختند. φ : Zk ×X → X
یک بعد از متفاوتی تعاریف می پردازد. توپولوژیکی فضای یک بعد مطالعه به که بوده توپولوژی شاخه های از یکی بعد نظریه طرفی از
استقرایی بعد و اریسون توسط ١٩٢٢ سال در کوچک استقرایی بعد مثال، عنوان به دارد. وجود متفاوت مقالات در توپولوژی فضای
برای معادلند. پذیر جدایی متریک فضای روی مفاهیم این که این دیگر و شد معرفی چخ توسط ١٩٣١ سال در پوششی بعد و بزرگ

کنید. مراجعه [٩] کتاب به بیشتر مطالعه
همسانریختی اگر می کند ثابت و پرداخته X توپولوژیکی بعد و f : X → X انبساطی مفهوم بین رابطه مطالعه به [۵] در منیه

است. متناهی X فضای توپولوژیکی بعد آنگاه باشد، داشته وجود f : X → X مانند انبساطی
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برای منیه نتایج آیا که می شود مطرح سوال این است، توسیع قابل φ : Zk ×X → X برای انبساطی مفهوم که این به توجه با
φ : Z٢ × X → X انبساطی دینامیکی سیستم ارائه به مولفین ،[۵] در اما است؟ توسیع قابل φ : Zk × X → X سیستم
آن رابطه و پرداخته دینامیکی سیستم یک متوسط بعد مفهوم معرفی به ،[۴] در ولی است. نامتناهی X توپولوژیکی بعد که می پردازند
مفهوم برای [١٢] در کاتو توسط f : X → X برای منیه نتایج می کند. مطالعه φ : Zk ×X → X سیستم انبساطی مفهوم با را
مطرح ایده های کمک به مقاله این در و است انبساطی مفهوم از ضعیف تر مفهومی پیوستار انبساطی شد. داده توسیع پیوستار انبساطی

پرداخت. خواهیم دینامیکی سیستم متوسط بعد و پیوستار انبساطی رابطه مطالعه به ما ،[۴] در شده

نیاز مورد تعاریف
ordx(α) نماد با را x نقطه در α مرتبه باشد. x ∈ X و X مجموعه های زیر از خانواده ای α = (Ai)i∈I کنید فرض .۴٠ . ۵ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش

ordx(α) := −١ +#{i ∈ I | x ∈ Ai}

داده نمایش ord(α) نماد با را α خانواده مرتبه α = (Ai)i∈I برای همچنین می باشد. E عناصر تعداد دهنده نمایش #E آن در که
می کنیم تعریف زیر صورت به و

ord(α) := sup
x∈X

ordx(α).

.Ai∩Aj = ∅ Xاما = ∪i∈IAi ،i, j ∈ I هر برای یعنی Xباشد؛ مجموعه برای افراز αیک = (Ai)i∈I کنیم فرض .۴١ . ۵ مثال
باشد. X از افراز یک α = (Ai)i∈I هرگاه ord(α) = ٠ که می دهد نتیجه این و ordx(α) = ٠ رو این از

متناهی پوشش هر β که D(α) := min
β
ord(β) می دهیم قرار ،X فضای از α = (Ai)i∈I پوشش برای .I ⊆ N کنیم فرض

.α < β یعنی است؛ α از تظریفی که است X از

زیر صورت به و داده نمایش dim(X) با را X فضای توپولوژیکی بعد باشد. توپولوژیکی فضای یک X کنیم فرض .۴٢ . ۵ تعریف
می کنیم تعریف

dim(X) := sup
α
D(α)

می باشد. معروف نیز X ١۶ لبگ بعد نام با X توپولوژیکی بعد است. X از دلخواهی متناهی باز پوشش α که

X روی را زیر توپولوژی می گیریم. نظر در را x٠ ∈ X نقطه باشد. عضو n + ٢ تعداد با مجموعه ای X که کنیم فرض .۴٣ . ۵ مثال
است. x٠ حاوی که باشد X از مجموعه ای زیر U که این یا U = ∅ هرگاه است، X در باز مجموعه U می کنیم. معرفی

که باشد X از بازی پوشش β اگر که است واضح بود. خواهد X برای باز پوشش α آنگاه ،α = {{x٠, x}}x∈X−{x٠} اگر
آنگاه است، α از ظریف تر

ord(α) ≤ ord(β).

پس

D(α) := ord(α) = n.

بنابراین است. X از پوشش هر از ظریف تر α طرفی از

dim(X) = D(α) = n.

،[٩] در ١.١.۴ قضیه بر بنا آنگاه باشند، (X, d) متریک فضای برای متناهی باز پوشش دو β و α اگر

D(α ∨ β) ≤ D(α) +D(β),

که
١۶Lebesgue dimension
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α ∨ β = {A ∩B : A ∈ α,B ∈ β}.

یعنی باشد حقیقی اعداد از جمعی زیر دنباله ای {an}n≥١ کنید فرض (Fekete′s lemma) .۴۴ . ۵ لم

an+m ≤ an + am, ∀n,m ≥ ١

و بوده همگرا bn :=
an
n

وسیله به شده تعریف {bn}n≥١ دنباله  صورت این در .n ≥ ١ همه برای an ≥ ٠ که طوری به

lim
n→∞

bn = inf
n≥١

Vn.

شود. مراجعه [٩] در ۶.٢.٣ قضیه به اثبات.

باز پوشش ،n ≥ ١ طبیعی عدد هر برای باشد. پیوسته نگاشتی f : X → X و X برای متناهی باز پوشش α کنید فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به را w(α, f, n)

w(α, f, n) := α ∨ f−١(α) ∨ f−٢(α) ∨ . . . ∨ f−n+١(α) =
n−١∨
k=٠

f−k(α).

کنید فرض همچنین

D(α, f, n) := D(w(α, f, n)).

دنباله ،۴۴ . ۵ لم بر بنا بنابراین می کند. صدق جمعی زیر خاصیت در {D(α, f, n)}n≥١ دنباله ،[٩] در ۶.٣.١ قضیه بر بنا

کنید فرض است. همگرا
{
D(α, f, n)

n

}
n≥١

D(α, f) := lim
n→∞

D(α, f, n)

n
.

با را (X, f) سیستم متوسط توپولوژیکی بعد باشد. X متریک فضای روی پیوسته نگاشتی f : X → X کنید فرض .۴۵ . ۵ تعریف
می کنیم تعریف زیر صورت به و داده نمایش mdim(X, f)

mdim(X, f) := sup
α
D(α, f)

است. X از دلخواه متناهی باز پوشش α که

یعنی باشد. متناهی X توپولوژیکی بعد و باشد (X, d) متریک فضای روی پیوسته نگاشتی f : X → X کنید فرض .۴۶ . ۵ قضیه
صورت این در .dim(X) <∞

mdim(X, f) = ٠.

شود. مراجعه [٩] کتاب به اثبات.

U باز پوشش دو برای که می دانیم می پردازیم. φ : Zk ×X → X دینامیکی سیستم برای متوسط بعد معرفی به قسمت این در
حد آنگاه باشد، X باز پوشش U اگر بنابراین است. جمعی زیر خاصیت دارای یعنی D(U؛ ∨ V) ≤ D(U) +D(V) ،X از V و

دارد: وجود زیر

lim
N→∞

D(
∨

n∈[−N,N ]∗∩Zk

φ(−n,U))

(٢N + ١)k
.

شود: تعریف زیر صورت به A(U , φ) نماد ،φ : Zk ×X → X سیستم و X از U باز پوشش برای کنیم فرض

A(U , φ) = lim
N→∞

D(
∨

n∈[−N,N ]∗∩Zk

φ(−n,U))

(٢N + ١)k
.

mdim(X,φ) نماد با را φ : Zk×X → X دینامیکی سیستم متوسط بعد باشد. متریک فضای (X, d) کنیم فرض .۴٧ . ۵ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش

mdim(X,φ) = sup{A(U , φ) | Xاست از باز .{Uپوشش
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اصلی نتایج

مفهوم دو این رابطه و پرداخت خواهیم φ : Zk ×X → X سیستم برای پیوستار انبساطی و انبساطی مفاهیم معرفی به بخش این در
کرد. خواهیم بررسی φ : Zk ×X → X سیستم متوسط بعد با را

باشد، فشرده متریک فضای X و هاسدورف متریک dH اگر باشد. X همبند و بسته مجموعه های تمام گردایه C(X) کنیم فرض
.[١٢] بود خواهد فشرده متریک فضای (C(X), dH) آنگاه

باشد. (X, d) متریک فضای روی دینامیکی سیستم φ : Zk ×X → X کنیم فرض .۴٨ . ۵ تعریف

n ∈ Zk آنگاه ،x ̸= y اگر که باشد داشته وجود c > ٠ که صورتی در خوانیم انبساطی سیستم یک φ : Zk ×X → X .١
.d(φ(n, x), φ(n, y) > c که طوری به باشد داشته وجود

ناتهی مجموعه هر برای که باشد داشته وجود c > ٠ که صورتی در خوانیم پیوستار انبساطی سیستم یک φ : Zk ×X → X .٢
.diam(φ(n,A)) > c که طوری به باشد داشته وجود n ∈ Zk ،A ∈ C(X)

.[١٢] نیست برقرار آن عکس اما است؛ پیوستار انبساطی سیستم یک انبساطی، سیستم هر که دید می توان راحتی به

خاصیت ψ : Zk−١ ×X → X پیوسته عمل با که باشد انبساطی پیوسته عمل φ : Zk ×X → X کنید فرض .۴٩ . ۵ قضیه
صورت این در .φ(g, ψ(h, x)) = ψ(h, φ(g, x)) ،x ∈ X هر و h ∈ Zk−١ ،g ∈ Zk هر برای که این یعنی دارد. جابجایی

.mdim(X,ψ) <∞

شود. مراجعه [۴] به اثبات.

توپولوژیکی بعد همان ψ : Z٠ ×X → X سیستم متوسط بعد و است بدیهی عمل یک ψ : Z٠ ×X → X عمل ،k = ١ اگر
داشت: خواهیم اصلی قضیه بر بنا بود. خواهد X

توسیع پیوستار انبساطی دینامیکی سیستم حالت به قضیه این نتایج می توان ،(۴٩ . ۵) قضیه در شده گرفته کار به تکنیک های کمک به
می باشد: زیر صورت به شده ارائه مقاله اصلی قضیه واقع در دهیم.

ψ : Zk−١ ×X → X پیوسته عمل با که باشد پیوستار انبساطی پیوسته عمل φ : Zk ×X → X کنید فرض اصلی. قضیه
این در .φ(g, ψ(h, x)) = ψ(h, φ(g, x)) ،x ∈ X هر و h ∈ Zk−١ ،g ∈ Zk هر برای که این یعنی دارد. جابجایی خاصیت

.mdim(X,ψ) <∞ صورت

.dim(X) <∞ آنگاه باشد، پیوستار انبساطی همسانریختی یک f : X → X اگر .۵٠ . ۵ نتیجه

گروه از پیوستار انبساطی دینامیکی سیستم ،۵٠ . ۵ نتیجه به بنا اگرچه می باشد. [١٢] در ۵.٢ قضیه نتیجه، این که است ذکر به لازم
φ : Zk ×X → X که است ممکن k ̸= ١ که حالتی در ،dim(X) <∞ که می کند ایجاب (X, d) فشرده متریک فضای روی Z
و باشد بعدی دو چنبره K٢ = S١ × S١ که می کنیم فرض منظور این برای .dim(X) = ∞ اما باشد پیوستار انبساطی سیستم یک
مقادیر دارای A و det([A]) = ١ و ai,j ∈ Z که باشد [A] = [aij ] ماتریس توسط شده توصیف همسانریختی A : K٢ → K٢

کنیم فرض است. انبساطی همسانریختی یک A : K٢ → K٢ ،[۵] بر بنا نباشد. ١ اندازه از ویژه

X = (K٢)Z = {{xi} | xi ∈ K٢}.

متریک ،y = (yi) و x = (xi) مانند X در نقطه دو هر برای

d̃(x, y) =
∑
i∈Z

d(xi, yi)

٢|i|

می کنیم تعریف زیر صورت به را σ : X → X و f : X → X همسانریختی در و می گیریم نظر در X روی

f(x)i = A(xi),

σ(x)i = xi+١.

φ : Z٢×X → X بنابراین می باشد. انبساطی σ و f بوسیله شده φتولید : Z٢×X → X دینامیکی سیستم ،[۵] در ۴.٢ قضیه به بنا
.dim(X) = ∞ که حالی در بوده؛ پیوستار انبساطی
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تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت های برای پیوسته مطلقاً اندازه ٨ . ۵
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شرط دو تحت که می شود ثابت سپس، می شود. بررسی تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت های برای SRB اندازه وجود ابتدا مقاله، این در
است. پیوسته مطلقاً لبگ اندازه به نسبت اندازه این فربهی، و تقاطع
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cdsgt٠٠٧٩٠٠٢٢-٣ مقاله: كد

maryamkhalaj1991@gmail.com ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
طور به شد. معرفی پیوسته مطلقاً اندازه های وجود و خودمتشابه مجموعه های هاوسدورف بعد محاسبه برای تقاطع شرط ،٩٠ دهه در
یکدیگر یکنواخت شیبی با ،g ∈ G و f ∈ F ،(f, g) زوج هر تقریباً هرگاه گوییم متقاطع را R٢ خم های از G و F خانواده دو تقریبی،

مجموعه های هاوسدورف بعد سیمون و پولیکات تقاطع، شرط تحت کنند. قطع را

Λ(λ) = {
∞∑
k=١

ikλ
k : ik = ٠, ١, ٣}

برای Λ(λ) مجموعه لبگ اندازه تقاطع، شرط تحت که داد نشان نیز سولومیاک .[٣] کردند محاسبه λ ∈ ( ١
۴ ,

١
٣ ) هر تقریباً برای را

ضابطه با Bλ : [−١, ٢[١ → [−١, ٢[١ تابع بالاتر، بعد در کلاسیک مثال اولین .[۵] است مثبت ،λ > ١/٣ هر تقریباً

Bλ(x, y) =

{
(٢x− ١, λy + ١ − λ) x ≥ ٠
(٢x+ ١, λy − ١ + λ) x < ٠

این تعمیم با .[۵] است پیوسته مطلقاً ارگودیک اندازه یک دارای λ ∈ ( ١
٢ , ١] هر تقریباً برای Bλ نگاشت تقاطع، شرط تحت است.

ضابطه با T : S١ × R → S١ × R نگاشت متقاطع سیملوله ای جاذب هر برای SRB اندازه که داد نشان سوجی نگاشت،

T (x, y) = (ℓx, λy + f(x))
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هندسی روش یک طی سوجی، از الهام با رمز .[۶] است پیوسته مطلقاً ℓλ > ١ و ٠ < λ < ١ ،ℓ ∈ N ،f ∈ C٢(S١,R) برای
ضابطه با T : S١ × Rd → S١ × Rd تعمیم یافته نگاشت برای SRB اندازه که کرد ثابت

T (x, y) = (f(x), g(x, y))

دینامیکی سیستم های از کلاسی مقاله، این در .[۴] است انقباض یک g و ١ به k گسترشی نگاشت یک f که جایی است، پیوسته مطلقاً
نیوهاوس و جیکوبسن توسط بار اولین نگاشت ها این است. گرفته قرار مطالعه مورد تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت های عنوان تحت
روی که است هذلولی قطعه ای نگاشتی تعمیم یافته، اسبی نعل نگاشت .[٢] شد معرفی حالت، کلی ترین در SRB اندازه شناسایی برای
{S١, S٢, . . .} گردایه است. شده آورده نگاشت این از دقیق تری تعریف ادامه، در می شود. تعریف عمودی نوارهای از شمارا خانواده ای
هر برای و دهد پوشش صفر اندازه از مجموعه یک حد تا را S که طوری به بگیرید نظر در را S = [٠, ٢[١ بسته زیرمجموعه های از
و {(x, y) : y = ١, ٠ ≤ x ≤ ١} پاره خط های از زیربازه دو ،Si هر پایین و بالا مرزهای .(Si) ∩ (Sj) = ∅ باشیم داشته i ̸= j

٠ < α < ١ حقیقی عدد برای که است x(i)(y) هموار توابع نمودار آن راست و چپ مرزهای و {(x, y) : y = ٠, ٠ ≤ x ≤ ١}
آن راست و چپ مرزهای که طوری به باشد Fi تحت Si تصویر Ui و C٢ وابرریختی یک Fi کنید فرض .|dx(i)/dy| ≤ α داریم
نمودار آن پایین و بالا مرزهای و {(x, y) : x = ١, ٠ ≤ y ≤ ١} و {(x, y) : x = ٠, ٠ ≤ y ≤ ١} پاره خط های از زیربازه دو
و Csα = {(v١, v٢) : |v١| ≤ α|v٢|} دهید قرار فوق، تعریف در α برای .|dY (i)/dX| ≤ α که است Y (i)(X) هموار توابع
طوری به دارد وجود K٠ > ١ کنید فرض .|v| = |(v١, v٢)| = max{|v١|, |v٢|} آن در که Cuα = {(v١, v٢) : |v٢| ≤ α|v١|}

می کند: صدق زیر هذلولی شرایط در F |(Si) = Fi ضابطه با F نگاشت که

DF−١(Csα) ⊆ Csα و DF (Cuα) ⊆ Cuα •

.v ∈ Csα برای |DF−١(v)| ≥ K٠|v| و v ∈ Cuα برای |DF (v)| ≥ K٠|v| •

µF با را آن که است SRB اندازه یک دارای F نگاشت [١ گزاره ،١] به بنا می شود. گفته تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت F نگاشت به
می دهیم. نشان

اصلی نتایج

تعریف ،١] و [٢ تعریف ،١] به می توانید تقاطع شرط و فربهی دقیق تعریف برای است. شده آورده زیر قضیه در مقاله این اصلی نتیجه
در نوارها مرز خمیدگی شده، حذف تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت در پیوستگی کلاسیک، حالت های برخلاف که کنید توجه کنید. رجوع [٣

است. نامتناهی آن ها تعداد و بوده ناصفر نگاشت این تعریف

است. پیوسته مطلقاً لبگ اندازه به نسبت تعمیم یافته اسبی نعل نگاشت هر برای SRB اندازه تقاطع، شرط و فربهی تحت .۵١ . ۵ قضیه

g(x) := دهید قرار x ∈ ∪ips(Si) هر برای و باشد پایدار منیفلدهای راستای در تصویر نگاشت ps کنید فرض اثبات. طرح
اندازه های می دهیم. نشان µg با را آن که است پیوسته مطلقاً احتمال اندازه یک دارای و گسترشی قطعه ای g نگاشت .ps ◦ F (x, ٠)

که طوری به دارد وجود پایدار منیفلدهای راستای در µx احتمال

F =

∫
µxdµg(x).

دهید قرار r مثبت عدد برای

∥µx∥٢
r =

∫ ١

٠
(µx(B

s
r(z)))

٢dz

و

I(r) = r−٢
∫ ١

٠
∥µx∥٢

rdx

نشان است کافی تنها µF پیوستگی مطلقاً اثبات برای ،[۵ نتیجه ،۶] به بنا است. z مرکز و r شعاع به پایدار گوی Bsr(z) آن در که
و فربهی ،F اعوجاج خواص کمک به و می نویسیم

∑∞
i=١ Ii(r) صورت به را I(r) منظور بدین .lim infr→٠ I(r) <∞ که دهیم

.Ii(r) ≤M iϵ داریم i هر برای که طوری به دارند وجود ϵ و M مثبت حقیقی اعداد که می دهیم نشان ناپایدار منیفلدهای تقاطع شرط
کنید. مراجعه [١] به می توانید بیشتر جزئیات برای
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توپولوژیکی های یگروه پل پذیری متریک ٩ . ۵

٢ کهرازه مهرداد ، *،١ جمالزاده جواد
ایران. زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، دانشکده ریاضی، گروه ١،٢

به شود یافت مانند متر یک تا آورد می وجود به را شرایطی که باشد می پذیری متریک توپولوژیکی، بخشساختارهای ترین مهم از یکی
های یگرو پل که d هستیم آن پی در نوشته دست این در باشد. یکسان اولیه توپولوژی با متر، این از آمده دست به توپولوژی طوریکه
قضیه نهایت در و دهیم می انجام توپولوژیکی های گروه پلی روی پیشنرم تعریف کمک به را مهم این سازیم. پذیر متریک را توپولوژیکی

کنیم. می اثبات توپولوژیکی های گروه پلی روی را پذیری متریک اساسی

نرم.. پیش توپولوژیکی، گروه پلی پذیری، متریک کلیدی: واژه های
.20N20,22A30 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠١٠٣٠٠-٣۵٢ مقاله: كد

مقدمه
توپولوژیکی خواص آن، دلیل و است آنها روی نرم و متریک پذیری بحث توپولوژیک، فضاهای روی شده مطرح موضوعات مهمترین از یکی
آن از برآمده فضاهای و R با خاصی نزدیکی که توپولوژیک جبری ساختارهای در به خصوص است، نرم دار و متریک فضاهای گسترده ی
نرم دار و متریک فضاهای با نزدیک بسیار خواص توپولوژیک جبری ساختار یک به عنوان توپولوژیک گروه های در مثال، به عنوان دارد.
بیرخوف- قضیه ی نام به شگفت انگیز قضیه ی یک نیز متریک پذیری جهت از دارد. وجود ... و بودن هاسدورف بودن، منظم کاملا مانند
اینکه به توجه با .[٢] باشد اول نوع شمارای اگر فقط و اگر است متریک پذیر توپولوژیک گروه یک می کند، بیان که دارد وجود کاکوتانی
را بیرخوف-کاکوتانی قضیه ی با مشابه ساختار که شده ایم برآن مقاله این در لذا می باشند، توپولوژیکی فضای یک توپولوژیکی پلی گروه های
فضاهای به را توپولوژیک پلی گروهای ساختار و نماید ارائه را توپولوژیک گروه های با مشابهی موارد پیش نرم کمک به بتواند تا دهیم ارائه
گردایه ی P ∗(H) و ناتهی مجموعه ی یک H کنید فرض می پردازیم. توپولوژیک ابرگروه ساختار تشریح به اکنون سازد. نزدیک متریک

نگاشت یک باشد. H ناتهی زیرمجموعه های همه ی

o : H ×H → P ∗(H)

که .∀a ∈ H : aoH = Hoa (٢ ∀a, b, c ∈ H : ao(boc) = (aob)oc (١ می گویند: ابرگروه باشد زیر خاصیت دو دارای که را
می کنیم: تعریف A,B ⊆ H هر برای آن در

A ◦B =
∪

a∈A,b∈B

(a ◦ b).

،[۴،٣] کوسینی ،[١٣] کوسکاس توسط متمادی سال های در سپس است. شده ارائه ١٩٣۴ سال در [١۴] مارتی توسط اولین بار ساختار این
موضوعات در کاربردی و محض علوم در زیادی کاربردهای که است گرفته قرار گسترش و مطالعه مورد [١١] جعفرآبادی و [۶ ،۵] دواز
جبری ساختارهای ببینید). را [۶] ) دارد مصنوعی هوش و کدگذاری ترکیبیات، فازی، مجموعه های مشبکه ها، ابرگراف ها، هندسی،
و [١] عامری کرده اند. تعریف توپولوژی جبری، ابرساختارهای روی ریاضیدانان اخیراً دارند. ریاضیات در مهمی نقش توپولوژی با همراه
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قرارداد. ابرگروه ها روی را توپولوژی این [٩،٨] حیدری کرده اند. بررسی و تعریف را توپولوژیکی −(Tl) Tu ابرگروه واره ی ،[١٠] هوشگوا
می کنیم. تعریف P ∗(H) روی توپولوژی یک زیر لم در حال

مجموعه های همه ی شامل l خانواده ی آنگاه باشد، توپولوژیکی فضای (H.T ) کنید فرض [١٠] .۵٢ . ۵ لم

Sv = {U ∈ P ∗(H) : U ⊆ V }

است. P ∗(H) روی Tu توپولوژی برای پایه یک V ∈ T و

شدند. معرفی ١٩٨١ سال در لولیدیس توسط بار اولین برای که هستند ابرگروه ها از خاصی کلاس پلی گروه ها
که: است نیم ابر گروه یک (P, o) و P پلی گروه روی معکوس عمل −١ و e ∈ P آن در که است پلی گروه یک P = (P, o, e,−١)

∀x.y.z ∈ P : x ∈ yoz ⇒ y ∈ xoz−١, z ∈ y−١ox (٢ ∀x ∈ P : eox = xoe = x (١
است: برقرار زیر احکام پلی گروه هر در

e ∈ xox−١ ∩ x−١ox,

e−١ = e,

(x−١)−١ = x,

(xoy)−١ = y−١ox−١.

توپولوژیکی پلی گروه های روی پیش نرم

پلی گروه های متریک پذیری تعریف برای است مقدمه ای که کنیم تعریف پیش نرم توپولوژیکی پلی گروه های روی می خواهیم بخش این در
توپولوژیکی.

با Ñ : P ∗(P ) → R مانند نگاشت یک آنگاه باشد، P روی نگاشت یک N و بوده پلی گروه یک P کنید فرض .۵٣ . ۵ تعریف
،A,B ⊆ H هر برای هرگاه گوییم P روی پیش نرم یک را Ñ(A) = sup {N(a) : a ∈ A} ضابطه ی

PÑ١) Ñ(e) = ٠

PÑ٢) Ñ(x) = Ñ(x−١)

.PÑ٣) Ñ(AB) ≤ Ñ(A) + Ñ(B)

p از گذرا خط روی نقاط همه ی مجموعه ی را pq ،p ̸= q که p, q ∈ P برای باشد. R٢ نقاط از مجموعه ای P کنید فرض .۵۴ . ۵ مثال
P = (P ∪ {I}. ◦ .I.−١) می کنیم. انتخاب را I /∈ P شیء .٠ < r < ١ که pq = rp+ (١− r)q یعنی می گیریم، نظر در q و

p, q ∈ P برای و x ◦ I = I ◦ x = x و x−١ = x ،x ∈ P ∪ {I} هر برای که می گیریم نظر در را

p ◦ q =
{
pq − {p.q} p ̸= q
{P.I} p = q

اکنون است. پلی گروه یک P = (P ∪ {I}. ◦ .I.−١) لذا

Ñ(pq) = sup {N(x) : x ∈ pq − {p.q}}

داشت: خواهیم و می کنیم تعریف را

١) Ñ(I) = ٠

٢) Ñ(x) = Ñ(x−١)

٣) Ñ(pq) = Ñ(rp+ (١ − r)q) = Ñ(rp) + Ñ((١ − r)q) = rÑ(p) + (١ − r)Ñ(q) ≤ Ñ(p) + Ñ(q)
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است. پیش نرم یک ،Ñ نتیجه در و

.Ñ(x) ≥ ٠ داریم: x ∈ P هر برای آنگاه باشد، P روی پیش نرم یک Ñ اگر .۵۵ . ۵ گزاره

است. برقرار زیر، نامساوی x, y ∈ P هر برای آنگاه باشد، P پلی گروه روی پیش نرم یک Ñ اگر .۵۶ . ۵ −Ñ(x)∣∣∣گزاره Ñ(y)
∣∣∣ ≤ Ñ(xy−١).

αÑ تابع ،x ∈ P هر برای آنگاه باشد، نامنفی حقیقی عدد یک α و بوده P پلی گروه روی پیش نرم یک Ñ کنید فرض .۵٧ . ۵ گزاره
است. P روی پیش نرم یک (αÑ)(x) = α(Ñ(x)) ضابطه ی با P روی

مجموعه ی ،P پلی گروه روی Ñ پیش نرم هر برای .۵٨ . ۵ گزاره

ZÑ =
{
x ∈ P : Ñ(x) = ٠

}
است. P زیرپلی گروه

است. P روی پیش نرم یک ،P پلی گروه روی پیش نرم دو مجموع .۵٩ . ۵ گزاره

که Ñf̃ تابع آنگاه باشد، P پلی گروه روی نامنفی و کراندار و مقدار حقیقی تابع یک f کنید فرض .۶٠ . ۵ لم

Ñf̃ (x) = sup
{
f̃(yx)− f̃(y)|y ∈ P

}
که

f̃(xy) = sup {f(t) : t ∈ xy}
است. P روی پیش نرم یک

وجود e از U همسایگی دلخواه ϵ > ٠ هر برای اگر تنها و اگر است، پیوسته P توپولوژیکی پلی گروه روی Ñ پیش نرم .۶١ . ۵ گزاره
.Ñ(x) ≤ ϵ ،x ∈ U هر برای طوریکه به باشد داشته

توپولوژیک پلی گروه های متریک پذیری

می آوریم. را زیر اساسی لم منظور بدین کنیم. بحث توپولوژیک پلی گروه های متریک پذیری مورد در می خواهیم بخش این در

هر برای بطوریکه باشد. P توپولوژیکی پلی گروه در e متقارن و باز های همسایگی از دنباله یک {Un : n ∈ w} کنید فرض .۶٢ . ۵ لم
صورت این در ،U٢

n+١ ⊆ Un ،n ∈ w{
A ∈ P ∗(p) : Ñ(A) <

١
٢n

}
⊆ Un

⊆
{
A ∈ P ∗(p) : Ñ(A) <

٢
٢n

}
باشد. پایا Un مجموعه های اگر این بر علاوه است. پیوسته Ñ پیش نرم بنابراین

صورت این در باشد. P پلی گروه روی پیش نرم یک Ñ کنید فرض .۶٣ . ۵ }تعریف
A ∈ P ∗(P ) : Ñ(A) < ١

}
BÑ (ϵ) =

{
A ∈ P ∗(p) : Ñ(A) < ϵ

}
مجموعه ی همچنین می دهیم. BÑ نمایش با را آن و می   نامیم P در واحد گوی Ñ یک

می نامیم. ϵ شعاع به Ñ−گوی را است مثبت عددی ϵ که

مشمول BÑ گوی که دارد وجود Ñ مانند پیوسته پیش نرم یک P توپولوژیکی پلی گروه در e از U باز همسایگی هر برای .۶۴ . ۵ قضیه
است. U

باشد. اول نوع شمارای اگر تنها و اگر است، متریک پذیر ،P توپولوژیکی پلی گروه (متریک پذیری) .۶۵ . ۵ قضیه
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ترکیبیات و جبر دینامیکی، سیستم های بین زیبا مثلثی ١٠ . ۵
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در براتلی دیاگرام های و جبر شاخۀ در بعدی گروه های دینامیکی، سیستم های شاخۀ در کانتور مینیمال سیستم های بین اخیر دهۀ های در
کدام هر معرفی با داریم نظر در مقاله این در زیباست. و کاربردی جذاب، خود نوع در که شده پدیدار دوسویه ای رابطه های ترکیبیات شاخۀ

گذاریم. نمایش به را آنها بین ارتباط از نمایی مفاهیم، این از

براتلی.. دیاگرام های بعدی، گروه های کانتور، مینیمال دینامیکی سیستم های کلیدی: واژه های
.37B05, 05C63, 06F15 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠٠٩-٣۶٠٠٣٨ مقاله: كد

hmaleki@malayeru.ac.ir ایمیل: آدرس آسخنران.

مقدمه
نوعی دارای معمولا بحث مورد فضاهای دارند. کار و سر فضا یک نگاشت های با وسیعی طور به دینامیکی سیستم های ریاضیات، در
می کنیم. محدود باشند، معکوس پذیر و پیوسته که فضا یک نگاشت های به را خود ما موارد، بیشتر در هستند. اندازه پذیر یا هندسی ساختار
پدیده های از وسیعی طیف سیستم هایی چنین شوند. تکرار می توانند معکوس شان، و خودشان که است این نگاشت ها این ویژگی بهترین
محدودیت دو ما کنیم. معطوف خاص ویژگی های با کلاس یک به را خود بررسی و توجه که است متداول می گذارند. نمایش به را مختلف
هر برای آنگاه بگیریم، نظر در را φ : X → X نگاشت اگر یعنی است؛ مینیمال معمولا ما سیستم که این اول داشت. خواهیم خاص
می دهد نشان این شهودی، صورت به است. چگال X در می شود، تعریف O(x) = {φn(x)}n∈Z صورت به که x مدار ،x ∈ X
با است معادل این می شود. منتقل فضا باز زیرمجموعۀ هر به φ نگاشت تکرار تحت نقطه هر است: خاصی پیچیدگی دارای سیستم که
تجزیۀ با فضاها این دینامیک مطالعۀ شود. نگاشته خودش به φ تحت که ندارد وجود X از فشرده سرۀ ناتهی زیرمجموعۀ هیچ که این
اعمال سیستم روی ما که محدودیتی دومین نمی باشد. تقلیل قابل سیستم دیگر، عبارت به است. غیرممکن کوچکتر قسمت های به آنها
نقطه ای ها تک فضا، این همبند و ناتهی مجموعه های زیر تنها که معنی این به باشد؛ ناهمبند کلا ،X حالت فضای که است این می کنیم
نیست. کارآمد و جالب خیلی همبند، توپولوژیک فضاهای حیطۀ در مداری هم ارز همچون دینامیکی سیستم های مفاهیم از برخی هستند.
مجموعه ها این می آیند. حساب به فضاها این برای مناسبی جایگزین هستند، تنها نقطۀ بدون و ناهمبند کلا فشرده، که کانتور مجموعه های
یک پیوسته تصویر فشرده ، متریک فضای هر هستند. جالب عمومی خاصیت یک دارای اما بیایند نظر به غیرطبیعی کمی است ممکن
خاصیت یک دارای هستند، جذاب و خاص خود، خودی به که حالی در کانتور، فضاهای روی مینیمال سیستم های .[۴] است کانتور فضای
هر می کند بیان که است جویت-کریگر١٧ قضیۀ فضاها این دربارۀ مهم نتیجۀ یک می باشند. نیز دیگر سیستم های بین در جهانی و عمومی
مطالعۀ بنابراین .[۴] کرد مدل سازی کانتور مجموعۀ یک روی مینیمال سیستم یک با می توان را باشد، تقلیل ناپذیر که اندازه پذیری سیستم

١٧Jewett-Krieger
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دیگر مهم خاصیت یک است. برخوردار مهمی جایگاه از گسسته دینامیکی سیستم های نظریۀ در کانتور فضاهای روی مینیمال سیستم های
را دینامیکی سیستم های نوع این همه، از مهم تر است. ترکیبیاتی زیادی حد تا که هستند ساختاری دارای آن ها که است این فضاها این
مینیمال سیستم های مطالعه آورد. دست به ترکیبیاتی یا نمادین ساختارهای دیگر و زیرانتقال ها جانشانی ها، از می توان طبیعی طور به
.[٢] است بوده ورشیک١٨ آناتولی کارهای شروع، نقطه است. داشته چشمگیری پیشرفت گذشته دهۀ سه طی کانتور مجموعه های روی
گروه های دارد. وجود بعدی»١٩ «گروه های نام به گروه ها از خاصی نوع و کانتور مینیمال سیستم های بین سویۀ دو ارتباطی دیگر، سوی از
کلاس برای شدند معرفی ١٩٧۶ سال در الیوت٢٠ توسط که بعدی گروه های می شوند. تعریف مرتب آبلی گروه های مفهوم اساس بر بعدی
اشاره جبرها از برخی ابعاد با گروه ها این ارتباط به بعدی گروه های مفهوم در «بعد» کلمه .[۴] می شوند گرفته کار به AF-جبرها بندی
توسط بار، اولین برای که هستند متناهی بعد با جبرهای مستقیم حدهای جبرها، ∗Cـ از کلاسی عنوان به خودشان جبرها این دارد.
می گویند. براتلی» «دیاگرام آنها به که می شوند ساخته گراف ها از خاصی نوع از جبرها این .[٣] شدند معرفی ١٩٧٢ سال در براتلی٢١
مسیرهای روی ترتیب یک او .[٢] شد برقرار ١٩٨٢ سال در ورشیک٢٢ توسط دینامیکی سیستم های نظریه و بعدی گروه های بین ارتباط
که شد داده نشان سپس کند. تعریف توپولوژیک دینامیکی سیستم یک دیاگرام متناهی مسیرهای همه روی تا گرفت کار به براتلی دیاگرام
گروه یک مینیمال کانتور سیستم هر به نتیجه در و است یکریخت سیستمی چنین با کانتور فضای یک روی مینیمال دینامیکی سیستم هر
.[٢] است مرتبط کانتور مینیمال دینامیکی سیستم یک مداری ساختار با گروه، این که داد نشان بعدی کارهای .[۴] شد داده نسبت بعدی
وجود مهمی و تنگاتنگ ارتباط نیز کانتور مینیمال سیستم های و هستند گراف ها از خاص نوعی که براتلی دیاگرام های بین دیگر، سوی از

می کند. عمیق تر و دقیق تر را مفاهیم این از یک هر مطالعۀ که دارد

تعاریف

کانتور مینیمال سیستم های

زیرمجموعۀ باشد. توپولوژیک دینامیکی سیستم یک است، پیوسته نگاشت یک T : X −→ X که (X,T ) کنید فرض .۶۶ . ۵ تعریف
زیرمجموعۀ تنها X هرگاه گویند مینیمال را (X,T ) توپولوژیک دینامیکی سیستم باشد. TY ⊆ Y هرگاه گویند پایدار را Y ⊆ X

باشد. X پایدار و بسته ناتهی،

به .[٢] باشد چگال X در عضو هر مثبت مدار اگر تنها و اگر است مینیمال (X,T ) توپولوژیک دینامیکی سیستم داد نشان می توان
مینیمال سیستم یک (X,T ) می کنیم فرض .[۴] است کانتور مجموعۀ یک پیوستۀ تصویر فشرده ای متریک فضای هر دید می توان علاوه
یک C که طوری به دارد وجود F : C → X مانند پوشا و پیوسته نگاشت یک فوق، قضیۀ بر بنا است. X فشردۀ متریک فضای روی

می دهیم: قرار حال است. کانتور مجموعۀ

K = {(xn)n∈Z | xn ∈ C,F (xn+١) = T (F (xn))}

در می گیریم. نظر در yn = xn+١ آن در که σ(x) = y ضابطۀ با را σ : K → K انتقال نگاشت و K مجموعۀ .K ⊆ CZ که
مینیمال سیستم هر برای بهتر عبارت به .ψ ◦ σ = T ◦ ψ که قسمی به دارد وجود (K,σ) از (Z, σ) مینیمال زیرفضای صورت این
یک نتیجه در و بسته Z ⊆ K ⊆ CZ این بنابر دارد. وجود کانتور فضای یک روی مینیمال فاکتور یک فشرده متریک فضای یک روی

.[٢] است کانتور فضای

مرتب گروه های
هستند کلاسیکی و شده شناخته زمینه های مرتب برداری فضاهای و مرتب گروه های مرتب، میدان های ویژه به مرتب جبری ساختارهای
داستان، شروع گرفته اند. قرار توجه مورد بسیار ریاضیات در دیگر شاخه های در کاربرد خاطر به هم و ذاتی جذابیت های خاطر به هم که
همان از برخی کمک به آن از پس انجامید. مرتب برداری فضاهای معرفی به ١٩۴٠ سال در رایز توسط تابعی آنالیز مطالعات تأثیر تحت

.[٣] شدند معرفی مرتب گروه های بود، گرفته قرار استفاده مورد آنجا در که تکنیک هایی
١٨Anatoly Vershik
١٩Dimension Groups
٢٠Elliott
٢١Bratelli
٢٢ Vershik
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به باشد؛ سازگار ⩽ رابطۀ با + عمل هرگاه گویند مرتب گروه را ⩽ جزئی ترتیب رابطۀ با همراه (G,+) آبلی گروه .۶٧ . ۵ تعریف
مجموعۀ G مثبت مخروط ،G مرتب گروه در .g + k ⩽ h + k باشیم: داشته g ⩽ h که g, h, k ∈ G هر برای که معنی این

می شود. تعریف G+ = {g ∈ G | g ⩾ ٠}

با می توان جهت حفظ با را نامساوی ها مرتب، گروه یک در .y − x ⩾ ٠ اگر تنها و اگر x ⩽ y گفت می توان مرتب، گروه یک در
.Σxi ⩽ Σyi آنگاه xi ⩽ yi ،i هر ازای به که گونه ای به x١, y١, x٢, x٢, . . . , xn, yn ∈ G اگر بهتر عبارت به کرد. جمع یکدیگر
آنگاه x ⩽ y اگر همچنین .nx ⩽ ny داریم n مثبت صحیح عدد هر برای آنگاه x ⩽ y اگر که گرفت نتیجه می توان علاوه، به
.x, y ⩽ z که قسمی به باشد داشته وجود z ∈ G یک ،x, y ∈ G هر برای هرگاه گویند جهت دار را G مرتب گروه یک .−x ⩾ −y
G مرتب  گروه داد نشان می توان باشند. داشته مشترک بالای کران یک آن، عناصر از جفت هر اگر است جهت دار G دیگر، عبارت به
مرتب گروه از ترتیب ایده آل یک .[٣] G = G+ − G+ یعنی باشد، شده تولید مثبتش مخروط توسط اگر تنها و اگر است جهت دار
از ترتیب واحد یک .y ∈ J آنگاه x١ ⩽ y ⩽ x٢ و y ∈ G و x١, x٢ ∈ J اگر که قسمی به است J ⊆ G جهت دار زیرگروه G
که به قسمی باشد داشته وجود n > ٠ صحیح عدد یک ،g ∈ G+ هر ازای به که طوری به است، u مثبت عنصر یک ،G مرتب  گروه
مرتب گروه داد نشان می توان نباشد. ناتهی سرۀ ترتیب ایده آل هیچ دارای اگر گویند ساده را G = (G,G+) مرتب  گروه .nu ⩾ g

(G,G+) مرتب گروه .[٣] باشد ترتیب واحد یک G+ از صفر) (نا غیرهمانی عنصر هر اگر تنها و اگر است ساده (G,G+) جهت دار
است. حفره دارای گروه صورت، این غیر در .g ∈ G+ آنگاه ng ∈ G+ اگر n > ٠ و g ∈ G هر برای هرگاه گویند حفره بدون را
در G مرتب گروه .g ⩾ h آنگاه ng ⩾ nh باشیم داشته n > ٠ و g, h ∈ G برای اگر (G,G+) حفره بدون مرتب گروه در
یک ،x٢ ⩽ y١, y٢ و x١ ⩽ y١, y٢ باشیم داشته که طوری به x١, x٢, y١, y٢ ∈ G هر برای اگر می کند صدق رایز درونیابی خاصیت
نگاشت و آبلی گروه یک Gn گروه ،n ⩾ ٠ هر برای کنید فرض .x١, x٢ ⩽ z ⩽ y١, y٢ که به قسمی باشد داشته وجود z ∈ G

مجموعه های باشد. همریختی یک in+١,n : Gn → Gn+١

∆ = {(gn)n⩾٠ | gn ∈ Gn, gn+١ = in+١,n(gn), ∀n ⩾ m, ∀m ⩾ ٠}

و
∆٠ = {(gn)n⩾٠ ∈ ∆ | gn = ٠, ∀n ⩾ m, ∃m ⩾ ٠}

π : ∆ → G Gو = ∆/∆٠ قسمتی خارج Gگروه کنید فرض .∆٠ ⊂ ∆ و هستند
∏
n⩾٠Gn مستقیم حاصلضرب از زیرگروه هایی

نگاشت های با (Gn)n⩾٠ دنبالۀ از مستقیم حد را می شود داده نشان G = lim
→
Gn نماد با که G گروه باشد. طبیعی تصویر

،n < m برای im,n = im,m−١ ◦ im+١,m · · · ◦ in+١,n نگاشت های کلی حالت در و in+١,n نگاشت های گویند. in+١,n
جهت دار یکدار مرتب گروه یک ،n ⩾ ٠ هر برای Gn = (Gn, G

+
n , ١n) کنید فرض می شوند. نامیده اتصال دهنده همریختی های

و (Gn)n⩾٠ دنبالۀ مستقیم حد G کنید فرض حال باشد. یکدار مرتب گروه های از همریختی یک in+١,n : Gn → Gn+١ و
که ،G+ = π(∆+)

∆+ = {(gn)n⩾٠ | gn ∈ G+
n , ∀n ⩾ m,∃m ⩾ ٠}

.١G = π(١Gn)n⩾٠ و

مرتب گروه های از همریختی یک in : Gn → G هر جهت دار، یکدار مرتب گروه یک G = (G,G+, ١) سه تایی [١] .۶٨ . ۵ گزاره
است. G+ =

∪
in(G

+
n ) و یکدار

دنبالۀ مستقیم حد بعدی، گروه یک .۶٩ . ۵ تعریف

Zk١ M١−−→ Zk٢ M٢−−→ Zk٣ . . .

توسط شده تعریف همریختی های با همراه ،(١, . . . , ١) ترتیب واحد با و معمولی ترتیب با شده مرتب ،ki ⩾ ١ با Zki گروه های از
است. Mi نامنفی ماتریس های

دینامیکی سیستم یک مرتب کوهمولوژی گروه

اینصورت در باشد. پیوسته نگاشت یک T و فشرده متریک فضای یک روی توپولوژیک دینامیکی سیستم یک (X,T ) کنید فرض
صحیح مقدار نگاشت های همۀ از زیرگروهی را C(X,Z) و X روی پیوسته مقدار حقیقی نگاشت های همۀ از گروهی را C(X,R)
است همبند نیز f(X) ⊆ Z ،f ∈ C(X,Z) هر برای باشد، همبند توپولوژیک فضای یک X اگر می کنیم. تعریف X روی پیوسته
شامل تنها C(X,Z) نتیجه در و می شود ثابت نگاشت نیز f بنابراین هستند، نقطه ای ها تک Z همبندی مؤلفه های تنها که آنجا از و
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بود. خواهد توجه درخور و متفاوت C(X,Z) ساختار است، ناهمبند کلا و فشرده فضای یک X که زمانی اما است. ثابت نگاشت های
در ∂T (f) = f ◦ T − f ضابطۀ با ∂T : C(X,R) → C(X,R) نگاشت عنوان به را f هم کران ،f ∈ C(X,R) هر برای
به باشد داشته وجود g ∈ C(X,R) نگاشت یک اگر گویند هم کران نگاشت را f ∈ C(X,R) نگاشت اینصورت، در می گیریم. نظر
،C(X,Z) روی هم کران نگاشت که جا آن از باشد. توپولوژیک دینامیکی سیستم یک (X,T ) کنید فرض .f = ∂T (g) که قسمی
را C(X,Z)⧸∂TC(X,Z) قسمتی خارج گروه ما بنابراین، است. زیرگروه یک ∂TC(X,Z) تصویر است، گروهی همریختی یک

سه تایی نهایت، در می دهیم. نشان H+(X,T,Z+) با را C(X,Z+) تصویر سپس، می دهیم. نمایش H(X,T,Z) نماد با

K٠(X,T ) = (H(X,T,Z),H+(X,T,Z+), ١X),

١ مقدار با ثابت نگاشت یک تصویر ،١X آن در که گوییم (X,T ) دینامیکی سیستم مرتب کوهمولوژی گروه آن به و می دهیم نمایش را
است. H(X,T,Z) در X روی

براتلی دیاگرام های

یک دیاگرام این است. ترکیبیاتی کاملا شئ یک اما است، نامتناهی دیاگرام این اگرچه می کنیم. معرفی را براتلی دیاگرام مفهوم اکنون
V٠, V١, V٢, . . . رئوس مجموعه های از دنباله یک از می دهیم، نشان (V,E) نماد با را آن که گراف این است. نامتناهی گراف نوع
یک تنها V٠ که می کنیم فرض ما است. شده تشکیل است، رأس متناهی تعداد دارای Vi هر و هستند مجزا دو به دو و ناتهی همگی که
است شده تشکیل E١, E٢, . . . یال های مجموعه های از دنباله یک گراف این همچنین می دهیم. نشان v٠ نماد با را آن که دارد رأس
به Vn−١ در رأس یک از En مجموعۀ از یال هر است. یال متناهی تعداد دارای Ei هر و هستند مجزا دو به دو و ناتهی همگی که
نگاشت دو n ⩾ ١ هر برای براتلی دیاگرام هر در گرفت. نظر در یال ها روی جهت یک می توان صورت این به می رود. Vn در رأسی
v ∈

∪
n⩾١ Vn هر برای و s−١{v} ̸= ∅ داریم ،v ∈

∪
n⩾٠ Vn هر برای که دارد وجود r : En → Vn و s : En → Vn−١

کنید فرض حال می نامیم. مقصد یا برد نگاشت  و مبدأ نگاشت را آن ها ترتیب به .r−١{v} ̸= ∅ داریم

XE = {(x١, x٢, . . . ) | xn ∈ En, r(xn) = s(xn+١), n ⩾ ١}.

می کنیم: تعریف زیر صورت به را d : XE ×XE → [٠,∞) متر

d(x, y) = inf{١, ٢−n | n ⩾ ١, (x١, x٢. . . . , xn) = (y١, y٢, . . . , yn)}.

.[١] دارد وجود مینیمال نگاشت یک آن روی که است کانتور فشرده متریک فضای یک (XE , d) که داد نشان می توان

اصلی نتایج

می کند. مشخص شمارا مرتب گروه های میان در را بعدی گروه های است، معروف شن ـ هندلمن ـ افرس قضیۀ به که زیر، مهم قضیۀ

باشد. حفره بدون جهت دار رایز یکدار مرتب گروه یک اگر تنها و اگر است بعدی گروه شمارا، مرتب گروه یک [٢] .٧٠ . ۵ قضیه

می کند: معرفی حفره بدون ساده جهت دار یکدار مرتب گروه یک کانتور مینیمال سیستم هر برای زیر قضیۀ

است. حفره بدون ساده جهت دار یکدار مرتب گروه یک K٠(X,T ) ،(X,T ) مینیمال کانتور سیستم هر برای [١] .٧١ . ۵ قضیه

وابسته گروه های آنگاه باشند مزدوج توپولوژیک صورت به (X ′, T ′) و (X,T ) دینامیکی سیستم های اگر [٢] .٧٢ . ۵ قضیه
هستند. یکریخت H(X ′, T ′,Z) و H(X,T,Z)

می کند: مشخص براتلی دیاگرام یک کانتور مینیمال سیستم هر با متناظر زیر قضیۀ

یک و (V,E,⩾) سادۀ مرتب براتلی دیاگرام یک آنگاه است. کانتور مینیمال سیستم یک (X,φ) کنید فرض [٢] .٧٣ . ۵ قضیه
.h(xmax) = y و h ◦ φE = φ ◦ h که قسمی به دارد وجود h : XE → X همسانریختی

۶١
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اول نوع از انتگرالی معادلات برخی عددی حل در لژاندر های موجک کاربرد ١١ . ۵

بنی ریاحی محسن
ایران سراوان، سراوان، عالی آموزش مجتمع

ساخته لژاندر های موجک از استفاده با اول نوع غیرخطی انتگرالی معادلات عددی حل برای ماتریسی بندی فرمول یک مقاله، این در
سیستم نهایت در شود. می تبدیل غیرخطی جبری معادلات از سیستم یک به انتگرال معادله لژاندر، های موجک بکارگیری با است. شده
مورد روش اعتبار و اثربخشی توضیح برای آورد. خواهیم بدست انتگرال معادله برای تحلیلی-تقریبی جوابی و کرده حل را حاصل جبری
که دهد می نشان نتایج مقایسه است. شده مقایسه دیگر معروف روش یک با شده حاصل نتایج و است شده ارائه عددی مثالی بحث،

است. دقیق و مؤثر بسیار روش این

ماتریسی.. روش محلی، هم روش اول، نوع انتگرال معادلات لژاندر، های موجک کلیدی: واژه های
..45G10, 65T60, 65N35 :[٢٠٢٠] موضوعی طبقه بندی

cdsgt٠٠٣٩٠٠٠١-٣ مقاله: كد

مقدمه
است. شده مواجه مهندسی و ریاضیات حوزه دانشمندان توسط زیادی علاقه مندی با تابعی معادلات تحلیلی حل گذشته، دهه چند طول در
منجر ... و زیست شناسی ریاضیات، در واقعی مدل های از بسیاری می دانیم که همانگونه دارد. وجود ارتباط این در زیادی آثار اینرو، از
معادلات این برای تحلیلی حل های راه یافتن که آنجایی از می شوند. انتگرال معادلات از سیستم یک یا انتگرال معادله یک تشکیل به
معادلات حل برای طیفی روش های ایده بکارگیری یافته اند. توسعه عددی روش چندین مشکل این بر غلبه برای بنابراین، است، دشوار
روش های از خاصی انواع از گالرکین و تاو هم محلی، روش های می شود. دیده مهندسی و ریاضیات مدل های از وسیعی طیف در مختلف
حل در مختلفی پایه های از طیفی روش های در شد، گفته که همانطور .[۶ ،۴ ،٢] شده اند گرفته بکار چشم گیرتری طور به که هستند طیفی
هستند. توجه مورد بیشتر بکارگیری، در سهولت و کمتر محاسبات دلیل به متعامد پایه های می شود. استفاده انتگرال و دیفرانسیل معادلات
طور به است. گرفته قرار استفاده مورد و معرفی نویسندگان توسط معادلات حل برای مختلف چندجمله ای های از پایه ای تابع چندین اخیرا
ارائه ولترا-فردهولم نوع از بعدی چند غیرخطی انتگرال معادلات حل برای را لژاندر طیفی جدید روش یک [٣] همکاران و الکوت مثال
ولترا-فردهولم غیرخطی انتگرال معادلات برای تکه ای مثلثاتی پایه توابع اساس بر طیفی هم محلی روش یک [١] همکاران و امیری کردند.
لژاندر چندجمله ای های برنولی، چندجمله ای های چبیشف، چندجمله ای های به می توان دیگر روش های و پایه ها جمله از کرند. پیشنهاد
یک حل به منجر مهندسی و علوم در مسایل از بسیاری نمود. اشاره آن ها ترکیب و (Block-Pulse) پالس بلاک توابع و هیبریدی

فرم به اول نوع از انتگرال ∫معادله x

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b, (۶٣)

∫یا b

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b, (۶۴)

۶٣
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مقاله این در شود. تعیین باید که است نامعلوم تابعی u(x) و معکوس پذیر و پیوسته F معلوم، توابعی g(x) و k(x, ξ) آن در که می شوند
منجر فیزیکی پدیده های از بسیاری ریاضی مدل می نماییم. استفاده پاسخ یافتن برای لژاندر موجک پایه های همراه به هم محلی روش از
قدرتمندترین و رایج ترین از یکی طیفی روش های می شوند. اول نوع از ولترا-فردهولم انتگرال معادلات مانند تابعی معادله یک تولید به
منظور به دارند. وسیع کاربردی معادلاتی چنین حل برای طیفی روش های خلال در عملیاتی ماتریس های است. عددی آنالیز در روش ها
معادله سپس و شد خواهند ماتریسی معادله یک به تبدیل لژاندر موجک پایه های اساس بر معادلات ابتدا (۶۴) یا (۶٣) معادلات حل

نمود. خواهیم حل را حاصل جبری

لژاندر موجک های
فرمول از و هستند متعامد w(x) = ١ وزن تابع به نسبت [−١, ١] بازه در m درجه از Lm(x) لژاندر چندجمله ای های .٧۴ . ۵ تعریف

می باشند: محاسبه قابل زیر بازگشتی

L٠(x) = ١, L١(x) = x, Lm+١(x) =
٢m+ ١
m+ ١

xLm(x)− m

m+ ١
Lm−١(x).

می شوند: تعریف زیر صورت به I = [٠, ١) بازه بر که هستند پارامتر چهار دارای ψn,m(x) لژاند موجک های .٧۵ . ۵ تعریف

ψn,m(x) =

 ٢ k
٢

√
m+

١
٢
Lm(٢kx− n̂),

n̂− ١
٢k

≤ x <
n̂+ ١

٢k
,

٠, otherwise,

(۶۵)

m = ٠, ١, . . . ,M−١ همچنین است. لژاندر چندجمله ای mدرجه و k ∈ Z+ ، n = ١, ٢, . . . , ٢k−١ ، n̂ = ٢n−١ که جایی

.b = n̂٢−k و a = ٢−k شده، داده تعامد منظور به
√
m+ ١

٢ ضریب ،

تابع تقریب

رابطه توسط u(x) ∈ L٠]٢, ١) تابع

u(x) =

∞∑
n=١

∞∑
m=٠

un,mψn,m(x), ≃ uM,k(x) =

٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

un,mψn,m(x) = UTΨ(x), (۶۶)

ماتریس هایی Ψ(x) و U می دهد. نمایش را داخلی ضرب < ., . > و un,m = ⟨u(x), ψn,m(x)⟩ آن در که می شود داده
می شوند داده زیر رابطه با و هستند ٢k−١M × ١

U =
[
u١,٠, u١,١, . . . , u١,M−١, u٢,٠, . . . , u٢,M−١, . . . , u٢k−١,٠, . . . , u٢k−١,M−١

]T
= [u١, u٢, . . . , u٢k−١M ]

T
, (۶٧)

و

Ψ(x) =
[
ψ١,٠(x), . . . , ψ١,M−١(x), . . . , ψ٢k−١,٠(x), . . . , ψ٢k−١,M−١(x)

]T
= [ψ١(x), ψ٢(x), . . . , ψ٢k−١M (x)]

T
. (۶٨)

k(x, ξ) ≃ ΨT (x)KΨ(ξ) شکل به بسط قابل بعدی دو لژاندر موجک های توسط و شده ,٠])L٢تعریف ٠]×(١, ١)) در k(x, ξ) تابع
که کنیم فرض است. Kij = ⟨ψi(x), ⟨k(x, ξ), ψj(ξ)⟩⟩ مولفه های با ٢k−١M × ٢k−١M ماتریسی K آن در که است
u(x) تابع به (۶۶) رابطه در شده تعریف

∑∞
n=١

∑∞
m=٠ un,mψn,m(x), سری که داد نشان می توان باشد، u(x) ∈ L٢(R)

است. همگرا

۶۴
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لژاندر موجک های کمک به انتگرال ماتریسی نمایش

٢k−١M× عملیاتی ماتریسی V آن در که می شود داده
∫ x

٠ Ψ(ξ)dξ =VΨ(x) شکل به لژاندر توابع از انتگرال گیری ماتریسی نمایش
برای [p]i,j = ٠ و i = j = ١ برای [p]i,j = ٢١−k مولفه های با M ×M ماتریسی P اگر است. انتگرال برای بعدی ٢k−١M

می باشند محاسبه قابل زیر روابط توسط Q و V آنگاه باشد، نقاط سایر

V =
١
٢k


Q P P · · · P
٠ Q P · · · P
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ · · · Q

 , Q =



١ ١√
٣

٠ · · · ٠ ٠
− ١√

٣
٠ ١√

٣
√

۵
· · · ٠ ٠

...
...

...
. . .

...
...

٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١√
٢M−٣

√
٢M−١

٠ ٠ ٠ · · · − ١√
٢M−١

√
٢M−٣ ٠

 .

∫ ١
٠ Ψ(ξ)ΨT (ξ)dξ = رابطه بوسیله لژاندر موجک برداری تابع دو حاصل ضرب از انتگرال گیری M×Mاست. ماتریسی Q آن در که

بعلاوه است. ٢k−١M × ٢k−١M واحد ماتریس I که جایی است، محاسبه قابل I

Ψ(ξ)ΨT (ξ)U ≃ Ũ
T
Ψ(ξ), (۶٩)

است. ٢k−١M × ٢k−١M ماتریسی Ũ و شده داده (۶٧) رابطه توسط U آن در که

اول نوع غیرخطی انتگرال معادلات حل روش

اول نوع از فردهولم غیرخطی انتگرال معادلات

می گیریم نظر در را زیر فردهولم غیرخطی انتگرال ∫معادله ١

٠
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ٠ ≤ x < ١, g(x) ∈ L٠]٢, ١), k ∈ (L٠]٢, ١)× [٠, ١)), (٧٠)

F (u(ξ)) = متغیر تغییر با ابتدا در است. مجهول تابع u و معکوس پذیر غیرخطی تابعی F همچنین و هموار توابعی F و g که جایی
اول نوع فردهولم خطی انتگرال معادله به بنابراین می نماییم. تبدیل خطی معادله یک به را (٧٠) فردهولم غیرخطی انتگرال معادله y(ξ)

روابط توسط می توان را g و ،y ،k توابع رسید. خواهیم
∫ ١

٠ k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x) شکل به

g(x) ≃ GTΨ(x), k(x, ξ) ≃ ΨT (x)KΨ(ξ), y(ξ) ≃ YTΨ(ξ). (٧١)

داشت: خواهیم یافته تغییر خطی انتگرال معادله در تقریب ها این جایگزاری با و زد تقریب

ΨT (x)G =

∫ ١

٠
ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)K

∫ ١

٠
Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)KIY.

بود. خواهد Y = K−١G صورت به جواب آنگاه

اول نوع از ولترا غیرخطی انتگرال معادلات

می گیریم نظر در را زیر اول نوع از ولترا غیرخطی انتگرال ∫معادله x

٠
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ٠ ≤ x < ١. (٧٢)

۶۵
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به خطی ولترای انتگرال معادله به (٧٢) معادله در F (u(ξ)) = y(ξ) متغیر تغییر همان دادن قرار با و ،٧ . ۵ بخش با مشابه روشی با
که می دهند نتیجه (۶٩) و (٧١) معادلات بکارگیری یافت. خواهیم دست

∫ x
٠ k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x) شکل

ΨT (x)G =

∫ x

٠
ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)K

(∫ x

٠
Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ

)
= ΨT (x)K

(∫ x

٠
Ỹ
T
Ψ(ξ)dξ

)
= ΨT (x)KỸ

T
VΨ(x),

آمد. خواهد بدست G = KỸ
T
VΨ(x) شکل به نهایی جواب و

عددی بررسی
می گیریم: نظر در زیر شکل به را اول نوع از ولترا غیرخطی انتگرال معادله .٧۶ . ۵ ∫مثال x

٠
sin((x− ξ) + ١) cos(u(ξ)) dξ =

(
١
٢
x+ ١

)
sinx, (٧٣)

u(x) = شکل به معادله جواب تغییر این با بنابراین، .cos(u(ξ)) = y(ξ) که می کنیم فرض انتگرال معادله این حل برای
،M٢k−١ = ١٢ با ترتیب به را روش این توسط شده حاصل عددی نتایج ٨ و ٧ ،۶ شکل های بود. خواهد .arccos(y(x))
سرعت در بیشتری Mتاثیر مقدار افزایش که می دهند نشان شکل ها این همچنین می دهند. ١−M٢kنمایش = ۴٨ ١−M٢kو = ٢۴
داده نمایش آمده، بدست [۵] هار موجک روش از که خطاها قدرمطلق بیشینه ٢ جدول در دارد. k مقدار افزایش به نسبت روش دقت و
می توان جدول، دو این مقایسه با می دهد. نشان k و M از مختلف مقادیر برای را u(x) خطای مطلق قدر بیشینه ٣ جدول است. شده
کمتری خطای و بیشتر دقت دارای و بوده بهتر [۵] هار موجک روش با مقایسه در فعلی روش از شده حاصل تقریب های که گرفت نتیجه

است.

(ج) (ب) (آ)

(ج) ،k = ٢, M = ۶ (ب) ،k = ٣, M = ٣ (آ) ،M٢k−١ = ١٢ که زمانی دقیق جواب با عددی جواب های مقایسه :۶ شکل
.k = ١, M = ١٢

.[۵] هار موجک روش از آمده بدست خطای مطلق قدر بیشینه :٢ جدول

J ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩
٢M ٨ ١۶ ٣٢ ۶۴ ١٢٨ ٢۵۶ ۵١٢ ١٠٢۴
[۵] مرجع ١٫٢e− ٠٠٣ ٣٫١e− ٠٠۴ ٨٫٠e− ٠٠۵ ٢٫٠e− ٠٠۵ ۵٫٠e− ٠٠۶ ١٫٢e− ٠٠۶ ٣٫١e− ٠٠٧ ٧٫٩e− ٠٠٨

۶۶
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(ج) (ب) (آ)

(ج) ،k = ٣, M = ۶ (ب) ،k = ۴, M = ٣ (آ) ،M٢k−١ = ٢۴ که زمانی دقیق جواب با عددی جواب های مقایسه :٧ شکل
.k = ٢, M = ١٢

(ج) (ب) (آ)

(ج) ،k = ۴, M = ۶ (ب) ،k = ۵, M = ٣ (آ) ،M٢k−١ = ۴٨ که زمانی دقیق جواب با عددی جواب های مقایسه :٨ شکل
.k = ٣, M = ١٢

۶٧
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.u(x) برای آمده بدست خطای مطلق قدر بیشینه مقایسه :٣ جدول

M ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

١ ٣٫١e− ٠٠١ ۵٫٧e− ٠٠٢ ٣٫٨e− ٠٠٣ ۴٫۶e− ٠٠۵ ۶٫٨e− ٠٠۶ ١٫٨e− ٠٠٧ ١٫٩e− ٠٠٨ ۴٫١e− ٠١٠ ٣٫٢e− ٠١١
٢ ١٫٣e− ٠٠١ ١٫۵e− ٠٠٣ ١٫٧e− ٠٠۴ ٢٫٢e− ٠٠۶ ٢٫٣e− ٠٠٧ ١٫۶e− ٠٠٩ ٩٫٩e− ٠١١ ۶٫٨e− ٠١٣ ١٫٧e− ٠١۴

k ٣ ٢٫٢e− ٠٠٢ ١٫٩e− ٠٠۴ ١٫٨e− ٠٠۵ ٧٫٢e− ٠٠٨ ٢٫٩e− ٠٠٩ ١٫٣e− ٠١١ ٣٫٨e− ٠١٣ ١٫۴e− ٠١۵ ٣٫٢e− ٠١٧
۴ ١٫١e− ٠٠٢ ٢٫۴e− ٠٠۵ ١٫۵e− ٠٠۶ ٢٫٣e− ٠٠٩ ٩٫١e− ٠١١ ١٫٠e− ٠١٣ ٣٫۶e− ٠١۵ ٢٫٧e− ٠١٨ ۶٫۶e− ٠٢٠

نتایج

عملیاتی ماتریس های بود. لژاندر موجک های اساس بر اول نوع انتگرال معادلات عددی حل برای روشی ساختن مقاله این در اساسی ایده
معادلات از سیستم یک به تبدیل را انتگرال معادله گالرکین، روش با ماتریس ها این ترکیب و گردید بیان مساله از مختلف قسمت های برای
مقایسه هار موجک روش با شده حاصل پاسخ های و شد بیان عددی مثالی روش، درستی و صحت دادن نشان منظور به نمود. جبری

دادند. نشان را شده ساخته روش دقت و کارایی شده حاصل نتایج شدند.
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١۴٠٠ بهمن ٨ و ٧ هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین

سپاسگزاري ٧

نمودند، ياري را ما سمينار اين برگزاري در كه بزرگواراني همه پيشگاه به را خود سپاسگذاري نهايت سمينار برگزاركننده عوامل
همه براي و دارد مي تقديم سمينار اجرايي و علمي كميته و تخصصي سخنرانان مدعو، سخنرانان محترم، كنندگان شركت همه
علمي. همایشهاي ديگر در عزيزان شما ديدار اميد به دارد. شادكامي و موفقيت سلامتي، آرزوي متعال خداوند درگاه از عزيزان

برزنونی علی
هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین دبير

پورخاندانی رحیمه
هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین اجرايي كميته دبير

دوست وطن مهدی
هندسی های نظریه و دینامیکی های سیستم کنفرانس سومین علمی كميته دبير

٧٠
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