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AB اگر باشند. حقیقی درایه هاي با n × m و m × n ماتریس هاي ترتیب به B و A کنید فرض (1
است. خودتوان نیز BA دهید نشان باشد، قطري BA و خودتوان

(.T ٢ = T هرگاه گوییم خودتوان را T (ماتریس

معادله در BA قطري ماتریس بنابراین .(BA)٣ = (BA)٢ می شود نتیجه (AB)٢ = AB از پاسخ:
فوق معادله در ،BA ماتریس قطر روي درایه هاي تمام که می دهد نشان این می کند. صدق x٣ − x٢ = ٠

است. خودتوان BA بنابراین است. ١ و ٠ درایه هاي با قطري ماتریس یک BA لذا می کنند. صدق
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ندارد. وجود زیر ویژگی با f : R → R تابع دهید نشان (2
حقیقی عدد هیچ به {f(ai)}∞i=١ دنباله متمایز، جملات با حقیقی اعداد از {ai}∞i=١ همگراي دنباله هر «براي

نیست.» همگرا

صورت به را Am,n مجموعه m,n ∈ Z هر براي دارد. وجود نظر مورد ویژگی با تابعی کنید فرض پاسخ:
کنید تعریف زیر

Am,n := f−١([n, n+ ١]) ∩ [m,m+ ١].

است. متناهی Am,n مجموعه m,n ∈ Z هر براي می کنیم ادعا
فشردگی دلیل به باشد، متمایز جملات با {xk}∞k=١ مثل دنباله اي شامل Am,n مجموعه m,n ∈ Z براي اگر
دلیل به مجدداً و کرد انتخاب {yj}∞j=١ مثل دنباله این جملات از همگرا زیردنباله اي می توان [m,m + ١]

که باشد همگرا نیز {f(zi)}∞i=١ که یافت {zi}∞i=١ مثل {yj}∞j=١ از زیردنباله اي می توان [n, n+ ١] فشردگی
دارد. تناقض مسئله فرض با این

شمارا مجموعه اي صحیح m,nهاي براي Am,n فرم به مجموعه هاي همه اجتماع که کنید توجه حال
حقیقی اعداد مجموعه بودن ناشمارا با این و R =

∪
m∈Z

∪
n∈Z Am,n وضوح به دیگر سوي از اما بود، خواهد

دارد. تناقض
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که گونه اي به باشد حقیقی ضرایب با متغیره n چندجمله اي تابع یک f : Rn → R کنید فرض (3
دهید قرار است. 1 حداکثر f در متغیر هر درجه ي

Q = {(x١, · · · , xn)| x١, · · · , xn ∈ [٠, ١]}.

هر ازاي به و هستند 1 یا ٠ آن درایه هاي از کدام هر که است موجود Rn در b مانند نقطه ا ي دهید نشان
.|f(b)| ≥ |f(x)| داریم Q در x = (x١, · · · , xn)

در |f(x)| پس است. فشرده مجموعه اي Q و پیوسته تابعی |f(x)| که می کنیم مشاهده ابتدا پاسخ:
و ٠ درایه هاي با b ∈ Q مانند نقطه اي که می دهیم نشان حال شد. خواهد ماکزیمم a ∈ Q مانند نقطه اي
می استقرایی طور به را Q نقاط از زیر دنباله ي منظور این براي .|f(b)| ≥ |f(a)| که طوري دارد وجود 1

سازیم:
a = a٠, a١, a٢, . . . , an = b

به را ai آنگاه ،ai−١ = (r١, r٢, . . . , rn) اگر ،i ≥ ١ براي .|f(a٠)| ≤ |f(a١)| ≤ · · · ≤ |f(an)| که به طوري
برابر i-ام  درایه ي در و بوده ai−١ با برابر i-ام درایه ي جز به درایه ها تمام در ai می کنیم: تعریف شکل این

می شود: تعریف زیر شکل به gi که بود خواهد [٠, ١] بازه ي در |gi| بیشینه ي نقطه ي
gi(s) := f(r١, r٢, . . . , ri−١, s, ri+١, . . . , rn).

انتخاب بر بنا پس می دهد. رخ s = ١ یا s = ٠ نقطه ي در |gi| بیشینه ي است خطی gi چون کنید دقت
i-ام تا اول درایه هاي تمام i-ام گام در که است روشن همچنین .|f(ai)| ≥ |f(ai−١)| داریم روشنی به ai

داشت: خواهیم نهایت در هستند. 1 یا 0 اعداد ai
|f(an)| ≥ |f(a٠)| ≥ |f(x)| ∀x ∈ Q

هستند. 1 یا 0 همگی an درایه هاي همچنین و
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براي می دانیم .∑
i∈N

ai < ∞ به طوري که باشد نامنفی حقیقی اعداد از دنباله اي {ai}∞i=١ کنید فرض (4
ثابت است. گنگ عددي ∑

i∈A
ai ،A مثل طبیعی اعداد ناتهی زیرمجموعه هاي از شمارایی تعداد حداکثر

هستند. صفر برابر بعد به جایی از دنباله این اعضاي کنید

پاسخ:
می کنیم. ثابت را زیر لم اصلی حکم اثبات از قبل

این در .xk >
∞∑

j=k+١
xj ،k ∈ N هر براي که باشد مثبت حقیقی اعداد از دنباله اي {xi}∞i=١ کنید فرض لم.

هستند. متمایز حقیقی اعداد از A مختلف زیرمجموعه هاي براي ∑
j∈A

xj فرم به مجموع هاي صورت
کوچک ترین را k .A ̸= B که باشند طبیعی اعداد از زیرمجموعه دو B و A کنید فرض لم. اثبات
k ∈ A می کنیم فرض تقارن دلیل به است). ناتهی A△B می دهد نتیجه A ̸= B) بگیرید A△B عضو
بود A△B عضو کوچک ترین k چون و C = A ∩ {١, ٢, . . . , k − ١} کنید فرض علاوه به .k ̸∈ B و

داریم حال .C = B ∩ {١, ٢, . . . , k − ١}∑
j∈B

xj ≤
∑
j∈C

xj +
∞∑

j=k+١

xj <
∑
j∈C

xj + xk ≤
∑
j∈A

xj.

می رسد. اتمام به لم اثبات و
توجه با باشد. داشته مثبت جمله بی نهایت دنباله کنید فرض خلف برهان به اصلی مسئله براي حال
از n١ < n٢ < · · · دنباله می توان پس می کنند. میل صفر به دنباله جملات ∑∞

i=١ ai سري همگرایی به
،i هر براي تعریف نحوه این با .٠ < ani+١ <

١
٢ani

،k هر براي که یافت اندیس ها
∞∑

j=k+١

anj
< ank

(
١
٢
+

١
۴
+ · · · ) = ank

.

و هستند متمایز A ⊆ {n١, n٢, . . .} مختلف زیرمجموعه هاي براي ∑
j∈A

aj فرم به مجموع هاي بنابرلم پس
از داریم. متمایز مجموع ناشمارا است ناشمارا {n١, n٢, . . .} نامتناهی مجموعه زیرمجموعه هاي تعداد چون
عددي برابر مجموع ها این از شمارایی تعداد حداکثر گویا اعداد تعداد بودن شمارا به توجه با دیگر سوي
گنگ عددي ∑

j∈A
aj مجموع A ⊆ {n١, n٢, . . .} زیرمجموعه هاي از ناشمارایی تعداد براي و می شود گویا

دارد. تناقض گنگ جمع با زیرمجموعه هاي تعداد بودن شمارا یعنی مسئله فرض با که است
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C متناهی، T اگر .G = CT که طوري به باشند آن زیرگروه هاي C و T و گروه یک G کنید فرض (5
است. متناهی G/Z(G) کنید ثابت ،T ̸= NG(T ) و نامتناهی دوري

و [C : K] < ∞ صورت این در زیرا K = C ∩ Z(G) ̸= {e} دهیم نشان کافیست پاسخ:
.N = (N∩C)T صورت این در .NG(T ) = N دهید قرار .[G : Z(G)] ≤ [G : K] = [G : C][C : K] < ∞

متناهی اندیس با و دوري N ∩C زیرگروه لذا و می باشد C نابدیهی زیرگروه N ∩C بنابراین ،T ̸= N چون
f(t) = xtx−١ ضابطه با f : T → T تابع و است نامتناهی x مرتبه باشد (N ∩C) مولد x اگر است. C در
خودریختی هاي گروه از عضوي عنوان به f مرتبه بنابراین است متناهی T چون می باشد. T خودریختی یک
هر با xn بنایراین .t = fn(t) = xntx−n داریم t ∈ T هر ازاي به آنگاه fn = idT اگر است. متناهی T

نیز G = CT عضو هر با بنابراین می شود جابه جا نیز C عضو هر با xn همچنین می شود. جابه جا T عضو
.e ̸= xn ∈ Z(G) ∩ C = K نتیجه در می شود. جابه جا
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حقیقی اعداد ها pi که کنید تعریف (p١, p٢, p٣) صورت به نقاط تمام از متشکل را ∆ مجموعه ي (6
بیشترین v١ آنها، بین در که باشند R٣ در بردار سه v١, v٢, v٣ کنید فرض .p١+p٢+p٣ = ١ و باشند نامنفی
ثابت شود، انتخاب ∆ از یکنواخت توزیع با تصادفی طور به (p١, p٢, p٣) نقطه ي اگر دارد. را اقلیدسی طول

.P(∥p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣∥ ≤ c∥v١∥) ≤ ۴c داریم (٠, ١۴) بازه ي در c عدد هر ازاي به کنید
است.) w بردار اقلیدسی طول ∥w∥ از منظور و A پیشامد دادن رخ احتمال P(A) از (منظور

را آن و گرفته نظر در را v١ بردار ابتدا .∥v١∥ = ١ کنیم فرض مساله کلیت از شدن کاسته بدون پاسخ:
براي v١, v٢, v٣ بردارهاي جاي به را مساله حکم کافیست می دهیم. گسترش R٣ براي متعامد پایه یک به
تصویر ترتیب به v′٣ و v′٢ کنیم فرض کنیم. اثبات متعامد پایه آن در v١ راستاي در v١, v٢, v٣ مولفه هاي

،p١, p٢, p٣ ≥ ٠ هر به ازاي اینکه به توجه با باشند. v١ راستاي در v٣ و v٢ عمودي

∥ p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣ ∥≥∥ p١v١ + p١v
′
٢ + p٣v

′
٣ ∥

مسأله، کلیت از شدن کاسته بدون پس کنیم. اثبات v١, v٢, v٣ جاي به v١, v′٢, v′٣ براي را حکم کافیست لذا
که فضا از (p١, p٢, p٣) مانند نقاطی هندسی مکان هستند. v١ راستاي در v٢, v٣ که کرد فرض می توان
صفحه ي ابر کل از است عبارت باشد p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣ = αv١ ثانیا و باشد 1 برابر مجموعشان اولا
کل یا هندسی مکان این کند، تغییر (−c, c) بازه ي در α که حالتی در خط. یک یا p١ + p٢ + p٣ = ١

همگن صورت به p نقطه اینکه به توجه با حال l١, l٢ موازي خط دو بین محدود ناحیه یا است ابرصفحه
با بود خواهد برابر ∥p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣∥ ≤ c اینکه احتمال پس است شده انتخاب احتمالاتی سادك از
احتمالاتی. سادك کل مساحت به l١, l٢ بین محصور ناحیه و احتمالاتی سادك اشتراك مساحت نسبت

ببینید) را 1 (شکل

1 شکل
زیر شکل مطابق حالت این در مساحت مقدار و 2 شکل ساختار به است متعلق اشتراك مساحت بیشینه

است: رابطه این از



S(BCFD) = S(ABC)− S(ADF ) = S(ABC)(١− S(ADF )

S(ABC)
) = S(ABC)(١− (١− ٢x)٢).

بر و −cv١ با برابر BC خط پاره روي بر p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣ مقدار اینکه به توجه با x مقدار دیگر، طرف از
در حقیقت در است. محاسبه قابل اقلیدسی هندسه در طالس رابطه از است cv١ برابر DF خط پاره روي
آنجا از و xv١ + (١− x)v٢ = ٠ لذا و است ٠ برابر p١v١ + p٢v٢ + p٣v٣ مقدار ،E یعنی BD وسط ي نقطه

داریم: بالا رابطه ي در جایگذاري با .x = c
c+١ پس v٢ = −cv١ شکل، این در که

S(BCFD) = S(ABC)(١− (١− ٢
c

c+ ١
)٢) ≤ ۴cS(ABC)

آید. می بدست حکم اینجا از و

2 شکل
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