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∗ مͳ كنند حل را اردوش حدس رياضͳ دانان
ادواردز ـ هوستون ͳکلس

∗∗ ͳعليخان سعيد و گل محمدی حميدرضا مترجمان:

چ΋یده:
در مسئله ای با دیΎر ریاضͳ دان دو و اردوش پال پیش، سال پنجاه
شد. خواهد حل به زودی مͳ کردند فکر که شدند مواجه گراف نظريۀ

کردند. حل آن را ریاضͳ دانان تیمͳ از آخر، در ͳول

آن ͳیال رنگ آمیزی Έی و اَب̂رگراف Έی :١ ش΋ل

Έی يال  های رنگ آمیزی برای كه کردند ثابت ریاضͳ دانان بالاخره،
اصلا̈ گراف رئوس تعداد از بیش رنگ  هایی تعداد به ،ͳخط ابرگراف
استاد ͳتازگ به فابر١ ونس که ͳزمان ،١٩٧٢ سال پاییز در ندارید. نیاز
و اردوش٢ پال سرشناس، ریاضͳ دان دو بود، شده کلرادو دانشΎاه
مناسبت این به گرفت تصمیم فابر رفتند. او ملاقات به لوواش٣ لازلو
ͳمحقق عنوان به اردوش که خصوص به کند. برگزار  ͳدورهم Έی
مشتاق فابر هم΋اران و داشت ͳبین الملل شهرت تلاش پر و خاص
در اردوش ، ͳدورهم مهمانͳ  های این از بسیاری مانند بودند. او دیدار
این اردوش مͳ کردند. احاطه را او طرفدارانش و مͳ نشست گوشه ای
دربارۀ زبان چندین به اغلب را همزمان بحث  های که داشت را توانایی
خود بحث  های لوواش و فابر اردوش، دهد. انجام مختلف موضوعات
گراف نظريۀ در نويدبخش و جدید ایده ای که ابرگراف ها روی بر را
Έی به آن ها مباحثه، چندبار از پس کردند. متمرکز بود، زمان آن در
لوواش» ـ فابر ـ اردوش «حدس به عنوان بعدها که رسیدند واحد سؤال
مورد مختلف رنگ  های تعداد حداقل به مربوط حدس این شد. شناخته
خاص محدودیت  های با ابرگراف ها يال  های رنگ آمیزی برای نیاز
انستیتوی محاسبات علوم مرکز رياضͳ دان اكنون كه فابر، است.
ͳن΋مم چیز ساده ترين «اين مͳ گوید: است ͳدفاع تحلیل و تجزیه
آن کمͳ روی ͳمهمان طول در ما برسیم. آن به توانستيم ما كه بود
امر این اما کرد. خواهیم تمام را کار این فردا گفتیم و کردیم فکر

بود.» انتظار حد از دشوارتر بسیار مسئله نیفتاد. اتفاق هرگز
علاقۀ مورد حدس سه از ͳ΋ی به عنوان آن را مرتباً اردوش
که مͳ کرد پیشنهاد جایزه ای آن راه حل برای و مͳ کرد تبلیغ خود
۵٠٠ به جايزه پی بردند مسئله دشواری به ریاضͳ دانان هنگامͳ كه
خوبی به گراف نظريۀ محافل در مسئله این یافت. افزایش دلار
کرد جلب به خود حل، برای را زیادی تلاش  های و بود شده شناخته

نبودند. موفقیت آمیز Έهیچ ی که
متش΋ل تیم Έی ماجرا، آن از بعد سال ۵٠ به Έنزدی اکنون اما
 ͳدورهم ͳمهمان ایدۀ كه كردند ثابت سرانجام ریاضͳ دان پن; از
ژانویه ماه در كه آن ها مقالۀ از نسخه ای در است. درست چای
برای مͳ تواند که رنگ هايی تعداد برای کران Έی شد، منتشر
مͳ شود، ارائه باشد، نیاز مورد خاص ابرگراف  های يال  های رنگ آميزی
متقاط΄) یا هم پوشان (يال  های روی هم افتاده يال  های به طوری که
يال  های از ͳبعض كنارگذاشتن شامل روش اين نباشند. هم رنگ
ایده  هایی از ترکیبی است؛ دیΎر ͳبرخ ͳتصادف رنگ آمیزی و گراف
ديرينه باز مسائل از تعدادی حل برای اخیر سال  های در محققین که
كه ͳزمان لوواش و فابر اردوش، برای راه حل اين كرده اند. استفاده
ریاضͳ دان دو اكنون، اما نبود. معلوم كردند، ͳطراح را مسئله آنها
که ͳریاض نوآوری  های از مͳ توانند سه نفرۀ، گروه آن از باقͳ مانده

ببرند. لذت بود، آنها کنج΋اوی حس از ͳناش

رنگ  ͳکاف اندازۀ به فقط
ͳریاض بحث و مͳ نوشیدند چای لوواش و فابر اردوش، كه ͳهنگام
گراف های داشتند. خود ذهن در گراف مانندی ساختار مͳ كردند،
و مͳ شوند نامیده «رأس» كه شده اند ساخته نقطه  هایی از ͳمعمول
يال هر مͳ شوند. وصل به هم «یال» نام با ͳخطوط توسط رئوس این
نظرگرفته شده در ابرگراف  های اما مͳ كند، وصل به هم را دو رأس دقيقاً
از تعداد هر و بوده محدودكننده كمتر لوواش و فابر اردوش، توسط
Έی از گسترده تر تصورِ اين باشند. داشته دربر مͳ توانند را رئوس
۴Έ̌سپˡا و هاپ از همه كاره تر كه مͳ كند ايجاد را ابرگراف هايی يال،
جفت Έی بین روابط مͳ توانند فقط متعارف گراف های هستند۵.
هر که ،ͳاجتماع شب΋ۀ Έی در دوست دو مانند کنند، بیان را شͳء
بیش بین رابطۀ بیان برای اما مͳ شود، داده نشان یΈ رأس با شخص
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از بیش باید يال هر گروه، Έی در مشترک عضویت مانند نفر دو از
اين با مͳ دهند. را اجازه اين ابرگراف ها که بΎیرد، دربر را نفر دو
عام ويژگͳ  های اثبات زيرا دارد بالایی بهای بودن همه كاره این حال،
گیل است. دشوارتر ،ͳمعمول گراف  های به نسبت ابرگراف ها برای
به شما «هنگامͳ كه مͳ گوید: گراف نظریۀ متخصص Έی کالای۶،
نظريۀ در شΎفت انگيز كار های از بسياری برويد، ابرگراف ها سمت
مثال، عنوان به مͳ شوند». دشوارتر بسيار يا و مͳ روند بين از گراف
این در مͳ شوند. سخت تر ابرگراف ها در ͳيال رنگ آميزی مسائل
است، ابرگراف یا گراف Έی يال  های تمام رنگ آميزی هدف سناریوها،
ی΋سان رنگ مͳ رسند هم به رأس Έی در که ͳيال دو هیچ به طوری که
به کار این انجام برای نیاز مورد رنگ تعداد حداقل باشند. نداشته
فابرـ ـ اردوش حدس این مͳ شود. شناخته گراف ͳرنگ شاخص عنوان
که است ابرگراف از ͳخاص نوع مورد در رنگ آمیزی سؤال Έي لوواش
به که ساختارها، این در دارند. را ͳهم پوشان کمترین يال ها، آن در
Έي از بيش در ͳيال دو هیچ مͳ شوند، شناخته ͳخط ابرگراف عنوان
شاخص که مͳ کند ͳپیش بین حدس ندارند. ͳهم پوشان اجازۀ رأس
به باشد. آن رئوس تعداد از بیش نمͳ تواند ͳخط ابرگراف Έی ͳرنگ
آن يال  های باشد، رأس ٩ دارای ͳخط ابرگراف Έی اگر دیΎر، عبارت
رنگ، نُه حداكثر از استفاده با مͳ توانند آنها ترسيم نحوۀ به توجه بدون
آن اثبات لوواش، فابر‐ اردوش‐ حدس بودن ͳكل شوند. رنگ آميزی
رئوس با ابرگراف  های سمت به همان طور که مͳ كشد. چالش به را
آنها طوقه  های كردن مرتب روش  های مͳ کنید، حرکت بیشتر و بیشتر
که مͳ رسد نظر به احتمالات، این تمام وجود با مͳ يابد. افزايش نيز
به نياز که باشد داشته وجود يال ها پی΋ربندی  های از ͳبرخ است مم΋ن
«انواع باشد. داشته دارد، كه به رأس هايی نسبت بيشتری رنگ  های
ͳمتفاوت كاملا̈ ويژگͳ های كه دارند وجود ابرگراف ها از ͳگوناگون
این نویسندگان از ͳ΋ی است، موتوكو٧ آبيشك از گفته ای این دارند.»
كوهن١٠ دانيلا ٩،ͳكل تام كانگ،٨ يانگ دونگ هم΋اری با که اثبات
به آن را هستند، بيرمنگام دانشΎاه از ͳΎهم که دری΋استوس،١١ و
جمله اين كه است «تعجب آور مͳ گوید: او است. رسانده سرانجام
رویارویی معنای به شΎفت انگیز ͳپیش بین این اثبات است». درست
چالش برانگیز آن ها رنگ آميزی به ویژه که است ابرگراف  نوع چندین با
از دیΎر نمونۀ  هیچ که هست هم مطلب این مؤید به علاوه است.

باشد. سخت تر آن رنگ آمیزی که ندارد وجود ابرگراف ها

اكسترمال ابرگراف سه
ͳخط ابرگراف Έی و هستيد صفحه Έی روی ͳطراح درحال شما اگر

آن رئوس تعداد از كمتر بسيار احتمالا˦ آن ͳرنگ شاخص مͳ كنيد، رسم
محدوديت كه دارند وجود اكسترمال ابرگراف نوع سه اما بود. خواهد
مͳ کند. متصل به هم را رأس دو فقط يال هر ،ͳاول در مͳ زنند. كنار را
جفت هر زیرا مͳ شود، نامیده کامل» «گراف Έی معمولا˦ ابرگراف این
رئوس تعداد با كامل گراف های مͳ شوند. متصل يال Έی با رئوس از
ـ اردوش حدس توسط را مجاز ͳرنگ شاخص مقدار ماكسیمم فرد،

دارند. لوواش فابرـ

کامل) (گراف اکسترمال ابرگراف اولین :٢ ش΋ل

است. کامل گراف Έی عکس تعبیری، به اكسترمال، مثال دومین
را رئوس کمͳ از تعداد فقط کامل گراف Έی در يال ها جایی که در
تعداد گراف نوع این يال  های تمام (دو رأس)، مͳ کنند متصل به هم
رئوس کل تعداد که همان گونه مͳ کنند. متصل به هم را زیادی رأس
اين مͳ یابد. افزایش نیز يال هر دربرگيرنده های تعداد مͳ شود، زیاد
کامل گراف مانند و مͳ شود نامیده ͳمتناه تصويری صفحه گراف،

است. ͳرنگ شاخص مقدار ماكسيمم دارای

اکسترمال ابرگراف دومین ش΋ل٣:

يال  های با مͳ گیرد: قرار طیف وسط در سوم اكسترمال گراف
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بزرگ يال  های و مͳ کنند وصل به هم را دو رأس فقط که Έکوچ
گراف نوع این در مͳ نمایند. وصل به هم را رئوس از بسیاری که
تنها يال های ديΎر از Έهری به که دارید خاص یΈ رأس اغلب شما
دربر را بقیه که دارد وجود بزرگ ͳتك يال Έی سپس مͳ شود، متصل

مͳ گيرد.

اکسترمال ابرگراف سومین ش΋ل۴:

گراف کنید، کمͳ اصلاح را اكسترمال ابرگراف سه از ͳ΋ی اگر
بود. خواهد ͳرنگ شاخص مقدار ماكسيمم دارای معمولا˦ نیز نتیجه
ابرگراف  های از گسترده تری خانواده مثال، سه این از Έهری بنابراین
را ریاضͳ دانان تلاش سال ها که مͳ كند، ͳنمايندگ را چالش برانگیز
است. كرده وقفه دچار لوواش ـ فابر ـ اردوش حدس اثبات برای
برخورد حدس این با نخستین بار برای ریاضͳ دان Έی هنگامͳ که
آسان روش Έی یا ساده الΎوریتم Έی تولید با است مم΋ن مͳ کند،
ͳسع مͳ کند، مشخص يال هر به دادن اختصاص برای را ͳرنگ که
کار ابرگراف ها همۀ برای الΎوریتمͳ باید چنین نماید. ثابت را آن کند
متعدد رنگ  های از دارد وجود كه تعداد رأس هايی اندازۀ به فقط و کند
ش΋ل های اكسترمال، ابرگراف  های از خانواده سه اما کند. استفاده
رنگ آمیزی ام΋ان اثبات برای ͳروش هر بنابراین دارند. ͳمتفاوت بسیار
ناموفق دیΎر خانوادۀ دو ابرگراف  های برای معمولا˦ خانواده ها، از ͳ΋ی
كردن ادغام برای مشترک قضيۀ Έی «داشتن مͳ گوید: کانگ است.
اردوش، حالͳ كه در است». مش΋ل بسيار اكسترمال حالت  های همۀ
آن ها داشتند، اطلاع اكسترمال ابرگراف سه این دربارۀ لوواش و فابر
ماكسيمم مقدار دارای که دارد وجود نیز دیΎری موارد که نمͳ دانستند
این برمͳ دارد. را بعدی گام جدید، اثبات مͳ باشند. ͳرنگ شاخص
سه این با ملاحظه ای قابل طور به که ͳابرگراف مͳ دهد نشان اثبات
دارد. نیاز آن رئوس تعداد از کمتر رنگ آمیزی به باشد، متفاوت مثال
سه این به که ابرگراف هايی که مͳ کند ثابت امر این دیΎر، عبارت به

مͳ گوید: استوس مͳ رسند. به نظر سخت اندازه به همان هستند شبیه
که مͳ دهیم نشان ͳبه نوع بΎذارید، کنار را خانواده سه این «اگر
ͳخیل این ها از Έهیچ ی به اگر ندارد. وجود دیΎری بد نمونه های
کنید». استفاده کمتری بسیار رنگ  های از مͳ توانید نباشید، Έنزدی

يال ها  مرتب سازی

راتگرز دانشΎاه از كان١٢ جف پيشرفت  های براساس جديد اثبات
فابر ـ اردوش حدس تقريبی نسخۀ كه است ͳكس او مͳ شود، بنا
نوامبر، اواخر رساند. به اثبات ميلادی ١٩٩٢ سال در را لوواش ـ
شامل ͳتيم با هستند ͳبزرگ رياضͳ دان دو هر که استوس و كوهن
كردند، به كار شروع كان نتيجه بهبود برای پسادكتری محقق سه
حل کامل به صورت را حدس نتوانند ͳحت شاید که فرض این با
ͳوقت بود. قدرتمندتر داشتند، انتظار آنچه از آن ها ایده  های اما كنند.
ثابت دقیقاً را حدس بتوانند شاید که شدند متوجه کردند، به کار شروع
بسيار بود. جادو و س̃حر ͳنوع چيز «همه مͳ گوید: استوس کنند.
داشت.» تناسب آن با دقيقاً ما تيم كه به گونه ای بود ͳخوش شانس
دستۀ چندین به ابرگراف Έی يال های (جداسازی) مرتب سازی با آن ها
مرتبط هم با يال ها و رئوس تعداد آن در که يال اندازۀ براساس مختلف
شروع (جداسازی) مرتب سازی از بعد آنها کردند. شروع مͳ شوند،
با يال  هایی كردند، يال ها اولين رنگ آميزی ͳيعن كار سخت ترين به
بزرگ يال  های رنگ آمیزی برای آن ها راه΋ار رئوس. تعداد بيشترين
رئوس به عنوان را يال ها این آن ها بود. ͳمتک ساده سازی Έی به
متصل هم به را دو رأس فقط يال هر جایی که ،ͳمعمول گراف Έی
نتايج از استفاده با را يال ها آن ها کردند. مجدد پی΋ربندی مͳ کند،
آن سپس و كردند رنگ آميزی متعارف گراف نظريۀ از شده ثابت
کان دادند. انتقال بازمͳ گردد، ͳاصل ابرگراف به كه را رنگ آميزی
که هستند چیز هایی اقسام و انواع جذب حال در «آن ها مͳ گوید:
پس بوده اند». آن توسعۀ حال در دهه ها ͳط دیΎر افراد اتفاق به
ͳنزول به صورت را خود روش آن ها يال ها، بزرگترين رنگ آميزی از
در را رنگ آميزی برای گراف Έی يال  های كوچ΋ترين و بردند به كار
کمتری رئوس ،Έکوچ يال  های ازآنجایی که نمودند. حفظ كار انتهای
حفظ نمودن اما است. آسان تر آن ها رنگ آميزی مͳ کنند، لمس را
جهت Έی از را رنگ آميزی نيز كار انتهای در رنگ آميزی برای آن ها
رسیدند، Έکوچ يال های رنگ آمیزی به آن ها ͳوقت مͳ كند. سخت تر
شده استفاده دیΎر مجاور يال  های در قبلا̈ موجود رنگ  های از بسیاری
ترکیبیات در جدیدی روش از نویسندگان مش΋ل، اين حل برای بود.
طیف حل برای اخیراً دیΎران و آن ها که کردند استفاده جذب نام به
12Jeff Kahn
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دری΋ا و «دانيلا مͳ گوید: کالای کرده اند. استفاده سؤالات از ͳوسیع
کرده اند. کسب زیادی نتایج دیΎر، مشهور سؤالات نظرگرفتن در با
اردوش حدس اثبات در ͳسع روش این از استفاده با آن ها گروه اکنون

دارند». لوواش فابرـ ـ

مختلف انواع که الΎوریتم Έی ایجاد برای را روش ها از بسیاری محققان، :۴ ش΋ل
که یادداشت هایی بالا، ش΋ل در کردند. ترکیب مͳ دهد، پوشش را ͳخط ابرگراف های

مͳ شوند. مشاهده نوشتند، فرایند طول در

جاذب  رنگ  های
Έی به يال ها ͳتدریج افزودن برای ͳراه به عنوان جذب از محققان
حاصل اطمینان مسیر طول در مادامͳ که مͳ کنند، استفاده رنگ آميزی
این، مͳ کند. حفظ را درست خواص همواره رنگ آمیزی که مͳ کنند
در Έکوچ يال  های از بسیاری که م΋ان هایی رنگ آمیزی برای به ویژه
سومین در که ͳخاص مانند رأس مͳ شوند، هم رأس واحد، یΈ رأس
از گروه  هایی است. مفید است، متصل بقيه به اكسترمال ابرگراف
باید و مͳ کنند استفاده موجود رنگ  های همۀ از تقریباً دست، این
از ͳمخزن نویسندگان کار، این برای شوند. رنگ آمیزی دقت با
استخراج مش΋ل ساز گروه  های این از که کردند ایجاد Έکوچ یال  های
از بسیاری در را ͳتصادف رنگ آمیزی روش آن ها سپس شده اند.
برای قالب و روش Έی به کاربردن مانند مانده، ͳباق Έکوچ یال  های
ادامۀ با کردند. اعمال شده، داده یال رنگ مورد در تصمیم گیری
غیرقابل استفاده رنگ های راهبردی، به طور نویسندگان رنگ آمیزی،
شده، ذخیره یال های در دقیق ͳروش با را آن ها و کرده انتخاب را
بهبود باعث جذب کردند. «جذب» رنگ ها در را آن ها و کرده اعمال

به طور يال ها رنگ آمیزی مͳ شود. ͳتصادف رنگ آمیزی روش کارایی
بی فايده نيز اين اما است، ͳکل روش Έی برای خوبی پایۀ ͳتصادف
که است بعید شود، برده به كار يال ها همۀ در اگر که چرا است،
انعطاف پذیری اخیر، اثبات اما کند. ایجاد را رنگ ها بهینۀ پی΋ربندی
روش Έی که جذب، با آن تکمیل کردن با را ͳتصادف رنگ آمیزی
بزرگ ترین رنگ آمیزی با پایان، در مͳ کند. تعديل است، دقیق تر
از استفاده با کوچΈ تر یال های سپس و راه کار Έی با گراف یال های
که کنند ثابت توانستند نویسندگان روش ها، دیΎر و جذبی روش های
ͳخط ابرگراف هر يال  های رنگ آمیزی برای نیاز مورد رنگ  های تعداد
اردوش حدس که مͳ کند ثابت این نيست. رئوس تعداد از بیشتر هرگز
آن ها اثبات ،ͳاحتمالات اصول بنابر است. درست لوواش ـ فابر ـ
آن هايی مͳ کند، کار بزرگ ͳکاف اندازۀ به ابرگراف های برای فقط
رایج ترکیبیات در روش این دارند. مشخصͳ رأس تعداد از بيش كه
تعداد فقط زیرا مͳ دانند، ͳکامل تقريباً اثبات آن را ریاضͳ دانان و است
«هنوز مͳ گوید: لوواش مͳ اندازد. قلم از را ابرگراف ها از محدودی
اما باشد، زیاد بسیار باید گره ها تعداد که دارد وجود مقاله در فرض این
اثبات اکنون حدس اساساً، هست. ͳاضاف فرض Έی فقط این احتمالا˦
عنوان به لوواش ـ فابر ـ اردوش «حدس مͳ گوید: کان است». شده
ͳخصوص ͳمهمان Έی طول در مͳ رسید نظر به که شد آغاز ͳسؤال
ریاضͳ دانان بعد، سال  های در داد. ΁پاس و پرسید آن را مͳ توان
شاید نبود، مͳ رسيد نظر به که ͳبه آن سادگ حدس این که دریافتند
از ͳ΋ي مͳ خواستند. ریاضͳ دان سه به هرحال که باشد چیزی همان
چای نوشيدن كنار در ͳریاض مسئله Έی حل از بهتر که مواردی معدود
نوآوری دهه ها الهام بخش نهايت در كه است ايده ای ارائه دادن است،
اثبات برای تلاش ها باشد. آن نهایی راه حل به رسيدن راه در ͳریاض
اين دارند. کلͳ تری کاربرد كه شد روش هايی کشف به منجر حدس

آورد». بدست رياضيات در اردوش كه است روش ͳنوع
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