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ضرایب ماتریس بدوضعͬ بر غلبه و ٢-جمله�ای پایه�های در دامنه�ای میͺرو توابع مربعات کمترین

عبداللهͬ علͬ

پایه�ای توابع جملات تعداد افزایش با دلخواه پایه ͷی در مفروض تابع مربعات کمترین تعیین مساله چͺیده.
بزرگͬ شرطͬ عدد دارای نرمال معادلات دستگاه ضرایب ماتریس یعنͬ مͬ�شود؛ تبدیل بدوضع مساله ͷی به
مربعات کمترین روش بدوضعͬ�هایی، چنین بر غلبه برای شد. خواهد تعیین فاحش خطای با آن جواب و بوده
باشد ثابت پایه�ای توابع تعداد اگر طرفͬ از است. شده ارایه ٢٠١۴ سال در همͺاران و بابلیان توسط زنجیری
این در یافت. خواهد افزایش هم باز مساله بدوضعͬ شود کوچͺتر متغیره ͷی توابع برای تقریب بازه طول ولͬ
سعͬ عددی مثال چند ارایه با و کرده بررسͬ را مربعات کمترین مساله ٢-جمله�ای، پایه�ای توابع برای مقاله
جوابهای به دست�یابی و معادلات دستگاه بدوضعͬ بر غلبه برای زنجیری مربعات روشکمترین کارایی مͬ�شود

شود. داده نشان بالا دقت با

لاگرانژ. ضرایب روش زنجیری، مربعات کمترین بدوضع، ماتریس کلیدی: کلمات

مقدمه .١

که طوری بعدی، (n − 1) مساله ͷی به بعدی n مساله تبدیل رویͺرد با زنجیری مربعات کمترین روش
توسط اخیراً باشد، داشته بعدی n مساله به نسبت کوچͺتری شرطͬ عدد بعدی (n−1) مساله ماتریسضرایب
در اساسͬ نقش لاگرانژ روشضرایب و تصنعͬ مسیرهای روش این در است. شده ارایه [١] همͺاران و بابلیان
ادامه ١-بعدی مساله ͷی به رسیدن تا مساله مرتبه کاهش فرآیند دارند. نرمال معادلات دستگاه بدوضعͬ کاهش
عددی مثال�های ارایه با سخت مسایل حل در زنجیری مربعات کمترین روش کارایی [١] در داشت. خواهد
شرطͬ زنجیری مربعات کمترین روش شده، ارایه روش کارایی افزایش و اصلاح راستای در است. شده بررسͬ
روش کارایی مقاله این در است. شده ارایه زنجیری روش دقت افزایش و محاسبات هزینه کاهش بمنظور [٣]
ͷکوچ طول با بازه�هایی آنها دامنه که متغیره ͷی (توابع دامنه�ای میͺرو توابع تقریب برای ٢-بعدی زنجیری
مربعات کمترین روش که مͬ�دهند نشان شده ارایه عددی مثال�های گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد است)
با نظیر ضرایب ماتریس و بوده برخوردار بالایی کارایی از دامنه�ای میͺرو توابع تقریب در ٢-بعدی زنجیری

است. معمولͬ روش به نسبت کمتری شرطͬ عددی دارای زنجیری مربعات کمترین روش

٢-بعدی زنجیری مربعات کمترین بر مروری .٢

توضیحات برای مͬ�باشد. بدوضع ٢-بعدی مساله ͷی حل زنجیری، مربعات کمترین حالت ساده�ترین
اگر باشد. {Li}2i=1 پایه در f ∈ L2[a, b] تابع تقریب هدف کنید فرض بیشتر،

f2(s) =
2∑

i=1

aiLi(s),

.65F05 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
عبداللهͬ. علͬ سخنران:

١



٢

گردد. حل زیر کمینه�سازی مساله بایستͬ باشد، شده داده پایه در f تابع مربعات کمترین

(١.٢) min
a1,a2

e(a1, a2),

آن در که

(٢.٢) e(a1, a2) =

∫ b

a

[ 2∑
i=1

aiLi(s)− f(s)
]2
ds.

شد. خواهد معلوم (١.٢) مساله جواب زیر معادلات دستگاه حل با

(٣.٢) ∂e

∂ai
= 0, i = 1, 2.

تبدیل بدوضع مساله ͷی به (٣.٢) معادلات دستگاه دامنه�ای) میͺرو (توابع [a, b] بازه طول شدن کوچͺتر با
برای مͬ�آید. بدست فاحش خطای با آن جواب و بوده بزرگ آن شرطͬ عدد که معنͬ این به شد[۴]. خواهد
r آن در a1(که − a2 = r تصنعͬ مسیر در (١.٢) مساله جواب کنید فرض (٣.٢) دستگاه بدوضعͬ بر غلبه

بود. خواهد معادل زیر مساله با (١.٢) مینیمم�سازی مساله لذا کند. صدق مجهول) پارامتر

(۴.٢) min e(a1, a2)
s.t a1 − a2 = r.

آمد. خواهد بدست زیر معادلات دستگاه حل از (۴.٢) مساله جواب لاگرانژ[٢] ضرایب روش بͺارگیری با

(۵.٢) d1a1 + d2a2 = h
a1 − a2 = r

r حسب بر a1, a2 مجهولات اگر است. مجهول پارمتری r و [١] معلوم h, d1, d2, پارامترهای آن در که
لذا آمد. خواهد بدست r مجهول پارامتر حسب بر e خطای تابع (٢.٢) معادله در جایͽذاری با شوند تعیین

بود. خواهد معادل زیر مساله با (١.٢) مینیمم�سازی مساله
min
r
E(r),

شود. حل زیر معادله است کافͬ فوق متغیره ͷی مینیمم�سازی مساله حل برای
E′(r) = 0

داشت: خواهیم آنجا از و

r =

∫ b

a
p1(s)f(s)ds∫ b

a
p21(s)ds

مقادیر ،r مقدار شدن تعیین با شود. رجوع [١] به آنها ارتباط و p1(s) و e ،E توابع درباره بیشتر جزییات برای
خوشوضع�تر (٣.٢) به نسبت (۵.٢) معادلات دستگاه معمولا چون شد. خواهند معلوم نیز a1, a2 مجهولات
باشد. برخوردار بالایی دقت از معمولͬ روش به نسبت زنجیری مربعات روشکمترین جواب داریم انتظار است

شود. رجوع [٣] و [١] به بالاتر مرتبه مسایل راجب بیشتر مطالعات برای

عددی نتایج .٣

همچنین و زنجیری مربعات کمترین با معمولͬ مربعات کمترین روش دقت مقایسه برای بخش این در
مربوط ضرایب ماتریس شرطͬ عدد با (٣.٢) نرمال معادلات به مربوط ضرایت ماتریس شرطͬ عدد مقایسه
کمترین تعیین هدف کنید فرض است. شده ارایه مثال دو زنجیری مربعات کمترین روش معادلات دستگاه به

باشد. {1, s} پایه در زیر دامنه�ای میͺرو توابع مربعات

.١.٣ مثال
f(s) = es, s ∈ [2, 2 + δ]
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.٢.٣ مثال
f(s) = Ln(s), s ∈ [10−3, 10−3 + δ]

شده بزرگ (٣.٢) نرمال معادلات دستگاه ضرایب ماتریس شرطͬ عدد آنگاه δ −→ 0 اگر مثال دو این در
با زنجیری مربعات کمترین روش که حالͬ در آمد. خواهد بدست زیادی خطای با مربعات کمترین تقریب و

مͬ�یابد. دست دقیق جوابهایی به ضرایب ماتریس شرطͬ عدد کاهش

١.٣ مثال برای عددی نتایج :١ جدول
δ معمولͬ روش مطلق خطای زنجیری روش مطلق خطای معمولͬ روش شرطͬ عدد زنجیری روش شرطͬ عدد

10−1 6.53× 10−3 6.53× 10−3 3.24× 104 2.21× 100

10−2 6.19× 10−5 6.19× 10−5 3.02× 106 2.21× 101

10−3 6.25× 10−7 6.16× 10−7 3.00× 108 2.22× 102

10−4 6.34× 10−9 6.15× 10−9 3.00× 1010 2.22× 103

10−5 3.56× 10−9 6.15× 10−11 2.99× 1012 2.22× 104

10−6 2.73× 10−8 6.15× 10−13 2.99× 1014 2.22× 105

10−7 1.84× 10−7 6.21× 10−15 2.11× 1016 2.22× 106

10−8 2.44× 10−8 1.77× 10−15 inf 2.22× 107

10−9 4.93× 10−6 8.88× 10−16 1.35× 1016 2.22× 108

10−10 2.92× 10−5 1.77× 10−15 2.16× 1016 2.22× 109

10−11 4.25× 10−11 1.77× 10−15 1.73× 1016 2.22× 1010

10−12 3.51× 10−3 1.77× 10−15 inf 2.22× 1011

10−13 1.81× 10−3 1.77× 10−15 1.10× 1016 2.22× 1012

10−14 3.26× 10−1 8.88× 10−16 inf 2.17× 1013

٢.٣ مثال برای عددی نتایج :٢ جدول
δ معمولͬ روش مطلق خطای زنجیری روش مطلق خطای معمولͬ روش شرطͬ عدد زنجیری روش شرطͬ عدد

10−1 2.27× 100 2.27× 100 1.20× 103 1.81× 101

10−2 6.28× 10−1 6.28× 10−1 1.20× 105 1.97× 102

10−3 4.51× 10−2 4.51× 10−2 1.20× 107 1.99× 103

10−4 7.71× 10−4 7.71× 10−4 1.20× 109 1.99× 104

10−5 8.26× 10−6 8.26× 10−6 1.20× 1011 1.99× 105

10−6 8.72× 10−8 8.32× 10−8 1.20× 1013 1.99× 106

10−7 9.26× 10−10 8.33× 10−10 1.20× 1015 1.99× 107

10−8 4.58× 10−10 8.33× 10−10 1.20× 1017 1.99× 108

10−9 6.45× 10−9 8.34× 10−12 1.19× 1019 1.99× 109

10−10 4.11× 10−8 8.88× 10−14 1.62× 1021 1.99× 1010

10−11 1.73× 10−8 0.00× 10−16 2.16× 1021 1.99× 1011

10−12 8.63× 10−10 8.88× 10−16 1.73× 1021 1.99× 1012

10−13 2.62× 10−9 1.77× 10−15 4.15× 1021 1.99× 1013

10−14 2.20× 10−11 8.88× 10−16 6.64× 1021 2.00× 1014

نتیجه�گیری .۴

زنجیری مربعات کمترین روش که است واضح ،٢ و ١ جدول�های در شده ارایه عددی نتایج به توجه با
ضرایب ماتریس شرطͬ عدد کاهش و بوده برخوردار بالایی کارایی از دامنه�ای میͺرو توابع تقریب در ٢-بعدی
دیͽر تصنعͬ مسیرهای مورد در تحقیق دارد. تقریبی جواب�های دقت افزایش در اساسͬ نقش زنجیری روش
جالب پژوهشͬ زمینه ͷی مͬ�تواند یابد، کاهش بازهم زنجیری روش ضرایب ماتریس شرطͬ عدد که طوری

آید. بحساب



۴
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خطͬ جبر مرزهای از عبور

دلیر احمدی کریم

موفق شاخه ͷی عنوان به نظریه این توسعه و خطͬ جبر در اخیر سالیان پیشرفتهای به سخنرانͬ، این در چͺیده.
کاربردهای و آن ͷکلاسی مرزهای از عبور در ریاضیدانان نوین رویͺردهای به و مͬ�پردازیم ریاضͬ علوم در

مͬ�افکنیم. کلͬ نگاهͬ رو پیش جشم�اندازهای و رویͺردها این انگیز اعجاب و شͽرف
خود از زمینه�هایی در آن کاربردهای به مͬ�توان ،ͷکلاسی خطͬ جبر روشهای و نظریه کاربردهای جمله از
عددی آنالیز و جبری هندسه تحلیلͬ، هندسه تابعͬ، آنالیز نمایش)، نظریه مانند ) مجرد جبر همانند ریاضیات
علومͬ از وسیع و گسترده طیفͬ در آن کاربردهای نیز و عددی)، خطͬ جبر و خطͬ جبر در عددی (روشهای

برد. نام مهندسͬ شاخه�های و ͷفیزی چون
یافته�اند. توسعه و تعمیم ریاضیات بخشهای دیͽر در نظریه این از توجهͬ جالب تعمیمهای اخیر، سالیان در
نظریه رمزنگاری، و رمز نظریه در کاربردهایی (که غیرشرکتپذیر خطͬ جبرهای به مͬ�توان تعمیمها این جمله از
مطالعه به (که غیرخطͬ جبرهای و دارند) غیرشرکتپذیر و غیرجابجایی هندسه�های نیز و ͷفیزی در کوانتوم
ابردترمینان (discriminant) مبین نامهای به نوینͬ ابزارهای از استفاده با غیرخطͬ معادلات
مجموعه�ای نظریه جهت در نخستͬ گامهای و و مͬ�پردازند (resultant) برآیند و (hyperdeterminant)

کرد. اشاره هستند) ͷکلاسی خطͬ جبر در ویژه مقادیر مساله از مستقیم توسیعͬ و مندلبروت
است میدانها روی برداری فضاهای آن اساسͬ رکن که ͷکلاسی جبرخطͬ از دیͽری تعمیمهای به نیز
برداری شبه�-فضاهای مدولها)، (نظریه جابجایی حلقه�های روی برداری فضاهای از: اند عبارت که مͬ�پردازیم
،(semi- نیم�-میدانها و (semirings) نیم-حلقه�ها برداریروی نیم-فضاهای ،(quasifields) میدانها رویشبه

.(near-fields) میدان�-گونها و (near-rings) حلقه�-گونها روی برداری-گونها فضاهای fields)

و نیم-حلقه شبه-میدان، و شبه-حلقه غیرخطͬ، جبر غیرشرکتپذیر، خطͬ جبر خطͬ، جبر کلیدی: کلمات
میدان-گون. و حلقه-گون نیم-میدان،

مقدمه .١

(فضاهای برداری فضاهای بردارها، ماتریسها، مطالعه و بررسͬ به که است ریاضیات از شاخه�ای خطّͬ جبر
مدرن طبیعͬ علوم مبانͬ از ͬͺی خطͬ، جبر مͬ�پردازد. خطͬ معادلات دستگاه�های و خطͬ، تبدیلات خطّͬ)،
وسیعͬ و گسترده طیف گسسته محاسبات و ریاضیات در آن گوناگون و فراوان کارائͬ�های و خطّͬ جبر است.
تابعͬ، آنالیز مجرد، جبر همانند ریاضیات خود از زمینه�هایی در آن کاربردهای بر علاوه مͬ�گردد. شامل را
علوم و طبیعͬ، علوم مهندسͬ، ،ͷفیزی در نیز وسیعͬ استفاده�های خطّͬ جبر عددی، آنالیز و تحلیلͬ، هندسه
theory) ریسمان، نظریه تا گرفته مهندسͬ از علاقمندیم، محاسبات به که هرجایی است. پیداکرده اجتماعͬ

مͬ�بریم. کار به را آنها کوهومولوژی و خطͬ نگاشتهای ماتریسها، خطͬ، فرمهای خطͬ، معادلات (string
دیͽر برخͬ در آن روشهای که است بوده این بر سعͬ همواره است، بوده موفق نظریه�ای جبرخطͬ چون
میدان مدولها، نظریه در کرد: بیان را متعددی مثالهای مͬ�توان یابند. توسعه و تعمیم ریاضیات بخشهای از
نظریه در (که بعد و مبنا مولد، مجموعه خطͬ، استقلال مفاهیم و است شده جایͽزین حلقه ͷی با اسͺالرها

.15A99, 65H99 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
دلیر. احمدی کریم سخنران:

۵



۶

مدولها نظریه در خطͬ جبر قضایای از بسیاری وجود این با است. معنͬ دارای هم هنوز دارد) نام رتبه مدولها
module) آزاد مدول هستند مبنا دارای که (آنهایی نیستند مبنا دارای مدولها همه مثال، عنوان به نیستند. برقرار
نمͬ�توان را مدول ͷی از خطͬ مستقل زیرمجموعه هر نیست؛ یͺتا لزوما آزاد مدول ͷی رتبه دارند)؛ نام (free
چندخطͬ جبر در نیست. مبنا دارای مͬ�کند تولید را فضا که یͷمدول از زیرمجموعه هر و داد توسیع مبنا ͷی به
خطͬ جبر روشهای تابعͬ، آنالیز در مͬ�گیرند؛ نظر در را چندمتغیره خطͬ تبدیلات (multilinear algebra)
در مͬ�کنند؛ مطالعه را Lp−فضاها نظیر متفاوتͬ تابعͬ فضاهای و کرده ادغام ریاضͬ آنالیز روشهای با را
مطالعه ماتریسها عنوان به اشیا این نمایش توسط را برداری فضاهای روی خطͬ اشیای اعمال نمایش، نظریه
در مͬ�دهند؛ قرار بحث مورد را چندجمله�ای معادلات دستگاههای جوابهای جبری،مطالعه هندسه در مͬ�کنند؛
را خطͬ جبر قضایای و تکنیͺها از بسیاری ، (theoritical computer science) نظری کامپیوتری علوم

مͬ�برند. بهره و مͬ�گیرند به�کار
یافت: دست ͷکلاسی خطͬ جبر از متفاوتͬ تعمیمهای به مͬ�توان زیر عمده رویͺرد سه با

بحث؛ مورد برداری فضای موضوعه اصول تغییر یا تعمیم یا و زمینه جبر تغییر •
مͬ�شود؛ تعریف آن روی برداری فضای که میدانͬ موضوعه اصول تغییر و کردن ضعیفتر •

.(non-linear algebra)ͬغیرخط جبر اصطلاح به یا جبر بودن خطͬ الزام حذف •
یا و یافته انجام کارهای و رویͺردها این از دقیقتری و بهتر توصیف به مقاله این دیͽر بخشهای در ادامه، در

پرداخت. خواهیم ریاضیات مختلف شاخه�های ریاضیدانان توسط انجام حال در

غیرشرکتپذیر یا غیرجابجایی خطͬ جبر .٢

غیرشرکتپذیر یا غیرجابجایی جبر ͷی از شرکتپذیر، و جابجایی جبر ͷی جای به مͬ�توان نخست، رویͺرد در
شامل و لͬ زیرجبر ͷی (که (linear Lie Algebra) خطͬ لͬ جبر از مͬ�توان مثال، طور به نمود. استفاده
حتͬ یا (linear Jordan algebra) خطͬ جردن جبر ͷی یا است) برداری فضای ͷی درونریختͬ�های تمامͬ
غیرجابجایی یا غیرشرکتپذیر خطͬ جبرهای برد. نام (linear alternative algebra) خطͬ متناوب جبر ͷی
و غیرجابجایی هندسه�های نیز و ͷفیزی در کوانتوم نظریه رمزنگاری، و رمز نظریه در وسیع کاربردهایی

دارند. غیرشرکتپذیر

میدان�گونها و نیم-میدانها شبه�میدانها، روی برداری فضاهای .٣

بزرگ رده�هایی یا دلخواه حلقه�های مانند عمومͬ�تری مفاهیم از میدان مفهوم جای به مͬ�توان دوم، رویͺرد در
،(division ring) تقسیم یͷحلقه یا هستند پایا آنها در دترمینان مانند خاص مفاهیم از برخͬ که حلقه�ها از
quasi-field) شبه�میدان و شبه�حلقه ، (near-ring and near-field) میدان�گون و حلقه�گون جابجایی، حلقه
به حالاتͬ چنین در جست. سود (semiring and semifield) نیم-میدان و نیم-حلقه و (quasi-ring and
برداری شبه�-فضاهای مدولها)، (نظریه جابجایی حلقه�های روی برداری فضاهای نامهای به جدیدی ساختارهای
(روی برداری-گونها فضاهای ،( نیم�-میدانها و نیم-حلقه�ها (روی برداری نیم-فضاهای ،( میدانها شبه (روی

یافت. خواهیم دست ،( میدان�-گونها و حلقه�-گونها
عضو با جابجایی مونوئید ͷی (R,+) آن، در که (R,+, ·) مانند دستگاهͬ تعریف، بنابر نیم-حلقه� ͷی
به�علاوه، و است توزیعپذیر راست و چپ از “+” عمل روی “·” عمل و است مونوئید ͷی (R, ·) است، 0 خنثͬ
در که اول تعریف در دارد: وجود نیم�-میدان برای رایج تعریف دو مͬ�سازد. پوچ را R ،0 در “·” ضرب عمل
آن، در که است (F,+, ·) مانند دستگاهͬ نیم�-میدان، ͷی است رایج متناهͬ هندسه�های و تصویری هندسه
به�علاوه، و است توزیعپذیر راست و چپ از “+” جمع عمل ”·“روی ضرب عمل است، آبلͬ گروه ͷی (F,+)

دلخواه عضو دو هر ازای به یعنͬ است؛ امͺانپذیر همواره تقسیم عمل و است موجود ضربی همانͬ عضو ͷی
تعریف این در که کنید توجه هستند. F در یͺتا جوابهای دارای y · a = b و a · x = bمعادلات F در b و a
حلقه ͷی شرکتپذیر، نیم�-میدان ͷی تعریف این با نتیجه در نیست. شرکتپذیر یا جابجایی لزوما ضرب عمل
نیم�-میدان، ͷی تعریف، این با بود. خواهد میدان ͷی باشد شرکتپذیر هم و جابجایی هم اگر و است تقسیم
رایج تابعͬ آنالیز و ترکیبیات حلقه�ها، نظریه در که دوم تعریف در بود. خواهد شبه-میدان ͷی از خاص حالتͬ
مثال، به�طور است. ضربی معکوس دارای آن عضو هر که است نیم-حلقه��ای ،(F,+, ·) نیم�-میدان ͷی است
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جابجایی نیم�-میدان ͷی اعداد معمولͬ ضرب و جمع عمل دو با مثبت حقیقͬ اعداد مجموعه تعریف این با
نیست. نیم�-میدان ͷی حتͬ اول تعریف با که حالͬ در بود خواهد

”·“روی ضرب عمل است، گروه ͷی (Q,+) آن، در که است (Q,+, ·) مانند دستگاهͬ شبه-میدان، ͷی
امͺانپذیر همواره تقسیم عمل و است موجود ضربی همانͬ عضو ͷی است، توزیعپذیر چپ از “+” جمع عمل
و b ،a دلخواه عضو سه هر ازای به به�علاوه و ،(Q◦ = Q \ {0} آن در که است لوپ ͷی (Q◦, ·)) است
نیز و میدانها تمامͬ نتیجه، در است. Q در یͺتا جوابی دارای a · x = b · x + c معادله ،a ̸= b با Q در c
راست توزیعپذیری قاعده در چپ توزیعپذیری بر علاوه که شبه-میدانͬ و هستند شبه-میدان تقسیم، حلقه�های
متناهͬ، میدانهای همانند که مͬ�شود ثابت بود. خواهد نیم�-میدان ͷی بالا، اول تعریف بنابر کند صدق نیز

باشد. اول عدد ͷی از توانͬ باید نیز متناهͬ شبه-میدان هر مرتبه
لزوما (نه گروه ͷی (N,+) آن، در که (N,+, ·) مانند دستگاهͬ تعریف، بنابر (راست) حلقه�-گون ͷی
ͷی در لذا است. توزیعپذیر راست از “+” عمل روی “·” عمل و است نیمͽروه ͷی (N, ·) است، آبلͬ)
ͷی نیست. برقرار x هر ازای به لزوما x · 0 = 0 ولͬ است برقرار همواره 0 · x = 0 راست، حلقه�-گون
آبلͬ)، لزوما (نه (G,+) گروه هر ازای به مثال، عنوان به مͬ�شود. تعریف مشابه به�طور نیز چپ حلقه�-گون
ͷی است. راست حلقه-گون ͷی توابع ترکیب و توابع جبری جمع اعمال با G روی توابع تمامͬ مجموعه
دارای آن ناصفر عضو هر و باشد ضربی همانͬ عضو دارای که است راست حلقه-گونͬ راست، میدان-گون
دیͽر (از است آبلͬ گروهͬ الزاما جمع عمل به نسبت میدان-گون ͷی که کنید توجه باشد. ضربی معکوس
است مسلم دارند. کاربرد تصویری هندسه به�ویژه و هندسه در میدان-گونها است). اثبات قابل موضوعه اصول

است. میدان-گون ͷی تقسیم حلقه هر که
بررسͬ به و سپس و نموده اقدام آنها روی ویژه�ای برداری فضاهای تعاریف به مͬ�توان مفاهیم این با اکنون

پرداخت. آنها اساسͬ ویژگیهای

آن کاربردهای و غیرخطͬ جبر .۴

غیرخطͬ دنیای که دارد وجود شایعͬ احساس برمͬ�دارند. جبر از را بودن خطͬ الزام سوم، رویͺرد در
مورد مختلف خطͬ تقریبا رژیمهای بین درونیابی از پیچیده پدیده ͷی عنوان به امر این و است دشوار بسیار
ظاهر به همه با غیرخطͬ، دنیای است: نادرست احساس این که داد توضیح مͬ�توان مͬ�گیرد. قرار مطالعه
(Julia and Mandelbrot) مندلبروت و ژولیا مجموعه�های مثل آشفته�ای ساختارهای شامل پیچیدگیهایش،
خطͬ جبر که گفت مͬ�توان مͬ�بخشد. مجوز معمولͬ جبری هندسه حسب بر واضح و دقیق توصیفͬ به که است
است. خوش�رفتار چیزی هر و هستند آسان بسیار محاسبات آن در که مͬ�دهد نمایش را ریاضیات از اید�ه�آل نوعͬ
آرمانͬ حالت با غیرخطͬ دستگاههای واگرایی و دوری میزان اندازه�گیزی با اغلب عمومͬ جبر نظر، نقطه این از
غیرخطͬ دستگاههای ساختن نزدیͺتر به که است مفاهیمͬ توسعه عمومͬ، جبر عمده هدف لذا است. درگیر

مͬ�کند. ͷکم آرمانͬ وضعیت این به
تانسورهای نظریه غیرخطͬ جبر که حالͬ در است (٢ رتبه از (تانسورهای ماتریسها نظریه خطͬ جبر واقع، در
را غیرخطͬ معادلات و نگاشتها ریاضیات، از جدید نسبتا شاخه این در است. (generic tensors) عمومͬ
ابردترمینان (discriminant) مبین نوین مفاهیم مبنای بر توانا، و قدرتمند علم این مͬ�دهند. قرار مطالعه مورد
با هم و تحلیلͬ به�طور هم را آنها مͬ�توان امروزه که است (resultant) برآیند و (hyperdeterminant)
مجموعه�ای نظریه جهت در گامها نخستین داد. قرار مطالعه مورد موثری به�طور مدرن کامپیوتری تسهیلات
ارتباط در و مͬ�شود توصیف است ͷکلاسی خطͬ جبر در ویژه مقادیر مساله از مستقیم توسیعͬ که مندلبروت

است. دوگانها و فاز انتقال نظریه با
از: عبارتند جبرخطͬ عمده بخش چهار

خطͬ؛ معادلات دستگاههای جوابهای •
ماتریسهای و ویژه فضاهای خطͬ)، معادلات تقارنهای خطͬ، (نگاشتهای خطͬ عملͽرهای نظریه •

آنها؛ جردن
relations) پلاکر روابط مستطیلͬ، ماتریسهای مختلف(نظریه خطͬ فضاهای بین خطͬ نگاشتهای •

غیره)؛ و (Plukker



٨

پادمتقارن. و متقارن دوخطͬ، و دوم درجه توابع نظریه •
جبر در خود متناظر تعمیمهای به سرراست به�طور شده�اند، داده نشان زیر جدول در که هم�چنان بخشها، این

مͬ�انجامند. غیرخطͬ
بسیار-خطͬ و غیرخطͬ معادلات جوابهای نظریه مͬ�شود: تقسیم شاخه دو به طبیعͬ به�طور غیرخطͬ جبر
و برآیند مفاهیم به ترتیب به شاخه دو این در دترمینان، یعنͬ خطͬ جبر در عمده خاص تابع .(polylinear)

مͬ�یابند. تعمیم مبین

غیرخطͬ جبر خطͬ جبر
آنها برآیند و غیرخطͬ معادلات دستگاههای آنها دترمینان و خطͬ معادلات دستگاههای ١

بسیار-خطͬ نگاشتهای تانسورها: از شده ساخته عملͽرهای خطͬ نگاشتهای ماتریسها: از شده ساخته عملͽرهای ٢
غیرخطͬ) معادلات دستگاههای (تقارنهای خطͬ) معادلات دستگاههای (تقارنهای

غیرخطͬ همͽن تبدیل ͷی پایا) (زیرمجموعه�های مدارهای خطͬ تبدیل ͷی پایا) (زیرفضاهای ویژه بردارهای ٣
n1 6 · · · 6 nr اندازه از مستطیلͬ تانسورهای m× n (m < n) مستطیلͬ ماتریسهای ۴

بسیار-خطͬ فرمهای دوخطͬ فرمهای ۵
r = s+ 1 رتبه از متقارن فرمهای دوم درجه فرمهای ۶
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چهار درجه اسپلاین انتگرالͬ درونیابی

آقازاده آرزو و حقیقͬ احمدرضا

مͬ�کنیم استفاده کننده تقریب تابع ͷی بازسازی جهت چهار درجه�ی B-اسپلاین�های از مقاله این در چͺیده.
این مͬ�شود. استفاده مساوی زیربازه�های روی انتگرال مقادیر از گرهͬ نقاط در تابع مقادیر جای به آن در که
مطالعه مورد درونیابی کلͬ خطای گردد. استفاده اضافͬ مرزی شرط هرگونه بدون و موفقیت با مͬ�تواند روش
بحث گره�ها در دوم مشتق مقادیر و تابع مقادیر تخمین در چهار درجه همͽرایی خواصفوق است. گرفته قرار

است. شده بررسͬ آن کارایی دیͽر، روش�های با مقایسه و عددی مثال ارایه�ی با انتها در است. شده

انتگرالͬ. مقدار چهار، درجه�ی B-اسپلاین انتگرالͬ، درونیاب کلیدی: کلمات

مقدمه .١

باشند. شده داده [a, b] بازه�ی در xj گرهͬ نقاط از مجموعه�ای در yj = y(xj) تابع مقادیر کنید فرض
گرهͬ نقاط در تابع مقادیر جای به اگر حال مͬ�کنند. استفاده p(x) درونیاب تابع تعیین برای داده�ها این از
هدف باشند، شده داده [xj−1, xj ] متوالͬ زیربازه�های روی y(x) تابع از Ij انتگرالͬ مقادیر ، yj = y(xj)

که طوری به است p(x)درونیاب تابع تعیین

(١.١)
∫ xj+1

xj

p(x)dx = Ij =

∫ xj+1

xj

y(x)dx, (j = 0, 1, ..., n− 1),

زیر روی آن انتگرالͬ مقادیر از استفاده با y(x) تابع درونیاب جمله�ای چند آوردن دست به معنͬ به این که
شد مطرح انتگرالͬ مͺعبی اسپلاین�های ساخت طریق از بهفروز توسط ایده این مͬ�باشد. [xj−1, xj ] بازه�های

است. شده ارایه چهار درجه�ی اسپلاین انتگرالͬ درونیاب مقاله دراین [؟].

چهار درجه اسپلاین انتگرالͬ درونیاب .٢

مͬ�شود. بیان زیر صورت به چهار مرتبه�ی اسپلاین انتگرالͬ درونیابی مساله�ی
مرزی تابع چهار مقادیر و (j = 0, 1, ..., n − 1) و [xj−1, xj ] بازه روی y(x) از Ij انتگرالͬ مقادیر
در با صورت این در بͽیرید. نظر در را yn = y(xn) ، yn−1 = y(xn−1) ، y1 = y(x1) ، y0 = y(x0)

چهار درجه اسپلاین ،s(xn) = yn, s(xn−1) = yn−1, s(x1) = y1, s(x0) = y0 شرایط گرفتن نظر
[؟] که مͬ�شود ساخته طوری s(x)∫ xj+1

xj

s(x)dx = Ij =

∫ xj+1

xj

y(x)dx, (j = 0, 1, ..., n− 1).(١.٢)

.76R50, 74AXX, 58J45 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
آقازاده. آرزو سخنران:

٩



١٠

روابط به توجه با داد. نمایش s(x) =
∑n+1

i=−2 ciBi(x)صورت به مͬ�توان را s(x) ∈ S4(I) اسپلاین هر
داریم: بالا

(٢.٢)
∫ xj+1

xj

s(x)dx =

∫ xj+1

xj

n+1∑
i=−2

ciBi(x)dx =

j+2∑
i=j−2

ci

∫ xj+1

xj

Bi(x)dx = Ij ,

(٣.٢) h

120
(cj−2 + 26cj−1 + 66cj + 26cj+1 + cj+2) = Ij .

: داریم مرزی شرط چهار به توجه با

(۴.٢)
{
s(x1) = y0
s(x1) = y1

⇒
{
c−2 + 11c−1 + 11c0 + c1 = 24y0
c−1 + 11c0 + 11c1 + c2 = 24y1

(۵.٢)
{
s(xn−1) = yn−1

s(xn) = yn
⇒

{
cn−3 + 11cn−2 + 11cn−1 + cn = 24yn−1

cn−2 + 11cn−1 + 11cn + cn−1 = 24yn

به مͬ�رسیم ci(i = −2,−1, ..., n+ مجهولات(1 با خطͬ معادلات دستگاه ͷی به روابط این از استفاده با
که طوری

(۶.٢) AC = F

A =



1 11 11 1 0
0 1 11 11 1
1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
. . . . . . . . . . . . . . .

1 26 66 26 1
1 26 66 26 1
1 11 11 1 0
0 1 11 11 1


(n+4)(n+4)

.(٧.٢)

c =(c−2, c−1, c0, c1, ..., cn, cn+1)
t, f = (24y0, 24y1,

120

h
I0, ...,

120

h
In−1, 24yn−1, 24yn)

t.

است[؟]. حل قابل فرد به منحصر طور به (؟؟) چهار درجه اسپلاین انتگرال درونیابی مساله�ی .١.٢ قضیه
سطری عملیات از استفاده با مͬ�باشد. پذیر وارون ماتریس ͷی A ماتریس دهیم نشان است کافͬ اثبات.

مͬ�شود. تبدیل زیر ماتریس به Aماتریس مقدماتͬ،

Ã =



1 11 11 1 0
0 1 11 11 1
0 0 −110 −140 −14

395
11

254
11

1
272
11

3623
55

26 1
1 26 66 26 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
1 26 66 26 1

1 26 3623
55

272
11

1 254
11

395
11

−14 −140 −110 0 0
1 11 11 1 0
0 1 11 11 1


(n+4)(n+4)

.

ماتریس این که دریافت مͬ�توان دانشجبرخطͬ از استفاده با است. غالب قطر اکیدا Ãماتریس که است واضح
� مͬ�باشد. وارون�پذیر

مͬ�آید. دست به گرهͬ نقاط در درونیاب تابع مقادیر AC = F دستگاه حل از بعد



١١ چهار درجه اسپلاین انتگرالͬ درونیابی

خطا آنالیز .٣

ترتیب به را همانͬ و مشتق�گیری انتقال، عملͽرهای مشتق�پذیر، بار نهایت بی y(x) و h گام طول برای
کنید فرض مͬ�کنیم. تعریف Iy(x) = y(x)، Dy(x) = y

′
(x) ، Ey(x) = y(x + h) صورت به

Ij =
I−E
D yj داریم: j = 0, 1, ..., n برای، yj = y(xj)

از آمده دست به چهار درجه اسپلاین انتگرالͬ درونیابی s(x) و y(x) ∈ C∞[a, b] کنید فرض .١.٣ قضیه
داریم: j = 0, 1, ..., n برای صورت این در باشد، (؟؟) روابط

sj = y(xj) +
1

5040
h6y(6)(xj) +O(h8),mj = y′(xj) +

1

720
h4y(5)(xj) +O(h6),

Mj = y′′(xj) +
1

240
h4y(6)(xj) +O(h6), Tj = y′′′(xj) +

1

12
h2y(5)(xj) +O(h4).

(١.٣)

اسپلاین انتگرالͬ درونیابی s(x) و پذیر مشتق بار بی�نهایت تابع y(x) ∈ c∞[a, b] کنید فرض .٢.٣ قضیه
داریم باشد، (؟؟) رابطه� از آمده بدست

∥y(k)(x)− s(k)(x)∥∞ =O(h5−k), k = 0, 1, 2, 3

.∥f(x)∥∞ = maxa≤x≤b | f(x) | آن در که

مرزی شرایط بدون شده اصلاح اسپلاین انتگرالͬ درونیابی .۴

با آن در که مͬ�دهیم ارایه را روشͬ چهار مرتبه�ی اسپلاین انتگرالͬ درونیابی مطالعه�ی برای قسمت این در
مͬ�آوریم. دست به تقریبی طور به را مرزی تابع مقادیر انتگرالͬ، مقادیر از استفاده

: داریم j = 0, 1, ..., n− 1 و 1 ≤ m ≤ n− j صحیح عدد برای .١.۴ لم

(١.۴)
m−1∑
l=0

(Ij+1) =
Em − I

D
yj =

∞∑
i=1

(mh)i+1

(i+ 1)!
yi(xj).

y0 = y(x0), y1 = y(x1) برای تقریبی مقادیر ترتیب به ỹ0, ỹn, ỹn−1, ỹn کنید فرض .٢.۴ لم
: داریم ، باشند yn−1 = y(xn−1), yn = y(xn)،

ỹ0 =
1

60h
(147I0 − 213I1 + 237I2 − 163I3 + 62I4 − 10I5) = y0 +O(h6),

ỹ1 =
1

60h
(10I0 + 87I1 − 63I2 + 37I3 − 13I4 + 2I5) = y1 +O(h6),

ỹn =
1

60h
(147In−1 − 213In−2 + 237In−3 − 163In−4 + 62In−5 − 10In−6) = yn +O(h6),

ỹn−1 =
1

60h
(10In−1 + 87In−2 − 63In−3 + 37In−4 − 13In−5 + 2In−6) = yn−1 +O(h6).

مͬ�شود. بیان زیر صورت به مرزی تابع مقادیر بدون چهار مرتبه�ی اسپلاین انتگالͬ درونیابی مساله�ی
مرتبه�ی اسپلاین باشد. [xj−1, xj ](j = 0, 1, ..., n−1)بازه�ی زیر روی y(x) انتگرالͬ مقدار Ij فرضکنید

که مͬ�شود ساخته طوری s̃ ∈ S4(I) ∫چهار xj+1

xj

s̃(x)dx = Ij =

∫ xj+1

xj

y(x)dx, (j = 0, 1, ..., n− 1),

s(xn) = yn, s(xn−1) = yn−1, s(x1) = y1, s(x0) = y0.

(٢.۴)

آن در که AC̃ = F̃ داریم قبل مشابه .s̃(x) =
∑n+1

i=−2 c̃iBi(x) کنید فرض

C̃ = (c̃−2, c̃−1, c̃0, c̃1, ..., c̃n, c̃n+1)
T , F̃ = (24ỹ0, 24ỹ1,

120

h
I0,

120

h
Ĩn−1, ..., 24ỹn−1, 24ỹn)

T ,



١٢

s̃(k) =
∑n+1

i=−2 c̃iB
(k)
i (x) از استفاده AC̃با = F̃ سیستم حل از بعد و تعریفمͬ�شود رابطه�ی(؟؟) Aتوسط و

مͬ�زنیم. تقریب را y(k)(x)(k = 0, 1, 2, 3) مقادیر

عددی نتایج .۵

روش اثرپذیری و دقت بررسͬ جهت را عددی نتایج y(x) = ex آزمون تابع از استفاده با بخش این در
رابطه�ی از آمده بدست مرزی شرط چهار با اسپلاین انتگرالͬ درونیابی s(x) فرضکنید مͬ�کنیم. بیان پیشنهادی
برای اضافͬ مرزی شرایط بدون اسپلاین انتگرالͬ درونیابی s̃(x) کنید فرض همچنین باشد. y(x) برای (؟؟)

مͬ�دهند. نشان را مطلق خطای ماکزیمم زیر جدول�های باشد. y(x)

E(n) = max0≤j≤n | yj−sj |= max0≤j≤n | y(xj)−
1

24
(cj−2+11cj−1+11cj+cj+1) |

مثال عنوان به مͬ�شوند. تعریف (؟؟) رابطه�ی از استفاده با E′
(n), E

′′
(n), E

′′′
(n) آن�ها در که

E′′(n) = max0≤j≤n | y′′j −s′′j |= max0≤j≤n | y′′(xj)−
1

2h2
(cj−2− cj−1− cj + cj+1) |

y(x) = ex برای s(x) مطلق خطای بیشترین :١ جدول

n E(n) E
′
(n) E

′′
(n) E

′′′
(n)

١٠ 6.817 ∗ 10−10 3.362 ∗ 10−7 6.407 ∗ 10−6 2.409 ∗ 10−3

٢٠ 1.157 ∗ 10−11 2.228 ∗ 10−8 4.136 ∗ 10−7 5.851 ∗ 10−4

۴٠ 1.998 ∗ 10−13 1.443 ∗ 10−9 2.606 ∗ 10−8 1.439 ∗ 10−4

y(x) = ex برای s̃(x) مطلق خطای بیشترین :٢ جدول

n Ẽ(n) Ẽ
′
(n) Ẽ

′′
(n) Ẽ

′′′
(n)

١٠ 2.994 ∗ 10−7 1.437 ∗ 10−5 4.029 ∗ 10−4 8.954 ∗ 10−3

٢٠ 5.325 ∗ 10−9 4.990 ∗ 10−7 2.842 ∗ 10−5 1.505 ∗ 10−3

۴٠ 8.875 ∗ 10−11 1.592 ∗ 10−8 1.888 ∗ 10−6 2.659 ∗ 10−4

نتیجه�گیری .۶

مقادیر تقریب در که گرفت، قرار مطالعه مورد را چهار درجه اسپلاین انتگرالͬ درونیابی روش مقاله، این در
نتایج کند. عمل مرزی شرایط اعمال بدون مͬ�تواند و است همͽرایی فوق خاصیت دارای گرهͬ نقاط در تابع
روش کارایی مطلق، خطای ماکزیمم مقایسه�ی با مͬ�دهند،که نشان را پیشنهادی روش اثرپذیری و دقت عددی

مͬ�شود. آشͺار روش�ها سایر به نسبت پیشنهادی

مراجع

[1] H. Behforooz, Approximation by integro cubic splines, Appl. Math. Comput. 175 (2006) 8-15.
[2] F.G. Lang, X.-P . Xu / Journal of computational and Applied Mathematics 236 (2012) 4214-4226.
[3] L. Schumaker , Spline Functions: Basic Theory , third ed., Cambridge University Press, Cambridge,

2007 .
[4] H. Behforooz, Interpolation by integro quintic splines,Appl.Math.Comput.216(2010)364-367.

کاربردی ریاضͬ گروه ارومیه، صنعتͬ دانشͽاه ارومیه،
ah.haghighi@gmail.com :E-mail address

کاربردی ریاضͬ گروه ارومیه، صنعتͬ دانشͽاه ارومیه،
arezu.aghazadeh17@gmail.com :E-mail address



The 9th Seminar on Linear Algebra and its Applications
July 5-6, 2017, University of Tabriz, Tabriz, Iran

روش بر مبتنͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر عددی مطالعه
متناهͬ تفاضلات

برید�لقمانͬ قاسم و یادگاری حمیده

محسوب مالͬ حوزه در پر�اهمیت مباحث از مشتقه ابزار�های ͷریس مدیریت و پوشش قیمت�گذاری، چͺیده.
استفاده مورد مالͬ بازار�های ریسͷدر تحلیل برای وسیع به�طور حاضر حال در مالͬ ابزار�های این که چرا مͬ�شوند
شده تبدیل مالͬ ریاضیات در مهم مباحث از ͬͺی به اختیارات قیمت�گذاری گذشته، دهه چند در مͬ�گیرند. قرار
دیفرانسیل معادله عملͽر آن� با متناظر و مͬ�پردازیم اروپایی معامله اختیار معرفͬ به ابتدا مقاله، این در است.
را اروپایی معامله اختیار متناهͬ تفاضلات و دوجمله�ای درخت شولز، -ͷبل روش با مͬ�دهیم. ارائه را جزئͬ�اش
معرفͬ اروپایی معامله اختیار قیمت�گذاری برای بعدی ͷی دیفرانسیل معادله ͷی سپس مͬ�کنیم. قیمت�گذاری
شعاعͬ پایه�ای توابع توسط معامله اختیار قیمت و شد خواهد گسسته�سازی تتا روش توسط آن بر حاکم معادله و
در معامله اختیار قیمت�گذاری برای عددی شبیه�سازی شد. خواهد زده تقریب متناهͬ تفاضلات روش بر مبتنͬ

گرفت. خواهد قرار تحلیل و بحث مورد روش پایداری و شد خواهد پیاده�سازی اروپایی مالͬ بازار�

جزئͬ، دیفرانسیل معادله متناهͬ، تفاضلات روش شعاعͬ، پایه�ای توابع معامله، اختیار کلیدی: کلمات
تتا. روش

مقدمه .١

صورتمͬ�پذیرد شده مقرر سررسید زمان در تنها آن اعمال استکه قراردادی ، اروپایی معامله اختیار قرارداد
این و نمͬ�باشد خود حق از استفاده به مجاز قرارداد، در شده قید سررسید زمان از قبل هیچ�گاه آن خریدار و
معامله اختیار قیمت�گذاری به مقاله این در گیرد. قرار استفاده مورد است ممͺن سررسید، زمان در فقط حق
در اروپایی معامله اختیار قیمت�گذاری برای بسته�ای فرم حل راه هیچ که آن�جایی از پرداخت. خواهیم اروپایی
مرتون، ١٩٧٠رابرت دهه اوایل در است. یافته توسعه آن بررسͬ برای مختلفͬ استراتژی�های لذا نیست دسترس
شولز -ͷبل نام به مدلͬ آن�ها برداشتند. معامله اختیار اوراق قیمت�گذاری در بزرگͬ گام شولز میرن و ͷبل فیشر
معامله اختیار برای را بعدی دو جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی اینگرسول ١٩٨٧ سال در .[١] کردند معرفͬ را
جزئͬ دیفرانسیل معادله این روی مناسب متغیر تغییر با ١٩٩۵ سال در شای و راجرز .[۵] آورد بدست اروپایی

.[٨] آورند بدست اروپایی معامله اختیار برای را بعدی ͷی دیفرانسیل معادله ͷی دوم مرتبه
دارای که است روشͬ عددی روش مناسب�ترین جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل حل برای
مͬ�شوند، استفاده معمولا˟ که روش�هایی باشد. آسان کارگیری به و محاسباتͬ بازده انعطاف�پذیری، بالا، دقت

یادگاری. حمیده سخنران:
European Option
Robert Merton
Fischer Black
Mirren Scholes
Black - Scholes
Ingersoll
Rogers and Shi
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١۴

شبͺه مجموعه ͷی به نیاز اما بالاست، دقت دارای متناهͬ تفاضلات روش مثلا́ ندارند. را ملاک�ها این تمامͬ
است. سخت آن در بالا دقت به رسیدن ولͬ دارد بالایی پذیری انعطاف متناهͬ عناصر روش دارد. یافته ساخت
است ممͺن مͬ�شود، بیش�تر دو از فضا بعد وقتͬ به�طوری�که دارند، تظریف به نیاز مذکور روش�های همچنین
به نیاز یا است پایین روش�ها این همͽرایی سرعت و گردد صرف زمان ماه�ها یا هفته�ها تظریف ساختن برای
روش�های از استفاده اخیر سال�های در مͬ�شود. بیش�تری عملیات به منجر که دارند ریز خیلͬ گسسته�سازی
تظریف جایͽزین پراکنده گره�های از مجموعه�ای روش�ها این در شده�اند. اهمیت پر بسیار دلخواه، تظریف با

مͬ�شوند. مسئله
عنوان به شعاعͬ پایه�ای توابع روش قبل، دهه سه از روش�هاست. این از نمونه�ای شعاعͬ، پایه�ای توابع روش
سال در بار نخستین روش این است. گرفته قرار استفاده مورد پراکنده داده�های درون�یابی برای قدرتمند ابزاری
کانسا ،١٩٩٠ سال در آن از پس و شد استفاده جغرافیایی پراکنده داده�های برای ،[۴] هاردی توسط ،١٩٧١
مͬ�باشد: زیر به�شرح مقاله این ساختار نمود. استفاده جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای ،[۶]

توضیح به سوم بخش در کرده، معرفͬ را اروپایی معامله اختیار جزئͬ دیفرانسیل معادلات دو بخش در
عددی حل به چهارم بخش در مͬ�پردازیم توابع این از استفاده با تقریب و شعاعͬ پایه�ای توابع از مختصری

مͬ�کنیم. بیان را عددی نتایج نهایت در و پرداختیم اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر

اروپایی معامله اختیار فرمول�بندی .٢

سهموی معادله ͷی توسط حسابی میانگین و ثابت اعمال قیمت با اروپایی معامله اختیار قیمت�گذاری
زیر به�صورت را اروپایی خرید اختیار جزئͬ دیفرانسیل معادله ،[١] شولز و ͷبل است. شده داده نشان مناسب

کردند: مدل�بندی

(١.٢) ∂C

∂τ
+

1

2
σ2S2 ∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0, (S, τ) ∈ (0,∞)× [0, T )

نهایی پرداخت دارای جزئͬ دیفرانسیل معادله این که
C(S, T ) = max(S −K, 0),

است: بوده زیر مرزی شرایط و

C(S, τ) =

{
0, S = 0,

S −Ke−r(T−τ), S → ∞.

نرخ r و پایه دارایی قیمت S سررسید، زمان T فعلͬ، زمان τ اروپایی، معامله اختیار ارزش C(S, τ) درآن كه
مͬ�باشد. پایه دارایی بهره

که کردند فرمول�بندی اروپایی معامله اختیار برای بعدی ͷی دیفرانسیل معادله ͷی ،[٨] شای و راجرز
تغییر از استفاده با آورد. بدست را شناور و ثابت شده توافق قیمت با را اروپایی معامله اختیار ارزش مͬ�تواند
ساده�تر ثابت شده توافق قیمت با اروپایی معامله اختیار برای را مسئله مͬ�توان شای و راجرز در شده مطرح متغیر

کنید: فرض .[٨] کنیم

(٢.٢)

x = ln(
S

K
),

t = T − τ.

مͬ�شود: حاصل زیر اولیه مرزی مقدار مسئله (١.٢) رابطه در آن به�کارگیری و (٢.٢) متغیر تغییر از استفاده با

(٣.٢) ∂u

∂t
=

1

2
σ2 ∂

2u

∂x2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂x
− ru, (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T ]

مͬ�شود: تبدیل زیر به�صورت نهایی و مرزی شرایط و
u(x, 0) = max(Kex −K, 0),

Finite Difference Method
Radial Basis Function Method
Hardy
Kansa



١۵ متناهͬ تفاضلات روش بر مبتنͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر عددی مطالعه

u(x, t) =

{
0, x→ −∞,

Kex −Ke−rt, x→ ∞.

معادله این تقریب به آن به مربوط اولیه و مرزی شرایط با (٣.٢) اول مرتبه دیفرانسیل معادله عددی حل با
مͬ�پردازیم. دیفرانسیل

شعاعͬ پایه�ای توابع تقریب .٣

داشته وجود φ : [0,∞) → R متغیره تک تابع اگر مͬ�نامیم، شعاعͬ تابع ͷی را ϕ : Rd −→ R تابع
توابع است. Rd روی اقلیدسͬ نرم همان ∥ . و∥ r =∥ x ∥ باشد. برقرار ϕ(x) = φ(r) به�طوری�که باشد،
به�صورت که مͬ�شوند تقسیم هموار تکه�تکه و هموار بی�نهایت توابع گروه دو به کلͬ حالت در شعاعͬ پایه�ای
برای ،(١) جدول در است. شده فرض r = ∥x − xi∥ جداول این در شده�اند، آورده (٢) و (١) جدول�های
در را تابع گسترش و تابع پهنای که شده تعریف c شͺل پارامتر نام به آزاد پارامتر ͷی هموار بی�نهایت توابع
برای و مسطح بسیار شͺل پارامتر ͷکوچ مقادیر برای شعاعͬ پایه�ای توابع .[٢] مͬ�کند کنترل مرکز اطراف

مͬ�شوند. شͺل منحنͬ و تیغ نوک آن بزرگ مقادیر

هموار بی�نهایت توابع ϕ(r)

(GA)ͬگاوس e−ϵ2r2 = e−cr٢

(MQ)چند�گانه دو درجه
√

1 + (ϵr)2 =
√
c٢ + r٢

(IQ)معکوس دو درجه (1 + (ϵr)2)−1 =
١

c٢ + r٢

(IMQ)معکوس چندگانه دو درجه 1√
1+(ϵr)2

=
1√

(c)٢ + (r)٢

(MQ)یافته تعمیم گانه چند دو درجه (1 + (ϵr)2)
ν
2 = (r٢ + c٢)

v

٢ ν > 0, ν /∈ 2N

(B)بسل

Jd

٢
−١

(cr)

(cr)

d

٢
−١

هموار بی�نهایت شعاعͬ پایه�ای توابع معرفͬ :١ جدول

هموار تکه تکه توابع ϕ(r)

(CS)عبیͺم اسپلاین r٣

جمله�ای تک r٢m+١, m ∈ N

ͷهارمونی پلͬ اسپلاین

{
| r |n, n فرد ,
| r |n log r, n زوج ,

(TPS)نازک صفحه اسپلاین r٢ ln(r)
(Wf)وندلاند (١− r)k+P (r), k ∈ N

هموار تکه تکه شعاعͬ پایه�ای توابع معرفͬ :٢ جدول



١۶

مجموعه ͷی و باشد مقدار حقیقͬ تابع ͷی u : Rn → R کنید فرض شعاعͬ پایه�ای توابع تقریب برای
از تقریبی s(x) اگر است. شده داده {uj : j = 1, ..., n} مقادیر با {xj : j = 1, ..., n} متمایز نقطه n از

مͬ�باشد: زیر به�صورت که باشد u(x)

s(x) =

n∑
j=1

λjϕ(rj), rj =∥ x− xj ∥ .

با که مجهول�اند ضرایب ها λj و مراکز xjها دامنه، در شده داده مراکز تعداد n شعاعͬ، پایه�ای تابع ϕ(rj)
مͬ�شوند: تعیین زیر درون�یابی شرط و xi نقاط در هم�محلͬ روش از استفاده

(١.٣) ui = s(xi) =
n∑

j=1

λjϕ(rij), i = 1, 2, ..., n

Aλبیان = S ماتریسͬ به�شͺل مͬ�توان را (١.٣) دستگاه هستند. i, j = 1, 2, ..., n و rij =∥ xi−xj ∥ که
S = [s(x1), s(x2), ..., s(xn)]

T Aو = [ϕ(xi−xj)]n×n درایه�های Aماتریسدرون�یاببا به�طوری�که کرد،
چند ͷی مشͺل، این حل برای نیستند. اکید مثبت معین شعاعͬ، پایه�ای توابع مسائل از برخͬ در مͬ�باشند.

کنیم: اضافه ترکیب به باید زیر به�شͺل جمله�ای

(٢.٣) Ψ(x) =

n+l∑
j=n+1

λjPj−n(x).

حداکثر درجه از و n بعد از چند�جمله�ای� خطͬ فضای ) Πn
m−1 فضای پایه�های P1, P2, ..., Pl به�طوری�که

ϕ : Rn → R شعاعͬ پایه�ای تابع mمرتبه که l =
(
m−1+n

n

)
و صفرند مرکز در پایه�ها این هستند، (m−1

داشت: خواهیم ،(١.٣) به آن کردن اضافه و (٢.٣) رابطه در xi نقاط در هم�محلͬ روش از استفاده با مͬ�باشد.

(٣.٣) ui = s(xi) =
n∑

j=1

λjϕ(rij) +
n+l∑

j=n+1

λjPj−n(xi), i = 1, 2, ..., n.

که باشیم داشته اضافͬ شرط l برای نیز معادله l باید پس دارد، معادله n و مجهول n + l ،(٣.٣) دستگاه
مͬ�شود: تضمین زیر به�صورت

n∑
j=1

λjPi(xj) = 0, i = 1, 2, ..., l.

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت ماتریسͬ شͺل ،(٣.٣) رابطه از نهایت ]در
A P
PT 0

]
×
[
λ
c

]
=

[
u
0

]
. (۴.٣)

مͬ�رسیم. uتقریب به دستگاه این حل با که

اروپایی) معامله اختیار (قیمت�گذاری اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر عددی حل .۴

بر مبتنͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با را (٣.٢) دیفرانسیل معادله اروپایی معامله اختیار عددی حل برای حال
بͽیرید: نظر در را زیر اولیه مرزی مقدار مسئله .[٣ ،٧ ،٩] مͬ�زنیم تقریب متناهͬ تفاضلات روش

(١.۴) ∂u

∂t
(x, t) = Lu(x, t), x ∈ (−∞,∞), t ∈ (0, T ]

آن در که
u(x, 0) = max(Kex −K, 0),

u(x, t) =

{
0, x→ −∞,

Kex −Ke−rt, x→ ∞,



١٧ متناهͬ تفاضلات روش بر مبتنͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر عددی مطالعه

مͬ�باشد: زیر به�صورت L دیفرانسیلͬ عملͽر و

Lu =
1

2
σ2 ∂

2u

∂x2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂x
− ru.

مͬ�کنیم گسسته زیر به�صورت نیͺلسون کرانک- قاعده به�کارگیری با t زمان در را (١.۴) معادله

(٢.۴) un+1 − un

δt
=

1

2
Lun+1 +

1

2
Lun,

معادله در Lu معادله جایͽذاری با مͬ�باشند. tn = tn−1 + δt و un = u(x, tn) زمان، گام δt به�طوری�که
مͬ�آید: به�دست زیر رابطه (٢.۴)

un+1 − 1

2
δt

(
1

2
σ2un+1

xx + (r − σ2

2
)un+1

x − run+1

)
= un +

1

2
δt

(
1

2
σ2unxx + (r − σ2

2
)unx − run

)
.(٣.۴)

تقریب به محلͬ روشهم از استفاده با مͬ�زنیم. تقریب شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با را (١.۴) معادله جواب
مͬ�رسیم: زیر

(۴.۴) un(xi) =
M∑
j=1

λnj φ(rij) +
M+l∑

j=M+1

λnj Pj−M (xi),

(−∞,∞ ) بازه در محلͬ هم نقاط مͺان گام δx هم�محلͬ، نقاط i = 1, ...,M برای xi = iδx به�طوری�که
Πd

m−1 چندجمله�ای فضای در ما پایه�های P1, ..., Pl و محلͬ هم نقاط بین مسافت rij =
√
(xi − xj)2 ،

است.
بوده�اند صفر مرکز در پایه�ها وچون داریم نیاز اضافه شرط l به لذا داریم معادله M و مجهول M + l چون

داریم: را زیر اضافه شرط بنابراین
M∑
j=1

λnj Pk(xj) = 0, k = 1, ..., l.

مͬ�رسیم: زیر ماتریسͬ به�فرم (۴.۴) معادله نوشتن با

(۵.۴) [u]n = A[λ]n,

:[٣ ،٧ ،٩] مͬ�شود حاصل زیر ماتریسͬ فرم (٣.۴) رابطه در (۵.۴) دستگاه جایͽذاری با ]حال
A− 1

2
δt

(
1

2
σ2A′′ + (r − σ2

2
)A′ − rA

)]
λn+1

=

[
A+

1

2
δt

(
1

2
σ2A′′ + (r − σ2

2
)A′ − rA

)]
λn.(۶.۴)

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت ماتریس�ها ͷکوادری مالتͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با تقریب در

A =

[
φ(rij) Pk(xi)

(Pk(xi))
t 0

]
, 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M, 1 ≤ k ≤ l

که
φ(rij) =

[√
c2 + (xi − xj)2

]
,

Pk(xi) =
[
(xi)

k−1
]
.

A′ =

[
φ′(rij) P ′

k(xi)
(P ′

k(xi))
t 0

]
, 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M, 1 ≤ k ≤ l



١٨

که
φ′(rij) =

[
| xi − xj |
φ(rij)

]
,

P ′
k(xi) =

[
(k − 1)(xi)

k−2
]
.

A′′ =

[
φ′′(rij) P ′′

k (xi)
(P ′′

k (xi))
t 0

]
, 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M, 1 ≤ k ≤ l

که
φ′′(rij) =

[
c2

(φ(rij))3

]
,

P ′′
k (xi) =

[
(k − 1)(k − 2)(xi)

k−3
]
.

دستگاه در λ مقادیر جایͽذاری با سپس و مͬ�شود پیدا زمانͬ گام�های تمامͬ برای λ مقادیر (۶.۴) دستگاه حل با
مͬ�آید. بدست اروپایی معامله اختیار قیمت (۵.۴)

اصلͬ نتایج .۵

اختیار که مͬ�گیرد تصمیم سرمایه�گذاری بͽیرید. نظر در مایͺروسافت سهام روی را اروپایی معامله اختیار
در که باشد متغیر مزبور سهم جاری قیمت کنید فرض کند. خریداری دلار ٨ توافقͬ قیمت با را سهمͬ خرید
١٠ سالیانه ͷریس بدون بهره نرخ ماه، ۴ قرارداد انقضای تاریخ اگر حال است. شده داده (۴ ،٣) جدول�های
-ͷبل روش از استفاده با را اروپایی خرید اختیار قیمت شود، فرض درصد ۴٠ سالیانه پذیری نوسان و درصد
روش بر مبتنͬ مشروط شعاعͬ پایه�ای توابع و شعاعͬ پایه�ای توابع متناهͬ، تفاضلات جلمه�ای، دو درخت شولز،
ما اما مͬ�کند کار شعاعͬ پایه�ای توابع تمامͬ برای پیشنهادی روش اگرچه مͬ�کنیم. محاسبه متناهͬ تفاضلات
مͺانͬ Mگره به (Smin, Smax)محاسبات دامنه مͬ�کنیم. استفاده را چندگانه دو درجه شعاعͬ پایه�ای توابع

است. شده تقسیم هم�فاصله نقطه N به زمانͬ دامنه و شده افراز h =
Smax − Smin

M − 1
گام طول با هم�فاصله

عبارتنداز: پارامترها مقادیر
E = 8, Smin = 0.4, Smax = 150, r = 0.1, σ = 0.4, T = 1,M = N = 200

اختیار قیمت برای را عددی نتایج (۴ ،٣) جداول است. مͺانͬ و زمانͬ دامنه در نقاط تعداد M,N که
در فقط اروپایی معامله اختیار مͬ�دهد. نشان را دارایی قیمت از مقادیری ازای به صفر زمان در اروپایی معامله
تفاوت با برابر سررسید زمان در خرید اختیار ͷی اجراگذاری به از حاصل سود مͬ�شود. اعمال سررسید زمان
زمان در پایه دارایی قیمت چنانچه پس مͬ�باشد. شده توافق قیمت و سررسید زمان در پایه دارایی قیمت بین
قیمت اگر بالعکس و مͬ�کند اعمال را خود اختیار معامله، اختیار خریدار باشد بیش�تر اعمال قیمت از سررسید
عددی نتایج از نمͬ�کند. اعمال را خود اختیار معامله، اختیار دارنده باشد، اعمال قیمت از کمتر پایه دارایی
داده�های درون�یابی برای مناسب�تر ابزاری شعاعͬ پایه�ای توابع روش اروپایی معامله اختیار برای آمده بدست

است. بوده پراکنده

پایه دارایی قیمت از مقادیری ازای به نقدی سود بدون اروپایی خرید اختیار قیمت :٣ جدول

شرطͬ RBF RBF CN روش ضمنͬ صریح روش دوجمله�ای بلͷ-شولز قیمت
0.0873 0.0945 0.0793 0.0797 0.0787 0.645 0.0646 ۴
0.7108 0.7083 0.6251 0.6249 0.6251 0.5411 0.5415 ۶
1.1467 1.1482 1.1475 1.1465 1.1478 1.0147 1.0131 ٧
4.5154 4.6076 4.3733 4.3730 4.3732 4.0312 4.0300 ١١
5.5935 5.5910 5.3322 5.3321 5.3320 4.9423 4.9421 ١٢
8.1816 8.1878 8.3346 8.3347 8.3341 7.8166 7.8168 ١۵



١٩ متناهͬ تفاضلات روش بر مبتنͬ شعاعͬ پایه�ای توابع با اروپایی معامله اختیار دیفرانسیل معادله عملͽر عددی مطالعه

پایه دارایی قیمت از مقادیری ازای به d = 0.08 نقدی سود با اروپایی خرید اختیار قیمت :۴ جدول

مشروط RBF RBF CN روش ضمنͬ صریح روش دوجمله�ای بلͷ-شولز قیمت
0.0523 0.0535 0.0494 0.0472 0.0472 0.0577 0.0577 ۴
0.4661 0.4656 0.4325 0.4311 0.4327 0.5142 0.5134 ۶
0.8397 0.8400 0.8326 1.8324 0.8331 0.9757 0.9739 ٧
3.4796 3.5643 3.5347 3.5337 3.5348 3.9667 3.9654 ١١
4.4233 4.4226 4.3747 4.3740 4.3746 4.8746 4.8750 ١٢
6.9931 6.9951 7.0499 7.0494 7.0495 7.7456 7.7460 ١۵
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بازگشتͬ عصبی های شبͺه از استفاده با فازی معادلات دستگاه حل

جعفریان احمد و پور کرب سمیرا

استفاده فازی ای جمله چند های دستگاه حل برای مصنوعͬ عصبی های شبͺه رویͺرد مقاله، این در چͺیده.
اتصال های وزن که است لایه پنج بازگشتͬ عصبی شبͺه ͷی ما پیشنهادی فازی عصبی ی شبͺه است. شده
دستگاه برای وجود) صورت (در واقعͬ تقریبی حل راه ͷی روش این باشند. مͬ فازی اعداد خروجͬ لایه به آن
فازی خروجͬ سطح های مجموعه برای هزینه تابع ͷی ابتدا منظور، این برای دهد. مͬ ارائه فازی ای جمله چند
خواهد معرفͬ نزولͬ گرادیان روش اساس بر یادگیری الͽوریتم ͷی سپس شود. مͬ تعریف هدف خروجͬ و
های سازی شبیه با مثالͬ توسط شده ارائه روش کند. تنظیم را قطعͬ ورودی های سیͽنال تواند مͬ که شد

شود. مͬ داده نشان کامپیوتری

هزینه. تابع ، (FFNN) بازگشتͬ فازی عصبی شبͺه فازی، معادلات دستگاه کلیدی: کلمات

مقدمه .١

و مهندسͬ مالͬ، امور اقتصاد، مانند مختلف های زمینه در مشͺلات از بسیاری حل برای فازی سیستم
های سال در دارند. فازی سیستم های حل راه به نیاز اغلب مشͺلات این که چرا است، مفید بسیار ͷفیزی
روش از [۴] همͺارانش و فریدمن است. شده گزارش فازی های سیستم حل برای مختلفͬ های روش گذشته،
[٢] همͺارانش و دهقان کردند. پیشنهاد فازی خطͬ سیستم ͷی حل برای کلͬ مدل ͷی و کردند استفاده تعبیه
غیر و خطͬ فازی های سیستم گرفتند. بͺار فازی کاملا خطͬ های سیستم حل برای را شونده تکرار های روش
های سیستم حل برای معتبر مختلف های روش از برخͬ این، بر علاوه اند. شده حل [۶ ،۵ ،١] توسط خطͬ
راه کردن پیدا برای مصنوعͬ عصبی های روششبͺه مثال، عنوان به اند. یافته توسعه گذشته های سال در فازی
بردارهای از جفت هر برای هزینه تابع ͷی [٣] همͺارانش و ایشیبوچͬ شود. مͬ اعمال مشͺلات نوع این حل
عصبی های شبͺه یادگیری الͽوریتم ͷی آن از پس و کردند تعریف مربوط فازی هدف بردار و فازی خروجͬ
با جدید الͽوریتم ͷی ساخت مقاله این اصلͬ هدف کردند. ارائه ای ذوزنقه و مثلثͬ فازی های وزن با فازی
معادلات دستگاه برای تقریبی واقعͬ حل راه ͷی آوردن دست به برای بازگشتͬ عصبی های شبͺه از استفاده
اعداد فازی، خروجͬ و اتصال های وزن فازی، بازگشتͬ عصبی ی شبͺه این در که است بذکر لازم است. فازی
مͬ FFNN4 عصبی شبͺه این به بنابراین، باشند. مͬ قطعͬ اعداد ورودی های سیͽنال همچنین و فازی

گوییم.

مقدمات .٢

پردازد. مͬ فازی اعداد اساس و پایه به خلاصه صورت به بخش این
که است u : R1 → I = [0, 1] فازی مجموعه ͷی فازی عدد ͷی .١.٢ تعربف

است. بالایی پیوسته نیمه u الف:
. [a, b] بازه از خارج u(x) = 0 ب:

پور. کرب سمیرا سخنران:
٢٠



٢١ بازگشتͬ عصبی های شبͺه از استفاده با فازی معادلات دستگاه حل

که: دارند وجود b, c : a ≤ b ≤ c ≤ d حقیقͬ اعدد ج:
است. یͺنواخت صعودی [a, b] در u(x) .١
است. یͺنواخت نزولͬ [c, d] در u(x) .٢

u(x) = 1, b ≤ x ≤ c .٣
.[٧] شود مͬ داده نشان E1 بوسیله (١ تعریف (مشابه فازی اعداد تمام مجموعه

زیر الزامات که است : 0 ≤ r ≤ 1 و ū(r) و u(r) تابع از (u, u)جفت ͷی u فازی عدد ͷی .٢.٢ تعربف
کند: مͬ برآورده را

. است محدود یͺنواخت صعودی پیوسته تابع ͷی u(r) .١
. است محدود یͺنواخت نزولͬ پیوسته تابع ͷی u(r) .٢

u(r) ≤ u(r) : 0 ≤ r ≤ 1 .٣
عضویت تابع با u = (a, b, c) مثلثͬ فازی عدد

µu(x) =


x−a
b−a , a ≤ x ≤ b
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c

0 , otherwise

از: است عبارت آن پارامتری شͺل باشد. مͬ a ≤ b ≤ c که
u(α) = a+ (b− a)α and ū(α) = c− (c− b)α, 0 ≤ α ≤ 1

بازگشتͬ عصبی های شبͺه یادگیری به راجع کوتاه مرور ͷی .FFNN4 در فازی خروجͬ محاسبه .١.٢
واحد ͷی و پنهان لایه هر در نورون N ورودی، واحد دو با لایه پنج FFNN4 ͷی ابتدا کردیم. ارائه فازی
و خروجͬ لایه به مربوط اتصال های وزن که کنیم مͬ فرض شده، داده ساختار در بͽیرند. نظر در را خروجͬ
خروجͬ و واحد هر خروجͬ و ورودی رابطه ، ورودی بردار ١ شͺل در هستند. مثلثͬ فازی اعداد هدف خروجͬ

نوشت: زیر بصورت توان مͬ را تواند مͬ روابط این است. شده ارائه Yp
بنابراین، کنند. نمͬ ایجاد ها آن ورودی در تغییری هیچ ورودی های نورون ورودی: واحدهای

(١.٢) o1 = x0 and o2 = y0.

Oj = (o1)
j , j = 1, ..., n پنهان: واحد اولین

O′
j = (o2)

j , j = 1, ..., n پنهان: واحد دومین
Uj = netj , netj = Oj . O

′
j پنهان: واحد سومین

Yp = Netp, Netp =
∑n

j=1(Uj . Apj), p = 1, 2 خروجͬ: واحد

بنابراین، نمود. محاسبه را Yp فازی خروجͬ از α سطح های مجموعه توان مͬ بالا، معادلات از استفاده با
: [٢] نوشت توان مͬ

(٢.٢) [Yp]
α = [Netp]

α,

[Netp]
α = [[Netp]

α
l , [Netp]

α
u ],

[Netp]
α
l =

∑
jϵM

Uj . [Apj ]
α
l +

∑
jϵC

Uj . [Apj ]
α
u ,

[Netp]
α
u =

∑
jϵM

Uj . [Apj ]
α
u +

∑
jϵC

Uj . [Apj ]
α
l ,

M = {j| Uj ≥ 0} , C = {j| Uj < 0} and M ∪ C = {1, ..., n}
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پیشنهادی عصبی شبͺه :١ شͺل

فازی معادلات دستگاه .٣

کنیم. مͬ تمرکز سیستم این حل روی سپس کرده تعریف فازی معادلات سیستم ͷی ابتدا بخش، این در
باشد: مͬ زیر صورت به فازی معادله سیستم

(١.٣)

 A11xy + ...+A1nx
nyn = A10

A21xy + ...+A2nx
nyn = A20,

ضریب سازی ساده برای هستند. فازی اعداد Apj for p = 1, 2; j = 0, ..., n که x, y ∈ R برای
برای شد مشاهده قبلͬ بخش در که همانطور شود. مͬ گرفته نظر در واقعͬ مثلثͬ فازی عدد همیشه Apj فازی
ارائه ١ شͺل در (١.٣) فازی های سیستم برای FFNN4 معماری ͷی تقریبی، حل راه ͷی به یابی دست

است. شده طراحͬ فازی کاره همه و ساده عصبی شبͺه معماری با سازی مدل طرح است. شده

پارامترهای رسانͬ روز به برای یادگیری الͽوریتم ͷی استنباط نحوه داریم قصد بخش این در هزینه. تابع .١.٣
Ap = (Ap1, . . . , Apn)ضریبفازی بردار به مربوط هدففازی Ap0خروجͬ اگر کنیم. معرفͬ را y0 x0و قطعͬ
هدف خروجͬ و کردیم تعریف Yp فازی خروجͬ α سطح های مجموعه برای هزینه تابع ͷی ابتدا، در باشد.

است: زیر شرح به Ap0 آن

(٢.٣) eαp = eαpl + eαpu,

آن در که

(٣.٣) eαpl = α.
([Ap0]

α
l − [Yp]

α
l )

2

2
, eαpu = α.

([Ap0]
α
u − [Yp]

α
u)

2

2
,

های مجموعه از بالا و پایین های کران برای مربع خطاهای عنوان به توانند eαpuمͬ و eαpl هزینه تابع در
به عصبی شبͺه مطلق خطای سپس شوند. گرفته نظر در Ap0 خروجͬ هدف و Yp فازی خروجͬ از α سطح



٢٣ بازگشتͬ عصبی های شبͺه از استفاده با فازی معادلات دستگاه حل

. [٣] آید مͬ دست به زیر صورت

(۴.٣) e =

2∑
p=1

∑
α

eαp .

کرد: خلاصه زیر شرح به توان مͬ را یادگیری الͽوریتم .FFNN4 یادگیری الͽوریتم .٢.٣
دهͬ مقدار تصادفͬ مقادیر در x0 , y0 کریسپ مقدار سپس شوند. مͬ انتخاب η > 0, γ > 0 :١ مرحله

شوند. مͬ اولیه
0 با برابر E اجرا خطای سپس است. یادگیری الͽوریتم تکرارهای تعداد t آن در که t = 0 اگر : ٢ مرحله

شود. مͬ تنظیم
. α = α1, . . . , αm برای ۵ مرحله تکرار t = t+ 1 اگر : ٣ مرحله

. کنید تکرار p = 1, 2 برای را زیر های رویه : ۴ مرحله
α سطح ی مجموعه اعمال با را Yp فازی خروجͬ از α : سطح مجموعه جلو: به رو انتشار محاسبه الف.

کنید محاسبه A فازی ورودی بردار
برای (٢.٣) هزینه تابع از استفاده با x0 , y0 کریسپ پارامتر : انتشار) (پس عقب به رو انتشار ب.
های وزن رسانͬ روز به سپس Ap0. هدف خروجͬ و yp فازی خروجͬ از α سطح های مجموعه

شد. داده توضیح بالا در که بصورتͬ قطعͬ اتصال
. شود مͬ محاسبه ۵ مرحله تکرار E به فعلͬ خطای کردن اضافه با تجمعͬ چرخه خطای : ۵ مرحله

اگر دهید. خاتمه را آموزشͬ جلسه E < Emax برای است. شده کامل آموزش چرخه : ۶ مرحله
شروع ٣ مرحله به رفتن با را جدید آموزشͬ چرخه ͷی و شود مͬ تنظیم 0 برابربا E سپس E > Emax

مͬ�کنیم.

اصلͬ نتایج .۴

مͬ رسم هزینه تابع سپس و شده محاسبه تکرار چند در تقریبی حل راه محاسبه مقادیر مثال، این در .١.۴ مثال
شود: مͬ استفاده زیر صورت به مشخصات از زیر، های سازی شبیه در شود.

α = 0, 0.01, . . . , 1 مقادیر: .١
η = 0.001 آموزش: ثابت .٢
γ = 0.001 تکانه: ثابت .٣

Emax < 0.001 توقف: شرایط .۴
بͽیرید: نظر در را زیر فازی معادلات }سیستم

(−1, 0, 1)xy + (−2, 0, 2)x2y2 = (−3, 0, 3)
(1, 2, 4)xy + (2, 4, 5)x2y2 = (−2, 2, 4)

برای را پیشنهادی روش مثال، این در هستند. y = −1 و x = 1 دقیق های حل راه با و x, y ∈ R آن در که
و شود مͬ شروع x0 = −1.75, y0 = 1.75 با آموزش کنیم. مͬ اعمال فازی سیستم این حل راه تقریب

شود. مͬ کامل y = 0.99 و x = 0.99 با ۴ مرحله بوسیله

معادلات دستگاه ͷی حل راه تخمین برای بازگشتͬ عصبی های شبͺه معماری ͷی مقاله، این در .٢.۴ نتیجه
تحلیل و تجزیه نمونه کردیم. پیشنهاد فازی معادلات دستگاه برای را FFNN مدل است. شده ارائه فازی
های حل راه با مقایسه در آمده، دست به حل راه دهد. مͬ نشان را فعلͬ روش اطمینان قابلیت و توانایی شده
مدل مشͺلات، از نوع این برای که گرفت نتیجه توان مͬ نهایت در بود. برخوردار توجهͬ قابل دقت از دقیق
که است یافته افزایش همͽرایی سرعت چون دارد. فیدفوروارد های نمونه به نسبت خوبی عملͺرد شده معرفͬ

دارد. محاسبات تعداد به بستگͬ
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ایتو-لوی فرایندهای توسط شده مدل مالͬ بازارهای در ͷریس مینیمم�سازی به مربوط مسائل

هوشمنداصل محمدرضا و محمدی پریسا

مورد لوی ایتو- فرایندهای توسط شده مدل مالͬ بازار�های ͷریس به�کاهش مرتبط مسائل مقاله این در چͺیده.
دوگان نمایش (١ ͷریس مفهوم از نمایش دو شده، بیان محدب ͷریس اندازه ابتدا در مͬ�گیرد. قرار بررسͬ
از کدام هر با متناظر است. شده ارائه باجهش پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله عملͽر ͷی توسط نمایش (٢
و محدب ͷریس اندازه بین رابطه��ی سپس گرفته، قرار مطالعه مورد ͷریس کمترین با پرتفو مسأله�ی نمایش�ها،
پسرو- تصادفͬ دیفرانسیل معادله ادامه در آوردیم. به�دست را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله�ی عملͽر جواب
دیفرانسیل بازی�های و تصادفͬ کنترل کاهشریسͷمساله مسآله با متناظر مͬ�شودو بیان آن کارایی تابع و پیشرو

شد. خواهد بررسͬ نیز تصادفͬ

مطلوبیت مطلوبیت، سازی بهینه ایتو، فرایند ،ͷریس سازی مینیمم محدب، ͷریس اندازه کلیدی: کلمات
بازگشتͬ.

مقدمه .١

بنگاه�های همه فعالیتͬ محیط در سریع تغییرات ایجاد آن دنبال به و کنونͬ جهان در اقتصادی و سیاسͬ ثبات
کشورهای بحران مثال به�عنوان است. داده افزایش گذشته به نسبت مراتب به را مالͬ مؤسسات بویژه و اقتصادی
اجتماعͬ، و اقتصادی مشͺلاتگسترده باعثبروز ٢٠٠٨ سال مالͬ بحران و گذشته دهه در آسیایجنوبشرقͬ
مقوله به علمͬ نگاهͬ که گردید موجب خود، تعهدات انجام در مالͬ مؤسسات ناتوانͬ و مداوم ورشͺستگͬ
آن به نسبت را قانون�گذاران حساسیت حتͬ موضوع این (١٣٨٩ نژاد، (غنͬ یابد. افزایش ͷریس اندازه�گیری
باعث فوق مشͺلات و مسائل همه درنتیجه باشند، جدید قوانین ایجاد فکر به آن�ها که شده موجب و برانگیخته
دور زمان�های از ͷریس کنترل و اندازه�گیری گیرد. قرار توجه کانون در ͷریس کنترل و اندازه�گیری تا گردیده
ͷریس اندازه�گیری جهت در مختلفͬ ابزارهای نیاز این رفع برای و است نموده مشغول خود به را انسان�ها ذهن
است. شده طراحͬ اخیر سال�های در ویژه به مالͬ مهندسͬ و ریاضͬ علوم در آن�ها ساده�ترین تا پیچیده�ترین از
سهام، بهینه سبد تعیین مسأله�ی حل و مالͬ به�ویژه و سرمایه�گذاری تصمیم�گیری�های ͬͺریس ماهیت به توجه با
در زیادی محبوبیت از حاضر حال در که روش�هایی از ͬͺی نمͬ�باشد. امͺان�پذیر قطعیت عدم فضای در جز
ͷریس میزان پیش�بینͬ و برآورد برای خطر معرض در ارزش روش است برخوردار مالͬ بازارهای بازیͽران بین
عملͺرد مقایسه برای مالͬ بازارهای از بسیاری در شده انجام مطالعات که آنجایی از است. آن مدیریت و
ͷپارآمتری آماری مدل�های لذا داده�اند، نشان را متفاوتͬ نتایج معرضخطر در ارزش تعیین در موجود مدل�های
ارزش روش طریق از ایران مالͬ بازار در ͷریس میزان برآورد برای کارلو) (مونت ͷناپارآمتری سنجͬ)، (اقتصاد
مشخص بازار این در سهام بهینه سبد تعیین در مدل کارا�ترین تا است، گرفته قرار بررسͬ مورد معرضخطر در
آن ویژگͬ�های به توجه با را کشور مالͬ بازار در موجود ͷریس بتواند که گردد مشخص مطلوبی مدل و شده
خط قطعه رسم با صفحه ͷی در نقطه دو بین فاصله کوتاه�ترین نماید. پیش�بینͬ کارا پرتفوی سبد ͷی برای
به�دست ثابت محیطͬ برای را مساحت حداکثر که است شͺلͬ دایره، مͬ�آید. به�دست نقطه دو آن بین راست

محمدی. پریسا سخنران:
٢۵
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دسته در مسائل، نوع آن راه�حل�های قدیمͬ�ترین و بود شده شناخته باستان یونانیان برای حقایقͬ چنین مͬ�دهد.
باستان یونانیان هندسͬ شم اگرچه مͬ�شوند. مطرح بهینه�سازی نظریه عنوان تحت امروزه که هستند مسائلͬ
برای استوار نظریه�ای که بود هجدهم قرن از ولͬ کنند حل را مسائل این از معدودی تعداد بتوانند که شد باعث
به خودکار به�طور بتواند که ماشینͬ طراحͬ ایده کرد. رشد به شروع بهینه�سازی زمینه در مسائل نوع این حل
حرارتͬ دی�های به�ترتیب تایمر�ها و ترموستات�ها است. ساده مسأله ͷی برسد شده�ای تعیین پیش از هدف
و پدال�ها از استفاده با را نقلیه وسیله مسیر اتومبیل ͷی راننده مͬ�کنند. کنترل را لباسشویی ماشین�های و مرکزی
و دهند تغییر را کارشان روش که شوند ساخته طوری مͬ�توانند دستگاه�هایی چنین مͬ�کند. کنترل اتومبیل فرمان
مͬ�کنند معین را آن�ها رفتار که قوانینͬ است، معنͬ بدین این باشد. اختیار در آن�ها کنترل برای ابزارهایی همواره
تغییر دستگاه خود از مستقل و خارج کسͬ وسیله به بتوانند متغیرها این مقادیر که باشند متغیرهایی شامل باید
و کند وارد فشار ترمز پدال بر گاز، پدال بر فشار اعمال عوض در مͬ�گیرد تصمیم راننده واقع در شوند. داده
مͬ�کنند مشخص دقیقا که وضعیت، متغیرهای همانند بنابراین، مͬ�دهد. نشان واکنش شدن، آهسته با دستگاه
مͬ�توانند و مͬ�شوند نامیده کنترل متغیرهای که داریم مͬ�دهد،متغیرهایی انجام را کاری چه t زمان در دستگاه
سال�های طͬ در بهینه کنترل نظریه گیرند. قرار استفاده مورد دستگاه رفتار از شده حاصل نتایج اصلاح برای
و گردید آغاز شمسͬ منظومه در کشفیات با رابطه در روسیه و آمریͺا فعالیت�های خاطر به ،١٩۶٠ و ١٩۵٠
ریاضͬ مسائل واقع در دادند. قرار استفاده مورد وسیعͬ طور به را قطعͬ بهینه کنترل نظریه فضا هوا- مهندسین
مسیرها، آن راستای در که بود مسیرهایی ایجاد هدف، هستند. بهینه�سازی مسائل شامل نیز فضایی سفینه�های
با یا ممͺن زمان کمترین در نظرش مورد هدف به مͬ�شود، هدایت و کنترل ͷکوچ موتور با که فضاپیما ͷی
قابل بودند شده ابداع زمان آن تا که روش�هایی با جدید مسائل نوع این برسد. شده مصرف سوخت کمترین
مسائل بتوان تا مییافت توسعه بایستͬ میͽردد، باز هجدهم قرن به آن ریشه که جدید نظریه ͷی و نبودند حل
زمان آن از که بود برانگیز چالش چنان ریاضͬ نظر از مسائل این حل واقع در نمود. حل آن توسط را جدید
روش�های انواع ارائه طریق از مسائل گونه این مختلف دسته�های حل برای گسترده�تری بسیار تلاش�های بعد به
مجموعه�ای به�وسیله آن رفتار که بͽیرید نظر در را دستگاهͬ مثال، طور به است. گردیده انجام تحلیلͬ و عددی
با مͬ�توان که هستند دستگاه�هایی ساده�ترین واقع در این�ها میشود. توصیف معمولͬ دیفرانسیل معادلات از
معادلات قبیل از ریاضͬ روابط توسط میتوان را اقتصادی و صنعتͬ های سیستم از بسیاری کرد. کار آن�ها
ͷی طبق دیͽری، وابسته متغیر هر با یا زمان با یا سیستم�ها این کرد. سازی مدل تصادفͬ یا قطعͬ دیفرانسیل

مͬ�کنند. تغییر ،ͬͺدینامی رابطه

بازگشتͬ مطلوبیت و محدب ͷریس ی اندازه پسرو، تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢

فرایند برای معادله�ای به�عنوان ،١٩٧٣ سال در بیسموت توسط بار اولین پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
بار اولین برای پنگ، و پارادوکس ١٩٩٠ سال در شد. معرفͬ تصادفͬ پانتریاگین ماکسیمم اصل در الحاقͬ
را معادلات از دسته این برای جواب یͺتایی و وجود و دادند قرار بررسͬ مورد کلͬ�تر حالت در را معادلات این
گرفتند. قرار استفاده مورد ریاضیات در گسترده به�طور تصادفͬ دیفرانسیل معادلات پس، آن از کردند. اثبات
مͬ�توان معادلات این کاربردهای از مالͬ، ریاضیات در معامله اختیار گذاری قیمت مسئله�های در مثال عنوان به

کرد. اشاره

به�صورت معادله�ای پسرو، دیفرانسیل معادله .١.٢ تعربف

(١.٢)
{
dY (t) = −g(t, y(t), z(t), ω)dt+ Z(t)dB(t); 0 ≤ t ≤ T
Y (T ) = F ١ احتمال با

و مͬ�شود نامیده معادله پایانͬ شرایط F و مولد تابع g آن در که است،
Y : Ω× [0, T ] → Rd,
Z : Ω× [0, T ] → Rn×d,

Bismut
Paradoux
Peng
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B : Ω× [0, T ] → Rd,
g : [0, T ]× Rd × Rn×d → Rd,
F : Ω× [0, T ] → Rd.

این که مͬ�کنیم ملاحظه است. nبعدی براونͬ حرکت ͷی B و قرارداد سرسید زمان T تصادفͬ، متغیرهای
مثلا́ باشد. داشته مختلفͬ صورت�های مͬ�تواند Y و Z ، F ، g تصادفͬ ویژگͬ�های و T و nحسب بر معادله

تصادفͬ دیفرانسیل معادله آنگاه Zt = σtSt و Yt = St و g(t) = −Stµ }اگر
dSt = Stµtdt+ σtStdBt,
St = F.

معادله این جواب تعریف، بنابر است. St پایه�ی دارایی قیمت برای شولز -ͷبل معادله همان که مͬ�شود حاصل
مͬ�کند. صدق آن پایانͬ شرط و معادله در که است (Y, Z) دوتایی فرایند ͷی پسرو تصادفͬ دیفرانسیل

مͬ�شود BSDEظاهر که مͺان�هایی از مثال چند ابتدا در است.) شده بیان قسمت٢.۵ در (توضیحاتجامع�تر
ندارد. وجود جهش مثال�ها، این در سادگͬ برای مͬ�کنیم، بیان را

مالͬ) سبد (همسان�سازی .٢.٢ مثال
و S0(t) ارزش با به�ترتیب ͬͺریس سرمایه�گذاری امͺان و ͷریس بدون سرمایه�گذاری امͺان با مالͬ بازار ͷی

مͬ�دهد: ما به را زیر دستگاه S1(t)

(٢.٢)
{
dS0(t) = S0(t)r(t)dt;S0(0) = 1
dS1(t) = S1(t)[µtdt+ σ(t)dB(t)]; S1(0) > 0.

در سرمایه�گذاری کلͬ دارایی از درصدی نشان�دهنده�ی که مالͬ، تامین خود- سبد ͷی π(t) مͬ�کنیم فرض
مͬ�باشد. t زمان در ͬͺریس دارایی

مͬ�شود داده نمایش زیر به�صورت دارایی فرایند که

(٣.٢)
dY (t) = (1−π(t))Y (t)

S0(t)
dS0(t) +

π(t)Y (t)
S1(t)

dS1(t)

= Y (t)[(1− π(t))r(t) + π(t)µ(t)dt+ π(t)σ(t)dB(t)].

ͷی احتمال با به�طوری�که π(t) و Y (0) = y > 0 کردن پیدا هدف
(۴.٢) Y (T ) = F,

مͬ�دهیم قرار پس

(۵.٢) Z(t) = Y (t)π(t)σ(t).

(٣.٢) معادله� در (۵.٢) جایͽذاری با

(۶.٢) dY (t) =

{
r(t)Y (t) +

Z(t)

σ(t)
(µ(t)− r(t))

}
dt+ Z(t)dB(t); 0 ≤ t ≤ T

اگر است. ناشناس فرایندهای از (Y (t), Z(t)) جفت در BSDE از مثالͬ (۶.٢) و (۴.٢) معادله�ی جفت
بدست (۵.٢) معادله�ی با π(t) پرتفوی همسان�سازی آنگاه کنیم، حل Y (t), Z(t) برای را معادله این بتوانیم

مͬ�آید.
([٣ ،٢ بازگشتͬ)([١، (مطلوبیت .٣.٢ مثال

در بردار ͷی F و مقعر ها y و t همه�ی برای c→ g(t, y, c) سازگار، -Ft فرایند g(t, y, c) مͬ�کنیم فرض
Y (t) = Yg(t) از حلͬ به�صورت ،c(.) ≥ 0 مصرفͬ فرایند ͷی از بازگشتͬ مطلوبیت فرایند باشند. L2(Ft)

که مͬ�شود تعریف

(٧.٢) Y (t) = E

[∫ T

t

g(s, Y (s), c(s))ds | Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T .

Replecating portfolio
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است: (Yg, Zg) در زیر BSDE حل معادل (٧.٢) معادله�ی این که دید خواهیم بعد فصل در

(٨.٢)
{
dYg = −g(t, y(t), z(t), ω)dt+ Zg(t)dB(t); 0 ≤ t ≤ T
Yg(T ) = F ١ احتمال با .

است: شده تعریف زیر به�صورت c(.) مصرفͬ فرایند ͷی از U(c) بازگشتͬ مطلوبیت واقع، در

(٩.٢) U(c) = Yg(0).

جهش با پسرو تصادفͬ دیفرانسیلͬ معادلات .٣

مͬ�کنیم فرض
g(t, y, z, k, ω) : [0, T ]× R× R×R× Ω → R

باشد. پذیر پیش�بینͬ -Ft ،(y, z, k) همه برای (t, ω) → g(t, y, z, k, ω) �طوری�که به باشد تابع ͷی
تایی سه باشد. F ∈ L2(Ft) و R0 = R − {0} که ،K ∈ L2(R0, ν) توابع از مجموعه�ای R
سازگار، کدل فرایند Y که به�طوری و تصادفͬ فرایندها�ی از (y, z, k) = (Y

(F )
g (t), Z

(F )
g (t),K

(F )
g (t))

و پذیر پیش�بینͬ فرایندهای k و z

(١.٣)


dY (t) = −g(t, Y (t), Z(t),K(t, .), ω)dt

+Z(t)dB(t) +
∫
RK(t, ζ)Ñ(dt, dζ); 0 ≤ t ≤ T

Y (T ) = F ١ احتمال با .

.[۴ ،۵] مͬ�شود نامیده BSDE از محرکͬ g(t, y, z, k) = g(t, y, z, k, ω) فرایند

(BSDE برای جواب یͺتایی و (وجود .١.٣ قضیه
مͬ�باشند: برقرار زیر شرایط مͬ�کنیم فرض

الف)

E

[∫ T

0

g2(t, 0, 0, 0)dt

]
<∞

به�طوری�که باشد داشته وجود c > ثابت0 ͷی عبارتͬ به باشد، لیپ�شیتز y, z, kدر ͷی احتمال با g ب)
باشیم داشته yi, zi, kiهمه�ی برای

|g(t, y1, z1, k1)− g(t, y2, z2, k2)| ≤ C(|y1 − y2|+ |z1 − z2|+ ∥k1 − k2∥),
که

∥k∥2 =

∫
R
k2(ζ)ν(dζ).

کدل فرایند ͷی Y به�طوری�که دارد، وجود (١.٣) معادله�ی حل از (Y, Z,K) یͺتای تایی سه ͷی آنگاه
با پذیر پیش�بینͬ فرایندهای (Z,K) و E(sup0≤t≤T |Y (t)|2) <∞ با سازگار

(٢.٣) E

[∫ T

0

{
Z2(t) +

∫
R
K2(t, ζ)ν(dζ)

}
dt

]
<∞.

این�صورت در مͬ�کنند. (١.٣)صدق معادله�ی در (Y, Z,K) �کنید فرض الف) .٢.٣ لم

(٣.٣) Y (t) = E

[∫ T

0

(g(s, Y (s), Z(s),K(s, .))ds+ F ) | Ft

]
; 0 ≤ t ≤ T.

برقرار (١.٣) معادله�ی آنگاه باشد، برقرار (٣.٣) معادله�ی و k و z از مستقل gمحرک فرضمͬ�کنیم ب)
مͬ�باشد.
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مجاورت ماتریس از استفاده با مرکزی متقارن گراف رئوس گذاری برچسب

قربانپور مهدی و جویباری نوری مصطفͬ

گراف مرکزی متقارن های گراف باشد تبادل ماتریس J و باشد G گراف مجاورت ماتریس A اگر چͺیده.
گراف ͷرئوسی خواهیم مͬ مقاله این در کند. مͬ صدق J خاصیت در آنها مجاورت ماتریس که هستند هایی
همچنین باشد. مرکزی متقارن حاصل گراف مجاورت ماتریس که نماییم گذاری برچسب ای گونه به را خاص

است. نویسͬ برنامه مبنای بر شده ارائه روش نیست. مرکزی متقارن که دهیم مͬ ارئه گراف ͷی از مثالͬ

مرکزی متقارن مجاورت، ماتریس کلیدی: کلمات

مقدمه .١

یعنͬ است متقارن آن مرکز حول که است ماتریسͬ مرکزی متقارن ماتریس ها، ماتریس نظریه و خطͬ جبر در
[٢] مقاله در موییر ١٩۶٠ سال در را مفهوم این باشد متقارن فرعͬ قطر به نسبت هم و اصلͬ قطر به نسبت هم
ازای به هرگاه است مرکزی متقارن A باشد، n× n مربعͬ ماتریس ͷی A اگر که صورت این به کرد. معرفͬ
درایه که باشد ماتریسͬ J اگر دیͽر عبارت به .ai,j = an−i+1,n−j+1 باشیم: داشته 1 ≤ i, j ≤ n هر
ماتریسAمتقارن صورت این در گویند. تبادل ماتریس را J باشد، صفر ها درایه بقیه و ͷی آن فرعͬ قطر های

. AJ = JA باشیم: داشته J تبادل ماتریس ازای به هرگاه است مرکزی
متقارن c ∈ K هر برای cA و A + B آنگاه باشد، K میدان روی مرکزی متقارن ماتریس دو B و A اگر
متقارن ماتریسهای تمام مجموعه معناستکه مبدان این است. مرکزی متقارن ABنیز همچنین است. مرکزی
که ماتریسͬ است. K روی n × n های ماتریس تمام پذیر شرکت جبر از جبری زیر K روی n × n مرکزی
ویژه مقادیر که است شده داده نشان [۴] در گویند. دومتقارن ماتریس را باشد متقارن هم و مرکزی متقارن هم
این ضرب ویژه مقادیر مشابه علامت، از فارغ اند) مرکزی متقارن هم و متقارن هم (که دومتقارن های ماتریس

است. راست سمت از چه چپ سمت از چه تبادل ماتریس در ماتریس
نظریه ریاضیاتͬ تعریف به توجه با باشد. E های یال و G های راس با گرافͬ G = (V,E) مرتب زوج
یا و گراف راس�های به یا گراف، یال�های به برچسب�هایی دادن نسبت گراف ͷی گذاری برچسب گراف�ها،
بیشتر ریشه مͬ�دهند. نمایش صحیح اعداد با را برچسب�ها این معمول صورت به که است آن�ها دوی هر به
خود مقاله در ١٩۶٧ سال در رزا آلͺسا که مͬ�گردد باز برچسب�گذاریی روش�های به گراف برچسب�گذاری�های
گراف ͷی نامید. γ و β ،α رابرچسب�گذاری آنها و مشخصکرد را گذاری برچسب نوع سه رزا .[٣] کرد ارائه
همچنین و شده گذاری برچسب ∥ V ∥ تا ١ بین اعداد با آن رئوس که مͬ�نامیم دلپذیر» «گراف صورتͬ در را
قدر برابر درست یال هر برچسب که باشند شده گذاری برچسب ∥ E ∥ تا ١ بین اعداد با صورتͬ به یال�هایش
درخت�ها تمام که زده�است حدس اینگونه کاتزی باشد. یال آن اطراف راس دو برچسب�های تفاوت مطلق
درخت�ها نامتناهͬ خانواده�های از بسیاری و پروانه�ای، درخت�های و مسیرها تمام برای حدس این هستند. دلپذیر
مجاورت ماتریس را آن که است متناظر | V | × | V | ماتریسͬ G = (V,E)گراف هر به شده�است. ثابت

.15B99,05C50 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
جویباری. نوری مصطفͬ سخنران:

٣٠



٣١ مجاورت ماتریس از استفاده با مرکزی متقارن گراف رئوس گذاری برچسب

که را A = [aij ] ماتریس باشد، مدنظر گذاری برچسب Gدر ام j راس Vj Gو ام iراس Vi اگر گویند. G
aii قطری گویند.(درایه Gگراف مجاورت ماتریس است، Vj و Vi کننده متصل های یال تعداد آن های درایه
وجود (یͺتا) فرد به منحصر مجاورت ماتریس ͷی گراف هر برای مͬ�دهد). نشان را Vi رأس طوقه�های تعداد
ماتریس باشد، متناهͬ و ساده گرافͬ نظر، مورد گراف اگر ندارند. مجاورت ماتریس ͷی گرافͬ ٢ هیچ و دارد
خواهد متقارن آن مجاورت ماتریس باشد، هم دار غیرجهت گراف اگر و است (٠و١) ماتریس ͷی آن مجاورت

است. صفر الزاماً آن اصلͬ قطر درایه�های تمام و بود
با سپس یابیم. مͬ را آن مجاورت ماتریس گراف رسم های افزار نرم با نظر مورد گراف رسم با مقاله این در
ماتریسͬ حاصل مجاورت ماتریس آن در که یابیم مͬ را مناسبی گذاری برچسب متلب افزار نرم با شده ارائه کد
مجاورت ماتریس با گذاری برچسب هیچ که کنیم مͬ معرفͬ را گرافͬ همچنین بود. خواهد مرکزی متقارن

باشد. نداشته مرکزی متقارن

اصلͬ نتایج .٢

ماتریس را کند مͬ صدق Km = I شرط در که را K mماتریس > 1 صحیح عدد هر برای .١.٢ تعربف
ماتریسͬ A یافته تعمیم مرکزی متقارن ماتریس است. گسترده ماتریس نوع ͷی تبادل ماتریس گویند. گسترده

کند. مͬ صدق AK = KA شرط در که است
را Aماتریس آنگاه کند، صدق AJ = −JA شرط در Aماتریس و یاشد تبادل ماتریس J اگر .٢.٢ تعربف

گویند. مͬ کج - مرکزی متقارن

داریم: را زیر حالات باشد n× n مرکزی متقارن ماتریسͬ A اگر [١] .٣.٢ لم

های ماتریس C و B آن در که A =

[
B JmCJm
C JmBJm

]
داریم: آنگاه باشد، n = 2m اگر •

m×mهستند.

C و B آن در که A =

 B Jmb JmCJm
aT α aTJm
C b JmBJm

 داریم: آنگاه باشد، n = 2m + 1 اگر •

است. حقیقͬ عددی α ×mو 1 های ماتریس b و a ،m×m های ماتریس
نامیم. مͬ مرکزی متقارن گراف را باشد مرکزی متقارن آن مجاورت ماتریس که گرافͬ بخش این در .۴.٢ تذکر
مرکزی متقارن آن مجاورت ماتریس که باشد داشته وجود نظر مد گراف از ای گذاری برچسب که است لازم
ای برنامه به را ان سپس و یابیم مͬ را آن مجاورت ماتریس کنیم. مͬ رسم را گراف ابتدا کار این برای باشد.
که است مناسب» گذاری برچسب » برنامه این خروجͬ و دهیم مͬ ایم نوشته متلب نویسͬ برنامه زبان با که

است. مرکزی متقارن گراف این نتیجه در و است مرکزی متقارن آن مجاورت ماتریس
اگر است AK = KA آنگاه K2باشد. = I و یاشند متقارن های Kماتریس و A کنید فرض .۵.٢ قضیه

باشند. برابر علامت از KAفارغ و Aماتریس ویژه مقادیر مجموعه اگر تنها و

مجموعه اگر تنها و اگر است مرکزی Aمتقارن متقارن ماتریس باشد. تبادل ماتریس J فرضکنید .۶.٢ نتیجه
باشند. برابر علامت از فارغ JA و Aماتریس ویژه مقادیر

است ٣-منتظم وود هͬ گراف است. یال ٢١ و رأس ١۴ با جهت بدون گراف ͷی وود، هͬ گراف .٧.٢ مثال
تقاطع عدد این با منتظم گراف کوچͺترین و است ٣ گراف تقاطع عدد دارند. یال بیشتر یا ۶ آن در دورها همه و
مͬ کنید. مͬ ملاحظه شͺل١ در را گراف این شده�است. نامͽذاری وود هͬ جان پرسͬ نام به گراف این است.
باشد. مرکزی متقارن گراف مجاورت ماتریس که دهیم ارائه گراف این از مناسب گذاری برچسب ͷی خواهیم
که دهیم مͬ نشان متلب کد ͷی از استفاده با است شده داده نشان ٢ شͺل در که پترسن گراف برای همچنین

باشد. مرکزی متقارن حاصل گراف مجاورت ماتریس که ندارد وجود مناسب گذاری برچسب هیچ



٣٢

وود هͬ گراف :١ شͺل

پترسن گراف :٢ شͺل
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فازی معادلات دستگاه حل برای بازگشتͬ نوع از عصبی شبͺه جدید ساختار ͷی سازی پیاده

جعفریان احمد و لو رحیم پرستو

واقعͬ حل راه ͷی کردن پیدا برای فازی عصبی های شبͺه اساس بر جدید روش ͷی مقاله، این در چͺیده.
است لایه ۵ بازگشتͬ عصبی شبͺه ͷی پیشنهادی، فازی عصبی ی شبͺه گردد. مͬ ارائه فازی معادلات دستگاه
عصبی شبͺه مدل از پیشنهادی معماری باشند. مͬ فازی اعداد خروجͬ، لایه به مربوط اتصال های وزن که
منظور به کند. محاسبه را آن به مربوط فازی خروجͬ و یابد دست واقعͬ ورودی بردار ͷی به تواند مͬ مصنوعͬ،
برای هزینه تابع ͷی ابتدا است، واقعͬ حل راه ͷی دارای ظاهرا که فازی سیستم این تقریبی حل راه کردن پیدا
اساس بر یادگیری الͽوریتم ͷی سپس شود. مͬ تعریف هدف خروجͬ و فازی خروجͬ سطح های مجموعه
شده ارائه روش کند. تنظیم را قطعͬ ورودی های سیͽنال تواند مͬ که شد خواهد معرفͬ نزولͬ گرادیان روش

است. شده داده نشان کامپیوتری های سازی شبیه با مثالͬ توسط

هزینه. تابع ، (FFNN)ͬبازگشت فازی عصبی شبͺه فازی، معادلات دستگاه کلیدی: کلمات

مقدمه .١

و مهندسͬ مالͬ، امور اقتصاد، مانند مختلف های زمینه در مشͺلات از بسیاری حل برای فازی سیستم
های سال در دارند. فازی سیستم های حل راه به نیاز اغلب مشͺلات این که چرا است، مفید بسیار ͷفیزی
تعبیه روش از همͺارانش و فریدمن است. گزارششده فازی های سیستم حل برای مختلفͬ روشهای گذشته،
همͺارانشروش و دهقان .[۶] کردند پیشنهاد فازی خطͬ یͷسیستم حل برای کلͬ مدل ͷی و کردند استفاده
غیر و خطͬ فازی های سیستم .[۵] گرفتند بͺار فازی کاملا خطͬ های سیستم حل برای را شونده تکرار های
های سیستم حل برای معتبر مختلف های روش از برخͬ این، بر علاوه اند. شده حل [۴ ،١ ،٢] توسط خطͬ
کردن پیدا برای مصنوعͬ عصبی های شبͺه روش مثال، عنوان به اند. یافته توسعه گذشته های سال در فازی
شبͺه از استفاده با جدید الͽوریتم ͷی ساخت مقاله این اصلͬ هدف شود. مͬ اعمال مشͺلات نوع این حل راه
لازم است. فازی معادلات دستگاه برای تقریبی واقعͬ حل راه ͷی آوردن دست به برای بازگشتͬ عصبی های
همچنین و فازی اعداد فازی، خروجͬ و اتصال های وزن فازی، بازگشتͬ عصبی ی شبͺه این در که است بذکر
الͽوریتم گوییم. مͬ FFNN4 عصبی شبͺه این به بنابراین، باشند. مͬ قطعͬ اعداد ورودی های سیͽنال

کند. مͬ ͷکم فازی سیستم از قطعͬ حل راه ͷی تقریب در FFNN4 به مذکور

مقدمات .٢

پردازد. مͬ فازی اعداد اساس و پایه به خلاصه صورت به بخش این

که است u : R1 → I = [0, 1] فازی مجموعه ͷی فازی عدد ͷی .١.٢ تعربف
است. بالایی پیوسته نیمه u الف:

. [a, b] بازه از خارج u(x) = 0 ب:
که: دارند وجود b, c : a ≤ b ≤ c ≤ d حقیقͬ اعدد ج:

لو. رحیم پرستو سخنران:
٣٣



٣۴

است. یͺنواخت صعودی [a, b] در u(x) .١
است. یͺنواخت نزولͬ [c, d] در u(x) .٢

u(x) = 1, b ≤ x ≤ c .٣
.[٣] شود مͬ داده نشان E1 بوسیله (١ تعریف (مشابه فازی اعداد تمام مجموعه

زیر الزامات که است 0 ≤ r ≤ 1 و ū(r) و u(r) تابع از (u, u) جفت ͷی u فازی عدد ͷی .٢.٢ تعربف
کند: مͬ برآورده را

است. محدود یͺنواخت صعودی پیوسته تابع ͷی u(r) .١
. است محدود یͺنواخت نزولͬ پیوسته تابع ͷی u(r) .٢

u(r) ≤ u(r) : 0 ≤ r ≤ 1 .٣
عضویت تابع با u = (a, b, c) مثلثͬ فازی عدد ͷی

µu(x) =


x−a
b−a , a ≤ x ≤ b
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c

0 , otherwise

از: است عبارت آن پارامتری شͺل باشد. مͬ a ≤ b ≤ c که

u(α) = a+ (b− a)α and ū(α) = c− (c− b)α, 0 ≤ α ≤ 1

.

فازی معادلات دستگاه .٣

کنیم. مͬ تمرکز سیستم این حل روی سپس کرده تعریف فازی معادلات سیستم ͷی ابتدا بخش، این در
باشد: مͬ زیر صورت به فازی معادله سیستم

(١.٣)

 A11f11(x)g11(y) + ...+A1nf1n(x)g1n(y) = A10

A21f21(x)g21(y) + ...+A2nf2n(x)g2n(y) = A20,

fpj(x) که کنیم فرضمͬ این، بر علاوه هستند. فازی ,A20اعداد . . . , A2n ،A10, . . . , A1n آن در که
مͬ وجود) صورت در x , y قطعͬ متغیرهای از حقیقͬ توابع p = 1, 2 , j = 1, . . . , n (برای gpj(y) و

شود. مͬ گرفته نظر در واقعͬ مثلثͬ فازی عدد همیشه Apj فازی ضریب سازی ساده برای باشند.

ناشناخته متغیرهای برای تصادفͬ مقادیر با x0 , y0 واقعͬ مقادیر که کنیم فرضمͬ ابتدا در هزینه. تابع .١.٣
به برای یادگیری الͽوریتم ͷی استنتاج نحوه معرفͬ به داریم قصد بخش این در شدند. اولیه مقداردهͬ x , y
فازی ضریب بردار به مربوط فازی هدف خروجͬ Ap0 اگر بپردازیم. x0 , y0 قطعͬ پارامترهای رسانͬ روز
از استفاده با را فازی خروجͬ شده، ارائه شبͺه به پارامترها این ارائه از پس باشد. Ap = (Ap1, . . . , Apn)
از α سطح های مجموعه برای هزینه تابع ͷی بعد کنیم. مͬ محاسبه شدند معرفͬ قبل بخش در که روابطͬ

کنیم: مͬ تعریف زیر بشرح را Ap0 آن به مربوط هدف خروجͬ و Yp فازی خروجͬ

(٢.٣) eαp = eαpl + eαpu,

آن در که

(٣.٣) eαpl = α.
([Ap0]

α
l − [Yp]

α
l )

2

2
,

(۴.٣) eαpu = α.
([Ap0]

α
u − [Yp]

α
u)

2

2
,



٣۵ فازی معادلات دستگاه حل برای بازگشتͬ نوع از عصبی شبͺه جدید ساختار ͷی سازی پیاده

های مجموعه از بالا و پایین های کران برای مربع خطاهای عنوان به توانند eαpuمͬ و eαpl هزینه تابع در
به عصبی شبͺه مطلق خطای سپس شوند. گرفته نظر در Ap0 خروجͬ هدف و Yp فازی خروجͬ از α سطح

. [٧] آید مͬ دست به زیر صورت

(۵.٣) e =
2∑

p=1

∑
α

eαp .

کرد: خلاصه زیر شرح به توان مͬ را یادگیری الͽوریتم .FFNN4 یادگیری الͽوریتم .٢.٣
دهͬ مقدار تصادفͬ مقادیر در x0 , y0 کریسپ مقدار سپس شوند. مͬ انتخاب η > 0, γ > 0 :١ مرحله

شوند. مͬ اولیه
0 با برابر E اجرا خطای سپس است. یادگیری الͽوریتم تکرارهای تعداد t آن در که t = 0 اگر : ٢ مرحله

شود. مͬ تنظیم
. α = α1, . . . , αm برای ۵ مرحله تکرار t = t+ 1 اگر : ٣ مرحله

. کنید تکرار p = 1, 2 برای را زیر های رویه : ۴ مرحله

α سطح ی مجموعه اعمال با را Yp فازی خروجͬ از α : سطح مجموعه جلو: به رو انتشار محاسبه الف.
کنید محاسبه A فازی ورودی بردار

برای (٢.٣) هزینه تابع از استفاده با x0 , y0 کریسپ پارامتر : انتشار) (پس عقب به رو انتشار ب.
های وزن رسانͬ روز به سپس Ap0. هدف خروجͬ و yp فازی خروجͬ از α سطح های مجموعه

شد. داده توضیح بالا در که بصورتͬ قطعͬ اتصال

. شود مͬ محاسبه ۵ مرحله تکرار E به فعلͬ خطای کردن اضافه با تجمعͬ چرخه خطا : ۵ مرحله
اگر دهید. خاتمه را آموزشͬ جلسه E < Emax برای است. شده کامل آموزش چرخه : ۶ مرحله
شروع ٣ مرحله به رفتن با را جدید آموزشͬ چرخه ͷی و شود مͬ تنظیم 0 برابربا E سپس E > Emax

مͬ�کنیم.

اصلͬ نتایج .۴

مͬ رسم هزینه تابع سپس و شده محاسبه تکرار چند در تقریبی حل راه محاسبه مقادیر مثال، این در .١.۴ مثال
شود: مͬ استفاده زیر بصورت مشخصات از زیر، های سازی شبیه در شود.

α = 0.01, . . . , 1 مقادیر: .١
η = 0.001 آموزش: ثابت .٢
γ = 0.001 تکانه: ثابت .٣

Emax < 0.001 توقف: شرایط .۴

بͽیرید: نظر در را زیر فازی معادلات سیستم

{
(−1, 0, 1)ex−1(y + 1)2 + (−3, 0, 3) sin(x− 1) cos(y) = (−1, 0, 1)

(1, 2, 4)ex−1(y + 1)2 + (2, 5, 6) sin(x− 1) cos(y) = (1, 2, 4)

برای را پیشنهادی روش مثال، این در هستند. y = 0 و x = 1 دقیق های حل راه و x, y ∈ R آن در که
١ جدول شود. مͬ شروع x0 = 0.5, y0 = 0.5 با آموزش کنیم. مͬ اعمال فازی سیستم این حل راه تقریب
مͬ نشان را y0(t) و x0(t)صحت و دقت ١و٢ های شͺل و دهد مͬ نشان تکرار تعدادی در را تقریبی حل راه

باشد. مͬ تکرارها تعداد t آن در که دهند
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تقریبی حل راه همͽرایی :٢ شͺل

t x0(t) x0(t) e t y0(t) x0(t) e
1 0.60601 0.48232 22.4739 42 0.99626 0.0057441 0.0032690
2 0.64331 0.44822 18.6951 43 0.99669 0.0050850 0.0025620
3 0.67040 0.41402 17.1529 44 0.99707 0.0045014 0.0020079
4 0.69603 0.38032 15.3804 45 0.99740 0.0039848 0.0015735
5 0.72100 0.34757 13.5776 46 0.99770 0.0035274 0.0012331
6 0.74515 0.31616 11.8196 47 0.99797 0.0031226 0.0009663

. مثال برای خطا تحلیل و تجزیه با تقریبی های حل راه .١ جدول

معادلات دستگاه ͷی حل راه تخمین برای بازگشتͬ عصبی های شبͺه معماری ͷی مقاله، این در .٢.۴ نتیجه
شده تحلیل و تجزیه نمونه کردیم. پیشنهاد فازی معادلات دستگاه برای FFNNرا مدل است. شده ارائه فازی
دقیق های حل راه با مقایسه در آمده، دست به حل راه دهد. مͬ نشان را فعلͬ روش اطمینان قابلیت و توانایی
معرفͬ مدل مشͺلات، از نوع این برای که گرفت نتیجه توان مͬ نهایت در بود. برخوردار توجهͬ قابل دقت از
به بستگͬ که است یافته افزایش همͽرایی سرعت چون دارد. پیشرو های نمونه به نسبت خوبی عملͺرد شده
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�یافته تعمیم کمینه باقیمانده روش در توپلیتز قطری سه ماتریس�های همͽرایی سرعت بررسͬ
(GMRES)

رضاییان فاطمه

خاصیت با تکراری روش�های توپلیتز ماتریس�های خطͬ معادلات دستگاه حل برای انتخاب بهترین چͺیده.
مͬ بررسͬ قضایا از استفاده GMRESبا روش همͽرایی پژوهش این در است. باقیمانده بردار نمودن کمینه

مͬ�شوند. Matlabبیان نویسͬ برنامه با نتایج و شود

.GMRES روش همͽرایی، توپلیتز، ماتریس�های کلیدی: کلمات

مقدمه .١

هزینه�های است بوده مستقیم روش�های روی بر توپلیتز دستگاههای حل برای تحقیقات بیشتر که آنجایی از
است. تکراری روش با توپلتیز دستگاه�های حل پژوهش این در که دارد زیادی

توپلتیز ماتریس معادلات دستگاه حل روش�های .٢

روش�های دارند. وجود دستگاه�ها حل GMRESبرای ،GCR ،CG الͽورتیم جمله از زیادی روش�های
دارند که زیرفضایی روی بر روش تکرارهای از مرحله هر در باقیمانده بردار نمودن کمینه خاصیت با تکراری

مͬ�باشند. توپلیتز ماتریس�های خطͬ معادلات دستگاه حل برای انتخاب بهترین
مͬ�کند. استفاده کرایلف زیرفضای از متعامد پایه ͷی ساختن برای آرنولدی روند از روش این

روش با معادل تئوری نظر از و MinRes روش الͽوریتم با معادل الͽوریتم نظر از GMRES روش
مͬ�باشد. ORTHODIR

تعمیم�یافته کمینه باقیمانده روش .٣

دارد. خطͬ سیستم حل برای خوبی تقریب کم تکرار با که است روش�هایی از یافته تعمیم باقیمانده روش
تقریب mامین بنابراین مͬ�کند AXمحاسبه = bبرای تقریبی جواب�های از GMRERدنباله�ای الͽوریتم

مͬ�گردد. کمینه باقیمانده نرم و است کرایلف زیرفضای از عضوی

∥rm∥ = min
x∈Km(A,b)

∥b−AX∥, Km(A, b) = span{b, Ab,A2b, ..., An−1b}

Zm+1 که Km+1 = VyZm+1 داشت خواهیم آن�گاه Y = diag(y), y = V −1b کنید فرض .١.٣ لم
مͬ�باشد. زیر شͺل به و گردیده محاسبه Aماتریس ویژه مقادیر از که است واندرموند ماتریس

Zm+1

 1 λ1...........λ
m
1

...
. . .

1 λn...........λ
m
n

 = (e....Λe...Λme)

رضائیان. فاطمه سخنران:
٣٨



٣٩ (GMRES) �یافته تعمیم کمینه باقیمانده روش در توپلیتز قطری سه ماتریس�های همͽرایی سرعت بررسͬ

مͬ�باشد. ͷی درایه�های شامل برداری e جایی�که در

Y = کنید فرض و باشد متمایز ویژه مقدار m + 1 حداقل با و نامنفرد Aماتریس کنید فرض .٢.٣ قضیه
صدق ذیل توقف سیستم در y اگر فقط و اگر مͬ�کند mتوقف مرحله�ی در GMRES(A, b) آن�گاه V −1b

کند.

ZH
m+1Ȳ Wy = e1

است. همانͬ ماتریس اول ستون ترانهاده e1 = [1, 0, ..., 0]T ∈ Rm+1 که

آن�گاه ،Y = V −1b اگر باشد متمایز ویژه مقادیر دارای و نامنفرد A ماتریس کنید فرض .٣.٣ نتیجه
کند. صدق زیر رابطه�ی در Y اگر فقط و اگر مͬ�شود متوقف کامل طور به GMRES(A, b)

YWy = Z−H
n e1 = u

مزدوج conj عبارت و مͬ�باشند uj = (−1)n+1Conj

[∏
α=1
α ̸=j

dα
λj − λk

]
صورت به u عناصر که

است. مختلط

روش y = V −1b مجزا ویژه مقدار m + 1 حداکثر با است نامنفرد A ماتریس کنید فرض .۴.٣ نتیجه
اگر فقط و اگر مͬ�شود متوقف mام مرحله�ی در GMRES(A, b)

Ȳ Wy = (ZH
m+1)

†ei + t

مͬ�باشد. ماتریس معکوس شبه (ZH
m+1)

† و مͬ�شود نامیده ZH
m+1 پوچ فضای t ∈ ℵ(ZH

m+1) که

برای آن�گاه باشد ویژه +mمقدار 1 حداقل با نامنفرد ماتریس AX = b کنید فرض .۵.٣ قضیه
GMRES(AHبرای , b) اگر فقط و اگر گردد مͬ متوقف mام ی مرحله در b ∈ Cn ،GMRES(A, b)

شود. mمتوقف در b همان

GMRES همͽرایی سرعت .۴

قطری سه ماتریس خطͬ دستگاه روی بر (GMRES) تعمیم�یافته کمینه باقیمانده روش همͽرایی سرعت
بالا کران ͷی خلاصه طور به مقاله است نظر مورد موضوع روی بر گذشته تحقیقات دستاورد حاصل توپلیتز
زیر شͺل به است بوده توپلیتز قطری سه ماتریس با خطͬ سیستم روی بر GMRES روش همͽرایی برای

مͬ�باشد.

∥rα∥2
∥r0∥2

≤
√
k + 1

 k∑
j=0

ζ2j |Tj(T )|2
−

1

2

آن مجانبی سرعت و

lim inf
k−→∞N>α

[
sup
r0

∥rα∥2
∥r0∥2

]1
k
= lim sup

k−→∞N>α

[
sup

∥rα∥2
∥r0∥2

]1
k
= min{(ζp)−1, 1}

دهد: مͬ نتیجه را زیر کران و است اول نوع از چپیشف چندجمله�ای jامین ،Tj(t) آن در که باشد مͬ

lim inf
k−→∞N>k

∥rk∥
1

k
2 = lim sup

k−→∞N>k
∥rk∥

1

k
2 = min{(|ζ|p)−1, 1}



۴٠

:|ζ| ≥ حالت1 در b = eN برای و

lim inf
k−→∞N>k

∥rk∥
1

k
2 = lim sup

k−→∞N>k
∥2α∥

1

k
r = min{(|ζ|−1p)−1, 1}

سرعت با کران این مͬ�شود برطرف کاستͬ این مقاله این در ندارند بستگͬ |ζ| مقدار بالا کران دو که دید مͬ�توان
است. صادق 1 6 k 6 N/2 − 1 برای پیشنهادی کران این که است این مشͺل ولͬ مͬ�رسد همͽرایی به
ماتریس روی بر GMRESروش اجرای برای چپیشف چندجمله�های از استفاده جای به کاستͬ این رفع برای

مͬ�شود. استفاده دوم نوع چپیشف متعامد چندجمله�ای�های از خطͬ دستگاه در توپلیتز قطری سه

Km+1,NT که km+1 = XYKm+1,NT گاه آن Y = diag(y) و y = X−1 کنید فرض .١.۴ لم
هستند. Aماتریس ویژه مقادیر آن های درایه که است واندرموندی ماتریس

Km+1,NT =

 1 λ1...........λ
m
1

...
. . .

1 λn...........λ
m
n

 = (e....Λe...Λme)

است. ١ های درایه با eبرداری

گاه آن باشد نامنفرد دیͽر عبارت به باشد ستونͬ کامل درجه دارای z کنید فرض .٢.۴ لم

min∥zu∥2 = ∥z∗e1∥−1
2 = [e21(z

∗z)−1e1]
−
1

2

آنگاه باشد λوµ،v موهومͬ) یا (حقیقͬ پارامترهای با توپلیتز قطری ماتریسسه ͷیA فرضکنید .٣.۴ قضیه
صدق 1 ≤ k ≤ N ازای به زیر روابط در rkͬیعنAX = b دستگاه روشGMRESبرای باقیمانده امین k

کند. مͬ

∥rk∥2 = [ψk+1(T + ζ)]
−
1

2 b = e1

∥rk∥2 =
[
ψk+1(T + ζ−1)

]−1

2 b = en

است. sماتریس زیر ، ψk+1(t, s)
def
=

k∑
j=0

|s|2j |Uj(t)|2 که

شود: مͬ ثابت ٣.۴ قضیه شرایط و ها حالت تمام فرض با .۴.۴ قضیه

lim inf
k−→∞n>k

∥rk∥
1

k
2 = lim sup

k−→∞N>k
∥rk∥

1

k
2 = min{(|ζ|p)−1, 1} b = e1

:|ζ| ≥ حالت1 در b = eN برای و

lim inf
k−→∞n>k

∥rk∥
1

k
2 = lim sup

k−→∞N>k
∥rk∥

1

k
2 = min{(|ζ|−1p)−1, 1} b = eN

مͬ ν, h, µ صفر غیر های درایه با توپلیتز قطری سه ماتریس ͷی A که AX = b کنید فرض .۵.۴ قضیه
برای rk یعنͬ GEMRES روش باقیمانده امین k ،b = b(1)e1 + b(N)e(N) بͽیرید نظر در و باشد



۴١ (GMRES) �یافته تعمیم کمینه باقیمانده روش در توپلیتز قطری سه ماتریس�های همͽرایی سرعت بررسͬ

کند: مͬ صدق زیر رابطه در 1 ≤ k < N

1 ≤ k < N
−
1

2 برای

∥rk∥2
∥r0∥2

≤
√
2 [ζk+1(i, j)]

−
1

2

∥rk∥2
∥r0∥2

≥
[
|b(1)|2(ψk+1(τ, ζ))

−1 + |b(N)|2(ψk+1(τ, ζ
−1))−1

]−1

2

∥r0∥2

داریم: |ζ| ≤ 1 که حالتͬ در N
−
1

2 < k < N برای

∥rk∥2
∥r0∥2

≥
(|b(1)| − |b(N)|ζ|−2[N−(k+1)])

∥r0∥2
[
ψk+1(τ, ζ

−1
]−1

2

داریم: |ζ| ≥ حالت1 در و

∥rk∥2
∥r0∥2

≥
(|b(N)| − |b(1)|ζ|−2[N−(k+1)])

∥r0∥2
[
ψk+1(τ, ζ

−1
]−1

2

MATLAB برنامه با تحلیل و نمودار رسم .۵

محاسبه MATLABبرای برنامه روشGEMRESاز همͽرایی سرعت تر دقیق بررسͬ و تحلیل برای
خطا های کران محاسبه از حاصل نمودارهای و شود مͬ استفاده ماتریس خطͬ غیر معادلات دستگاه جواب
و |τ | و گیریم مͬ نظر در b برای را [−1, 1] ی بازه در تصادفͬ مقادیر شوند. مͬ رسم مختلف مقادیر برای

صورت این در λ = 1 همواره و ثابتند |ξ|

|µ| = |ζ|
2|J |

, µ = t|µ| v = |v| = 1

2|τJ |
µ < حالت0 در τ = −1

2
√
µν و ξ =

√
µ
ν < 0 آنگاه µ > 0 که زمانͬ ν > 0 همواره و µ, ν ∈ R بنابراین

هستند. موهومͬ τ =
−L
2
µ

ν

و ξ = −L
√
|µ
ν
| مقدار دو هر

b (ب) a (آ)

روشGEMRESبرای که رسیم مͬ نتیجه این به بالا های حالت در نمودار و نتایج بررسͬ با کلͬ طور به
با آن مقایسه و نمودار رسم و A ماتریس ویژه مقادیر محاسبه با . رسد مͬ جواب به سریعتر µ < 0 مقادیر
دور مبدا از Aماتریس ویژه مقادیر اندازه هر که دهد مͬ را نتیجه این GEMRES روش همͽرایی سرعت

بود. خواهد سریعتر همͽرایی سرعت باشد



۴٢
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ماتریس معکوس آوردن دست به جهت جردن گاوس شده اصلاح الͽوریتم بررسͬ

نباتͬ پریسا و تیزنا امین محمد

بررسͬ ماتریسمورد معکوس آوردن دست به جهت گاوسجردن شده�ی اصلاح الͽوریتم مقاله این در چͺیده.
بزرگ فضای به نیاز ماتریس معکوس محاسبه برای جردن گاوس ͷکلاسی روش عمده ضعف مͬ�گیرد. قرار
اصلاح نسخه اینرو از مͬ�باشد. واحد ماتریس و اصلͬ ماتریس دو هر روی محاسباتͬ عملیات انجام و عملیاتͬ
محاسبه به اصلͬ، ماتریس به واحد ماتریس افزودن بدون ماتریس، وارون محاسبه برای گاوسجردن روش شده
دارای مذکور روش که است ذکر به لازم شود. مͬ نامیده محل در معکوس الͽوریتم و پردازد مͬ ماتریس وارون

باشد. مͬ محاسباتͬ منابع از کارامدتر استفاده و محاسباتͬ فضای کاهش های قابلیت

نرمالیزه. محوری، سطر محوری، عنصر جردن، گاوس روش کلیدی: کلمات

مقدمه .١

.[١] یافت توسعه ١٨٨٧ سال در جردن و گاوس توسط ماتریس معکوس محاسبه برای جردن گاوس روش
ماتریس مقدماتͬ، سطری عملیات انجام با و شده اضافه اصلͬ ماتریس به واحد ماتریس ͷی روش این در
روش اصلͬ ایرادات جمله از شود. مͬ تبدیل اصلͬ ماتریس معکوس به واحد ماتریس و واحد ماتریس به اصلͬ
بزرگ و خطا انتشار محوری، عنصر شدن صفر زیاد، محاسباتͬ فضای به عمده نیاز توان مͬ را جردن گاوس
اشͺالات حدودی تا جردن ��گاوس شده�ی� اصلاح الͽوریتم .[٢] نمود مطرح میانͬ ماتریس درایه�های شدن
میلادی ١٩۶٠ سال در محاسباتͬ افزار نرم توسعه و طراحͬ به مذکور روش اصلͬ ایده مͬ�کند. تعدیل را فوق
لذا بود، محدود شدت به افزارها سخت قدرت و سرعت مذکور زمانͬ بازه در که آنجایی از .[٣] برمͬ�گردد
روش اصلͬ ایده اینرو از بود. برخوردار سزایی به اهمیت از محاسباتͬ فضای کردن کم راستای در تلاش�ها
گیرد مͬ انجام ماتریس داخل فضای در وارونگͬ آن در که گرفت شͺل فوق هدف با جردن گاوس شده اصلاح
گاوس روش که مواردی تمام در مذکور الͽوریتم شود. مͬ نامیده محل در معکوس روش خلاصه طور به و
در شود. مͬ خلاصه زیر صورت به مقاله این ادامه در شود. گرفته کار به مͬ�تواند دارد اجرایی قابلیت جردن
روش مقایسه جهت عددی مثالهای بررسͬ به سوم بخش شود. مͬ ارایه محل در معکوس الͽوریتم دوم بخش
ارایه چهارم بخش در مقاله خلاصه و گیری نتیجه نهایت در پردازد. مͬ آن شده اصلاح روش با جردن گاوس

شود. مͬ

ریاضͬ الͽوریتم .٢

بͽیرید. نظر در را زیر اولیه تعاریف ابتدا

محوری عنصر مرحله، هر در مطلق قدر لحاظ از اصلͬ قطر روی عنصر بزرگترین محوری: عنصر تعریف١.٢.
مͬ�شود. نامیده

مͬ�شود. نامیده محوری سطر دارد قرار آن در محوری عنصر که سطری محوری: سطر .٢.٢ تعریف

.15A09 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
تیزنا. امین محمد سخنران:
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۴۴

مͬ�شود. نامیده محوری ستون دارد قرار آن در محوری عنصر که ستونͬ محوری: ستون .٣.٢ تعریف

صفر عدد محوری ستون عناصر دیͽر جای به ͷی عدد محوری عنصر جای به کردن: نرمالیزه .۴.٢ تعریف
مͬ�شود. نامیده کردن نرمالیزه شده ذکر عملیات مͬ�شود. تقسیم محوری عنصر به محوری سطر و گرفته قرار

نامیده سازی مجازی محوری غیر سطرهای از محوری سطر از مضربی تفاضل سازی: مجازی .۵.٢ تعریف
مͬ�افتد. اتفاق محوری ستون و محوری سطر عناصر کاهش عمل این نتیجه در که مͬ�شود

زیر گام�های جردن گاوس روش همانند محل، در معکوس روش در محل. در معکوس روش الͽوریتم .١.٢
مͬ�شود. اعمال سطرها همه روی

را محوری سطر اعضای و pp با را محوری عنصر باشد. ماتریس ام p سطر محوری سطر کنید فرض اول: گام
صفر عدد محوری ستون اعضای بقیه جای به ͷی عدد محوری عنصر جای به ابتدا مͬ�کنیم. مشخص Ap,p با

مͬ�گیرد: قرار و شده نرمالیزه محوری عنصر بر آن اعضای تقسیم با محوری سطر سپس مͬ�شود. جایͽزین

Ap,j =
Ap,j

pp

مͬ�شوند. محاسبه زیر صورت به محوری غیر سطرهای اعضای دوم: گام
Ai,j = Ai,j −Ap,j ∗ pi

مͬ�باشند. محوری ستون عناصر pi آن در که
مͬ�شود. تشریح فوق گام�های مبسوط صورت به زیر مثال در

آورید. به�دست محل در معکوس روش به را زیر ماتریس معکوس .۶.٢ مثال

(١.٢) A =

2 −2 3
1 1 1
1 3 −1


ستون عنوان به اول ستون و محوری سطر عنوان به اول سطر پس باشد. مͬ a11 = 2 محوری عنصر
مͬ�گیرد. انجام محوری ستون و سطر روی سازی مجازی و کردن نرمالیزه عملیات شود. مͬ انتخاب 1محوری −2 3

0 1 1
0 3 −1

 →

 1
2 −1 3

2
0 1 1
0 3 −1

 →

 1
2 −1 3

2
0− (1)( 12 ) 1− (1)(−1) 1− (1)( 32 )
0− (1)( 12 ) 3− (1)(−1) −1− (1)( 32 )


جدید ماتریس حال 1

2 −1 3
2−1

2 2 −1
2−1

2 4 −5
2


و a33 = 5

2 با است برابر محوری عنصر مͬ�کنیم. اعمال جدید ماتریس روی را فوق عملیات مجدداً مͬ�باشد.
مͬ�کنیم، اعمال سوم سطر روی را سازی مجازی و کردن نرمالیزه عملیات باشد. مͬ سوم سطر محوری سطر

داریم: 1
2 −1 0
−1
2 2 0
−1
2 4 1

 →

 1
2 −1 0
−1
2 2 0
2
10

−8
5

−2
5

 →

 1
2 − ( 32 )(

2
10 ) −1− ( 32 )(

−8
5 ) 0− ( 32 )(

−2
5 )

−1
2 − (−1

2 )( 2
10 ) 2− (−1

2 )(−8
5 ) 0− (−1

2 )(−2
5 )

2
10

−8
5

−2
5


جدید ماتریس حال 1

5
7
5

3
5−2

5
6
5

−1
5−1

5
−8
5

−5
2





۴۵ ماتریس معکوس آوردن دست به جهت جردن گاوس شده اصلاح الͽوریتم بررسͬ

a22 = 6
5 با است برابر محوری عنصر مͬ�کنیم. اعمال جدید ماتریس روی را فوق عملیات مجدداً مͬ�باشد.

مͬ�کنیم، اعمال دوم سطر روی را سازی مجازی و کردن نرمالیزه عملیات مͬ�باشد. دوم سطر محوری سطر و
داریم: 1

5 0 3
5−2

5 1 −1
5

1
5 0 −2

5

 →

 1
5 0 3

5−1
3

5
6

−1
6

1
5 0 −2

5

 →

 1
5 − ( 75 )(

−1
3 ) 0− ( 75 )(

6
5 )

3
5 − ( 75 )(

−1
6 )

−1
3

5
6

−1
6

1
5 − (−8

5 )(−1
3 ) 0− (−8

5 )( 56 )
−2
5 − (−8

5 )(−2
5 )


مͬ�آید. به�دست A−1 =

 2
3

−7
6

5
6−1

3
5
6

−1
6−1

3
4
3

−2
3

ماتریس معکوس ترتیب بدین

گیری نتیجه .٣

که حالͬ در است. ماتریس معکوس محاسبه برای جردن گاوس روش از کوتاه�تر محل، در معکوس روش
تنها به نیاز دلیل به محل در معکوس روش دارد، وجود روش دو هر از استفاده برای مختلفͬ ریاضͬ های زمینه
محاسباتͬ عملیات کردن محدود و جردن گاوس روش توسط شده استفاده ی یارانه ی حافظه فضای نصف
به اقتصادی لحاظ از و کارآمدتر روشͬ واحد، ماتریس ͷی افزودن بدون اصلͬ ماتریس عناصر تعداد همان به
نیز روش این کرد، استفاده جردن گاوس روش از توان مͬ که کجا هر که است حالͬ در این است. صرفه�تر

اجراست. قابل
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متقارن خطͬ گسسته بدوضع مسائل برای RRGMRES روش پیش�شرط�سازی

امینͬ�خواه حسین و یوسفͬ مهسا

b بردار و بدحالت Aماتریس آن در که است Ax = b فرم به مسأله�ای خطͬ گسسته بدوضع مسأله چͺیده.
حل در RRGMRES تکراری روش برای جدید پیش�شرط�ساز ͷی مقاله، این در است. نویز به آلوده معمولا˟
این پیش�شرط�سازی که مͬ�دهند نشان عددی نتایج مͬ�شود. معرفͬ متقارن ضرایب ماتریس با مسائل نوع این

شد. خواهد RRGMRES روش به نسبت پایدارتری جواب تولید به منجر روش

RRGMRES تکراری روش پیش�شرط�سازی، بدوضع، مسأله کلیدی: کلمات

مقدمه .١

به�صورت خطͬ معادلات دستگاه عددی حل با کاربردها از بسیاری در

(١.١) Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn,

تکین مقادیر بین کمͬ شͺاف که است بدشرط و نامتقارن یا متقارن ماتریس ͷی A آن در که داریم کار و سر
گسسته�سازی از که خطͬ معادلات دستگاه این هستند. متمرکز صفر حول مقادیر این اکثر نیز و دارد وجود آن
خطͬ بدوضع مسأله مͬ�شود، حاصل هموار هسته با اول نوع فردهلم انتگرالͬ معادله نظیر بدوضع مسأله�ای
به آلوده و بوده دسترس در داده�های معرف b راست سمت بردار مسائل، نوع این در مͬ�شود. نامیده گسسته
و ”نویز” به�عنوان e آن در که ،b = b̂ + e این�رو از است. اندازه�گیری اشتباهات از برآمده e ∈ Rn خطای
دستگاه جواب به�عنوان x̂ تعیین هدف، مقاله این در مͬ�شوند. گرفته نظر در نویز از عاری (نامعلوم) بردار b̂
بدشرطͬ به�دلیل هدف این به دسترسͬ است. (١.١) دستگاه از مناسب تقریبی جواب ͷی محاسبه Axبا = b̂

معنادار تقریب تعیین برای معمول رهیافت ͷی بود. نخواهد آسانͬ کار نویز به b بردار بودن آلوده و Aماتریس
kام تکرار از حاصل جواب xk فرضکنید است. (١.١) برای کرایلف زیرفضای تکراری روش به�کارگیری x̂ از
انتشار سبب به k بزرگ مقادیر به�ازای xk − x̂ مقدار باشد. کمینه مانده با کرایلف زیرفضای تکراری روش
xk − x̂ رشد از قبل است لازم لذا مͬ�کند. رشد سریعاً زمان طول در کردن گرد خطاهای نیز و e خطای شدید

شود. متوقف تکراری روش ،k به نسبت
R(A)(فضای در آن تکرار جواب هر که شوند گرفته به�کار روشͬ (١.١) تقریبی جواب تعیین در است طبیعͬ
است، هموار تابعͬ x̂ مطلوب جواب آن در که خطͬ گسسته بدوضع مسائل برای باشد. (A ماتریس تصویر
مͬ�دهد ارائه GMRES به نسبت x̂ از دقیقتری تقریب (RRGMRES) محدود دامنه با GMRES روش

مͬ�کند: صدق زیر رابطه در x0 = 0 اولیه بردار با روش این از حاصل ،xk kام، تکرار جواب .[١]

(٢.١) ∥Axk − b∥ = min
x∈Kk(A,Ab)

∥Ax− b∥,

.65F22, 65F08, 47A52 موضوع٢٠١٠ͬ: بندی رده
یوسفͬ. مهسا سخنران:
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۴٧ متقارن خطͬ گسسته بدوضع مسائل برای RRGMRES روش پیش�شرط�سازی

آن در که

(٣.١) Kk(A,Ab) = span{Ab, (Ab)2, . . . , (Ab)k},

است. k بˀعد با کرایلف زیرفضای

RRGMRES روش .٢

متناظر الͽوریتم .[٢] مͬ�کنیم مرور A نامتقارن ماتریس برای را RRGMRES روش ابتدا بخش، این در
مرحله k گیری به�کار با است. Kk(A,Ab) فضای برای پایه ͷی تولید در آرنولدی فرآیند بر مبتنͬ روش این با

مͬ�شود نتیجه زیر تجزیه v1 = Ab/∥Ab∥ اولیه بردار با Aماتریس برای آرنولدی فرآیند از

(١.٢) AVk = Vk+1Hk.

فضای تولید برای یͺامتعامد ستون�های شامل ماتریسͬ Vk+1 = [v1, . . . , vk+1] ∈ Rn×(k+1) آن، در که
با آرنولدی تجزیه ،(١.٢) به است. k رتبه با هسنبرگ بالا ماتریس ͷیHk ∈ R(k+1)×k و Kk+1(A,Ab)

داریم (٢.١) و (١.٢) روابط به توجه با .R(Vk) ⊂ R(A) زیرا مͬ�شود گفته محدود دامنه

(٢.٢)
∥Axk − b∥2 = min

y∈Rk
∥Vk+1Hky − b∥2

= min
y∈Rk

∥Hky − V T
k+1b∥2 + ∥zk+1∥2,

xk = Vkyk این�صورت در باشد (٢.٢) جواب yk اگر ترتیب این به .zk+1 = (I−Vk+1V
T
k+1)b آن در که

و یافته کاهش مسأله مانده خطای نرم از تابعͬ مانده خطای نرم که مͬ�شود ملاحظه بود. خواهد (٢.١) جواب
است. تصویر خطای

برابر یافته کاهش مسأله مانده نرم با اصلͬ مسأله مانده نرم مͬ�پردازیم آن به ادامه در که جدیدی رویͺرد در
با A ماتریس برای (استاندارد) آرنولدی فرآیند از مرحله k اگر نیست. V T

k+1b محاسبه به نیازی لذا و بوده
ستون�های دارای Vk+1 آن در که مͬ�شود حاصل طوری (١.٢) رابطه رود به�کار v1 = b/∥b∥اولیه بردار
که مͬ�کنیم فرض حال .V T

k+1b = ∥b∥e1 ترتیب این به است. Kk+1(A, b) فضای تولید برای یͺامتعامد
شامل R̄k و متعامد ماتریس ͷی Qk+1 آن در که Hkباشد ماتریس با متناظر QR Hkتجزیه = Qk+1R̄k

داشت خواهیم این�صورت در است. صفر آخر سطر و Rk بالامثلثͬ زیرماتریس

(٣.٢) AVk =WkRk, Wk = Vk+1Qk+1.

زیر به�صورت مͬ�توان را (٢.١) مسأله ترتیب این به .R(Wk) ⊂ Kk(A,Ab) مͬ�دهد نشان (٣.٢) رابطه
نوشت

(۴.٢)
∥AWky − b∥ = min

y∈Rk
∥A(AVk)R−1

k y − b∥2

= min
y∈Rk

∥Hk+1Qk+1Iky − e1∥b∥∥,

که کنیم فرض حال مͬ�باشد. k + 1 مرتبه همانͬ ماتریس از ستون k شامل و Ik ∈ R(k+1)×k آن در که
′Qشامل

k+2 آن در که Hk+1Qk+1Ikباشد ماتریس با QRمتناظر Hk+1Qk+1Ikتجزیه = Q′
k+2R̄

′
k+1

داشت خواهیم ترتیب این به است. صفر آخر سطر و بالامثلثͬ زیرماتریس ͷی

(۵.٢) ∥AWky − b∥ = min
y∈Rk

∥R̄′
k+1y − (Q′

k+2)
T e1∥b∥∥.

باشد، متقارن A ماتریس اگر حال است. آرنولدی فرآیند بر مبتنͬ RRGMRES روش اساس وضوح، به
عنوان با [٢] در روش این با متناظر الͽوریتم کرد. ساده�سازی لنکزوس فرآیند اساس بر را روش این مͬ�توان

است. مشاهده قابل ١-٣ الͽوریتم



۴٨

پیش�شرط�سازی .٣

تکراری روش اگر دارد. بستگͬ آغازین بردار و ویژه مقادیر توزیع به تکراری روش�های همͽرایی سرعت
شود گرفته به�کار زیر دستگاه برای RRGMRES

(١.٣) P−1Ax = P−1b,

معکوس�پذیری ماتریس P ماتریس خطͬ، گسسته بدوضع مسائل حوزه از خارج مͬ�یابد. بهبود همͽرایی نرخ
مͬ�گویند. شده پیش�شرط�سازی ماتریس P−1A به و چپ پیش�شرط�ساز ماتریس P به .P−1A ≈ I که است
این در است. متفاوت شد اشاره که آنچه با خطͬ گسسته بدوضع مسائل حوزه در پیش�شرط�سازی مفهوم اما
یͷخوشه نقطه حول را شده پیش�شرط�سازی ماتریس با متناظر تکین بزرگ مقادیر فقط P ماتریس مسائل، نوع
تجزیه ،RRGMRES روش پیش�شرط�سازی برای ویژگͬ این با ماتریسͬ معرفͬ در ،[٣] مشابه .[٣] مͬ�کند

مͬ�گیریم نظر در را Aماتریس (SVD) تکین مقدار

(٢.٣) A = UΣV T = U1Σ1V
T
1 + U2Σ2V

T
2 ,

ماتریس�های از چپ و راست تکین بردار kp شامل به�ترتیب U1 و V1 ∈ Rn×kp زیرماتریس�های آن در که
Σ نامنفͬ تکین مقادیر با قطری ماتریس از بزرگ تکین مقدار kp شامل Σ1 ∈ Rkp×kp و ،U و V متعامد

هستند زیر به�صورت

U =
[
U1 U2

]
, V =

[
V1 V2

]
,Σ =

[
Σ1 0
0 Σ2

]
, (kp < n).

(٣.٣) P =
[
U1 U2

] [Σ1 0
0 I2

] [
U1 U2

]T
= U1Σ1U

T
1 + U2U

T
2 ,

شد خواهد زیر به�صورت شده پیش�شرط�سازی ماتریس چپ، پیش�شرط�ساز به�عنوان ماتریسͬ چنین معرفͬ با

P−1A =
[
U1 U2

] [I1 0
0 Σ2

] [
V1 V2

]T
= U1V

T
1 + U2Σ2V

T
2 .

کرد ساده زیر فرم به (٣.٣) مͬ�توان ،U ماتریس بودن متعامد به توجه با

(۴.٣) P = U1Σ1U
T
1 + (I − U1U

T
1 ).

مͬ�مانند. باقͬ تغییر بدون نیز مقادیر بقیه و مͬ�دهد بهبود ماتریسAرا تکین مقدار kp فقط P ماتریس به�وضوح
معکوس�پذیر ماتریس معرفͬ با مͬ�توان را استدلال این مشابه، به�طور

(۵.٣) P =
[
V1 V2

] [Σ1 0
0 I2

] [
V1 V2

]T
= V1Σ1V

T
1 + (I − V1V

T
1 ),

برد به�کار زیر دستگاه برای راست پیش�شرط�ساز به�عنوان

(۶.٣) AP−1y = b, x = Py.

یا چپ) پیش�شرط�ساز (برای چپ تکین بردار kp فقط که است کافͬ پیش�شرط�ساز محاسبه برای ترتیب به�این
RRGMRESروش مͬ�توان حال باشد. اختیار در آن با متناظر تکین مقادیر و راست) پیش�شرط�ساز راست(برای
، U1 محاسبه هزینه کاهش برای حتͬ برد. به�کار PRRGMRES عنوان با (۶.٣) یا و (١.٣) دستگاه برای را
تکرار kp مقاله، این در نمود. استفاده [۴] لنکزوس سازی دوقطری تجزیه از SVD به�جای مͬ�توان Σ1 و V1

مͬ�شود. استفاده پیش�شرط�ساز ماتریس ساخت برای اخیر تجزیه از



۴٩ متقارن خطͬ گسسته بدوضع مسائل برای RRGMRES روش پیش�شرط�سازی
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

 

 

Exact
RRGMRES
P

r
 RRGMRES

دوم تکرار برای عددی جواب�های و واقعͬ جواب (ب)

0 5 10 15 20 25 30
0

0.5

1

1.5

 

 

RRGMRES
P

r
 RRGMRES

kp = 4 با نسبی خطاهای (آ)

راست پیش�شرط�سازی و deriv(٢٠٠٠،٣)٢ مسأله :٢ شͺل

عددی نتایج .۴

ماتریسضرایب با (١.١) حل برای را PRRGMRES و RRGMRES روش�های عملͺرد بخش این در
گسسته�سازی از مثال�ها این مͬ�کنیم. بررسͬ deriv٢(n،٣) و phillips(n) عددی مثال دو قالب در متقارن
آن�ها گسسته�سازی از b̂ و x̂ ،A که هستند گره�ای نقطه n = 2000 با اول نوع فردهلم انتگرالͬ معادلات
روش با متناظر الͽوریتم پیاده�سازی جهت هستند. دسترس در [۵] regtools بسته در موجود ک͒دهای توسط
10−3∥b̂∥ g

∥g∥ را نویز بردار مثال�ها این همه در است. شده استفاده [۶] na33 بسته از نیز RRGMRES
همچنین، مͬ�باشد. (ͷی معیار از انحراف و صفر (میانگین گوسͬ تصادفͬ بردار g آن در که مͬ�گیریم نظر در

است. [٧] از پیشنهادی روش بر مبتنͬ P پیش�شرط�ساز ساخت در kp مقدار
روش از تکرارها همه در (∥xk − x̂∥/∥x̂∥) نسبی خطای که مͬ�شود ملاحظه ٢ و ١ شͺل�های به توجه با
تکرار) سه یا (دو کم�تر تکرار تعداد با که مͬ�دهند نشان نتایج است. مانده باقͬ کراندار (Pl)PrRRGMRES

آورد. به�دست دقیق جواب از RRGMRES روش به نسبت بهتری تقریب�های مͬ�توان
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