
نخست سخن

سمینارهای دنباله از سمینار جدیدترین آن کاربردهای و خطͬ جبر سمینار هشتمین
با و نظر زیر همایش این گردید. آغاز پیش سال ١۵ از بیش در که است دوسالانه ای
جبر در مباحث از فراگیری و وسیع دامنه و شده سازماندهͬ ایران ریاضͬ انجمن همͺاری

ͬ گیرد. م بر در را آن کاربردهای همراه به کاربردی و محض خطͬ
و ͬ گوید م خوش آمد را سمینار در شرکت کنندگان تمامͬ حضور سمینار برگزاری کمیته
سمینار این در نفر ١۵٠ حدود ͬ باشد. م شما برای سنندج در مفید و خوش اقامتͬ آرزومند
ارزنده ممͺن حد تا سمینار تا بسته ایم کار به را خود تلاش نهایت ما نموده اند. شرکت
و افراد تمامͬ از را خود قدردانͬ مراتب تا ͬ دانیم م خود وظیفه گردد. برگزار مناسب و
راهنمایی های از ویژه، به نماییم. ابراز ساختند میسر را همایش این برگزاری که سازمان هایی
ایران ریاضͬ انجمن محترم مسئولین دیͽر و دبیرخانه همایش ها، محترم دبیر محترم، ریاست
کردستان دانشͽاه مجموعه کل منسجم ͬ های هماهنگ و همͺاری ͬ گردد. م قدردانͬ بسیار
به: ͬ گردد م تقدیم اجرایی کمیته سپاس مراتب مناسبت همین به است. تشͺر و تقدیر قابل
معاونت های و ریاست دانشͽاه، فناوری و پژوهشͬ محترم معاونت دانشͽاه، محترم ریاست
و بین الملل روابط محترم کارشناس و مدیریت علوم، دانشͺده پژوهشͬ و آموزشͬ محترم
تهران، مرکزی دفتر محترم کارکنان و کارشناسان علوم، وزارت و دانشͽاه علمͬ همͺاری های
علوم، دانشͺده علمͬ گروه های سایر محترم همͺاران و مدیران ریاضͬ، گروه محترم مدیریت
فناوری محترم واحد دانشͺده، مالͬ اداره علوم، دانشͺده و دانشͽاه پشتیبانͬ و عمومͬ امور
و مدیریت دانشͽاه، عمرانͬ طرح های محترم کارشناسان و مدیریت علوم، دانشͺده اطلاعات
هر که دانشجویانͬ و محترم کارکنان کلیه و کردستان دانشͽاه عمومͬ روابط محترم کارکنان
حمایت های از ͬ دانیم م خود وظیفه همچنین داشتند. نقش سمینار برگزاری در نحوی به ͷی

نماییم. قدردانͬ و تشͺر کردستان استان تجارت بانک مدیریت ارزنده بسیار
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مثلثͬ هنکل ماتریسهای برای ویژه مقادیر از توزیعͬ کنیم مͬ سعͬ مقاله این در چͺیده.
در ماتریسها این برای مقادیرویژه توزیع از تعمیمͬ واقع در آوریم. بدست چͽال مایل
کار این برای آوریم. مͬ بدست هستند ناصفر آن زیر و فرعͬ قطر عناصر همه که حالتͬ
استقرایی روند و لاپلاس بسط ͷکم با و کرده استفاده بلوکͬ ساختار ͷی و مولد تابع از

یابیم. مͬ ویژه مقادیر از توزیعͬ

ویژه مقادیر از توزیع ͷی و مایل مثلثͬ هنکل ماتریسهای .١

عناصر با هنکل مربعͬ ماتریسهای برای مقادیرویژه طیفͬ آنالیز بررسͬ مقاله این از هدف
یعنͬ باشد، مͬ ناصفر زیرین های درایه و فرعͬ قطر

Hn(f) =



۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۰ f۱

۰ ۰ ۰ · · · ۰ f۱ f۲
... ... ... . . . ... ... ...
۰ ۰ ۰ f۱ · · · fk−۲ fk−۱

۰ ۰ f۱ f۲ · · · fk−۱ fk
۰ f۱ f۲ · · · fk−۱ fk ۰
f۱ f۲ · · · fk−۱ fk ۰ ۰


. (١ . ١)

شده معرفͬ زیر روابط ͷکم به و fm فوریه بسط ضرایب بوسیله ماتریسها این [٢ ،١] در
،F (z) =

∑∞
m=۱ fmz

m ،f ∈ L∞ که f = f(ω) = ωn
∑k

m=۱ fmω
m−۱ اند:

ماتریسها این مربع باشد. مͬ F (z) به همͽرا مطلق بطور |z| < ۱ روی راست سمت سری
ͷی [١] مقاله در است. شده صحبت آنها مورد در [٣] در که باشند مͬ تاپلیتز ماتریسهای
های درایه از ردیف سه تنها صورتیͺه در ماتریسها این مقادیرویژه برای ضعیف حدی قانون
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۲



است: شده ارائه است ناصفر مایل مثلثͬ هنکل ماتریس

H۳(f) =



۰ ۰ · · · ۰ ۰ f۱

۰ ۰ · · · ۰ f۱ f۲

۰ ۰ · · · f۱ f۲ f۳
... ... . . . ... ... ...
۰ f۱ · · · ۰ ۰ ۰
f۱ f۲ · · · ۰ ۰ ۰

 ,

کنیم. بررسͬ چͽال مایل مثلثͬ هنکل ماتریسهای برای را مسئله این کنیم مͬ سعͬ ما

ρn :=
۱

n

n∑
k=۱

δλk
(١ . ٢)

بوسیله آن چͽالͬ که اندازه ͷی ρ و باشد مͬ مقادیرویژه از تجربی توزیع ͷی فوق رابطه
مͬ (−۱,۱) بازه روی arcsin توزیع از نیمͬ واقع در که ، dρ(x)

dx
= ۱

۲π
√

۱−x۲ رابطه
و دارد وجود limn→∞ ρn =: ρ♯ حد داد نشان توان مͬ آنگاه است. شده معرفͬ باشد،
مͬ تجزیه زیر بصورت چͽالͬ push− forward تابع دو به اندازه ضعیف همͽرایی طبق
هنکل ماتریس Hk و تبادل ماتریس Jk اول، نوع چبیشف ایهای چندجمله Ti(x) که شود،

باشند: مͬ مناسب مرتبه از
φ+, φ− : [−۱,۱] → C (١ . ٣)

φk(x) := φ+(x) =
√
T.Jk.Hk(f).F t, φ− := −φ+

F = (f۱, f۲, . . . , fk), T = (۱,۲.T۱(x),۲.T۲(x), . . . ,۲.Tk−۱(x))

مͬ که دهیم مͬ نشان ریاضͬ استقرای و ماتریسها بلوکͬ ساختار لاپلاس، بسط ͷکم با
واقع در آورد. بدست چͽال مایل مثلثͬ هنکل ماتریسهای ویژه مقادیر برای توزیع ͷی توان

داریم: w : C → C پیوسته تابع هر برای چͽالͬ تابع و مقادیرویژه تجربی توزیع بوسیله

lim
n→∞

n∑
k=۱

w(λk) =
۱

۲π

∫ ۱

−۱

w(φ+(x))√
۱ − x۲

dx+
۱

۲π

∫ ۱

−۱

w(φ−(x))√
۱ − x۲

dx. (۴ . ١)

مجموعه اطراف در Hn(f) بزرگ ماتریس از ویژه مقادیر اکثریت که کرد ثابت توان مͬ
(n, n)درایه کنیم مͬ فرض اثبات برای اند. شده متمرکز φ+([−۱,۱]) ∪ φ−([−۱,۱])

یعنͬ باشد، Hn(f)صفر ماتریس از

Gn(f) =


۰ ۰ · · · ۰ f۱

۰ ۰ · · · f۱ f۲
... ... . . . ... ...
۰ f۱ · · · fn−۲ fn−۱

f۱ f۲ · · · fn−۱ ۰

 ,

دهیم: مͬ قرار

۳



Jn.Gn(f) =


f۱ f۲ · · · fn−۱ ۰
۰ f۱ · · · fn−۲ fn−۱
... ... . . . ... ...
۰ ۰ · · · f۱ f۲

۰ ۰ · · · ۰ f۱

 =

(
A C
۰ f۱

)

و

Jn.Hn(f) =


f۱ f۲ · · · fn−۱ fn
۰ f۱ · · · fn−۲ fn−۱
... ... . . . ... ...
۰ ۰ · · · f۱ f۲

۰ ۰ · · · ۰ f۱

 =

(
A B
۰ f۱

)
.

داریم: push− forward توابع و بلوکͬ ساختار این ͷکم با

φn(x) =

√
(T ⋆,۲.Tn−۱(x)).

(
A B
۰ f۱

)
.

(
F ⋆

fn

)
(۵ . ١)

T = (۱,۲.T۱(x),۲.T۲(x), . . . ,۲.Tn−۲︸ ︷︷ ︸
T ⋆

,۲.Tn−۱(x)), F
t = (f۱, . . . , fn−۱︸ ︷︷ ︸

F ⋆

, fn)
t

ϕn(x) =

√
(T ⋆, ۰).

(
A C
۰ f۱

)
.

(
F ⋆

۰

)
. (۶ . ١)

داریم: لذا

|φn(x)
۲ − ϕn(x)

۲| =

|fn + ۲.T۱(x)fn−۱ + ۲.T۲(x)fn−۲ + . . .+ ۲.Tn−۱(x)f۱||fn| ≤ ۲
n∑

i=۱

|fi||fn|

گرفت: نتیجه توان مͬ فوق روابط و F (z) سری مطلق همͽرایی از
ϕn+۱(x) = φn(x) for n ≥ k, lim

n→∞
φn(x)− ϕn(x) = ۰. (١ . ٧)

مولد توابع و Gn(f) و Hn(f) هنکل ماتریسهای دترمینان بین روابط بدنبال حال

h(z) =
∞∑
n=۰

Dn(λ)z
n, g(z) =

∞∑
n=۰

Sn(λ)z
n (١ . ٨)

کنیم: مͬ استفاده لاپلاس بسط از اینکار برای که هستیم

Dn(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ ۰ · · · ۰ f۱

۰ −λ · · · f۱ f۲

...
...

. . .
...

...
۰ f۱ · · · fn−۲ − λ fn−۱

f۱ f۲ · · · fn−۱ fn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Sn(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ ۰ · · · ۰ f۱

۰ −λ · · · f۱ f۲

...
...

. . .
...

...
۰ f۱ · · · fn−۲ − λ fn−۱

f۱ f۲ · · · fn−۱ −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

۴



دادن قرار و آخر سطر روی لاپلاس بسط ͷکم با
داریم ،n ≥ ۲ برای D۰(λ) = S۰(λ) = ۱, D۱(λ) = f۱ − λ, S۱(λ) = −λ

h(z) =
g(z) + f۱z

۱ + λ(۱ − z)[F (z)− f۰ − f۱z]
. (١ . ٩)

داریم: k = ۳ برای ،[١] نتایج از استفاده با

φ۳(x) =
√
(f۱ − f۳)۲ + f۲

۲ + ۲f۲(f۱ + f۳)x+ ۴f۱f۳x۲,

lim
n→∞

n∑
k=۱

w(λk) =
۱

۲π

∫ ۱

−۱

w(φ۳(x))√
۱ − x۲

dx+
۱

۲π

∫ ۱

−۱

w(−φ۳(x))√
۱ − x۲

dx,

نتایج از استفاده و استقرا فرض در push − forward و ریاضͬ استقرای از استفاده با
داریم: لاپلاس بسط و بلوکͬ ساختار

−∂ log((−λ)nSn(λ
−۱))

∂λ
=

n∑
k=۱

λk

۱ − λkλ
=

∞∑
r=۰

(
n∑

k=۱

λr+۱
k

)
λr, (١ . ١٠)

m♯(λ) := lim
n→∞

mn(λ) = −λ
∂ log

(
limn→∞

n
√

(−۱)nSn(λ−۱)
)

∂λ
= −λ

∂ log σ(λ)

∂λ
|λ=λ−۱ , (١ . ١١)

داریم: g(z) مولد تابع در همͽرایی شعاع ∞→limnمعکوس
n
√

(−۱)nSn(λ−۱) از

lim
n→∞

n
√
Sn(λ) =

۱

σ(λ)
→ lim

n→∞
n
√
Sn(λ−۱) =

۱

σ(λ−۱)
= σ−۱(λ−۱).

شود: مͬ ثابت استقرا حͺم (١ . ١١) و (١ . ٩) ،(١ . ٧) از

lim
n→∞

۱

π

∫ ۱

−۱

۱

۱ − λ۲φ۲
n(x)

۱√
۱ − x۲

dx = −λ
∂ log σ(λ)

∂λ
|λ=λ−۱ .
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،(Singular ValueDecomposition) تکین مقدار تجزیه روش از مقاله این در چͺیده.
فضا زیر ͷی در را بردارها از مجموعه ای ͷی و ͬ کنیم م استفاده چهره تشخیص برای
قرار بررسͬ مورد است شده تشͺیل پایه چهره های مجموعه ای از که چهره فضای از
است شده ذخیره قبلا́ که چهره فضای تصویرهای با را جدید تصویر سپس ͬ دهیم، م
در نویسͬ برنامه با را ͬ ها بررس این همه ͬ دهیم، م قرار مقایسه مورد شناسایی جهت

داد. خواهیم انجام (Matlab)متلب افزار نرم محیط

تعاریف .١

نویسندگان از بعضͬ ͬ گیریم، م نظر در n×n مختلط ماتریس فضای ͷی را Mn .١ . ١ تعریف
x ∈ Cn صفر غیر بردار و A ∈ Mn که کنید فرض اکنون ͬ کنند. م استفاده Cn×n نماد از

چنانچه ͬ نامیم م A ویژه مقدار را λ آنگاه باشد A ویژه بردار

Ax = λx

زیر به صورت p‐نرم آنگاه باشد، بردار ͷی x و ۱ ⩽ p < ∞ کنید فرض .١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف

∥x∥p =
(∑

n
i=۱|xi|p

)۱
۲ .

ͬ توانیم م را S ∈ Rm×n و R ∈ Rm×n از آمده به دست Rm×n برداری فضای .١ . ٣ تعریف
کنیم تعریف زیر صورت به داخلͬ ضرب با

⟨R,S⟩ =
∑

m
i=۱
∑

n
j=۱rijsij. (١ . ١)
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ͬ نامیم م فروبنیوس١ نرم را داخلͬ ضرب از آمده به دست نرم فرم Rm×n برداری فضای برای
آنگاه باشد G ∈ Rm×n اگر بنابراین ͬ دهیم. م نمایش ∥.∥F صورت به و

∥G∥F = (⟨G,G⟩)
۱
۲ =

√∑
m
i=۱
∑

n
j=۱g

۲
ij.

SVD .٢

ͬ تواند م که است معمولͬ سازی قطری خواص از ای دنباله بر مبنͬ تکین مقدار تجزیه
ویژه مقادیر های ریشه مجذور A تکین مقادیر شود. کاربرده به مستطیلͬ ماتریس برای
این ͬ شوند م مرتب نزولͬ صورت به و ͬ شوند م داده نشان σ۱, · · · , σn با و هستند ATA
به A تجزیه ͬ باشد. م ۱ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi ،A تکین مقادیر که معناست بدان

V و m×m متعامد ماتریس ͷی U آن در که ͬ باشد م تکین مقدار تجزیه UΣV T صورت
آن قطر از خارج عناصر که است m× n ماتریس ͷی Σ و n× n متعامد ماتریس ͷی نیز
ͬ باشد. م ۱ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi آن اصلͬ قطر روی عناصر و ͬ باشد م صفر ͬͽهم

تجزیه دارای A بنابراین باشد، m × n ماتریس ͷی A اگر .( SV D قضیه ) ٢ . ١ قضیه
ͬ باشد. م تکین مقدار

□ شود مراجعه [١] به برهان.

چهره تشخیص برای SV D روش .٣

فضای که فضا زیر در بردار عنوان به شده شناخته های چهره از ای مجموعه SV D روش
بررسͬ مورد را است آمده پدید مبنا های چهره از ͬͺکوچ های گروه از و شده نامیده چهره
ͬ کنیم. م تعریف پروژه چهره از ای مجموعه عنوان به را A ماتریس مورد، این در ͬ دهد. م قرار
M ×۱ دارای fi بردار صورت به و باشد m×nپیͺسل دارای چهره تصویر هر کنید فرض
شناخته های چهره تصویر از تعداد N با S پروژه مجموعه ͷی شود، داده نمایش ستون
میانگین است، S = [f۱, · · · , fN ] صورت به M ×N ماتریس ͷی فرم به افراد از شده

از f̄ کردن کم با ͬ آید. م به دست f̄ =
۱
N

∑
N
i=۱fi صورت به S مجموعه از f̄ تصویر

موجب این .ai = fi − f̄ , i = ۱,۲, · · · , N داشت خواهیم اصلͬ های چهره
A = [a۱, a۲, · · · , aN ] صورت به را M ×N ستون و سطر با A جدید ماتریس ͬ شود م
ͬ کنیم. م محاسبه A = USV T صورت به را A تکین مقدار تجزیه ͬ آوریم. م به دست
از فضای زیر (ستون) محدوده در R(A) برای متعامد پایه ͷی U = {u۱, u۲, · · · , ur}
چهره تصویر N با S پروژه مجموعه ͷی A ماتریس که جا آن از ͬ دهد. م تشͺیل Aماتریس
ͬ شود، م نامیده چهره فضای زیر ͷی پیͺسل m×n با چهره فضای در R(A) شده، تشͺیل

ͬ نامیم. م چهره پایͽاه را i = ۱,۲, · · · , r که ui هر و
چهره تصویر m × n هر از مͺان) ) مختصاتͬ که باشد x = [x۱, x۲, · · · , xr]

T اگر

١Frobenius norm

۷



به را چهره پایͽاه این روی f − f̄ از عددی طرح ͷی اکنون است. چهره زیرفضای در f
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت

x = [u۱, u۲, · · · , ur]
T (f − f̄) (٣ . ١)

ͬ شود. م استفاده پروژه چهره از f چهره توصیف بهترین کردن پیدا برای x بردار مختصات
به را فاصله که ͬ شود م i = ۱,۲, · · · , N که fi پروژه چهره بعضͬ شدن پیدا باعث این

ͬ رساند م حداقل

ϵi = ∥x− xi∥۲ =
[
(x− xi)

T (x− xi)
]۱۲ (٣ . ٢)

چهره پایͽاه روی عددی طرح ͷی f − f̄ و است fi بردار از مختصاتͬ xi که آنجایی از
ͬ گیرد م قرار fi چهره طبقه در f چهره ͷی .xi = [u۱, u۲, · · · , ur]

T (fi − f̄) لذا است
چهره صورت این غیر در باشد، کمتر شده تعریف قبل از که اولیه ϵ۰ از ϵi مینیمم که وقتͬ

ͬ گیرد. م قرار ناشناخته های چهره طبقه در f
رو این از ͬ شود. م صفر از بزرگتر زیرفضا های چهره از آن فاصله نباشد، چهره ͷی f اگر

ͬ آید م به دست زیر صورت به چهره فضای روی بر f − f̄ از طرح بردار

fp = [u۱, u۲, · · · , ur]x (٣ . ٣)

ͬ آید. م به دست (٣ . ١) معادله از x که
ͬ باشد: م ϵf چهره فضای روی fp و f − f̄ بین چهره فضای از f فاصله

ϵf = ∥(f − f̄)− fp∥۲ =
[
(f − f̄ − fp)

T (f − f̄ − fp)
]۱

۲ (۴ . ٣)

ادامه در نیست. چهره تصویر ͷی f باشد، شده تعریف پیش از اولیه ϵ۱ از بزرگتر ϵf اگر
ͬ دهیم. م ارائه را SV D از استفاده با چهره تشخیص الͽوریتم نتایج

عددی نتایج .۴

این در که A ماتریس اما ͬ باشد. م بعد (١٠٠٠٠ (مثلا́ M دارای چهره ͷی معمولا˟
که است N با برابر یا N از کمتر r رتبه دارای ͬ شود م ایجاد چهره بانک به توجه با پروژه
چهره تشخیص برای محاسبات زیادی حد تا ترتیب این به است، کافͬ چهره تشخیص برای
که چهره ای میانگین ب قسمت در و چهره بانک الف قسمت ١ شͺل در ͬ یابد. م کاهش
جهت را چهره چند ١ درجدول ادامه در داده ایم. نشان را آورده ایم به دست چهره بانک از
کم خیلͬ خطای با را هستند بانک در که چهره هایی که بینیم مͬ و داده افزار نرم به بررسͬ
قابل تفاوت ͬ شود م بانک با که بررسͬ با نیستند بانک در که هایی چهره و ͬ دهد م تشخیص
بنابراین نیست. بانک در تصویر یا چهره این که ͬ دهد م تشخیص سادگͬ به که دارد توجهͬ
تشخیص جهت خوبی توانایی SVD از استفاده با آمده بدست الͽوریتم که ͬ گیریم م نتیجه

دارد. چهره

۸



پروژه بانک های چهره میانگین ب. شͺل

پروژه های چهره بانک الف. شͺل

چهره بانک میانگین و چهره بانک :١ شͺل

پروژه چهره بانک با مختلف های چهره مقایسه از چهره تشخیص الͽوریتم از امده به دست نتایج :١ جدول

افزار نرم پیام (٣ . ٢) رابطه ϵi خطا (۴ . ٣) رابطه ϵf خطا ارسالͬ تصویر

face−− > mojtaba ۰٫۲۳۷۶× ۱۰−۱۰ ۰٫۱۸۲۰× ۱۰−۹

face−− > kian ۰٫۱۵۷۶× ۱۰−۱۰ ۰٫۵۷۰۲× ۱۰−۱۰

unknown face ۷۸۵۲٫۷۵۸۷ ۹۳۲۶٫۹۱۲۷
not a face ۱۲۲۵۳٫۰۷۹۱
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

دیفرانسیل معادلات حل برای تکه ای ماتریسͬ تاو روش سازی پیش شرط

کیان محسن و ͬ پور∗ حاج مجتبی

بجنورد دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه
m.hajipoor@ub.ac.ir

kian@ub.ac.ir

تکه ای ماتریسͬ تاو روش دیفرانسیل معادلات عددی حل برای مقاله، این در چͺیده.
تکه ای، ماتریسͬ تاو روش اعمال با است. شده ارائه مناسب ساز پیش شرط ͷی بهمراه
حالت عدد تقریب، درجه افزایش با که ͬ آید م بدست Ma = F بلوکͬ ماتریسͬ معادله
توابع از M ماتریس حالت عدد کنترل برای لذا ͬ گذارد. م افزایش به رو سرعت به M
است. روش کارایی بیانگر شده ارائه عددی نتایج ͬ بریم. م بهره جدیدی کوششͬ و آزمون

پیش گفتار .١

معادلات عددی حل برای طیفͬ روش های از ͬͺی عنوان به (محاسباتͬ) ماتریسͬ تاو روش
معمولͬ دیفرانسیل معادلات مسئله ͷی ͬ رود. م کار به جزئͬ مشتقات و معمولͬ دیفرانسیل

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به تکمیلͬ شرایط با }همراه
Dy(x) = f(x), x ∈ [−۱,۱],
Bj(y) = dj, j = ۱,۲, . . . , ν

(١ . ١)

صورت به که هستند خطͬ تابعکهای ها Bj و ν مرتبه از دیفرانسیل عملͽر ͷی D آن در که
D =

ν∑
i=۰

pi(x)
di

dxi
, pi(x) =

αi∑
j=۰

pijx
j,

Bj(y) =
ν−۱∑
k=۰

J∑
i=۱

B
(k)
ji y

(k)(ai), j = ۱,۲, . . . , ν,

(١ . ٢)

نقاط در مسئله تکمیلͬ شرایط و است pi(x) چندجمله ای درجه αi که ͬ شوند م تعریف

f(x) =

nf∑
i=۰

fix
i که ͬ کنیم م فرض همچنین شده اند. [۱,۱−]داده بازه از a۱, a۲, . . . , aJ

است. nf درجه از چندجمله ای صورت به تقریبی یا و چندجمله ای ͷی
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ماتریس های اساس بر است شده معرفͬ در[١] سامارا و اورتیز توسط که محاسباتͬ تاو روش
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به که است، شده گذاری پایه µ و η بینهایت

η =


۰ ۰ ۰ ۰ · · ·
۱ ۰ ۰ ۰ · · ·
۰ ۲ ۰ ۰ · · ·
... ... ... ... . . .

 , µ =


۰ ۱ ۰ ۰ · · ·
۰ ۰ ۱ ۰ · · ·
۰ ۰ ۰ ۱ · · ·
... ... ... ... . . .

 .

ماتریسͬ معادله به نهایتاً معمولͬ، دیفرانسیل معادله ͷی بر ماتریسͬ تاو روش اعمال با
عدد تقریب، درجه افزایش با است. بلوکͬ مربعͬ ماتریس M که ͬ یابیم م دست Ma = F

از دسته این در تکراری روش های از استفاده ͬ گذارد، م افزایش به رو سرعت به M حالت
روی را تکه ای ماتریسͬ تاو روش ابتدا مقاله، این در ͬ شود. م مشͺل دچار عملا́ مسائل
دقت دارای کوچͺتر، نسبتاً تقریب درجه با روش این که ͬ کنیم م اعمال دیفرانسیل معادله
پیش شرط ͷی آوردن دست به برای سپس ͬ باشد. م استاندارد تاو روش به نسبت بیشتری
انتخاب چنان کوششͬ و آزمون توابع نماید، کنترل را M ماتریس حالت عدد که مناسب ساز
کنترل هستند دارا M ماتریس حالت عدد افزایش در را اثر بیشترین که جملاتͬ که ͬ کنیم م

نماید.

تکه ای تاو روش پیاده سازی .٢

و [−۱,۱] بازه از افراز ͷی −۱ = x۰ < x۱ < . . . < xn = ۱ کنیم فرض
.ρ = n

m
, i = ۰,۱, . . . , ρ − ۱ که باشند [−۱,۱] بازه های زیر [xi×m, x(i+۱)×m]

با m درجه از yi(x) چندجمله ایهای تکه صورت به را (١ . ١) از y(x) جواب ͬ خواهیم م
که بزنیم تخمین ai۰, . . . , aim نامعلوم ضرایب

y(x) ≈



m∑
r=۰

a۰rv
∗
۰r(x), x ∈ [x۰, xm],

m∑
r=۰

a۱rv
∗
۱r(x), x ∈ [xm, x۲m],

...
...

m∑
r=۰

aρ−۱,rv
∗
ρ−۱,r(x), x ∈ [xn−m, xn]

(٢ . ١)

و چبیشف ) مناسب چندجمله ایهای به که هستند (کوششͬ) پایه ای توابع v∗i,r(x) آن در که
u∗
i,s(x) کنیم فرض ͬ یابند. م انتقال [xi×m, x(i+۱)×m] بازه زیر به r درجه از (... و لژاندر

از استفاده با باشند، (تست) آزمون توابع چندجمله ایهای
V ∗

i = (v∗i۰(x), v
∗
i۱(x), . . .)

T , U∗
i = (u∗

i۰(x), u
∗
i۱(x), . . .)

T , (٢ . ٢)
داریم آنگاه ,xi×m]باشند x(i+۱)×m] زیربازه بر f و y توابع تحدید ترتیب به fi و yi اگر و

yi(x) =
m∑
r=۰

airv
∗
ir(x) = a

i
V ∗

i , fi(x) =
m∑
r=۰

firu
∗
ir(x) = f

i
U∗

i ,

۱۱



به تبدیل [xi×m, x(i+۱)×m] زیربازه هر روی دیفرانسیل معادله ماتریسͬ تاو روش اعمال با
و a

i
= (ai۰, ai۱, . . . , aim, ۰, . . .) که ͬ شود م Dy(x) = y

i

∏
viui

U∗
i ماتریسͬ معادله

(١ . ١) دیفرانسیل معادله لذا .[٢] است η و µ ماتریس های از خطͬ ترکیب
∏

viui
ماتریس

نوشت: زیر بلوکͬ سیستم صورت به ͬ توان م [−۱,۱] بازه سرتاسر بر را
∏

v۰u۰
۰ · · · ۰

۰
∏

v۱u۱
· · · ۰

... ... . . . ...
۰ ۰ · · ·

∏
vρ−۱uρ−۱


T 

a
۰

a
۱...

a
ρ−۱

 =


f

۰
f

۱...
f
ρ−۱

 . (٢ . ٣)

معادله های پیوستگͬ، شرط برقراری منظور به همچنین
y
(k)
i−۱(x) = y

(k)
i (x), k = ۰,۱, . . . , ρ− ۱, (۴ . ٢)

،j = ۱, . . . , ν برای بعلاوه باشند. برقرار i = ۱, . . . , ρ−۱ که x = xim نقاط در باید
ͬ شود م تبدیل زیر ماتریسͬ فرم به نیز مسئله تکمیلͬ شرایط

Bj(y) = a
i۱
Bi۱j + . . .+ a

iJ
BiJ j, il ∈ {۰,۱, . . . , ρ− ۱}, ۱ ≤ l ≤ J,(۵ . ٢)

jامین عنوان به ها Bilj که ͬ گیریم م نظر در تکمیلͬ شرایط ماتریس عنوان به را B ماتریس
پیوستگͬ شرایط اعمال با نهایتاً، هستند. بازه زیر ilامین در B از زیرماتریس های از ستون
شرایط بهمراه دیفرانسیل معادله ،(٢ . ٣) بلوکͬ دستگاه در (۵ . ٢) تکمیلͬ شرایط و (۴ . ٢)

زیر جبری ماتریسͬ دستگاه فرم به (١ . ١) تکمیلͬ
Ma = F, (۶ . ٢)

یا مزدوج، گرادیان روش مانند تکراری، روش ͷازی استفاده با آن حل با که ͬ شود م معادل
ͬ آیند. م بدست a = [a

۰
, a

۱
, . . . , a

ρ−۱
]T مجهول مقادیر مستقیم روش ͷی

تکه ای تاو روش ساز پیش شرط .٣

معمولا˟ و است ρ(m + ۱) × ρ(m + ۱) مرتبه از بلوکͬ مربعͬ ماتریس M ماتریس
ͷی از استفاده بدون معادله این حل معمولا˟ که است صفر غیر عنصر ρ(m + ۱)۲ دارای
دیͽر عبارت به نیست. صرفه به مقرون اشغال شده، حافظه و زمان نظر از مناسب روش
از استفاده ͬ گذارد، م افزایش به رو سرعت به M حالت عدد ،m تقریب درجه افزایش با
مشͺل این رفع برای ͬ شود. م مشͺل دچار عملا́ مسائل از دسته این در تکراری روش های
ͬ شوند. م M ماتریس حالت عدد رشد مانع که ͬ کنیم م استفاده را جدیدی وآزمون پایه توابع
صورت آن در باشد، D دیفرانسیلͬ عملͽر مرتبه ν و تاو» تقریب درجه m» فرض کنیم
برای پایه و تست توابع عنوان ترتیب به را شده اند معرفͬ [٢ ،٣] در که زیر چندجمله ایهای

ͬ دهیم م گسترش [a, b] بازه بر دیفرانسیل معادلات

tTm(x) = ۲ν−۱(ν − ۱)! l−۱
Tm

m

(
۲

b− a

)ν

G
(ν− ۱

۲
)

m−ν (x), (٣ . ١)

bTm(x) = l−۱
Tm

Tm(x), lTm = ۲m−۱, x ∈ [a, b], (٣ . ٢)
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m−امین معرف Tm(x) و νپارامتر با گͽنبائر چندجمله ایهای معرف G(ν− ۱
۲
)

m (x) آن در که
هستند. چبیشف چندجمله ای

عددی نتایج .۴

پیش شرط تکه ای تاو روش از استفاده با را مرزی مقدار مسئله ͷی جواب بخش این در
مزدوج گرادیان روش از نهایی ماتریسͬ دستگاه حل برای ͬ کنیم. م محاسبه شده سازی

نموده ایم. استفاده MATLAM نرم افزار در موجود

بͽیرید. نظر در y(x) = ۱

۱ + x۲
واقعͬ جواب با را زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله }مسئله

(۱ + x۲)y′′(x) + ۴xy′(x) + ۲y(x) = ۰, x ∈ [−۲,۳]

y(−۲) =
۱

۵
, y(۳) =

۱

۱۰
شده سازی پیش شرط تکه ای تاو تقریبی جواب ρ = ۱,۲,۳,۴,۵ برای زیر جدول در
ماکسیم چندجمله ایها) تکه (تعداد ρ افزایش با ͬ شود م دیده که همانطور است. شده گزارش
دیده m = ۱۸ و ρ = ۵ برای ͬ یابد؛ م کاهش واقعͬ جواب و تقریبی جواب بین خطا

است. ١٫۴×۱۰−۱۱ خطا ماکسیمم که ͬ شود م

شده سازی پیش شرط تکه ای تاو جواب و واقعͬ جواب بین خطای ماکزیمم :١ جدول

ρ = ۱ ρ = ۲ ρ = ۳ ρ = ۴ ρ = ۵
m = ۶ ۲٫ ۶ × ۱۰−۱ ۱٫ ۷ × ۱۰−۲ ۴٫ ۲ × ۱۰−۳ ۱٫ ۶ × ۱۰−۳ ۴٫ ۰ × ۱۰−۴

m = ۱۲ ۲٫ ۱ × ۱۰−۲ ۱٫ ۶ × ۱۰−۴ ۷٫ ۳ × ۱۰−۶ ۷٫ ۴ × ۱۰−۷ ۴٫ ۰ × ۱۰−۸

m = ۱۸ ۱٫ ۵ × ۱۰−۳ ۱٫ ۷ × ۱۰−۶ ۴٫ ۰ × ۱۰−۸ ۳٫ ۴ × ۱۰−۸ ۱٫ ۴ × ۱۰−۱۱

مراجع
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

۴ و ۳ و ۲ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های

۲ یونسͬ سمیه ۱∗و نظری ͬ محمد عل

اراک دانشͽاه علوم، دانشͺده ریاضͬ، گروه ۱,۲

a-nazari@araku.ac.ir۱ sm.younesi89@yahoo.com۲

همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین ما دوری، میانگین ماتریس دو برای مقاله این در چͺیده.
ͬ یابیم. م آن ها از ͬͺی ویژه مقادیر از استفاده با را ماتریس دو هر به

پیش گفتار .١

اصلͬ قطر روی درایه های و متقارن مثبت معین نیمه اگر است همبستگͬ ماتریس ͷی X
سطر که است دوری ماتریسͬ ،A متقارن ماتریس دوری میانگین ماتریس باشند. ۱ برابر آن
n−۱ تا ۰ از را A متقارن ماتریس درایه های (اندیس ͬ شود م حاصل زیر رابطه ی از آن اول

( ͬ گیریم م نظر در

Ac = Circ

(
۱

n
Σn−۱

j=۰ aj,j,
۱

n
Σn−۱

j=۰ aj,(j+۱)modn, ...,
۱

n
Σn−۱

j=۰ aj,(j+n−۱)modn

)
.

(١ . ١)
ماتریسͬ ،Ae ماتریس ͬ دهیم. م نشان Ac با را A متقارن ماتریس دوری میانگین ماتریس
ماتریس درایه های آن، درایه های بقیه و ۱ برابر آن اصلͬ قطر روی درایه های که است متقارن

واقع در هستند. A متقارن

Ae =

{
۱ اگر i = j,
ai,j اگر i ̸= j.

(١ . ٢)

زیر رابطه ی از آن اول سطر که ͬ دهیم م نشان Aec با را Ae ماتریس دوری میانگین ماتریس
ͬ شود م حاصل

Aec = Circ

(
۱,

۱

n
Σn−۱

j=۰ aj,(j+۱)modn, ...,
۱

n
Σn−۱

j=۰ aj,(j+n−۱)modn

)
. (١ . ٣)

ویژه مقادیر از استفاده با را ۴ و ۳ و ۲ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های تمام ͬ خواهیم م
را آن ها به متناظر چندگانگͬ و شده اند مرتب µ۰ < ... < µk−۱ صورت به که Aec ماتریس

ͬ آوریم. م به دست ͬ دهیم، م نشان d۰, ..., dk−۱ با که

2010 Mathematics Subject Classification. 15A18; 90C2.
. کننده ماکزیمم دوری، میانگین ماتریس همبستگͬ، ماتریس کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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همبستگͬ ماتریس های ساخت .٢

به حقیقͬ درایه های با را A متقارن ماتریس .۲ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های .٢ . ١
ͬ گیریم م نظر در زیر صورت

A =

[
a m۱

m۱ b

]
, (٢ . ١)

ͬ آوریم م به دست (١ . ١) رابطه ی از استفاده با را A متقارن ماتریس دوری میانگین ماتریس

Ac = Circ

(
a+ b

۲
,m۱

)
=

[
a+b
۲ m۱

m۱
a+b
۲

]
. (٢ . ٢)

نزدیͷ ترین با Ac ماتریس به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین چون ،[٢] مرجع به توجه با
به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین بنابراین است، برابر Aec ماتریس به همبستگͬ ماتریس
ͬ نویسیم م (١ . ٢) رابطه ی به توجه با را Ae ماتریس ابتدا ͬ آوریم. م به دست را Aec ماتریس

Ae =

[
۱ m۱

m۱ ۱

]
, (٢ . ٣)

ͬ آوریم م به دست (١ . ٣) رابطه ی از را Ae ماتریس دوری میانگین ماتریس و

Aec = Circ (۱,m۱) =

[
۱ m۱

m۱ ۱

]
. (۴ . ٢)

ͬ شود م حاصل زیر رابطه ی از آن ویژه مقادیر ،[١] مرجع بنابر است دوری Aec ماتریس چون

λj = c۰+c۱ω
j+...+cn−۱ω

(n−۱)j, ω = exp

(
۲π i

n

)
, j = ۰,۱, ..., n−۱,

(۵ . ٢)
از عبارتند (۵ . ٢) رابطه ی از استفاده با Aec ماتریس ویژه مقادیر بنابراین

λ۰ = ۱ +m۱, λ۱ = ۱ −m۱. (۶ . ٢)

ماتریس ویژه مقادیر m۱ > ۱ و −۱ ≤ m۱ ≤ ۱ و m۱ < −۱ حالت سه برای حال
حقیقͬ تابع کننده ماکزیمم و ͬ کنیم م مرتب را Aec

l(t) = −nt۲ + Σk−۱
j=۰ dj [t− µj]+ , t ∈ R, (٢ . ٧)

نزدیͷ ترین و ( [٢] مرجع در ۴٬٧ (رابطه ی ͬ آوریم م به دست ͬ دهیم، م نشان τ(µ) با که را
ͬ شود م حاصل زیر رابطه ی از Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس

X∗(Ac) = X∗(Aec) = VDiag ([λ۰(Aec)− τ(µ)]+, ..., [λn−۱(Aec)− τ(µ)]+)V
H ,
(٢ . ٨)
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که

V =
۱√
n


۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ω ω۲ · · · ωn−۱

۱ ω۲ ω۴ · · · ω۲(n−۱)

... ... ... . . . ...
۱ ωn−۱ ω۲(n−۱) · · · ω(n−۱)(n−۱)

 , V H = (V )T ,

[λj(Aec)− τ(µ)]+ = max {λj(Aec)− τ(µ), ۰} , j = ۰,۱, ..., n− ۱.
(٢ . ٩)

رابطه های ماتریس های و باشد (٢ . ١) رابطه ی در متقارن ماتریس A کنیم فرض .٢ . ١ قضیه
باشند. Ae و A ماتریس های دوری، میانگین ماتریس های ترتیب به (۴ . ٢) و (٢ . ٢)

برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،m۱ < −۱ اگر ‐١
با است

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱,−۱) . (٢ . ١٠)
Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،−۱ ≤ m۱ ≤ ۱ اگر ‐٢

با است برابر
X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱,m۱) . (٢ . ١١)

برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،m۱ > ۱ اگر ‐٣
با است

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱,۱) . (٢ . ١٢)

به دست حالت سه در همبستگͬ ماتریس های تمام .۳ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های .٢ . ٢
ͬ کنیم. م بیان زیر قضیه ی در که است آمده

باشد زیر صورت به حقیقͬ درایه های با متقارن ماتریسͬ A کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه

A =

 a m۱ m۲

m۱ b m۳

m۲ m۳ c

 , (٢ . ١٣)

برابر ترتیب به t = m۱+m۲+m۳

۳ فرض با Ae و A ماتریس های دوری، میانگین ماتریس های
با هستند

Ac = Circ

(
a+ b+ c

۳
, t, t

)
, Aec = Circ (۱, t, t) ,

از عبارتند (۵ . ٢) رابطه ی از استفاده با Aec ماتریس ویژه مقادیر و
λ۰ = ۱ + ۲t, λ۱ = ۱ − t, λ۲ = ۱ − t,

ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،m۱ + m۲ + m۳ < −۳
۲ اگر ‐١

با است برابر Aec و Ac

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ

(
۱,−۱

۲
,−۱

۲

)
.
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ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،−۳
۲ ≤ m۱+m۲+m۳ ≤ ۳ اگر ‐٢

با است برابر Aec و Ac

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱, t, t) .

Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین آن گاه ،m۱ +m۲ +m۳ > ۳ اگر ‐٣
با است برابر Aec و

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱,۱,۱) .

۲۲ در ۴ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های تمام .۴ مرتبه ی همبستگͬ ماتریس های .٢ . ٣
ͬ کنیم. م اشاره زیر قضیه ی در آن از مورد دو به که است آمده به دست حالت

باشد زیر صورت به حقیقͬ درایه های با متقارن ماتریسͬ A کنیم فرض .٢ . ٣ قضیه

A =


a m۱ m۲ m۳

m۱ b m۴ m۵

m۲ m۴ c m۶

m۳ m۵ m۶ d

 ,

و t۱ = m۱+m۳+m۴+m۶

۲ فرض با Ae و A ماتریس های دوری، میانگین ماتریس های
با هستند برابر ترتیب به t۳ = m۱ +m۲ +m۳ +m۴ +m۵ +m۶ و t۲ = m۲+m۵

۲

Ac = Circ

(
a+ b+ c+ d

۴
,
۱

۲
t۱, t۲,

۱

۲
t۱

)
, Aec = Circ(۱,

۱

۲
t۱, t۲,

۱

۲
t۱),

از عبارتند (۵ . ٢) رابطه ی از استفاده با Aec ماتریس ویژه مقادیر و
λ۰ = ۱+ t۱+ t۲, λ۱ = ۱− t۲, λ۲ = ۱− t۱+ t۲, λ۳ = ۱− t۲,

نزدیͷ ترین آن گاه ،۰ ≤ m۱ +m۳ +m۴ +m۶ ≤ ۲ و ۰ ≤ m۲ +m۵ ≤ ۲ اگر ‐١
با است برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس

X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ(۱,
۱

۲
t۱, t۲,

۱

۲
t۱).

آن گاه ،t۳ ≤ ۶ و m۲ + m۵ > ۲ و ۰ < m۱ + m۳ + m۴ + m۶ ≤ ۴ اگر ‐٢٬١
است برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین و max{τ۱, τ۲} = τ۱

X∗(Ac)با = X∗(Aec) = Circ(۱,
۱

۲
t۱,۱,

۱

۲
t۱).

آن گاه ،t۳ > ۶ و m۲ +m۵ > ۲ و ۰ < m۱ +m۳ +m۴ +m۶ < ۴ اگر ‐٢٬٢
است برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین max{τ۱, τ۲} = τ۱

X∗(Ac)با = X∗(Aec) = Circ(۱,
۱

۲
t۱,۱,

۱

۲
t۱).

و τ۱(µ) = τ۲(µ) آن گاه ،m۲ +m۵ > ۲ و m۱ +m۳ +m۴ +m۶ = ۴ اگر ‐٢٬٣
با است برابر Aec و Ac ماتریس های به همبستگͬ ماتریس نزدیͷ ترین
X∗(Ac) = X∗(Aec) = Circ (۱,۱,۱,۱) .
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
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خطͬ جبر تدریس در کاربردها و مدل سازی رویͺرد از استفاده
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کرمان باهنر شهید دانشͽاه ریاضͬ، بخش
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مناسب بدیل ͷی عنوان به مدل سازی رویͺرد معرفͬ حاضر، مقاله اصلͬ هدف چͺیده.
از مقاله این در استفاده مورد مثال است. دانشͽاه سطح در ریاضͬ درس های ارایه برای
درسͬ برنامه بر مختصری مرور ضمن مقاله این در است. شده انتخاب خطͬ جبر حوزه
حل ارزیابی فرآیند و مدل سازی چرخه همراه به کاربردها و مدل سازی رویͺرد ریاضͬ،
مدل از استفاده مستلزم فعالیت های نقش سپس، شد. خواهند معرفͬ مدل سازی، مسایل
بحث مورد واقعͬ دنیای مسایل حل برای دانشجویان مسئله حل توانایی ارتقا در ریاضͬ
استفاده مستلزم که واقعͬ دنیای فعالیت ها نوع این از نمونه ای به و گرفت خواهد قرار
از برخͬ پایان، در شد. خواهد اشاره است، جبرخطͬ مباحث به مربوط ریاضͬ مدل از
دانشͽاهͬ ریاضͬ درس های تدریس در مدل سازی رویͺرد از استفاده معایب و مزیت های

ͬ شود. م برشمرده

پیش گفتار .١

فعالیت های از بسیاری شامل و بود طبیعͬ علوم از جزیی ریاضیات نوزدهم، قرن اوایل تا
صورت به ریاضͬ آموزش به زیادی توجهات که بود نوزدهم قرن اوایل از ͬ شد. م کاربردی
مؤلفه دو هر روی بر ریاضͬ درس̞ͬ برنامه های بیشتر نوزدهم، قرن اواخر از شد. محض
ریاضͬ درسͬ برنامه بیستم، قرن طول در اما کردند. تأکید کاربردی ریاضͬ و محض ریاضͬ
است. بوده نوسان حال در محض‐ ریاضͬ و کاربردی –ریاضͬ وضعیت دو این بین همواره
آموزش نفع به گاهͬ و بوده محض شͺل به ریاضͬ آموزش نفع به تعادل گاهͬ زمان، طͬ در
و اجتماعͬ تمایلات اساس بر پی در پی تغییرات این است. بوده ریاضͬ کاربردی ریاضͬ
است. بوده دانش آموزان/دانشجویان یادگیری و آموزشͬ نیازمندی های در مختلف تغییرات
مدرسه /دانشͽاه فارغ التحصیلان که بودند، مدعͬ صنایع صاحبان انگلستان، در مثال طور به
اعتراض .[٢] هستند ناتوان واقعͬ دنیای موقعیت های در خود، ریاضͬ دانش از استفاده در
خود ریاضͬ دانش از بودند قادر فقط التحصیلان فارغ که بود دلیل این به واقع در صنایع
مسایل حل برای را خود دانش ͬ توانستند نم و نمایند استفاده آشنا و معمولͬ مسایل حل برای

ببرند. کار به نا آشنا

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 97M99; Secondary 15A06.
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تبدیل بعدها واقعͬ، دنیای های موقعیت در ریاضͬ کارگیری به توانایی یعنͬ موضوع همین
با ١٩٨٣ سال در پژوهشͽران این گردید. دنیا در پژوهشͽران از گروهͬ پژوهشͬ تمرکز به
مدل سازی تدریس برای بین المللͬ مطالعاتͬ «گروه خود دوسالانه کنفرانس اولین برگزاری
برگزار کنفرانس ها این از دوره ١۶ حاضر حال در کردند. گذاری پایه را کاربردها» و ریاضͬ
ریاضͬ تدریس بین المللͬ کمیسیون به وابسته پژوهشͬ گروه های از ͬͺی گروه این و است شده
مدل سازی تدریس برای بین المللͬ مطالعاتͬ گروه در بحث مورد پژوهشͬ موضوعات است.
ریاضͬ درس های تا ابتدایی دوره از ریاضͬ موضوعات از وسیعͬ طیف کاربردها، و ریاضͬ
بیشتر دانشͽاهͬ پژوهش های حوزه در که موضوعاتͬ از ͬͺی ͬ گیرد. م بر در را دانشͽاهͬ
در است. جبرخطͬ تدریس برای کاربرد و مدل سازی رویͺرد از استفاده بوده، توجه مورد
ارایه واقعͬ دنیای فعالیت ͷی از مثالͬ کاربردها، و مدل سازی رویͺرد معرفͬ با حاضر مقاله
این از استفاده معایب و مزایا ادامه در است. جبرخطͬ مفاهیم از استفاده مستلزم که ͬ شود م

شد. خواهند معرفͬ رویͺرد

کاربرد و مدل سازی رویͺرد .٢

تعبیری ولͬ است داشته وجود تاکنون گذشته از کاربرد و مدل سازی برای مختلف تعابیر
و است ساده تر سایرین از که است [۴] فرشافل تعبیر است، توافق مورد همه از بیش که
که است مرحله چهار شامل و ͬ گیرد م قرار استفاده مورد مبتدی افراد آموزش برای معمولا˟
ͬ شود. م شروع دارد، قرار واقعͬ دنیای موقعیت در که مسئله ͷی با مدل سازی فرآیند آن، در
وجود به ریاضͬ مدل ͷی تا ͬ گردد م صورت بندی ریاضͬ دنیای زبان به واقعͬ دنیای از سپس
به ریاضͬ دنیای از مسئله جواب بعد، و ͬ شود م حل ریاضͬ، دنیای در مسئله این آن گاه آید.
واقعͬ، دنیای در شده مطرح جواب نهایت، در و ͬ شود م تفسیر و ترجمه واقعͬ دنیای زبان

ͬ گیرد. م قرار ارزیابی مورد شده، طرح آن در مسئله که اصلͬ موقعیت مقابل در
واقعͬ مسئله ͷی با مدل سازی فرآیند [١] مدل سازی فرآیند از پیچیده تری تعبیر در اما
گام اولین ͬ گردد. م ارایه مدل سازی فعالیت یا تکلیف در واقعͬ موقعیت و ͬ شود م آغاز
الزاماً که است موقعیت از (١ شͺل چرخه در ١ (گام ذهنͬ” تصویر ͷی ”ساختن شامل
یا مدار” ”موقعیت‐ مدل به یافتن دست مرحله این نتیجه نیست. بدیهͬ دانش آموزان برای
آل ایده طور به شرایط و ͬ شود م ساده تر مدل این سپس است. موقعیت” به ”وابسته مدل
دوباره مفروضات کلیه و کره‐ ͷی عنوان به زمین گرفتن نظر در مثلا́ – ͬ شوند م فرض
این ادامه، در آید. دست به واقعͬ” ”مدل تا شͺل١) چرخه در ٢ (گام ͬ شوند م ساختاربندی
ریاضͬ” ”مدل ͷی به تبدیل شͺل١) چرخه در ٣ (گام صورت بندی فرآیند طͬ واقعͬ مدل
شͺل١)، چرخه در ۴ (گام مسئله حل روش های از استفاده با ریاضͬ، دنیای در و ͬ شود م
آمده دست به جواب بعدی گام در بالاخره، ͬ شود. م ارایه مسئله برای ͬ وار ریاض جواب ͷی
بعدی، گام در و (١ شͺل چرخه در ۵ (گام ͬ شود م تفسیر واقعͬ دنیای در ریاضͬ دنیای در
در ۶ (گام ͬ گردد م بخشͬ اعتبار موقعیت مدار مدل با واقعͬ دنیای در آمده دست به جواب
مسئله اصلͬ موقعیت با واقعͬ، دنیای در آمده دست به جواب نهایت، در شͺل١). چرخه
بررسͬ مورد آمده دست به پاسخ بودن معنادار تا شͺل١) چرخه در ٧ (گام ͬ شود م مقابله

گیرد. قرار
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[١] چرخه ͷی قالب در مدل سازی فرآیند گام هفت :١ شͺل
استفاده مختلفͬ روش های از مدلسازی، تکالیف حل در دانشجویان عملͺرد ارزیابی برای
شͺل چرخه در که است مدل سازی فرآیند از جزء چند یا ͷی با متناظز ها روش این ͬ شود. م

هستند. متفاوت قسمت هر به یافته اختصاص وزن معمولا و است آمده ١ شماره

(جبرخطͬ) ریاضͬ مدل از استفاده مستلزم فعالیت های .٣

ͬ کنند، م استفاده ریاضͬ آموزش در کاربردها و مدل سازی رویͺرد از که پژوهش هایی در
مدل سازی «تکالیف فعالیت ها، این از نوع ͷی ͬ شود. م استفاده مختلفͬ فعالیت های از
ارزیابی و کردن خلق برای دانشجویان آن در که است ریاضͬ»، مدل از استفاده مستلزم
پاسخ باز‐ مسایل صورت به تکالیف از گونه این معمولا ͬ شوند. م تشویق ریاضͬ مدل های
حل راستای در ریاضͬ مدل های ساختن برای را دانشجویان که گونه ای به ͬ شوند م طراحͬ

بͺشند. چالش به واقعͬ دنیای پیچیده مسایل
حل برای خطͬ جبر مفاهیم بر مبتنͬ مدل ͷی از آن در که مسایل گونه این از نمونه ای
گرفته قرار استفاده مورد [٣] در مسئله این است. آمده ٢ شͺل در ͬ شود، م استفاده مسئله
دانشͽاهͬ مختلف رشته های دانشجویان از گروه چهار عملͺرد خود، مقاله در آنها است.
پر منطقه ͷی در نقلیه وسایل مرور و عبور جریان درباره که واقعͬ دنیای مسئله ͷی حل در

کرده اند. گزارش است، شهر آمد رفت
مͬ نشان را شهر تجاری محدوده ͷی در امد و رفت پر خیابان دو طرح ذیل شͺل
نقطه ͷی از عبوری اتومبیل های شمارش برای را حسͽرهایی شهر ͷترافی کنترل مرکز دهد.
دهند. مͬ نشان را خیابان جهت بردارها است. کرده نصب مختلف جاهای در مشخص،
در دارد. وجود میدان ͷی تقاطع هر در است. ـمده شͺل در نیز عبوری اتومبیل های تعداد
و عبور عادی شرایط در اینکه با ندارند. را خیابان کنار در کردن پارک حق ها اتومبیل ضمن
است علاقمند ͷترافی کنترل مرکز ولͬ دارد، جریان عادی حالت با خیابان دو این در مرور
بررسͬ خیابان) چند یا ͷی بستن (مثلا مسیرها از برخͬ تغییر برای را موجود امͺان های

نماید.
دهید. پاسخ ذیل سوالات به بالا، در شده ارایه توضیحات به توجه با

اگر بست؟ موقت طور به را هستند میدان دو بین که راه هایی از ͬͺی توان مͬ آیا •
ͬ توان؟ نم را کدام و بست ͬ توان م را راه کدام بله
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عبور مسیر جاده هر ابتدای در علایم برخͬ نصب با دارد قصد ͷترافی کنترل مرکز •
علایم این از تعداد دهد.چه تغییر ها جاده از برخͬ بستن با را اتومبیل ها مرور و
ارزیابی که دارد، وجود ای جاده علایم این انتخاب برای روشͬ آیا است؟ نیاز مورد

کند؟ تر ساده را مرور و عبور جریان
ساعت هر در خودرو ٢٠٠ حداکثر عبور محدویت با اید کرده ارایه که مدلͬ آیا •
جرح را خودتان قبلͬ مدل چͽونه شما نیست، اگر است؟ سازگار خیابان، هر در

بͽیرید. نظر در را جدید محدویت این تا کنید مͬ تعدیل و

خیابان ها طرح :٢ شͺل

روش) این معایب و (مزایا پایانͬ سخن .۴

درسͬ کلاس های در ریاضͬ مفاهیم تدریس برای کاربرد و مدل سازی رویͺرد از استفاده
از ͷی ͬ باشد. م خود خاص معایب و مزایا دارای رویͺردها سایر همانند دانشͽاهͬ، ریاضͬ
در مثال عنوان به است. آن بودن گیر وقت روش ین از استفاده های محدودیت ترین جدی
ساعتͬ دو جلسه ٧ مستلزم گردید، استفاده ٢ شͺل در شده مطرح فعالیت از آن در که [٣]
است، برانگیز تأمل نخست، نگاه در که محدودیت این کنار در اما بود. درس کلاس از
مفاهیم تدریس برای کاربرد و مدل سازی رویͺرد از استفاده برای توان مͬ را مزایا برخͬ
برای ریاضͬ روش این از استفاده با برشمرد. دانشͽاهͬ ریاضͬ درسͬ کلاس های در ریاضͬ
معنادارتر نیست) ریاضͬ شان تحصیلͬ رشته که دانشجویانͬ برای خصوص (به دانشجویان
واقعͬ دنیای پدیده های در ریاضͬ نقش از بهتری درک که ͬ شود م باعث همین و شود مͬ
بهبود باعث رویͺرد این از استفاده که داده اند نشان متعددی های پژوهش باشند. داشته

شد. خواهد واقعͬ دنیای مسایل حل در دانشجویان عملͺرد
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

ماتریس ها فضای ͷکم به lp(S) ͬ های ویژگ بررسͬ

ناصری∗ صابر

ریاضͬ گروه علوم، دانشͺده کردستان، دانشͽاه
S.naseri@uok.ac.ir

خواص از برخͬ بررسͬ به lp‐مون ماتریسها فضای از استفاده با مقاله این در چͺیده.
و ͬ پردازیم م ͬ باشد م گروه ͷی روی براندت نیم گروه ͷی S آن در که lp(S) فضای
همچنین است. باناخ چبر ͷی شرایطͬ چه تحت lp(S) ͬ دهیم م نشان راستا این در

ͬ کنیم. م بررسͬ را آن بودن میانگین پذیر

پیش گفتار .١

معرفͬ باناخ جبرهای روی مون ‐l۱ عنوان تحت ماتریس ها از فضایی ١٩٩٩ سال در
.[١] گرفت قرار بررسͬ مورد گروه ها نیم جبر خواص از برخͬ مفهوم این ͷکم به و شد

.[٣] شد داده توسیع ،۱ ⩽ p برای مون ‐lp به را مون ‐l۱ مفهوم ،٢٠١٠ سال در
ثابت و کنیم استفاده lp(S) خواص برخͬ بررسͬ برای مفهوم این از ͬ خواهیم م اینجا در
برای lp(S) آنگاه باشد G مانند متناهͬ گروهͬ روی براندت نیم گروه ͷی S اگر که ͬ کنیم م

است. میانگین پذیر p ⩾ ۱
قرار بررسͬ مورد و معرفͬ جانسون توسط اولین برای باناخ جبرهای میانگین پذیر مفهوم

.[٢] گرفت
D : A −→ خطͬ نگاشت باشد باناخ مدول ‐A ͷی E و باناخ جبر ͷی A کنید فرض

،a, b ∈ A هر برای هرگاه ͬ نامند م مشتق را E
D(ab) = Da · b+ a ·Db

است. مشتق ͷی δx(a) = a · x− x · a که δx : A −→ E نگاشت آنگاه x ∈ E اگر
ͬ نامند. م داخلͬ مشتق را نوع این از مشتق های

زیر شده تعریف اعمال با E∗ یعنͬ ،E دوگان آنگاه باشد باناخ مدول ‐A ͷی E اگر
است. باناخ مدول ‐A ͷی

⟨x, a · f⟩ = ⟨x · a, f⟩ و ⟨x, f · a⟩ = ⟨a · x, f⟩
.f ∈ E∗ و x ∈ A ،a ∈ E هر برای

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. براندت نیم گروه نیم گروه‐ میانگین پذیر‐ باناخ‐ جبرهای کلیدی. واژگان
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ͬ نامند م میانگین پذیر را A اینصورت در باشد باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١ . ١ تعریف
باشد. داخلͬ مشتق ͷی ،D : A −→ E∗ کراندار مشتق هر ،E مدول ‐A هر برای هرگاه

مجموعه ی I و ۱ ⩽ p < ∞ و باشد باناخ فضای ͷی (A, ∥.∥) کنید فرض .١ . ٢ تعریف
طوری به A روی ،B = [bij]I×I ماتریس های همه ی فضای باشد، دلخواه اندیس

،B ∈ LMp
I(A) اگر ͬ دهیم. م نمایش LMp

I(A) نماد با را
(∑

i,j∈I ∥bij∥p
) ۱

p
< ∞

.∥B∥p =
(∑

i,j∈I ∥bij∥p
) ۱

p ͬ دهیم م قرار اینصورت در .B = [bij]I×I

دلخواه اندیس مجموعه ی I و ۱ ⩽ p ⩽ ۲ و باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١ . ٣ قضیه
باناخ جبر ͷی ،∥ · ∥p نرم و ماتریس ها ضرب با LMp

I(A) فضای اینصورت در باشد،
.[٣] است

جبر را دلخواه اندیس مجموعه ͷی I و ۱ ⩽ p ⩽ ۲ برای LMp
I(A) باناخ جبر
ͬ نامند. م مون ‐lp

اصلͬ نتایج .٢

نیم گروه ͷی S و گروه ͷی G اگر که است این ،LMp
I(A) فضاهای کاربردهای از ͬͺی

و است باناخ جبر ͷی lp(S) شرایطͬ چه تحت ͬ کنیم م بررسͬ آنگاه باشد G روی براندت
است. میانگین پذیر فضا، این وقت چه اینکه

اینصورت در ۱ ⩽ p < ∞ و باشد دلخواه مجموعه ی ͷی S کنید فرض .٢ . ١ تعریف
ͬ دهیم م قرار

lp(S) =

{∑
s∈S

αsδs :
∑
s∈S

|αs|p < ∞

}
صورت این به را lp(S) روی ∥ · ∥p نرم چنانچه .f =

∑
s∈S αsδs و f ∈ lp(S) اگر

باناخ فضای ͷی ∥ · ∥p نرم با lp(S) آنگاه ∥f∥p =
(∑

s∈S |αs|p
) ۱

p که کنیم تعریف
زیر صورت به را ضرب عمل lp(S) روی چنانچه باشد نیم گروه ͷی S اگر حال است.

کنیم تعریف
δx ∗ δy = δxy (x, y ∈ S) (٢ . ١)

جبر ͷی ∥ · ∥۱ نرم و (٢ . ١) ضرب با l۱(S) آنگاه p = ۱ اگر که ͬ شود م دیده سادگͬ به
شده تعریف ضرب با lp(S) باناخ فضای لزوماً آنگاه p > ۱ صورتیͺه در است. باناخ

نیست. باناخ جبر ͷی (٢ . ١)

باشد. دلخواه اندیس مجموعه ͷی I و گروه ͷی G کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
به آن درایه های تمام هرگاه ͬ نامند م کانونͬ را G ∪ {۰} روی I × Iماتریس ͷی الف)

باشند. صفر همه ،ͬͺی جز
ماتریس و G ∪ {۰} روی I × I کانونͬ ماتریس های تمام از متشͺل S نیم گروه ب)

ͬ نامند. م G روی براندت گروه نیم را صفر
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۱ < p < ∞ و |G| = m که طوری به باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢ . ٣ گزاره
باناخ فضای اینصورت در باشد. I اندیس مجموعه با G روی براندت نیم گروه ͷی S و
متناهͬ I اندیس مجموعه اگر فقط و اگر است بسته (٢ . ١) ضرب عمل به نسبت lp(S)

باشد.

فرض است. متناهͬ S براندت نیم گروه اینصورت در باشد متناهͬ I کنید فرض برهان.
و f =

∑n
i=۱ αsiδsi که طوری به f, g ∈ lp(S) و S = {s۱, s۲, · · · , sn} کنیم

آنگاه g =
∑n

j=۱ βsiδsi

f ∗ g =

(
n∑

i=۱

αsiδsi

)
∗

(
n∑

j=۱

βsjδsj

)
=

n∑
i,j=۱

αsiβsjδsisj

∥f ∗ g∥pp =
∑
i,j

|αsi|p|βsj |p ⩽
(

n∑
i=۱

|αsi|p
)(

n∑
j=۱

|βsj |p
)

< ∞

است. بسته پیچش عمل به نسبت lp(S) بنابراین .f ∗ g ∈ lp(S) بنابراین
از نامتناهͬ و متمایز {in}n∈N زیرمجموعه ی اینصورت در باشد نامتناهͬ I کنید فرض

آنگاه g =
∑∞

n=۱
۱
n
δ(e)in,i۱

و f =
∑∞

n=۱
۱
n
δ(e)i۱,in دهیم قرار اگر است. موجود I

∥f∥pp =
∑
s∈S

|f(s)|p =
∑
i,j∈I

∑
g∈G

|f((g)ij)|p ⩽
∞∑
n=۱

۱

np
< ∞

.g ∈ lp(S) دید ͬ توان م مشابه برهانͬ با .f ∈ lp(S) بنابراین
عمل به نسبت lp(S) لذا .f ∗ g /∈ lp(S) بنابراین .(f ∗ g)(۰) = ∞ درصورتیͺه
□ نیست. بسته پیچش

طوری به است موجود k مانند ثابت عددی آنگاه باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر .۴ . ٢ قضیه
.[٣] است باناخ جبر ͷی δx ∗ δy = δxy (x, y ∈ G) ضرب و k∥ · ∥p نرم با lp(G) که

۱ ⩽ p < ∞ و باشد متناهͬ I اندیس مجموعه و متناهͬ گروه ͷی G اگر .۵ . ٢ گزاره
جبر ͷی LMp

I(l
p(G), k∥ · ∥p) فضای که طوری به دارد وجود k مانند ثابت عددی آنگاه

.[٣] است باناخ

و lp(S)⧸Cδ۰ آنگاه باشد G گروه روی براندت نیم گروه ͷی S اگر .۶ . ٢ قضیه
هستند. یͺریخت طولپا، طور به LMp

I(l
p(G))

کنیم تعریف اگر برهان.
Φ : lp(S) 7−→ LMp

I(A)

f 7−→ [fij]

،i, j ∈ I هر برای آن در که
fij : G −→ C
fij(g) = f((g)ij)
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آن دیͽر درایه های بقیه و g مساوی آن ,i)ام j) درایه ی آن در که ،I × I ماتریس ((g)ij) و
ͬ باشد. م صفر با برابر

و است خطͬ Φ که ͬ شود م دیده بسادگͬ و است، تعریف خوش Φ تابع که دید ͬ توان م
کراندار Φ لذا .∥Φ∥ = sup∥f∥lp(S)⩽۱ ∥Φ(f)∥p ⩽ ۱ پس ∥Φ(f)∥p ⩽ ∥f∥lp(S)

است.
f : S −→ C کنیم تعریف اگر B = [fij] که B ∈ LMp

I(l
p(G)) هر برای

اینصورت در .f(۰) = ۰ و f((g)ij) = fij(g) (i, j ∈ I, g ∈ G)∑
s∈S

|f(s)|p =
∑
i,j∈I

∑
g∈G

|f((g)ij)|p =
∑
i,j∈I

∥fij∥plp(G) < ∞

است. پوشا Φ لذا .Φ(f) = B پس .f ∈ lp(S) بنابراین
طولپا طور به LMp

I(A) و lp(S)
Cδ۰

بنابراین .kerΦ = Cδ۰ که دید ͬ توان م بسادگͬ
□ یͺریختند.

و باشد متناهͬ I اندیس مجموعه و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢ . ٧ گزاره
ضرب و k∥ · ∥p نرم با lp(S) که دارد وجود k مانند مثبت ثابتͬ آنگاه ۱ ⩽ p < ∞

است. باناخ جبر ͷی δx ∗ δy = δxy (x, y ∈ G)

□ ͬ باشد. م ۶٬٢ قضیه و ۵٬٢ گزاره ی ،۴٬٢ قضیه ی از نتیجه ای برهان.

طور به LMp
I(l

p(G), k∥ · ∥p) جبر با (lp(S), k∥ · ∥p)⧸Cδ۰ باناخ جبر .٢ . ٨ نتیجه
است. یͺریخت طولپا

ͷی LMp
I(A) فضای و eA یͺه عنصر دارای باناخ جبر ͷی (A, ∥ · ∥) اگر .٢ . ٩ قضیه

معادلند: زیر گزاره های آنگاه باشد باناخ جبر
است. میانگین پذیر LMp

I(A) باناخ جبر الف)
.[٣] است متناهͬ I اندیس مجموعه و است میانگین پذیر A باناخ جبر ب)

میانگین پذیر lp(G) جبر آنگاه ،۱ ⩽ p < ∞ و باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر .٢ . ١٠ لم
.[٣] است

نیم گروه S و باشد متناهͬ I اندیس مجموعه و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢ . ١١ قضیه
است. میانگین پذیر ،۱ ⩽ p < ∞ برای lp(S) اینصورت در باشد G روی براندت

□ است. ٨٬٢ نتیجه و ٩٬٢ قضیه ،١٠٬٢ لم ،۴٬٢ قضیه از نتیجه ای برهان.
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

(SVD) تکین مقادیر تجزیه با دیجیتال تصویر سازی فشرده

سرگلزایی۲ پرویز و خان۱∗ عباسعلͬ حاج شͺوه مجتبی

بلوچستان و سیستان دانشͽاه ریاضͬ، دانشͺده ریاضͬ، گروه ۱,۲

،(Singular ValueDecomposition) تکین مقدار تجزیه روش از استفاده با مقاله این در چͺیده.
A = USV T صورت به V و S ،U ماتریس ٣ به را تصویر ͷی با متناظر A ماتریس
کنیم. بررسͬ ماتریس ٣ در را دیجیتالͬ تصویر ͷی ͬ شود م موجب که کرده ایم تبدیل
داده ها از کوچͺتر مجموعه ای در را اصلͬ تصویر ͬ دهد م اجازه ما به SVD واقع در
فشرده به منجر ͬ تواند م این که کرده بررسͬ ͬ کند م حفظ را اصلͬ تصویر ویژگͬ که
سریعتر پردازش نتیجه در و حافظه از کمͬ فضای ͷی در داده ها ذخیره و تصویر سازی
را سازی فشرده و کرده فشرده را تصویر ͷی ما روند این از استفاده با شود. اطلاعات
از آمده به دست نتایج و داده ایم قرار بررسͬ مورد کیفیت میزان و سازی فشرده نسبت با
Principal ) اصلͬ مؤلفه های تحلیل و تجزیه روش با را SVD با تصویر سازی فشرده
قرار استفاده مورد موارد بسیاری در سازی فشرده برای که ( Component Analysis

کرده ایم مقایسه ͬ گیرد م

تعاریف .١

نویسندگان از بعضͬ ͬ گیریم، م نظر در n×n مختلط ماتریس فضای ͷی را Mn .١ . ١ تعریف
x ∈ Cn صفر غیر بردار و A ∈ Mn که کنید فرض اکنون ͬ کنند. م استفاده Cn×n نماد از

چنانچه ͬ نامیم م A ویژه مقدار را λ آنگاه باشد A ویژه بردار
Ax = λx

زیر به صورت p‐نرم آنگاه باشد، بردار ͷی x و ۱ ⩽ p < ∞ کنید فرض .١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف

∥x∥p =
(∑

n
i=۱|xi|p

)۱

۲ .

ͬ توانیم م را S ∈ Rm×n و R ∈ Rm×n از آمده به دست Rm×n برداری فضای .١ . ٣ تعریف
کنیم تعریف زیر صورت به داخلͬ ضرب با

⟨R, S⟩ =
∑

m
i=۱

∑
n
j=۱rijsij. (١ . ١)

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. تصویر. سازی فشرده تکین، مقادیر تجزیه تصویر، پردازش کلیدی. واژگان
سخنران ∗

۲۷



ͬ نامیم م فروبنیوس١ نرم را داخلͬ ضرب از آمده به دست نرم فرم Rm×n برداری فضای برای
آنگاه باشد G ∈ Rm×n اگر بنابراین ͬ دهیم. م نمایش ∥.∥F صورت به و

∥G∥F = (⟨G,G⟩)
۱

۲ =
√∑

m
i=۱

∑
n
j=۱g

۲
ij.

SVD .٢

ͬ تواند م که است معمولͬ سازی قطری خواص از ای دنباله بر مبنͬ تکین مقدار تجزیه
ویژه مقادیر های ریشه مجذور A تکین مقادیر شود. کاربرده به مستطیلͬ ماتریس برای
این ͬ شوند م مرتب نزولͬ صورت به و ͬ شوند م داده نشان σ۱, · · · , σn با و هستند ATA
به A تجزیه ͬ باشد. م ۱ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi ،A تکین مقادیر که معناست بدان

V و m×m متعامد ماتریس ͷی U آن در که ͬ باشد م تکین مقدار تجزیه UΣV T صورت
آن قطر از خارج عناصر که است m× n ماتریس ͷی Σ و n× n متعامد ماتریس ͷی نیز
ͬ باشد. م ۱ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi آن اصلͬ قطر روی عناصر و ͬ باشد م صفر ͬͽهم

تجزیه دارای A بنابراین باشد، m × n ماتریس ͷی A اگر .( SV D قضیه ) ٢ . ١ قضیه
ͬ باشد. م تکین مقدار

□ شود مراجعه [١] به برهان.

ضرب UΣ نتیجه A که کرد بیان ͬ توان م باشد UΣV T تکین مقدار تجزیه دارای A اگر
آنگاه کنیم بلوکͬ سطری به صورت را V T و ستونͬ به صورت را UΣ اگر ͬ باشد. م V T در

داشت خواهیم

UΣ = (σ۱u۱ + σ۲u۲ + · · ·+ σnun)

کنیم بیان خارجͬ بسط ͷی به صورت را A ͬ توانیم م و

A = σ۱u۱v
T
۱ + σ۲u۲v

T
۲ + · · ·+ σnunv

T
n . (٢ . ١)

بنابراین باشد، n با برابر A رتبه ی اگر

A′ = σ۱u۱v
T
۱ + σ۲u۲v

T
۲ + · · ·+ σn−۱un−۱v

T
n−۱

به دست است A ماتریس به ͷنزدی که n−۱ رتبه ی با ماتریس ͷی فروبنیوس نرم به توجه با
غیره. و ͬ آید م

PCA .٣

از مجموعه ای کردن ساده برای آماری روشͬ ( PCA ) اصلͬ مؤلفه های تحلیل و تجزیه
تجزیه برای کمتر بعدهای با مجموعه ای به داده ها از بعدی چند مجموعه ای کاهش با داده ها

است[٣]. گرفته قرار توجه مورد بسیار نیز تصویر پردازش در و ͬ باشد م تحلیل و

١Frobenius norm
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SVD با سازی فشرده .۴

از ͷی هر و است m × n ماتریس ͷی صورت به کامپیوتر در عکس سازی ذخیره
ماتریس A اگر ͬ باشد. م نقطه آن در خاکستری سطح میزان معرف ماتریس آن درایه های
را A بنابراین است، UΣV T تکین مقدار تجزیه دارای باشد دیجیتال تصویر ͷی با متناظر

داد. نشان زیر بسط صورت به (٢ . ١) رابطه از استفاده با ͬ توان م

A = σ۱u۱v
T
۱ + · · ·+ σnunv

T
n

ͬ آید م به دست k مرحله از بعد جملات کردن قطع با k رتبه ی با ماتریس نزدیͷ ترین

Ak = σ۱u۱v
T
۱ + · · ·+ σkukv

T
k

قابل به طور را k ͬ توان م بود. خواهد k(۲n + ۱) ،Ak ذخیره سازی برای حافظه میزان
ͷنزدی خیلͬ Ak با متناظر دیجیتال تصویر که به گونه ای کنیم انتخاب n از کمتر ملاحظه ای
PCA و SV D با تصویر سازی فشرده کارایی گیری اندازه برای باشد. اصلͬ تصویر به
محاسبه زیر صورت به سازی فشرده نسبت از استفاده با را سازی فشرده عامل ͬ توانیم م

کنیم.

CR =
m× n

k(m+ n+ ۱)
(١ . ۴)

مورد تصویر فشرده سازی مختلف روش های مقایسه برای که خطا اندازه گیری معیار دو
(PSNR) نویز به سیͽنال نسبت ماکزیمم و (MSE) خطا مربع میانگین ͬ گیرد م قرار استفاده

ͬ باشد. م

MSE =
۱

mn

∑
m−۱
x=۰

∑
n−۱
y=۰ [M(x, y)−M ′(x, y)]

۲
, (٢ . ۴)

PSNR = ۲۰ log۱۰

(
۲۵۵√
MSE

)
. (٣ . ۴)

تقریب از نسخه ͷی به مربوط M ′(x, y) و است اصلͬ تصویر به مربوط M(x, y) آن در که
است کمتر خطای معنای به MSE کم مقدار ͬ باشد. م تصویرها ابعاد n و m و ͬ باشد م
زیاد PSNR مقدار که معنا این به دارد. وجود عکس رابطه ی PSNR و MSE بین ولͬ
نسبت که معناست این به چون است خوب PSNR زیاد مقدار منطقͬ به طور ͬ شود. م

بالاست. نویز به سیͽنال

عددی نتایج .۵

سازی فشرده تکین مقادیر از مقدار k ازای به SVD با را چهره تصویر ͷی بخش این در
مقایسه PCA با را آمده بدست نتایج و ͬ دهیم م نمایش ١ شͺل در را آن نتایج و کرد خواهیم

کنیم. مͬ
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k = ۳۵ ه. شͺل k = ۲۵ د. شͺل k = ۱۵ ج. شͺل k = ۵ ب. شͺل اصلͬ چهره الف. شͺل

PCA و SV D روش با PSNR ز. شͺل PCA و SV D روش MSE خطای و. شͺل

PCA و SV D روش مقایسه نمودار و SV D با مختلف kهای ازای به مجتبی چهره سازی فشرده :١ شͺل

SV D با مجتبی چهره سازی فشرده از آمده بدست نتایج :١ جدول

(ثانیه) پردازش زمان PSNR MSE CR (بایت) ذخیره فضای k
۰٫ ۱۰۴۲ ۱۹٫ ۹۴۷۷ ۶۵۸٫ ۱۳۲۸ ۲۴٫ ۵۶۶۵ ۶۱۰۲ k = ۵
۰٫ ۰۹۵۱ ۲۴٫ ۸۱۵۲ ۲۱۴٫ ۵۶۷۵ ۸٫ ۱۸۸۸ ۷۰۱۴ k = ۱۵
۰٫ ۱۱۸۱ ۲۷٫ ۴۲۰۳ ۱۱۷٫ ۷۷۴۶ ۴٫ ۹۱۳۳ ۹۱۷۲ k = ۲۵
۰٫ ۱۰۹۱ ۲۹٫ ۶۴۰۲ ۷۰٫ ۶۴۲۳ ۳٫ ۵۰۹۵ ۹۶۸۳ k = ۳۵
۰٫ ۱۰۷۴ ۳۱٫ ۶۲۱۸ ۴۴٫ ۷۶۰۹ ۲٫ ۷۲۹۶ ۹۹۵۷ k = ۴۵

‐ ‐ ‐ ‐ ۱۵۴۱۹ اصلͬ تصویر

گیری نتیجه .۶

شده بازسازی تصویر k=35 ازای به که ͬ گیریم م نتیجه ١ جدول و ١ شͺل به توجه با
روش از کمتر SVD روش MSE خطای محدوده این در که است قبول قابل و مطلوب
ͬ دهد م نشان ما بررسͬ بالاست خیلͬ PCA روش به وسیله محاسبات همچنین است PCA
روش برابر ١٠ حدوداً PCA روش سازی فشرده زمان بالا کیفیت با تصویر های برای که

است. PCA روش از تر مطلوب بسیار SVD روش بنابراین ͬ باشد م SVD

مراجع
1. Cao, L.: Singular value decomposition applied to digital image processing. Division of

Computing Studies Arizona State University Poly-technic Campus, 1–15 (2009).
2. Horn, R.A., Johnson, C.R.: Topics in Matrix Analysis. Cambridge University Press,

Cambridge, 134–144 (1991).
3. Shlens, J., : A Tutorail on Principal Component Analysis. California, version 2, 1–11

(2003).
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

همͽن چندجمله ایهای فضای روی القایی عملͽرهای

رنجبری۲∗ مهین و زمان۱ͬ یوسف

سهند صنعتͬ دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه ۱,۲
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m-ranjbari@sut.ac.ir

همͽن چندجمله ایهای مختلط برداری فضای Hd[x۱, . . . , xm] کنید فرض چͺیده.
روی خطͬ عملͽر ͷی T کنید فرض باشد. xm ،. . . ،x۱ مستقل متغیرهای از d درجه
دارد وجود Hd[x۱, . . . , xm] روی P (T ) القایی عملͽر باشد. H۱[x۱, . . . , xm]
مقاله، این اصلͬ هدف .P (T )q(x۱, . . . , xm) = q(Tx۱, . . . , Txm) که بقسمͬ

ͬ باشد. م P (T ) القایی عملͽر جبری خواص برخͬ بررسͬ

مقدمه .١

d درجه از همͽن چندجمله ایهای مختلط برداری فضای Hd[x۱, ..., xm] کنید فرض
های دنباله تمامͬ مجموعه Γd,m کنید فرض باشد. xm ،... ،x۱ مستقل های متغیر با
مجموعه .۱ ≤ αi ≤ m ،۱ ≤ i ≤ d هر بازای که بقسمͬ باشد α = (α۱, . . . , αd)
همه شامل Γd,m زیرمجموعه Gd,m کنید فرض ͬ کنیم. م مرتب الفبایی ترتیب با را Γd,m

ω(α) =
∏d

i=۱ xα(i) بصورت را α وزن ،α ∈ Gd,m هر برای باشد. نزولͬ غیر های دنباله
مجموعه صورت این در کنیم. مͬ تعریف

B = {ω(α) : α ∈ Gd,m}
روی داخلͬ ضرب ͷی است. Hd[x۱, . . . , xm] برای الفبایی) ترتیب (با مرتب ای پایه

آن در که ͬ کنیم م تعریف (ω(α), ω(β)) = δα,βν(α) بصورت Hd[x۱, . . . , xm]

است. α چندبارگͬ افراز ،µ(α) با متناظر یانگ زیرگروه مرتبه ،ν(α) = |Sµ(α)|

.V = H۱[x۱, . . . , xm] ͬ کنیم م فرض مقاله این سراسر در

عملͽر ͷی T صورت این در باشد. V روی خطͬ عملͽر ͷی T کنید فرض .١ . ١ تعریف
ضابطه با P (T ) خطͬ

P (T )q(x۱, . . . , xm) = q(Tx۱, . . . , Txm)

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47B37; Secondary 15A69,
15A15, 15A04.

. پرمننت خطͬ، عملͽرهای همͽن، چندجمله ایهای کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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وارونپذیر خطͬ عملͽرهای گروه GL(V ) کنید فرض ͬ کند. م القا Hd[x۱, . . . , xm] روی
تابع که دید ͬ توان م بآسانͬ باشد. V برداری فضای روی

P : GL(V ) −→ GL(Hd[x۱, . . . , xm])

کرد بررسͬ ͬ توان م کند. مͬ تعریف Hd[x۱, . . . , xm] روی GL(V ) گروه نمایش ͷی
نیست. صادق لزوما نمایش، این که

میدان روی m×m ماتریسهای برداری فضای Mm(C) کنید فرض [٣ ،١] .١ . ٢ تعریف
باشد. مختلط اعداد

x ∈ هر بازای و هرمیتͬ A هرگاه گوییم مثبت نیم معین را A ∈ Mm(C) ماتریس الف)
.A ≥ ۰ ͬ نویسیم: م حالت این در .x∗Ax ≥ ۰ ،Cn×۱

۰ ̸= x ∈ هر بازای و هرمیتͬ A هرگاه گوییم مثبت را معین A ∈ Mm(C) ماتریس ب)
.A > ۰ ͬ نویسیم: م حالت این در .x∗Ax > ۰ ،Cn×۱

آنگاه .A − B ≥ ۰ باشیم: داشته و باشند هرمیتͬ A و B ∈ Mm(C) گاه هر پ)
.A ≥ B ͬ نویسیم م

تعریف زیر بصورت A پرمننت ،A = (aij) ∈ Mm(C) هر برای [٣ ،٢] .١ . ٣ تعریف
ͬ شود: م

perA =
∑
σ∈Sm

m∏
i=۱

aiσ(i),

خاصیت دارای پرمننت تابع که دید ͬ توان م باسانͬ mاست. درجه متقارن گروه Sm آن در که
،A,B ∈ Mm(C) مثبت نیم معین ماتریسهای برای که ͬ شود م ثابت نیست. ضربی

per(A+B) ≥ per(A) + per(B).

نتایج .٢

پایه به نسبت T ماتریسͬ نمایش کنید فرض .T ∈ End(V ) کنید فرض .٢ . ١ لم
هر بازای صورت این در باشد. A = (aij) برابر E = {x۱, . . . , xm} یͺه متعامد
برابر B مرتب پایه به نسبت P (T ) ماتریسͬ نمایش ام ‐ (γ, α) درآیه ،γ, α ∈ Gd,m

است. ۱

ν(γ)
perA[γ|α]

ماتریس صورت این در باشد. m × m مختلط ماتریس ͷی A کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
درآیه ،α, β ∈ Gd,m هر بازای بطوریͺه ،|Gd,m| مرتبه از است ماتریسͬ P (A) القایی

با است برابر آن ام ‐ (α, β)

۱

ν(α)
perA[α|β]).

ͬ کند. م تعریف GL(m,C) گروه نمایش ͷی A −→ P (A) تابع که کنید توجه

هر بازای هرگاه گوییم مثبت را A = (aij) ∈ Mm(C) ماتریس .٢ . ٣ تعریف
.aij > ۰ ،۱ ≤ i, j ≤ m
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.A ∈ Mm(C) کنید فرض .۴ . ٢ لم

است. مثبت نیز P (A) آنگاه باشد مثبت A اگر الف)

است. مثبت نیز A آنگاه باشد، فرد d و مثبت P (A) اگر ب)
.A ∈ Mm(C) کنید فرض .۵ . ٢ لم

است. مثلثͬ بالا نیز P (A) آنگاه باشد مثلثͬ بالا A اگر الف)

آنگاه باشند A ویژه مقادیر λm ،· · · ،λ۱ اگر ب)

λα =
d∏

i=۱

λα(i), α ∈ Gd,m

و det P (A) = (det A)(
d+m−۱

m ) بویژه هستند. P (A) ویژه مقادیر
است. d از [d] افراز با متناظر شور ای چندجمله ،trP (A) = S[d](λ۱, . . . , λm)

قطری نیز P (A) آنگاه باشد قطری ماتریس ͷی A = diag(λ۱, . . . , λm) اگر ج)
است.

.P (T )∗ = P (T ∗) آنگاه ،T ∈ End(V ) اگر .۶ . ٢ لم

شبه نرمال، یͺانͬ، هرمیتͬ، خواص از ͬͺی T : V −→ V خطͬ عملͽر اگر .٢ . ٧ قضیه
P (T ) القایی عملͽر آنگاه باشد، داشته را مثبت معین و مثبت معین نیم فرد)، d هرمیتͬ(

دارد. را متناظر خواص نیز
این در باشند. V روی مثبت نیم معین خطͬ عملͽر دو S و T کنید فرض .٢ . ٨ قضیه

صورت
.P (T ) ≥ P (S) آنگاه T ≥ S اگر بویژه، .P (T + S) ≥ P (T ) + P (S)

ͬ کنیم. م بررسͬ را ٢ . ٧ قضیه عکس ادامه در اکنون

آنگاه باشند V داخلͬ ضرب فضای روی خطͬ عملͽرهای S و T کنید فرض .٢ . ٩ قضیه
.cd = ۱ و T = cS اگر وتنها اگر P (T ) = P (S)

Hd[x۱, . . . , xm]روی القایی Pعملͽر (T ) و V روی خطͬ عملͽر T کنید فرض .٢ . ١٠ قضیه
باشد.

است. نرمال نیز T آنگاه باشد نرمال P (T ) عملͽر اگر الف)

است. یͺانͬ نیز T آنگاه باشد یͺانͬ P (T ) عملͽر اگر ب)

مختلط عدد صورت این در باشد. هرمیتͬ P (T ) القایی عملͽر کنید فرض .٢ . ١١ قضیه
که بقسمͬ دارد وجود c

T ∗ = cT, c = eiθ, dθ ≡ ۰(mod ۲π).
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عدد ٢ . ١١ قضیه به بنا باشد. هرمیتͬ P (T ) خطͬ عملͽر کنید فرض .٢ . ١٢ تبصره
لذا .θd ≡ ۰(mod ۲π) و c = eiθ ،T ∗ = cT که بقسمͬ دارد وجود c مانند مختلطͬ
کنید فرض حال .θ = ۲kπ

d
یا θd = ۲kπ بطوریͺه دارد وجود k مانند صحیحͬ عدد

صورت این در .D = e
iθ
۲ T

(e
iθ
۲ T )∗ = e

−iθ
۲ T ∗ = e

−iθ
۲ eiθT = e

iθ
۲ T,

آنگاه باشد هرمیتͬ P (T ) عملͽر اگر نتیجه در است. هرمیتͬ D = e
iθ
۲ T عملͽر پس

است. هرمیتͬ خطͬ عملͽر ͷی از اسͺالری مضرب T یعنͬ ،T = e
−iθ
۲ D

.rank(T ) = r > d و باشد هرمیتͬ P (T ) خطͬ عملͽر کنید فرض .٢ . ١٣ تبصره
هرمیتͬ e

iθ
۲ T چون باشند. T خطͬ عملͽر صفر غیر ویژه مقادیر λr, . . . , λ۱ کنید فرض

هستند. حقیقͬ ͬͽهم µj = e
iθ
۲ λj مختلط اعداد پس است

اعداد آنگاه باشد مثبت معین نیم P (T ) خطͬ عملͽر اگر
d∏

i=۱

λα(i) > ۰ : α ∈ Qd,r,

آنگاه باشد هرمیتͬ P (T ) اگر که ͬ شود م دیده باسانͬ هستند. P (T ) صفر غیر ویژه مقادیر
P (T ) اگر است. هرمیتͬ D و T = e

ikπ
d D بطوریͺه دارد وجود k مانند صحیحͬ عدد

را منفͬ معین نیم یا و مثبت معین نیم خواص از ͬͺی فقط D آنگاه باشد مثبت معین نیم
مͬ بدست مثبت معین با مثبت معین نیم مفاهیم کردن جابجا با مشابه نتایج داشت. خواهد

آید.

اسͺالری مضرب T آنگاه باشد هرمیتͬ شبه P (T ) خطͬ عملͽر کنید فرض .١۴ . ٢ قضیه
است. هرمیتͬ شبه عملͽر ͷی از

باشد خطͬ عملͽر ͷی T : H۱[x۱, ..., xm] −→ H۱[x۱, ..., xm] کنید فرض .١۵ . ٢ لم
.rank(P (T )) = |Gd,r| آنگاه .rank(T ) = r بطوریͺه
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

زیردترمینان روش پیرامون نتایجͬ

درچه مسیبی محمد و درچه۱∗ مسیبی علͬ

پیام نور دانشͽاه ریاضͬ، گروه ۱

alimosayebi@chmail.ir
mmosayebi1363@yahoo.com

فراوان کاربردهای ریاضیات مختلف بخش های در ماتریس ͷی ویژه مقادیر چͺیده.
دست به )جهت · · · و کریلف ، نامعین ضرایب ، لورییر ) موجود روش های دارند.

همراه اند. طولانͬ محاسبات با ماتریس ͷی مشخصه جمله ای چند آوردن
فقط از استفاده با را ماتریس ͷی مشخصه جمله ای چند ضرایب مقاله این در
برخͬ اثبات . ͬ کنیم م بیان ماتریس از ستون هایی و سطر حذف از حاصل زیر دترمینان های
ماتریس هایی مشخصه جمله ای چند ضرایب بودن صحیح همچون زمینه این در نتایج
روش مزایای از کرد، اثبات ͬ توان نم موجود روش های با که صحیح اعداد درایه های با

ͬ باشد. م زیردترمینان

پیش گفتار .١

جایͽشت ͷی را غیرتهͬ مجموعه ی ͷی روی پوشا و ͷبه ی ͷی تابع هر .١ . ١ تعریف
جایͽشت ͷی را مجموعه این از i۱i۲ · · · in مانند ترتیبی هر {۱,۲, · · · , n} اگر ͬ نامیم. م
جایͽشت این بتوان اگر ͬ نامیم م زوج را i۱i۲ · · · in جایͽشت ͬ نامیم. م مجموعه این روی
فردی تعداد با اگر گوییم فرد و کرد ۱۲۳ . . . n جایͽشت به تبدیل تغییر، زوجͬ تعداد با را

کرد.ر.ک.[۴] تبدیل ۱۲۳ . . . n به را آن بتوان تغییر،

صورت این در باشد مربعͬ ماتریس ͷی A = (aij)n×n کنید فرض .١ . ٢ تعریف

detA =
∑

±a۱j۱ · · · anjn

ͬ کند م تغییر ۱,۲, · · · , n مجموعه از j۱j۲ · · · jn جایͽشت های تمام روی
∑

آن در که
.[١] است فرد جایͽشت برای − و زوج جایͽشت برای + علامت و

عنصر n ضرب های حاصل همه detA تعریف در آنگاه A = (aij)n×n اگر .١ . ٣ نکته
عنصر ͷی فقط ستون و سطر هر از ضرب حاصل هر که ͬ گیریم م نظر در نحو این به را A

باشد. داشته

. جایͽشت مشخصه، چندجمله ای ماتریس، اثر کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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نماد با و کرده تعریف اصلͬ قطر روی عناصر مجموع یعنͬ
∑n

i=۱ aii را A ماتریس اثر
مشخصه جمله ای چند را f(x) = det(xI −A) تکین جمله ای چند ͬ دهیم. م نشان trA

داریم: [٣] در و است همانͬ ماتریس I آن در که گوییم A ماتریس
f(x) = xn − (trA)xn−۱ + an−۲x

n−۲ + · · ·+ a۱x+ (−۱)ndetA

دترمینان را Mi۱,i۲,··· ,ik و باشد n× n ماتریس ͷی A = (aij) کنید فرض .۴ . ١ تعریف
ستون و سطر حذف تا i۲ ستون و سطر حذف و i۱ ستون و سطر حذف از حاصل ماتریس

ͬ کنیم. م تعریف ik

trA =
∑n

i۱<···<in−۱
Mi۱,i۲,··· ,in−۱ داریم: گذاری نماد این با

n = ۲ =⇒ f(x) = x۲ − (
∑۲

i=۱ Mi)x+ detA

n = ۳ =⇒ f(x) = x۳ − (
∑۳

i<j Mi,j)x
۲ + (

∑۳
i=۱ Mi)x− detA

n = ۴ =⇒
f(x) = x۴−(

∑۴
i۱<i۲<i۳

Mi۱,i۲,i۳)x
۳+(

∑۴
i<j Mi,j)x

۲−(
∑۴

i=۱ Mi)x+detA

مشخصه جمله ای چند f(x) = xn + p۱x
n−۱ + · · ·+ pn اگر لورییر). (روش ۵ . ١ لم

و · · · و p۲ = −۱

۲
(s۲ + p۱s۱) و p۱ = −s۱ آنگاه sk = trAk و باشد A ماتریس

. [٢] و [١] ر.ک pn = −۱

n
(sn + p۱sn−۱ + · · ·+ pn−۱s۱)

مشخصه جمله ای چند .٢

جمله ای چند f(x) = det(xI − A) و ۱ ≤ m < n و A = (aij)n×n اگر .٢ . ١ لم
(−۱)n−m

∑n
i۱<···<im

Mi۱,i۲,··· ,im با است برابر xm ضریب آنگاه باشد A مشخصه

اگر برهان:

|A− xI| =

∣∣∣∣∣∣
a۱۱ − x · · · a۱n

... . . . ...
an۱ · · · ann − x

∣∣∣∣∣∣
حاصل ضرب های مجموع با است برابر دترمینان این ١ . ٣ نکته و ١ . ٢ تعریف به توجه با آنگاه
حال دارد. وجود حاصل ضرب این در درایه ͷی فقط و ͷی وستون سطر هر از که nتایی
m که داریم نیاز ١ . ٢ تعریف از nتایی حاصل ضرب های به xm ضریب آوردن بدست برای
درایه های از جملاتͬ و اصلͬ قطر غیر از حاصل ضرب بقیه و اصلͬ قطر از حاصل ضرب

داریم: پس شوند. انتخاب aii صورت به اصلͬ قطر

S =
∑

±(ai۱i۱ − x) · · · (aimim − x)aim+۱jm+۱ · · · ainjn (٢ . ١)

نیستند im و · · · و i۱ ستون و سطر از ١ . ٣ نکته بنابر aim+۱jm+۱ و · · · و ainjn آن در که
لذا است. فرد و زوج جایͽشت به مربوط − و + علامت و

S = (−x)m
∑

±aim+۱jm+۱ · · · ainjn +R
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آنها با ما و است m از کمتر توان با x شامل که است بالا رابطه در
∑

از جملاتͬ R آن در که
آن در که است ±(−۱)m

∑
±aim+۱jm+۱ · · · ainjn برابر xm ضریب لذا و نداریم کار

ضرب به نیازی باشد زوج n اگر زیرا است فرد n برای − و زوج n برای
∑

پشت + علامت
تکین برای باشد فرد n اگر و نیست جمله ای چند این بودن تکین برای |A − xI| در منها
±(−۱)m = (−۱)n−m اینجا در اما و |xI−A| = −|A−xI| داریم جمله ای چند بودن
□ است. ثابت حͺم بنابراین و

است: زیر صورت به ماتریس ͷی مشخصه جمله ای چند زیردترمینان). (روش ٢ . ٢ قضیه

f(x) = xn−(
n∑

i۱<···<in−۱

Mi۱,··· ,in−۱)x
n−۱+(

n∑
i۱<···<in−۲

Mi۱,··· ,in−۲)x
n−۲+ · · ·

+(−۱)n−۱(
n∑

i=۱

Mi)x+ (−۱)ndetA

است. A زیردترمینان های از مجموعͬ جمله ای چند ضرایب آن در که
□ است. واضح ٢ . ١ لم به توجه با برهان:

صحیح، اعداد درایه های با مربع ماتریس ͷی مشخصه جمله ای چند ضرایب .٢ . ٣ نتیجه
صحیح اند. اعدادی

زیر از مجموعͬ از عبارت اند مشخصه جمله ای چند ضرایب ٢ . ١ لم به توجه با برهان:
□ صحیح اند. اعدادی که صحیح اعداد درایه های با ماتریس دترمینان های

صحیح اعداد درایه های با مربع ماتریس ͷی مشخصه جمله ای چند نتیجه، این به توجه با
ͬ باشد. نم صحیح غیر گویای ریشه دارای

آنگاه باشد صحیح اعداد درایه های با مربع ماتریس ͷی A اگر .۴ . ٢ نتیجه
است. زوج عددی trA۲ − (trA)۲

بنابر و xn−۲ضریب= p۲ = −۱

۲
(s۲ + p۱s۱) داریم ۵ . ١ لورییر روش به توجه با برهان:

ثابت حͺم و p۲ = −۱

۲
(trA۲ − (trA)۲)) اما است. صحیح عددی p۲ ، ٢ . ٣ نتیجه

□ است.
A و شد گفته لورییر روش ۵ . ١ لم در که باشند هایی همان piها و siها اگر .۵ . ٢ نتیجه

k = ۱, · · · , n هر برای آنگاه باشد صحیح اعداد درایه های با ماتریسͬ
است. k skمضرب + p۱sk−۱ + · · ·+ pk−۱s۱ عدد

صحیح عددی pk ، ٢ . ٣ نتیجه بنابر و −kpk = sn+ · · ·+pn−۱s۱ داریم ۵ . ١ بنابر برهان:
□ است. ثابت حͺم لذا و است

و نامعین ضرایب و لورییر روش های با ͬ توان نم را نتیجه سه این که است ذکر به لازم
کرد. اثبات روش ها دیͽر و کریلف

ͬ کنیم. م اکتفا لورییر روش با زیردترمینان روش مقایسه ی به نمونه عنوان به حال
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مشخصه جمله ای چند لورییر) (روش ماتریس اثر روش از استفاده با [٢] در .۶ . ٢ مثال

مورد توان های ابتدا است آورده بدست زیر صورت به را A =


۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۲ ۳
۳ ۲ ۱ ۲
۴ ۳ ۲ ۱

ماتریس

ͬ کنیم: م محاسبه را نیاز

A۴ = A۳و =


۲۰۸ ۱۷۸ ۱۹۲ ۲۴۲
۱۷۸ ۱۴۸ ۱۵۴ ۱۹۲
۱۹۲ ۱۵۴ ۱۴۸ ۱۷۸
۲۴۲ ۱۹۲ ۱۷۸ ۲۰۸

 A۲و =


۳۰ ۲۲ ۱۸ ۲۰
۲۲ ۱۸ ۱۶ ۱۸
۱۸ ۱۶ ۱۸ ۲۲
۲۰ ۱۸ ۲۲ ۳۰


لذا نیازمندیم، اصلͬ قطر به تنها روش این (در


۲۱۰۸ ٠

۱۳۸۸
۱۳۸۸٠ ۲۱۰۸


s۲ = tr(A۲) = ۹۶ و s۱ = trA = ۴ بنابراین: ندارد.) لزومͬ A۴ کامل محاسبه
و p۱ = −۴ بنابراین و s۴ = tr(A۴) = ۶۹۹۲ و s۳ = tr(A۳) = ۷۱۲ و
(٢ . ٢ (قضیه زیردترمینان روش با اینجا در .p۴ = −۲۰ و p۳ = −۵۶ و p۲ = −۴۰
بنابراین

∑۴
i=۱ Mi = ۵۶ و

∑
i<j Mi,j = −۴۰ و trA = ۴ و detA = −۲۰ داریم

f(x) = x۴ − ۴x۳ − ۴۰x۲ − ۵۶x− ۲۰
است. لورییر روش از راحتر و ساده تر مراتب به زیردترمینان روش که ͬ شود م مشاهده
همچنین کرد. محاسبه جداگانه طور به را ضرایب ͬ توان نم لورییر روش در این بر علاوه
زیردترمینان روش در که صورتͬ در ͬ رسیم. م بزرگͬ اعداد به A توانهای محاسبه با معمولا˟

است. لازم کمتری محاسبات و محاسبه اند قابل جداگانه طور به ضرایب

مراجع
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

QR تجزیه مرحله ای محاسبه با ویديو زمینه شناسایی سرعت افزایش

پورصدیق∗ سمیه و امین طوسͬ محمود

سبزواری حͺیم دانشͽاه کامپیوتر، علوم و ریاضͬ دانشͺده
m.amintoosi@hsu.ac.ir
pourseddigh@gmail.com

که است ماشین بینایی و تصویر پردازش مهم مسائل از ویدئو در زمینه شناسایی چͺیده.
در استفاده مورد روشهای از برخͬ در است. نموده معطوف خود به را مختلفͬ تحقیقات
زمینه فریمهای شناسایی برای QR تجزیه در R ماتریس اصلͬ قطر مقادیر از حوزه این
بازه های در QR تجزیه مجدد محاسبه شیوه این مشͺلات از ͬͺی است. شده استفاده
چیدمان نحوه تغییر با مقاله این در است. آن بالای محاسباتͬ حجم و پی درپی زمانͬ
ویدئو جدید فریم ورود با که R و Q ماتریسهای از عناصری محاسبه و ورودی ماتریس
به تئوری نظر از پردازش زمان و شده کم محاسبات حجم ͬ گیرند، م قرار تاثیر تحت
زمان درصدی ٣۵ حدود کاهش شده، انجام آزمایشات نتایج ͬ کند. م پبدا کاهش نصف

ͬ دهد. م نشان عمل در را اجرا

پیش گفتار .١

صحنه ثابت قسمت از (Foreground) زمینه پیش یا ویدئو در متحرک نواحͬ شناسایی
تصویر پردازش حوزه مسايل از بسیاری در اساسͬ مراحل از ͬͺی (Background) زمینه یا
تفاضل است. نموده معطوف خود به را متعددی تحقیقات که ͬ باشد م ماشین بینایی و
در است. متحرک اشیاء شناسایی برای معمول راهͺار ͷی تصویر زمینه از ویدیو فریم هر
زمینه این به شود. زده تخمین باید و نیست مشخص قبل از فیلم ثابت زمینه موارد بسیاری
شناسایی به منجر مدل این دقیق تر تخمین ͬ شود. م گفته زمینه مدل یا زمینه تصویر ثابت،

.[١] است شده پیشنهاد زمینه این در متعددی روشهای که شد خواهد اشیاء بهتر
پرداخته آن به [٢] در که است QR تجزیه از استفاده مسئله با مواجهه روشهای از ͬͺی
شناسایی و ماتریس ͷی به ویدیو فریمهای تبدیل فوق الذکر شیوه در اصلͬ ایده است. شده
وضعیتͬ در حتͬ است. بوده ماتریس ستونهای خطͬ وابستگͬ میزان طریق از زمینه فریمهای
این فریمهای باشد، نداشته وجود صحنه در متحرکͬ شͬء هیچ و باشد ثابت دوربین که
هر اگر هستند. متفاوت هم با حدودی تا پیͺسلها مقادیر و نبوده برابر هم با کاملا ویدیو
عنصر ۲۴۰ ∗۳۲۰ = ۷۶۸۰۰ با ستونͬ بردار ͷی صورت به ۲۴۰×۳۲۰ ابعاد با مثلا فریم
بردارها بودن ͷنزدی کرد. تصور ۷۶۸۰۰ فضای در بردار ͷی ͬ توان م را فریم هر دربیاید،

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 68T45; Secondary 15A23, 68U10.
. زمینه شناسایی اشمیت، گرام الͽوریتم ،QR تجزیه کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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استفاده مورد روش اساس بر شده استخراج زمینه نمونه، ویدیوی ͷی از فریم ͷی :١ شͺل
آمده. بدست زمینه بر مبتنͬ متحرک اشیاء شناسایی نتیجه و مقاله در

در دارند. یͺسانͬ نسبتا محتوای (فریم) بردار دو هر که باشد معنͬ این به ͬ تواند م فضا در
طولانͬ توقف صحنه در متحرک اشیاء و بوده ثابت دوربین که است این بر فرض مقاله این
را نمونه ͷی ١ شͺل که اتوبانها نظارتͬ دوربین های از شده اخذ ویدیوهای مانند ندارند؛
پراکنده صورت به بوده اند زمینه به متعلق واقع در که بردارهایی کنیم فرض ͬ دهد. م نشان
از ͬͺی نیست، زمینه با همرنگ متحرک شͬء که فرض این با گرفته اند. قرار A ماتریس در
A ماتریس QR تجزیه از Q ماتریس در متعامد پایه ͷی عنوان به زمینه به متعلق بردارهای
هستند بردارها این با مرتبط که Q ماتریس یͺه متعامد ستونهای سایر و شد خواهد ظاهر
فریمها این ͬ توان م ترتیب این به داشت. خواهند ͬͺکوچ بسیار اصلͬ) قطر (روی R مقدار

کرد. ایجاد آنها اساس بر را زمینه مدل و شناسایی را
نیست، متحرک اشیاء از خالͬ صحنه کل وقت هیچ ١ شͺل همانند مواقع از بسیاری در
اعمال تصویر از کوچͺتری بلاکهای روی را آن فریم کل روی فوق روش اعمال جای به لذا
ویدیوی متوالͬ فریم ۶۴ از بلاک ͷی ٢ شͺل ͬ دهیم. م قرار هم کنار در را نتایج و نموده
نشان را فریمها این ͬ شده ی ستون دادن قرار هم کنار از شده ایجاد ماتریس همراه به ١ شͺل
ماتریس ͷی A لذا و است بوده پیͺسل ٣٠ در ٣٠ بلوک هر اندازه مثال این در ͬ دهد. م
روی عناصر با (متناظر A ماتریس سطر ١٢٠ فقط بهتر نمایش برای بود. خواهد ۹۰۰×۶۴

است. شده داده نمایش بلاک) هر وسط ستون و سطر و فرعͬ قطر اصلͬ، قطر
شͺل در آنها به مربوط ماتریس QR تجزیه R مقادیر اساس بر بلاکها این جدید ترتیب
با متناظر بلاکهای جدید ترتیب در ͬ شود م مشاهده که همان گونه است. شده داده نشان ٣
سمت تصویر در بلاکها این ستونͬ نمایش شده اند. منتقل لیست انتهای به تصویر زمینه
وابستگͬ دلیل به تصویر زمینه با مرتبط ستونهای که است مطلب همین مؤید ٣ شͺل چپ

گرفته اند. قرار انتها در هم به زیادشان
ͷی روی یا و ویدیو کل از حاصل ماتریس روی ͬ تواند م زمینه فریمهای شناسایی عمل
ویدیو، کل روی روش اعمال جای به برخط کاربردهای در عموما شود. انجام ویدیو از برش
فریمهای اساس بر زمینه مدل و ͬ شود م گرفته درنظر ویدیو روی ثابت طول با لغزان پنجره ͷی
و شده بروزرسانͬ پنجره در موجود فریمهای سپس ͬ گردد. م برآورد پنجره این در موجود
برای عملیات باشد، فریم N پنجره طول اگر مثال عنوان به ͬ شود. م تکرار عملیات مجددا
دریافت با سپس ͬ شود) م ساخته زمینه مدل و A (ماتریس شده انجام N تا ۱ فریمهای
پیدا ادامه عملیات و شده ساخته N + ۱ تا ۲ فریمهای اساس بر ماتریس جدید، فریمهای

ͬ کند. م
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بر ٢ شͺل بلاکهای بازترتیب :٣ شͺل
همراه به QR تجزیه از R مقادیر اساس
مقادیر اساس بر آن ستونهای که A ماتریس
ماتریس QR تجزیه از R ماتریس قطر روی

شده اند. مرتب ٢ شͺل در A

فریم ۶۴ در تصویر بلاک ͷی توالͬ :٢ شͺل
پایین) به بالا از و راست به چپ از ) متوالͬ
(اولین آن از حاصل A ماتریس از بخشͬ و
ستون دومین بلاک، اولین با متناظر ستون

آخر). تا و بلاک دومین با متناظر

پژوهش دستاوردهای .٢

پنجره هر در QR تجزیه مجدد محاسبه به نیاز دارد وجود فوق الذکر روش در که مشͺلͬ
دو فریمهای از حاصل ماتریس و A را N تا ͷی فریمهای از حاصل ماتریس اگر ͬ باشد. م
N − ۱ واقع در آنهاست. آخر و اول ستونهای آنها اختلاف تنها بنامیم، A۱ را N + ۱ تا
جدیدی فریم A۱ ستون آخرین و هستند A آخر ستون N−۱ همان ،A۱ ماتریس اول ستون

است. شده وارد که است
آورد، بدست کمتری محاسباتͬ عملیات با را A۱ تجزیه A تجزیه خروجͬ از بتوان اگر
برای متعددی الͽوریتم های گرفت. خواهد انجام بیشتری سرعت با هم زمینه تخمین عمل
شده ارائه الͽوریتم میان این از ٣]؛ ،۴] است شده ذکر مختلف منابع در اشمیت گرام روش
شده داده نشان ١ الͽوریتم در که شد داده تشخیص مناسب ما موردنظر منظور برای [٣] در
ماتریس تجزیه ،A ماتریس QR تجزیه داشتن با بتوان که نحوی به آن اصلاح برای است.
انجام مناسب صورت به را v ماتریس اولیه مقداردهͬ کافیست فقط آورد، بدست را A۱

ادامه را عملیات iام ستون از ستون، اولین از شروع جای به الͽوریتم، حلقه اولین در و داد
جز به الͽوریتم٢ ورودی ترتیب این به ͬ دهد. م نشان را جدید وضعیت ٢ الͽوریتم دهیم.
،i و (A) قبلͬ فریمهای ماتریس تجزیه از آمده بدست R و Q ماتریسهای ورودی، ماتریس

ͬ باشد. م شده اضافه فریم آخرین اندیس
٢ الͽوریتم در i مقدار شود، حذف اول ستون و گیرد قرار آخر ستون در جدید فریم اگر
این رفع منظور به داشت، نخواهند هم با تفاوتͬ الͽوریتم دو لذا و باشد ͷی باید همیشه
به ͬ شود، م پر اول به آخر از A ماتریس ،١ الͽوریتم با ٢ الͽوریتم سازگاری حفظ و مشͺل
ما ویدیوی فریم آخرین آن، ستون اولین و ویدیو فریم اولین آن، ستون آخرین که صورت این
خروجͬ اولین ورودی اولین صف ͷی در ورودی جدید فریم بود. خواهد جاری پنجره در

شد. خواهد ماتریس) ستون (آخرین قبلͬ فریم اولین جایͽزین
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قبلͬ ستون چپ سمت در ͬ شود، م وارد جدیدی فریم که زمان هر دوری، فرآیند ͷی در
قرار ستون آخرین در جدید فریم ماتریس، ابتدای به رسیدن از پس و ͬ گیرد م قرار ماتریس در
کنیم، فرض O(۱) را Q ماتریس متعامد پایه بردار هر محاسبه زمانͬ مرتبه اگر ͬ گیرد. م
محاسبه زمانͬ مرتبه لذا و O(N) ،Q ماتریس ستون N محاسبه برای ١ الͽوریتم زمانͬ مرتبه
موردنیاز محاسبات اگر حال ͬ باشد. م O(N۲) پنجره، ͷی فریم N تمام برای Q ماتریس
(البته باشد ورودی فرم iامین شده وارد فریم اگر شود، انجام ٢ شده اصلاح الͽوریتم طبق بر
دور هر در i چون بود. خواهد O(i) الͽوریتم زمانͬ مرتبه پنجره)، شدن پر بار ͷی از پس
برای محاسبات انجام زمانͬ مرتبه پس ͬ گیرد، م بخود را N تا ͷی مقادیر پنجره شدن پر
که بود خواهد

∑N
i=۱ i = N(N + ۱)/۲ ≈ N۲/۲ دوم، الͽوریتم با پنجره ͷی فرم N
است. ١ الͽوریتم با محاسبات انجام برای لازم زمان نصف معادل تقریباً

عمل در که داد نشان ویدیو نمونه چند روی MATLAB در شده نوشته برنامه های نتایج
زمینه مدل استخراج روش زمینه، شناسایی برنامه دستورات سایر به مربوط بالاسری دلیل به
است. کرده پیدا کاهش ١ الͽوریتم به نسبت درصد ٣۵ میانگین صورت به دوم الͽوریتم با
در نمونه ویدیوی ͷی از فریم ͷی برای متحرک اشیاء شناسایی و زمینه شناسایی خروجͬ

است. آمده ١ شͺل
انجام قبلͬ ماتریس تجزیه و جدید فریم اساس بر صرفا محاسبات ٢ الͽوریتم در هنوز
به ͬ توان م آتͬ کارهای عنوان به است، وابسته هم ورودی ماتریس از قسمتͬ به و ͬ شود نم
O(۱) به O(i) از آن زمانͬ مرتبه کاهش لذا و ورودی ماتریس به محاسبات وابستگͬ حذف

نمود. اشاره

مراجع
[1] Sobral, A., Vacavant, A.: A comprehensive review of background subtraction algo-
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ماتریس برای معکوس وی      ژه مقدار مساله حل برای روشͬ ارائه به مقاله این در چͺیده.
طیف با تصادفͬ ماتریس وجود برای شدنͬ مشخص ناحیه ابتدا پردازیم. مͬ دوگانه های
طیف هم A تصادفͬ ماتریس برای کافͬ شرط سپس و آوریم مͬ دست به را شده داده
ماتریس نزدیͺترین B که داد خواهیم نشان آوریم. مͬ دست به را B تصادفͬ ماتریس با
مͬ قرار بحث مورد وابسته نتایج و است فروبینیوس نرم به نسبت A به دوگانه تصادفͬ

گیرد.

پیش گفتار .١

درایه اگرهمه شود مͬ گفته نامنفͬ حقیقͬ؛ های درایه با m × n ازمرتبه A ماتریس
باشد. ͷی مساوی آن سطر هر اگرمجموع شود مͬ نامیده تصادفͬ و باشد نامنفͬ آن های
مساوی آن سطر هر مجموع که R اعدادحقیقͬ میدان روی ، m × n ماتریس هر درکل
AT و A اگر و شود مͬ گفته یافته تعمیم -r تصادفͬ ماتریس باشد؛ r ∈ R+ نامنفͬ عدد
یافته تعمیم -r دوگانه تصادفͬ ماتریس آن به باشند یافته تعمیم -r تصادفͬ های ماتریس
های درایه با n × n ازمرتبه یافته تعمیم -r دوگانه تصادفͬ های ماتریس شود. مͬ گفته
دوگانه راتصادفͬ A ماتریس آنگاه باشد r = ۱ اگر و دهیم مͬ نشان Ωr(n) با را حقیقͬ
n × n ازمرتبه نامنفͬ ماتریس طیف Λ = {λ۱, ...., λn} nتایی، اگرلیست نامیم. مͬ
λمشخص گوییم مͬ و نویسیم مͬ {λ;λ۲, ..., λn} صورت به باشد λ پرون مقدارویژه با
با تصادفͬ ماتریس وجود ناحیه اول دربخش شده، تشͺیل دوبخش از مقاله این است. شدنͬ

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. طیف هم ماتریسهای تصادفͬ، ماتریس معکوس، مقدارویژه مساله کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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ماتریس برای کافͬ شرایط دوم بخش در و آوریم مͬ دست به را Λ = {λ۱, ...., λn} طیف
کنیم. مͬ پیدا را تصادفͬ ماتریس با طیف هم دوگانه تصادفͬ

تصادفͬ ماتریس وجود ناحیه .٢

و λ۱, ..., λn مقادیرویژه با n × n ازمرتبه دلخواه ماتریس A کنید فرض .٢ . ١ قضیه
∀k = ۱, ..., t. و t ≤ n ، rank(X) = t طوریͺه به Xباشد = (x۱, ..., xt)

T بردارویژه
ماتریس آنگاه باشد، t × n مرتبه از دلخواه ماتریس C کنید فرض Axk = λkxk ،
مقادیر µ۱, ...µt که بطوری باشد مͬ µ۱, ...µt, λt+۱, ..., λn ویژه مقادیر دارای A+XC

.D = diag(λ۱, ..., λt) همچنین و هستند D+XC ماتریس ویژه

اگر باشد. n× n مرتبه از نامنفͬ ماتریس ͷی A = (aij) کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
kA ≥ −r حقیقͬ عدد آنگاه باشد. r پرون ویژه مقدار با σ(A) = (r;λ۲, ..., λn)
نامنفͬ ماتریس طیف (r + ϵ, λ۲, ..., λn) ،ϵ ≥ kA هر برای که طوری به دارد، وجود

است. یافته r)−تعمیم + ϵ) دوگانه تصادفͬ
توان مͬ را A بنابراین است A نامنفͬ ماتریس پرون ویژه مقدار r اینکه به باتوجه اثبات:
در y =

√
n(y۱, ..., yn)

T بردار گرفت. درنظر یافته تعمیم -r نامنفͬ تصادفͬ ماتریس ͷی
ماتریس (٢ . ١) قضیه طبق ، ∀j = ۱, ..., n ، yj ≥ ۰ که طوری به گیریم مͬ نظر در Rn

شرایطͬ حال باشد. مͬ دارا را σ(B) = (r+
∑n

j yj, λ۲, ..., λn) طیف B = A+eyT

کنیم: مͬ بررسͬ را باشد؛ نامنفͬ دوگانه تصادفͬ Bماتریس که

B = [aij]n×n + [۱ · · ·۱]T [y۱ . . . yn] ∀i = ۱, ..., n, ∀j = ۱, ..., n (٢ . ١)

باشد، A ماتریس ام j ستون مجموع xj اگر است، r+
∑n

j=۱ yj برابر B ماتریس ام j سطر
تصادفͬ B ماتریس اینکه برای حال باشد. مͬ B ماتریس ام j ستون مجموع xj +nyj آنگاه

داریم: را زیر مجهول n و خطͬ معادله n سیستم باشد. دوگانه

nyi + xi = r +
n∑

j=۱

yj ∀i = ۱, ..., n (٢ . ٢)

کنیم مͬ فرض دارد. جواب متناهͬ تعداد دستگاه بنابراین
∑n

j=۱ xj = nr چون
درنظرمͬ سیستم پارامتر تنها عنوان به را ym آنگاه xm = max(xj) ، ∀j = ۱, ..., n

آید. مͬ دست به زیر معادله توسط آن جواب و گیریم

yi = r + ym − ۱

n
(۲xi +

n∑
j=۱

xj), j ̸= i,m , ∀i = ۱, ..., n (٢ . ٣)

آید: مͬ دست به زیر معادله توسط B = (bij) درایه امین ij و

∀j ̸= m, bij = aij+r+ym−
۱

n
(۲xi+

n∑
j=۱

xj), ∀j = m, bim = aim+ym, (j ̸= i)

(۴ . ٢)
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باشد، نامنفͬ B اینکه برای آنگاه گیریم. مͬ درنظر aj را ام j ستون درایه کوچͺترین حال
داریم:

ai + r + ym − ۱

n
(۲xi +

n∑
j=۱

xj) ≥ ۰, j ̸= i,m (۵ . ٢)

متناهͬ تعداد بنابراین و باشد مͬ مجهول n− ۱ و معادله n− ۲ دارای (۵ . ٢) سیستم
صدق (۵ . ٢) در که باشد ym مقدار کوچͺترین kA کنیم مͬ فرض حال دارد. جواب

داریم: j ̸= m هر برای naj ≤ xj چون کند، مͬ

r + kA ≥ r + kA + aj −
۱

n
(۲xj +

n∑
k=۱

xk) ≥ ۰, (k ̸= m, j), ∀j ̸= m

(۶ . ٢)
این بر علاوه

am − ۱

n
(۲xm +

n∑
k=۱

xk) ≤ ۰ (٢ . ٧)

درنتیجه:
r + kA ≥ am + kA ≥ ۰ (٢ . ٨)

به دارد وجود α ≥ ۰ مانند حقیقͬ عددی ϵ ≥ kA هر برای حال .kA ≥ −r بنابراین
و است دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف (r + ϵ, λ۲, ..., λn) آنگاه ϵ = kA + α که طوری

باشد. مͬ یافته تعمیم دوگانه تصادفͬ ماتریس پرون ویژه مقدار r + ϵ بنابراین

صورت این در باشد λ = (۱, ۱
۲ ,

۱
۴) طیف با A =

 ۷
۱۲

۱
۶

۱
۴

۱
۱۲

۲
۳

۱
۴

۱
۳

۱
۶

۱
۲

 کنید فرض .٢ . ٣ مثال

یافته تعمیم −۳
۴ تصادفͬ ماتریس X =

۱
۲

۱
۱۲

۱
۶

۰ ۷
۱۲

۱
۶

۱
۴

۱
۱۲

۵
۱۲

 و x۱ = x۲ = x۳ = ۱

باشد. مͬ

دوگانه تصادفͬ ماتریس با طیف هم تصادفͬ ماتریس برای کافͬ شرایط .٣

١ پرون ویژه مقدار با n× n مرتبه از تصادفͬ ماتریس A = (aij) کنید فرض .٣ . ١ قضیه
ماتریس ام j ستون مجموع xj همچنین و ماتریس درایه کوچͺترین aj کنید فرض و باشد

اگر باشد،
∀i = ۱, ..., n, xi ≤ ۱ + nai (٣ . ١)

علاوه دارد وجود {۱, λ۲, ..., λn} طیف با n×n مرتبه از B دوگانه تصادفͬ ماتریس آنگاه
است فروبینیوس نرم به نسبت A به منحصربفرد دوگانه تصادفͬ ماتریس نزدیͺترین B این بر

است. A با طیف هم B که
که این به توجه با و کنیم مͬ جایͽزین را r = ۱ مقدار (۵ . ٢) سیستم در اثبات:
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داریم:
∑n

i=۱ xi = n

aj + ym +
xm

n
− xj

n
≥ ۰ (٣ . ٢)

B وبنابراین آوریم مͬ بدست را (٣ . ١) ی معادله (٣ . ٢) در ym = ۱
n
− xm

n
انتخاب با

کنیم فرض دوم، بخش برای باشد. مͬ {۱, λ۲, ..., λn} طیف با دوگانه تصادفͬ ماتریس
های درایه با n × n مرتبه از توان خود ماتریس Jn و n × n مرتبه از همانͬ ماتریس In
برای چون .B = (In − Jn)A(In − Jn) + Jn کنیم ثابت است کافͬ حال باشد، ۱

n

بنابراین AJn = Jn داریم: B تصادفͬ ماتریس
(In − Jn)A(In − Jn) + Jn = A− JnA+ Jn (٣ . ٣)

B های درایه همه بنابراین و است. xj(A)

n
مساوی JnA ماتریس ij درایه هر براین علاوه

شد. کامل اثبات و هستند یͺسان A− JnA+ Jn و

σ(A) = (۱, ۱
۳ , ۰) طیف با تصادفͬ ماتریس A =

۲
۳

۱
۳ ۰

۱
۳

۲
۳ ۰

۱
۲

۱
۲ ۰

 کنید فرض .٣ . ٢ مثال

ماتریس B که طوری به B =

۱
۲

۱
۶

۱
۳

۱
۶

۱
۲

۱
۳

۱
۳

۱
۳

۱
۳

 داریم و x۱ = x۲ = ۳
۲ , x۳ = ۰ آنگاه ، باشد

فروبینیوس نرم به نسبت A به ماتریس نزدیͺترین همچنین و فرد به منحصر تصادفͬ دوگانه
است.

پژوهش دستآوردهای .۴

σ(A) = {۱, λ۲, ..., λn} طیف با n×n مرتبه از حقیقͬ ماتریس A کنید فرض (١)
است. ١ آن ستون و سطر مجموع که است ماتریسͬ با طیف هم A آنگاه باشد

σ(A) = {۱, λ۲, ..., λn} طیف با n×n مرتبه از حقیقͬ ماتریس A کنید فرض (٢)
{۱ + kA;λ۲, ..., λn} طوریͺه به دارد وجود kA ≥ ۰ حقیقͬ عدد آنگاه باشد

است. نامنفͬ یافته تعمیم −(۱ + kA) دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف
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n تعیین متقارن دوگانه تصادفͬ های ماتریس برای معکوس ویژه مقدار مساله چͺیده.
باشد. ،n × n ازمرتبه متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف که اعدادحقیقͬ از تایی
ماتریس طیف ناحیه این در نقطه هر که کنیم، مͬ بررسͬ را Rn از ∆s

n ناحیه مقاله دراین
باتوجه معکوس مقدارویژه مساله حل برای را الͽوریتمͬ باشد.سپس دوگانه تصادفͬ های

کنیم. مͬ بیان را پژوهش دستاوردهای انتها در و کنیم مͬ ارائه شده داده طیف به

پیش گفتار .١

ویژه مقدار مساله نامیم. مͬ ماتریس طیف را σ = (λ۱, λ۲, ..., λn) n-تایی لیست
حقیقͬ عدد n برای کافͬ و لازم شرط تعیین دوگانه تصادفͬ های ماتریس برای معکوس
پیدا معادل بطور باشد. متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف که طوری به است مختلط یا
تصادفͬ های ماتریس طیف ناحیه این در نقطه هر که طوری به است Cn از θn ناحیه کردن
در است. شده سازماندهͬ دوبخش در مقاله این باشد. n × n مرتبه از متقارن دوگانه
ماتریس طیف ناحیه این در نقطه هر که طوری به آوریم مͬ دست به را ∆s

n ناحیه اول بخش
برای معکوس ویژه مقدار مساله حل برای الͽوریتمͬ ادامه در و باشد کتقارن دوگانه تصادفͬ
σ = (λ۱, ..., λn) که این برای کافͬ شرط کنیم. مͬ ارائه دوگانه تصادفͬ های ماتریس
دست به نتایج بیان به انتها در و آوریم مͬ دست به را باشد دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف

پردازیم. مͬ آمده
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متقارن دوگانه تصادفͬ های ماتریس طیف کران .٢

رابا نامنفͬ متقارن های ماتریس (مجموعه E : M+
s (n) → Rn نگاشت کنید فرض

باشد: شده تعریف زیر صورت به دهیم) مͬ نشان M+
s (n)

E(X) = (λ۱, λ۲, ..., λn) (٢ . ١)
آنگاه دهیم نشان In با را n× n مرتبه از همانͬ های ماتریس اگرمجموعه

درایه که n×n مرتبه از توان خود های ماتریس اگرمجموعه و E(In) = (۱,۱, ...,۱)
.E(Jn) = (۱, ۰, ..., ۰) آنگاه دهیم مͬ نشان Jn با را باشد ۱

n
آن های

بعضͬ برای اگر گوییم مͬ مرزی دیواره ،θsn در λ = (λ۱, ..., λn) نقطه .٢ . ١ تعریف
ناپذیر تحویل هرماتریس Eبرای نگاشت تصویر بنابراین λi = λj باشیم داشته i ̸= j

شود. مͬ تکرار ١ مقدارویژه چون است مرزی دیواره

a > ۱ هر برای اگر نامند مͬ راسͬ مرز θsn در λ = (۱, λ۲, ..., λn) نقطه .٢ . ٢ تعریف
نباشد متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس طیف aλ+ (۱ − a)E(In) آنگاه

راسͬ مرز یا مرز دیواره اگر شود مͬ گفته مرز ∆s
n در (۱, λ۲, ..., λn) نقطه .٢ . ٣ تعریف

باشد. داشته قرار درمجموعه

متقارن دوگانه تصادفͬ های ماتریس همه مجموعه θsn ) X ∈ θsn کنید فرض .۴ . ٢ قضیه
آنگاه باشند مثبت X قطری های درایه همه اگر نباشد. مرز دیواره E(X) که طوری به باشد)
نامنفͬ متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس تصویرهر ویژه به نیست، ∆s

n در راسͬ مرز E(X)
باشد. نمͬ θsn در راسͬ مرز

متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس ساختن برای روشͬ .٣

نشان Gl(n,R) با را حقیقͬ های درایه با ها ماتریس (مجموعه Vn ∈ GL(n,R) اگر
n−۱ مجموع و eTn مساوی اول سطر که گیریم مͬ نظر در طوری Vnرا ماتریس دهیم) مͬ
n − ۱ مجموع و en مساوی اول ستون V −۱

n در بنابراین و است صفر آخرمساوی سطر
مرتبه از A دوگانه تصادفͬ ماتریس ویژه بردار x کنید فرض است. صفر مساوی آخر ستون
آنگاه باشد p × ۱ مرتبه از O بردار نمایش Op اگر باشد، λ مقدارویژه به وابسته n × n

دوگانه تصادفͬ های ماتریس ویژه بردارهای ترتیب به
[
x
Op

]
و
[
Op

x

]
Ip ⊕ A

و
A⊕ Ip

مرتبه از
(n+ p)× (n+ p)

باشد. مͬ λ ویژه مقدار به وابسته
الͽوریتم:
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واحد ویژه بردارهای سپس و کنیم مͬ پیدا را ∆s
n رئوس k = ۱,۲, ... برای مرحله١:

با که را آن
۱√
k
ek, x۲, ..., xk

آوریم. مͬ دست به دهیم مͬ نشان
متعامد مرحله٢:ماتریس

Xk = (
۱√
k
ek|X۲|...|Xk)

آوریم.همچنین مͬ دست به را هستند، ویژه بردارهای x۱, x۲, ..., xk که را k× k مرتبه از
XkΩkX

T
k شرط باشد، مͬ λ۱, λ۲, ..., λn آن قطری های درایه که (Ωk)قطری ماتریس برای

کنیم. مͬ بررسͬ را
جایͽذاری و Vn ماتریس اول ستون n − k + ۱ قراردادن با ،n > k برای مرحله٣:

آنگاه سازیم، مͬ را


xk

۰
.
.
۰

, ...,

x۲

۰
.
.
۰

 ، n × n مرتبه از را Vn آخرماتریس ستون k − ۱

آوریم. مͬ دست به را است AnVنامنفͬ AT
n که ای ناحیه

کنید. تکرار متفاوت رئوس انتخاب با را روند مرحله۴:این

و p۱ =


۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰

 داریم: ∆s
۴ رئوس روی برای الͽوریتم کاربردن به با .٣ . ١ مثال

XΛ۴X
T محاسبه با و است. متعامد ماتریس Xکه = ۱

۲


۱ ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱ −۱
۱ ۱ −۱ −۱
۱ −۱ −۱ ۱

 بنابراین

۱ − λ۲ − λ۳ + λ۴ ≥ ۰ داریم:

پژوهش دستاوردهای .۴

مرتبه از A گانه دو تصادفͬ ماتریس دارد وجود آنگاه ۱ − (n− ۱)λn ≥ ۰ اگر (١)
باشیم داشته i ̸= j برای اگر این بر علاوه (۱, λ۲, ..., λn) طیف با n× n

λi ̸= λj

است. نامتقارن A ماتریس آنگاه
اگر (٢)

λ۲, ..., λn ∈ [
−۱

n− ۱
,۱]

آن طیف (۱, λ۲, ..., λn) که A متقارن دوگانه تصادفͬ ماتریس دارد وجود آنگاه
باشد. مͬ
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

دو درجه معادلات حل برای کاربردهایی با خطͬ جبر در قضیه ای

آقاپور۲ مهسا و ͬ نیا۱ کریم مانیا

شیراز نور پیام دانشͽاه علوم، دانشͺده ریاضͬ، گروه ۱

Many_ karimi@yahoo.com
تبریز نور پیام دانشͽاه علوم، دانشͺده ریاضͬ، گروه ۲

Aqapour_ mahsa@yahoo.com

Rn در خط١ͬ نگاشت محدودیت با ویژه چندجمله ای برای فرمولͬ یافتن با چͺیده.
در دو معادلات برای متعامد نامتغیرهای از کاملͬ مجموعه آفین٢، زیرفضای ͷی برای

ͬ آوریم. م بدست Rn

نمادگذاری و مقدمه .١

دارد. کاربرد دو درجه معادلات متعامد نامتغیرهای نظریه در که جبری فرمولͬ یافتن
E∗ ،K میدان روی بˀعدی n برداری فضای ͷی E آن در که f : E −→ E خطͬ نگاشت
،H روی تـصـویر و H به f نمودن محدود با .E در زیرصفحه ͷی H و آن، دوگانه فضای
A = ͬ کـنـیــم. م بـررسـͬ را f و f بـیـن رابـطـه کـه ͬ آیـد م بـدست f جـدیـد خطـͬ نـͽاشت
adjA = (detA)A−۱ داریم. نظر در adjA بـا را آن مـزدوج١ و K در مـاتـریـسͬ ،(aij)

P (λ) = det(λI −A)
n∑

k=۰
σkλ

n−k ،f ویژه چندجمله ای .j
H

و j
E

یͺسان نگاشت های

است.

به نسبت f ماتریس A اگر دارد وجود adj f یͺتای نگاشت ،f خطͬ نگاشت .١ . ١ قضیه
ͬ باشد. م adjA پایه، این به نسبت adj f آنگاه باشد، E پایه

جبری فرمول چند آوردن بدست .٢

f و H = g−۱(۰) و g(ν) = ۱ طوریͺه به g ∈ E∗ و ν ∈ E کنید فرض .٢ . ١ قضیه
است؛ برقرار ،(٢ . ١) آنگاه ،P

H
= j

E
− ν ⊗ g و خطͬ نگاشت

det(P
H
◦ f |

H
) = g((adj f)(ν)) (٢ . ١)
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{e۱ , . . . , en−۱ , ν} ،g(ν) = ۱ چـون بـــاشــد. H از پـایـه ای {e۱ , . . . , en−۱} کـه فرض برهان.
در P

H
◦ f |

H
آنگاه باشد، ۱ ≤ i, j ≤ n ،A = (aij) اگر است. E از پایداری

{e۱ , . . . , en} که فرض .۱ < i, j ≤ n − ۱ ،(aij) از عبارتست {e۱ , . . . , en−۱}
i = برای g(ei) = ۰ و g(ν) = ۱ چون باشد. {e۱ , . . . , en−۱ , ν} دوگانه٢ پایه
□ .en((adj f)(ν)) = g((adj f)(ν)) لذا ͬ شود. م نتیجه en = g ،۱, . . . , n− ۱

داریم: ،f جـای به ،(٢ . ١) در λj
E
− f جـانشینͬ بـا .٢ . ١ نتیجه

det(λj
E
− P

H
◦ f |

H
) = g(adj(λj

E
− f)(ν)).

det(λj
E
−f) = و det(λj

H
−P

H
◦f |

H
) =

n−۱∑
k=۰

σ′
kλ

n−۱−k کنید فرض .٢ . ٢ قضیه

داریم: باشد، نامتناهͬ K اگر صورت این در .
n∑

r=۰
σrλ

n−r

σ′
i = σi + σi−۱g(f(ν)) + · · ·+ σ۰g(f

′(ν)) (٢ . ٢)

لـذا ͬ بـاشـنـد، م n − ۱ درجـه بـا λ در چـنـدجـمـله ای های adj(λI − A) چون برهان.

.adj(λI −A)(λI −A) = det(λI −A)I چـون .adj(λI −A) =
n−۱∑
k=۰

c
k
λn−۱−k

]بنابراین
n−۱∑
k=۰

c
k
λn−۱−k

]
(λI − A) =

[
n∑

r=۰
σrλ

n−r

]
I. (٢ . ٣)

داریم: ضـرایـب کـردن فـرض یـͺسان با

c
i
= σ۰A

i + σ۱A
i−۱ + · · ·+ σ

i
I ۱ ≤ i ≤ n− ۱. (۴ . ٢)

بنابراین .det(λj
E
− f) =

n−۱∑
k=۰

[
k∑

r=۰
σk−rf

r]λn−۱−k که نتیجه

det(λjE − PH ◦ f |H ) = g(adj(λjE − f)(ν)) =

n−۱∑
k=۰

[
k∑

r=۰
σk−۱g(f

r(ν))

]
λn−۱−k.

٣ͷکلاسی کیلͬ‐همیلتون قضیه ،λ = ۰ با نتیجه در که ،σ′
k =

k∑
r=۰

σk−rg(f
r(ν)) داریم

□ رسید. خواهیم An + σ۱An−۱ + · · ·+ σnI = ۰ معادله ی به و ͬ شود م حاصل

Rn در دو درجه معادلات متعامد نامتغیرهای .٣
معادله ی

xtAx+ ۲b′x+ a
n+۱,n+۱ = ۰ (٣ . ١)

٢Dual basis
٣Classical Cayley-Hamilton
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قالب در و تغییر استانداد فرم به ͬ توانیم م محورها، مناسب بهنجار متعامد تغییر با را
معادله ی x = Tx′ + d محوری متعامد متغیر تغییر با آوریم. بدست a

ij
ضریب های

x′
t
A′x′ + ۲b′tx′ + a

n+۱,n+۱ = ۰ (٣ . ٢)

که: ͬ شود م حاصل
A′ = T tAT و b′ = dtAd+ ۲btd+ a

n+۱,n+۱ (٣ . ٣)

و σ۰ = ۱ که .adj(λI − A) =
n∑

i=۰
σ

i
(A)λn−۱ داریــم: A′ و A تــشـابــه از

ͬ گیریم؛ م نظر در را (n+ ۱)(n+ ۱) متقارن۴ ماتریس .σ
i
(A) = (−۱)iS

i

A =

[
A b
bt a

n+۱,n+۱

]
(۴ . ٣)

،x = Tx′ جــانـشـیـنــͬ بــا .x =

[
x
۱
]

و x′ =

[
x′

۱
]

،T =

[
T d
۰ ۱

]
اگــر

همه  برای متعامد نامتغیرهای σn+۱(A) و σi(A) بنابراین .σ
n+۱(A) = (−۱)n detA

هستند. دو درجه معادلات
از جوابی هر .Ad = −b اگر تنها و اگر b′ = ۰ ،(٣ . ٣) در ویژه: نامتغیرهای
اگر تنها و اگر دارد یͺتا مرکز ͷی S آنگاه ،A مرتبه r اگر است. S مرکز ͷی Ax = −b
جوابی هیچ یا و نامتناهͬ زیاد جواب های است ممͺن Ax = −b ،r < n وقتͬ .r = n

باشد. نداشته

است. متعامد نامتغیر ͷی σr+۱(A) آنگاه دارد، مرکز ͷی S و r < n اگر .٣ . ١ قضیه

آنگاه: ،bt = (b۱ , . . . , br) و λi ̸= ۰ ،A = diag(λ۱ , . . . , λr) اگر .٣ . ١ لم

(−۱)r
r∑

i=۱
λ۱ · · · λ̂i · · ·λrb

۲
i = −

r−۱∑
j=۰

σj (A)btAr−j−۱b.

اگـر .A′ = diag(λ۱ , . . . , λr ,۰, . . . ,۰) ، مـتـعـامـد۵ T و متقارن A قضیه٣ . ١. برهان
برای یعنͬ b′ = −At(T td) پس دارد مرکز S چون .A′ = T

t
AT داریم x = Tx′

.a′t,n+۱ = ۰ داریم r + ۱ ≤ i ≤ n

σ
r+۱(A) = σ

r+۱(A
′) = (−۱)r+۱

[
λ۱ · · · λ̂ian+۱,n+۱ −

r∑
i=۱

λ۱ · · · λ̂i · · ·λ۱a′
۲

i,n+۱

]

داریم: ،٣ . ١ لم بر بنا

σ
r+۱(A) = −σr(A)σ

n+۱,n+۱ −
r−۱∑
j=۰

σj (A)btAr−j−۱b. (۵ . ٣)

۴Symmctric matrix
۵Orthogonal
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داریم: (۵ . ٣) و کلͬ متعامد تغییر با

σ
r+۱(A

′) = −σr (A)an+۱,n+۱ − ۲dtf(A)b− dtf(A)Ad−
r−۱∑
j=۰

σj (A)btAr−j−۱b.

و x ∈ Rn فرض با λ ̸= ۰ و σ
i
(A) = ۰ چون .f(A) =

r−۱∑
j=۰

σ
j
(A)Ar−j که

.σ
r+۱(A

′) = σ
r+۱(A) پس .f(A)b = ۰ بنابراین .f(A)A = ۰ داریم Ax ∈ ImA

نامتعامد متغیر ͷی σ
r+۲(A) آنگاه باشد، نداشته مرکزی هیچ S و r < n اگر .٣ . ٢ قضیه

است.
داریم: کلͬ متعامد تغیر اعمال با و ͬ سازیم م قطری را A ،T و x = Tx′ وقتͬ برهان.

σ
r+۲(A

′) = −σr(A)∥T tf(A)b+ T tf(A)Ad∥۲ (۶ . ٣)

□ .σ
r+۲(A) = σ

r+۲(A
′) لذا ،f(A)A = ۰ ͬ دانیم م

اسـت ایـن مـرکـز داشـتـن جـهـت S بـرای کـافـͬ و لازم شـرط ،r < n اگـر .٣ . ١ نتیجه
.σ

r+۲(A) = ۰ کـه

که متعامد سیستم ͷی صورت این در σ
r+۲(A) = ۰ و r ≤ n (١ استاندارد: معادلات

a′
n+۱,n+۱ =

−σ
r+۱(A)

σr(A)
و λ۱x

′۲
۱ + · · ·+λrx

′۲
r
+ a′

n+۱,n+۱ = ۰ صورت به S آن در

است.
صـورت به S معادله و متعامد سیستم حالت ایـن در σ

r+۲(A) ̸= ۰ و r < n (٢

است. a′۲
r+۱,r+۱ =

−σ
r+۲(A)

σr(A)
و λ۱x

′۲
۱ + · · ·+ λrx

′۲
r
+ a′

r+۱,r+۱ = ۰

گیری نتیجه .۴

نامتغیرها آن مقادیر فرمول بندی شد مشخص نامتغیرها قالب در استانداد معادله که زمانͬ
ͬ شود. م استفاده دکارت قانون از و آسان

مراجع
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4. G. Salman. Traite Geometric Anabytique a Trois Dimensions. anthier-villars. paris
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5. W. H. Greub. Linear Algebra. Springer. Nerleg. NewYork. 1967.
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

برودر نیمه عملͽرهای حافظ جمعͬ های نگاشت

حسین۱ͬ الهام ۱و زاده آقاسͬ تكتم

پایه علوم دانشͺده خیام، ۱دانشͽاه
elhamhosseini2012@gmail.com
t.aghasizadeh@khayyam.ac.ir

مختلط هیلبرت فضای را H و باناخ فضاهای را Y و X مقاله این سراسر در چͺیده.
در X روی کراندار خطͬ عملͽرهای تمام جبر را L(X) و البعد نامتناهͬ پذیر ͷتفکی
کنیم مͬ توصیف را پوشایی و پیوسته جمعͬ های نگاشت مقاله این در گیریم. مͬ نظر

کند. مͬ حفظ جهت دو هر در را پایینͬ و بالایی برودر شبه عملͽرهای که

پیش گفتار .١

بسیاری اهمیت از مختلف های خاصیت حافظ های نگاشت عملͽرها، نظریه مبحث در
برمͬ ١٨٩٧ سال به نتیجه اولین دارند. طولانͬ نسبتا ای تاریخچه مسائل این برخوردارند.
فضاهای بین دترمینان حافظ خطͬ های نگاشت ساختار [١] ١ فروبینیوس که هنگامͬ گردد،
و [٢] ٢ پولیا از نتیجه دو ͬͺی جز به سال، پنج و چهل تقریبا برای کرد. تشریح را ماتریس

نشد. انجام مسائل این روی مستقیمͬ یا توجه قابل کار هیچ ،[٣] ٣ شور
دهه سه در خصوص به بعد به آن از و یافت ادامه [۴] ۴ دیودونه کارهای با موضوع این
عملͽرهایی حافظ های نگاشت بررسͬ به مقاله این در گرفت. قرار توجه مورد بسیار اخیر
های نگاشت و ها نگاشت این دادن قرار هم کنار از و پردازیم مͬ متناهͬ نزول و صعود با

یابیم. مͬ ها آن برای مطلوبی بندی دسته پایینͬ و بالایی فردهلم عملͽرهای حافظ

به و نامیم مͬ T نزول و صعود ترتیب به را d(T ) و a(T ) ،T ∈ L(X) اگر .١ . ١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت

a(T ) = min{n ≥ ۰;N(T n) = N(T n+۱)}
d(T ) = min{n ≥ ۰;R(T n) = R(T n+۱)}

2000 Mathematics Subject Classification. Mathematics Subject Classification. 47B49,
47L99,47A55, 47B37 .

. حافظ جمعͬ های نگاشت برودر، شبه کلیدی. واژگان
١Frobenius
٢Polya
٣Schur
۴Dieudonne
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باشد بسته R(T ) اگر نامیم (پایینͬ) بالایی فردهلم شبه را T ∈ L(X) عملͽر .١ . ٢ تعریف
F+(X)(F−(X)) نماد با را عملͽرهایی چنین باشد. متناهͬ dimN(T )(codimR(T )) و

صورت به را فردهلم عملͽرهای و دهیم مͬ نمایش
کنیم. مͬ تعریف F (X) := F+(X) ∩ F−(X)

و پایینͬ و بالایی برودر شبه متناهͬ، نزول صعود دارای عملͽرهای مجموعه .١ . ٣ تعریف
مͬ نمایش B(X) و B−(X) ،B+(X) ،D(X) ،A(X) نماد با ترتیب به را برودر شبه

کنیم. مͬ تعریف زیر صورت به و دهیم

A(X) := {T ∈ L(X); a(T ) < ∞},
D(X) := {T ∈ L(X); d(T ) < ∞},
B+(X) := F+(X) ∩ A(X), B−(X) := F−(X) ∩ D(X),

B(X) := B+(X) ∩ B−(X).

و باشد پوشا جمعͬ پیوسته نگاشت ͷی ϕ : L(H) −→ L(H) کنیم فرض .۴ . ١ قضیه
دو هر در را Λ ،ϕ که کنیم فرض دهد. نشان را B− و B+ های مجموعه از ͷی هر Λ

صورت این در کند حفظ جهت
یا خطͬ دو هر یا که دارد وجود A,B : H −→ H پیوسته دوسویی های نگاشت الف)

،F ∈ L(H) متناهͬ رتبه از عملͽر هر برای که طوری به هستند خطͬ مزدوج دو هر
ϕ(F ) = AFB.

یا
یا خطͬ دو هر یا که دارد وجود C,D : H −→ H دوسویی پیوسته های نگاشت ب)

،F ∈ L(H) متناهͬ رتبه از عملͽر هر برای که طوری به هستند خطͬ مزدوج
ϕ(F ) = CF ∗D.

□ کنید. مراجعه [۶] ٨٬٢ قضیه به برهان.

كه باشد پوشا جمعͬ پیوسته نگاشت ͷی ϕ : L(H) −→ L(H) کنیم فرض .۵ . ١ لم
صورت این در کند مͬ حفظ جهت دو هر در را B− +Bو

،Fͬمتناه رتبه از عملͽر هر برای و باشد پذیر وارون عملͽر یك B ∈ L(H) اگر الف)
هر برای که طوری به دارد وجود c ∈ C صفر غیر عدد ͷی آنگاه ، ϕ(F ) = FB

.ϕ(S) = cS ،S ∈ L(H)
،Fͬمتناه رتبه از عملͽر هر برای و باشد پذیر وارون عملͽر یك D ∈ L(H) اگر ب)
هر برای که طوری به دارد وجود c ∈ C غیرصفر عدد ͷی آنگاه ϕ(F ) = F ∗D

.ϕ(S) = cS∗ ،S ∈ L(H)

□ کنید. مراجعه [۶] ٩٬٢ لم به برهان.
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معادلند. زیر شرایط آنگاه باشد، H روی کراندار عملͽر ͷی T اگر .۶ . ١ قضیه
است. برودر شبه عملͽر یك T الف)

،ε < ε۰ هر برای که طوری به دارد وجود ε۰ > ۰ ͷی S ∈ L(X) هر برای ب)
. T + εS ∈ A(H) ∪D(H)

□ کنید. مراجعه [۶] ۵٬٢ گزاره به برهان.

پردازیم. مͬ آن بیان به که است آمده [۵] در زیر اساسͬ قضیه برهان

این در باشد. پوشا و پیوسته جمعͬ نگاشت ͷی ϕ : L(H) −→ L(H) اگر .١ . ٧ قضیه
معادلند. زیر شرایط صورت

کند. حفظ را A جهت دو هر در ϕ الف)
کند. حفظ را D جهت دو هر در ϕ ب)
کند. حفظ را B+ جهت دو هر در ϕ پ)
کند. حفظ را B− جهت دو هر در ϕ ت)

عدد ͷی و A : H −→ H خطͬ مزدوج یا پذیر وارون کراندار خطͬ عملͽر ͷی ث)
،S ∈ L(H) هر برای که طوری به دارد وجود c ∈ C غیرصفر

ϕ(S) = cASA−۱.

□ شود. مراجعه [۵] در A قضیه به برهان.

پردازیم. مͬ آن بیان به که است آمده [۶] در زیر اساسͬ قضیه برهان

این در باشد. پوشا و پیوسته جمعͬ نگاشت ͷی .ϕ : L(H) −→ L(H) اگر .١ . ٨ قضیه
معادلند. زیر شرایط صورت

كند. مͬ حفظ را A ∪D جهت دو هر در ϕ الف)
کند. حفظ را B− و B+ جهت دو هر در ϕ ( ب

عدد ͷی و A : H −→ H خطͬ مزدوج یا پذیر وارون کراندار خطͬ عملͽر ͷی پ)
یا ϕ(S) = cASA−۱ ،S ∈ L(H) هر برای که طوری به دارد وجود c ∈ C غیرصفر

.ϕ(S) = cAS∗A−۱

طبق پس باشد (پایینͬ) بالایی برودر شبه عملͽر ͷی T كه كنیم فرض ب) به الف از برهان.
،ε < ε۰ هر برای که طوری به دارد وجود ε > ۰ ͷی ،S ∈ L(X) هر برای ۶ . ١ قضیه
ϕ(T + εS) ∈ ،ε < ε۰ هر برای فرض طبق پس ، T + εS ∈ A(H) ∪ D(H)

است. (پایینͬ) بالایی برودر شبه ϕ(T ) ،۶ . ١ قضیه طبق نتیجه در A(H) ∪D(H)
از استفاده با پس کند، حفظ جهت دو هر در را B− +Bو ، ϕ كه کنیم فرض پ) به ب از
داشته را (الف) كه حالتͬ در افتد. مͬ اتفاق (ب) یا (الف) حالت دو از ͬͺی ۴ . ١ قضیه

باشد. مͬ زیر صورت به F متناهͬ رتبه از عملͽر هر باشیم
ϕ(F ) = AFB.

حفظ جهت دو هر در را B+, B− ،ϕ۱ فرض طبق .ϕ۱(.) = A−۱ϕ(.)A دهیم مͬ قرار
داریم طرفͬ کند،از مͬ

ϕ۱(F ) = A−۱AFBA = FBA.

که طوری به دارد وجود c ∈ C صفر مخالف عدد ͷی (الف)، قسمت ۵ . ١ لم طبق پس
ϕ(S) = پس ϕ۱(S) = A−۱ϕ(S)A بنابراین ،ϕ۱(S) = cS ،S ∈ L(H) هر برای
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A = C دهیم مͬ قرار باشد. مͬ ϕ(F ) = CF ∗D صورت به ϕ (ب) حالت در cASA−۱

را B− و B+ جهت دو هر در ϕ۲ گیریم مͬ نتیجه فرض طبق لذا ϕ۲ = A−۱ϕ(.)A و
قسمت ۵ . ١ لم طبق لذا ϕ۲(F ) = A−۱AF ∗DA = F ∗DA داریم پس كند. مͬ حفظ
،S ∈ L(H) هر برای که طوری به دارد وجود c ∈ C صفر مخالف عدد ͷی (ب)
در ϕ(S) = cAS∗A−۱ پس ϕ۲(S) = A−۱ϕ(S)A داریم بنابراین ،ϕ۲(S) = cS∗

.ϕ(S) = cAS∗A−۱ S ∈ L(H) هر برای نتیجه
بدیهͬ است. متناهͬ نزول یا صعود صورت این در S ∈ A∪D كنیم فرض ( الف به پ از
پس است پذیر معكوس A عملͽر چون باشد. مͬ متناهͬ نیز S∗ نزول یا صعود كه است
. ϕ(S) ∈ A ∪D نتیجه در و است متناهͬ نزول یا صعود دارای حالت دو هر در ϕ(S)
ϕ نتیجه در ، S ∈ A ∪D كه بینیم مͬ مشابه روندی با ϕ(S) ∈ A ∪D كه صورتͬ در

كند. مͬ حفظ را A ∪D جهت دو هر در
□
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آن کابردهای و جبرخطͬ سمینار هشتمین مبسوط چͺیده
کردستان دانشͽاه ،١٣٩۴ اردیبهشت ٢-٢٣۴

بهینه سازی مسائل برای معمولͬ دیفرانسیل معادلات بر مبتنͬ غیریͺنوا الͽوریتم ͷی
نامقید

امین۲ͬ کیوان و کاکائ۱ͬ∗ زهره

اسلامͬ آزاد دانشͽاه کرمانشاه، واحد پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه ۱

z roj20@yahoo.com
کرمانشاه رازی دانشͽاه علوم، دانشͺده ریاضͬ، گروه ۲

kamini@razi.ac.ir

(ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادلات بر مبتنͬ جدید الͽوریتم ͷی مقاله این در چͺیده.
دیفرانسیل معادلات بر مبتنͬ شده اصلاح اطمینان ناحیه روش های ترکیب از استفاده با
روش این اصلͬ ویژگͬ ͬ شود. م ارائه غیریͺنوا روش های و زیرفضا روش های با معمولͬ
ͷی تکرار هر در آن بجای و ͬ کند م اجتناب مجذوری مسئله زیر حل از که است آن
دارد. نیاز کمتری محاسبات به و ͬ کند م حل را کوچͺتر ابعاد با خطͬ معادلات دستگاه
نتایج و روش پیاده سازی ͬ گردد. م ثابت الͽوریتم سراسری همͽرایی مناسب، فرضیات با
١‐استفاده جهت: سه از مقاله این ایده ͬ کند. م تأیید را روش این کارایی حاصل عددی
روش  های از ٣‐استفاده مشابه، الͽوریتم های با ٢‐مقایسه جدید، غیریͺنوا نسبت از

ͬ باشد. م مقالات ایده از متفاوت ، Bk ماتریس برای متفاوت بهنگام

پیش گفتار .١

شͺل به نامقید بهینه سازی مسئله
f(x) min
x ∈ Rn (١ . ١)

پیشنهاد (١ . ١) مسئله حل برای که ایده هایی از ͬͺی است. بهینه سازی در مهم مسائل از ͬͺی
آن در که ͬ باشد، م (ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادلات بر مبتنͬ روش های است شده
تبدیل آن تعادل نقطه یافتن و معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی به نامقید بهینه سازی مسئله حل
(ODE)موسوم بر مبتنͬ اطمینان ناحیه روش ͷی [١] بیͽز و برون ،١٩٨٩ سال در ͬ گردد. م
بر مبتنͬ روش های میان در که روش این نمودند. ارائه مسئله این حل برای IMPBOT به
دیفرانسیل معادلات سیستم حل از kام تکرار در ͬ باشد م الͽوریتم ها کاراترین از ͬͺی ،ODE

dx

dt
= −∇f(xk)−Bk(x(t)− xk), (١ . ٢)

2010 Mathematics Subject Classification. 90C30, 65K05, 49M37.
. سراسری همͽرایی ،ODE بر مبتنͬ روش های غیریͺنوا، روش نامقید، بهینه سازی کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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نشان و کردند استفاده ضمنͬ اویلر روش از (١ . ٢) دستگاه حل برای آنها ͬ کند. م استفاده
خطͬ دستگاه حل از را dk = xk+۱ − xk بردار ͬ توان م گام هر در که دادند

(hkBk + I)d = −hkgk, (١ . ٣)
برای مناسب نیوتنͬ شبه تقریب ͷیBk است. صحیح گام طول ͷی hk آن در که آورد بدست
.gk = ∇f(xk) و ͬ گردد م بهنگام BFGS بهنگام فرمول از که ͬ باشد م xk در هسͬ ماتریس

:IMPBOT الͽوریتم
متقارن ماتریس ،h۰ اولیه گام طول ،ε > ۰ ،x۰ ∈ Rn آغازین بردار الͽوریتم: ورودی

.k = ۰ و B۰ ∈ Rn×n

کن. توقف ،∥gk∥ ≤ ε اگر :١ گام
بده قرار اینصورت غیر در برو ٣ گام به باشد، مثبت معین hkBk + I ماتریس اگر :٢ گام

کن. تکرار را ٢ گام و hk =
۱
۲hk

ͬ که صورت در کن. محاسبه (١ . ٣) خطͬ دستگاه حل از استفاده با را dk :٣ گام

f(xk + dk) ≤ f(xk) + σgTk dk, (۰ < σ <
۱

۲
),

گام به و hk = hk

۲ اینصورت غیر در برو، ۴ گام به و hk+۱ = ۲hk ،xk+۱ = xk + dk
برو. ٣

برو. ١ گام به و k = k + ۱ کن. بهنگام را Bk+۱ مناسب رابطه ͷی از استفاده با :۴ گام
ͬ آید. م دست به hk بر (١ . ٣) دستگاه طرفین تقسیم با که کنید توجه

(λkI +Bk)d = −gk, (۴ . ١)
است آن IMPBOT روش مشͺلات از ͬͺی ͬ باشد. م لونبرگ‐مارکوارت دستگاه همان که
گام ͷی آوردن بدست از قبل تکرار، ͷی در بار چندین است ممͺن (١ . ٣) خطͬ دستگاه که
خطͬ دستگاه های حل متغیر ها، تعداد بودن بزرگ صورت در که شود، حل قبول مورد آزمون
کاهش باعث بنابراین دهد، افزایش توجهͬ قابل طور به را محاسبات کلͬ هزینه ͬ تواند م

ͬ گردد. م الͽوریتم کارایی

جدید الͽوریتم .٢

همͽرایی نرخ بهبود و محاسبات کاهش در مهم بسیار ابزار ͷی یͺنوا غیر روش های
نامقید غیرخطͬ بهینه سازی الͽوریتم های اکثر با ترکیب در که ͬ باشند م بهینه سازی مسائل
غیریͺنوا ODE روش ͷی ،[۴] از استفاده با راستا این در ͬ کنند. م تولید مناسبی نتایج
غیریͺنوا روش  های با IMPBOT الͽوریتم ترکیب آن اصلͬ ایده که ͬ گردد، م ارائه شده اصلاح

ͬ دهیم م قرار تعریف شروع برای ͬ باشد. م
fl(k) = max f(xk−j),

۰ ≤ j ≤ m(k)

ͷی N ≥ ۰ و ۰ ≤ m(k) ≤ min{m(k − ۱) + ۱, N} ،m(۰) = ۰ آن در که
شبه نیوتن روش از Bk ماتریس تولید برای جدید الͽوریتم در ͬ باشد. م ثابت صحیح عدد
بزرگ مقیاس در بهینه سازی مسائل حل برای که ͬ گردد، م استفاده L-BFGS محدود حافظه
از کمͬ تعداد فقط ،n× n هسͬ تقریب های محاسبه و ذخیره سازی بجای و ͬ باشد م مفید
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ͬ کند. م ذخیره را n−بعدی بردار های
:MIMPBOT الͽوریتم

،h۰ اولیه گام طول ،ε > ۰ ،x۰ ∈ Rn آغازین ρ۰،بردار ∈ (۰,۱) الͽوریتم: ورودی
k = ۰ و B۰ ∈ Rn×n متقارن ماتریس ،m(۰) = ۰ ،N > ۰ ،V۰ = g۰ ∈ Rn×۱

.٢ گام به برو اینصورت غیر در کن. توقف ،∥gk∥ ≤ ε اگر :١ گام
که کنید فرض .mk = min{k,M} که طوری به کنید تعریف را mk :٢ گام

Vk = (gk, gk−۱, · · · , gk−mk
) ∈ Rn×(mk+۱),

فرض صورت، این غیر در .٣ گام به برو باشد، مثبت معین hkV
T
k BkVk + I ماتریس اگر

معین ۲−lkhkV
T
k BkVk + I که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کوچͺترین Lk کنید

.hk = ۲−lkhk دهید قرار است، مثبت
آور. دست به زیر خطͬ دستگاه حل از را yk :٣ گام

(hkV
T
k BkVk + I)y = −hkV

T
k gk,

تعریف و pk = Vkyk محاسبه با :۴ گام

qk(y) = fk + gTk Vky +
۱

۲
yTV T

k BkVky,

کن. محاسبه زیر رابطه از را ρk

ρk =
fl(k) − f(xk + pk)

qk(۰) − qk(yk)
,

بده قرار اینصورت غیر در برو، ٣ گام به و hk =
۱
۲hk بده قرار ،ρk < ρ۰ اگر :۵ گام

hk+۱ = ۲hk, xk+۱ = xk + pk.

بده قرار کن. محاسبه را Bk+۱ مناسب بهنگام رابطه ͷی از استفاده با :۶ گام
برو. ١ گام به و k = k + ۱ ،m(k + ۱) = min{m(k) + ۱, N}

همͽرایی خواص .٣

کرد. اثبات جدید الͽوریتم برای مناسبی همͽرایی خواص ͬ توان م زیر فرضیات تحت
است. کراندار L(x۰) = {x|f(x) ≤ f(x۰)} تراز مجموعه (A۱)

پیوسته β ⊆ L(x۰) باز محدب مجموعه ͷی روی g(x) = ∇f(x) گرادیان تابع (A۲)
باشد. لیپ شیتس

باشد. کراندار یͺنواخت طور به {Bk} ماتریسͬ دنباله (A۳)

باشد. MIMPBOT الͽوریتم توسط شده تولید دنباله ͷی {xk} کنید فرض .١ قضیه
ͬ افتد. م اتفاق زیر موارد از ͬͺی آنگاه برقرارباشند، (A۳)− (A۱) فرضیات اگر

∃K۰ gk۰ = ۰. (۱

lim inf
k→∞

∥gk∥ = ۰. (۲
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عددی نتایج .۴

IMPBOT الͽوریتم دو کنار در آن عملͺرد ،MIMPBOT الͽوریتم برتری دادن نشان برای
فرآیند الͽوریتم ها بین بهتر مقایسه ͷی جهت در همچنین ͬ گردد، م مقایسه [٣] HTR و
(شͺل در حاصل نتایج برده ایم. بͺار nk = nf + ۵ng معیار برای را [٢] مورِی و دولان
بسیار نتایج دیͽر الͽوریتم دو به نسبت جدید الͽوریتم که است این بیانگر وضوح به (١
ͬ کند م حل موفقیت با زمان کمترین در را %مسائل ۴٧ جدید الͽوریتم ͬ کند. م تولید بهتری
بوده اند. پیروز مسائل ٣٧% و ٣۴% در ترتیب به IMPBOT و HTR الͽوریتم دو جاییͺه

nf + ۵ngمقیاس با الͽوریتم ها اجرایی نمودار :١ شͺل

نتایج .۵

بهینه سازی مسئله حل برای ODE بر مبتنͬ جدید شده اصلاح الͽوریتم ͷی مقاله این در
سعͬ اطمینان، ناحیه روش  های شبیه غیریͺنوا تکنیͷ های از استفاده با که شد ارائه نامقید
ͷی جدید الͽوریتم که ͬ دهند م نشان عددی نتایج دارد. محاسبات کاهش و نتایج بهبود در

ͬ باشد. م نامقید بهینه سازی مسائل حل برای کارا و مؤثر الͽوریتم
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