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ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه محترم شرکت�کنندگان

ادب عرض و سلام با

نسخه نسخه، این که است ذکر به لازم است. فارسی مقالات مجموعه نهایی نسخه کتابچه، این می�رساند اطلاع به
نسخه در است ممکن است، گرفته صورت کتابچه�ها چاپ برای لازم هماهنگی�های که آن�جا از می�باشد. الکترونیکی
پذیرد، صورت مهم این چنانچه گردد. ایجاد صفحات شماره در تغییراتی انتشارات، درخواست اساس بر چاپی
دریافت برای نیاز صورت در صفحات شماره تغییر از حاصل مشکلات رفع برای می�توانند محترم شرکت�کنندگان
ashrafi@kashanu.ac.ir ایمیل طریق از اشرفی علی�رضا آقای جناب علمی کمیته محترم دبیر با تایید نامه
سایت در نیز چاپی کتب با متناسب الکترونیکی نسخه کتابچه�ها، چاپ از پس که باشید داشته توجه نمایند. مکاتبه
خواهد بارگزاری https://math.kashanu.ac.ir/fa آدرس به ریاضی دانشکده سایت در و کنفرانس

شد.
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پیش�گفتار
بهمن ٢٧ روزهای در ایران ریاضی انجمن همکاری با و کاشان دانشگاه در ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه
ریاضی بزرگ جامعه حضور میزبان کاشان دانشگاه در که بودیم مشتاق است. برگزاری حال در ١٣٩٩ اسفند ٢ الی
مشارکت و نظر تبادل زمینه�های ساختن فراهم ضمن کادمیک آ و صمیمی فضایی آوردن فراهم با و باشیم کشور
نماییم. آشنا بیشتر کاشان بزرگ دانشگاه با را شما آن، کاربردهای و ریاضی علوم زمینه�های در همگان برای علمی
جامع دانشگاه تنها است کرده کار به شروع کاشان علوم عالی مدرسه نام با ١٣۵٢ سال در که کاشان دانشگاه
مناسب، جغرافی موقعیت در گرفتن قرار نیست. کشور رسمی استان یک مرکز که دارد قرار شهری در که است کشور
است آورده فراهم دانشگاه این برای را بزرگ موفقیت�های بستر هنر و علم در دیرینه سابقه و منطقه فرهنگی فضای

است. شده معرفی کشور جامع دانشگاه هفتمین عنوان به ISC توسط ارزیابی�ها در مثال به�عنوان اکنون و
کارشناسی، مقطع سه در وقت تمام علمی هیأت عضو چهل به نزدیک با کاشان دانشگاه ریاضی علوم دانشکده
است. داشته کاشان دانشگاه آفرینی افتخار و پیشرفت در بسزایی سهم و است فعال دکتری و ارشد کارشناسی
جمله از متنوع تخصصی سمینارهای و ایران ریاضی انجمن دانشجویی مسابقات موفق، کنفرانس�های برگزاری
توسط ریاضی» اندیشه و فرهنگ «مجله و ریاضی» انجمن «بولتن سردبیری است. بوده دانشکده این فعالیت�های
و بوده ایران ریاضی انجمن با موثر همکاری�های جمله از مختلف مقاطع در دانشکده این علمی هیأت اعضای

هست.
تاریخ در بار اولین برای ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه کرونا، ویروس شیوع به�دلیل که بود چنین تقدیر
به�دلیل شده ایجاد محدودیت�های کنار در شود. برگزار کاشان شهر در مجازی به�صورت ریاضی کنفرانس�های برگزاری
استفاده با که کردیم پیدا فرصت ما است. آمده به�دست نیز جدیدی فرصت�های مجازی، به�صورت کنفرانس برگزاری
علمی غنای بر مختلف، کشور ٢٢ از المللی بین و ملی برجسته اساتید از دعوت با و مجازی فضای امکانات از
اقتصادی و آموزشی ابعاد در موجود مشکلات و مختلف دلایل به که دارند استحضار دوستان همه بیفزاییم. کنفرانس
به�طوری�که است. بوده روبرو اخیر سال چند در محسوس کاهش با دبیرستان از ریاضی رشته از استقبال اجتماعی و
عنوان به را آن�ها و اند نموده کید تأ ریاضی به�ویژه و پایه علوم تقویت بر رهبری معظم مقام جمله از کشور بزرگان
استفاده مسئولین حمایت فرصت از که است ایران ریاضی جامعه بر نموده�اند. معرفی کشور توسعه پشتوانه گنجینه
موضوع، این در مسئولیت انجام جهت در گامی به�عنوان نماید. برنامه�ریزی ریاضی گسترش و ارتقا برای و نماید
استقبال مورد ایده این نمودیم. اضافه کنفرانس در ریاضی» همگانی�سازی و «ترویج نام به جدیدی بخش امسال
آینده سال�های در کنفرانس از بخشی به�عنوان می�رود امید و گرفت قرار نیز ایران ریاضی انجمن محترم مسئولین
اثر ۴٠٠ از بیش تا�کنون و شد داده فراخوانی منطقه پرورش و آموزش مدیریت کمک با و امسال برای شود. دنبال
رسیده کنفرانس به است کشور سراسر از دبیرستان و دبستان مختلف مقاطع در علاقمند آموزان دانش از بیشتر که
در ریاضی کنفرانس از بخشی عنوان به ریاضی همگانی�سازی و ترویج گردهمایی اولین شد مقرر نهایت در است.
در شرکت و ارزشمند آثار ارسال با که کنندگان شرکت کلیه از شود. ارائه برگزیده آثار و گردد برگزار نزدیک آینده

می�نمایم. قدردانی افزودند آن غنای بر کنفرانس
امیدوارم بود. ما برای جدید تجربه�ای مجازی به�صورت ایران ریاضی کنفرانس مانند بزرگی کنفرانس برگزاری
اندوخته�ای تجربه این و باشیم داده انجام شایسته و مطلوب نحو به و به�خوبی را بزرگ رویداد این باشیم توانسته
در ما تجربه کمبود به�دلیل عمدتاً که نواقص و کاستی�ها همه از باشد. آینده در مجازی فعالیت�های گسترش برای

می�خواهم. پوزش شرکت�کنندگان همه از است بوده مجازی فعالیت�های و کنفرانس�ها چنین برگزاری

بعدی کنفرانس�های در شما دیدار امید به
دقیق حسن

ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه دبیر

آ�



قدردانی

کشور ریاضی کنفرانس پنجاهمین فارسی گزارش در قبلا که کردیم تبعیت الگویی همان از گزارش این تدوین در ما
محترم عضو سرشت نیک اشکان دکتر آقای ارزشمند کمک�های بدون کار این بود. رفته به�کار شیراز دانشگاه در

می�کنیم. ایشان تقدیم را خود سپاس�های صمیمانه�ترین لذا نبود. امکان�پذیر دانشگاه این علمی هیئت
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کنفرانس سازمان

دقیق حسن کنفرانس: دبیر

اشرفی علی�رضا سید کنفرانس: علمی دبیر

بهرامیان مجتبی کنفرانس: اجرایی دبیر

: علمی کمیته اعضای
اصفهان دانشگاه — اعظم سعید •
رازی دانشگاه — امینی کیوان •

کاشان دانشگاه — اشراقی حسین •
کاشان دانشگاه — افتخاری علی •

شریف صنعتی دانشگاه — اقلیدس ترانه •
چمران شهید دانشگاه — آذرپناه فریبرز •

مدرس تربیت دانشگاه — ایرانمنش علی •
کاشان دانشگاه — بابامیر مرتضی سید •

بهشتی شهید دانشگاه — برزوئی رجبعلی •
کاشان دانشگاه — بهرامیان مجتبی •
کاشان دانشگاه — نژاد جهانی رضا •

بهشتی شهید دانشگاه — حجاریان مسعود •
جنوبی کره سئول، دانشگاه — داس کینکار •
کاشان دانشگاه — علیائی داوطلب مصطفی •

کاشان دانشگاه دهقانی— مهدی •
یزد دانشگاه — دواز بیژن •

خمینی(ره) امام المللی بین دانشگاه — رازانی عبدالرحمن •
آمریکا لیندا، لوما دانشگاه — قمصری راهب مارک •

امیرکبیر صنعتی دانشگاه — رحمتی فرهاد •
کاشان دانشگاه — رضائی اصغر علی •

کرمان باهنر شهید دانشگاه — پاریزی سالمی عباس •
کاشان دانشگاه — سعادتمندی عباس •

کاشان دانشگاه — شمس مهدی •
شیراز دانشگاه — عبدالهی فرشید •

مشهد فردوسی دانشگاه — عفتی سهراب •
یزد دانشگاه — علیخانی سعید •

کاشان دانشگاه — فتح�تبار غلامحسین •
مجارستان سوپرون، دانشگاه — کاتونا ویلموس •

آلمان اندروز، سنت — کوهل اشتفان •
مدرس تربیت دانشگاه — کاشانی محمدباقر سید •

کاشان دانشگاه — نجف�آبادی کاظمی رسول •
کاشان دانشگاه — کهکشانی رضا •

اصفهان صنعتی دانشگاه — گازر مجید •
کاشان دانشگاه — گودرزی فرانک •
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بهشتی شهید دانشگاه — گویا زهرا •
کاشان دانشگاه محبی— اکبر •

خوارزمی دانشگاه — مدقالچی علیرضا •
سمنان دانشگاه — معدنشکاف علی •

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه — ملک فرشته •
بهشتی شهید دانشگاه — منیری مرتضی •

کاشان دانشگاه — موسوی موسی�زاده سیف�اله سید •
امیرکبیر صنعتی دانشگاه — �پور واعظ منصور سید •

صنعت و علم دانشگاه — هادیان مسعود •
شاهرود صنعتی دانشگاه — هاشمی ابراهیم •

اجرائی کمیته اعضای گذاری سیاست شورای اعضای

اسدی مهدی • اشرفی علی�رضا سید •
افتخاری علی • افتخاری علی •
اقبالی محمد • بازیگران بهنام •

آسعیدی سعید • بهرامیان مجتبی •
نیاسر بیشه مرتضی • پور جهانی اله روح •
پوربابائی مرضیه • نژاد جهانی رضا •

ذبیحی فاطمه • دقیق حسن •
حکیمی�نژاد مرجان • رضائی اصغر علی •
خدمتی ابوالفضل • محبی اکبر •

خلدی الهه • نخودکار امیرحسین •
سبزواری مهدی •

طرئی سعیدیان زینب •
سلطانی زینب •

فرسنگی عسکری جلال •
محمدیه سیدعلی •

ملکیان حسن محمد •

اجرائی عوامل

سادات مرضیه رضائی، حاجی الهام طادی، جعفری زینب جهانگیر، نازیلا توکلی، غزل برزگران، نرگس خانم�ها
مریم شافوری، مینا زارعیان، سمانه زارع، آرمینا رفیعی، مهسا کاشی، رضایی مریم حیدری، شیرین حسینی،
مهابادیان، الهه فرادنبه، محمدی ملک نسرین مداح، شیدا محمدی، فائزه گودرزی، لیلا عزیزی، مریم طاهری�سده،

اصفهانی نصر مریم و اصفهانی نصر محدثه

مصطفی قلاوند، علی عباسی، جلال راحتی، سجاد خلیلیان، علیرضا جهانگیری، بردیا ایزدی، محمد آقایان
یعقوبی محسن و نژاد مودت کوروش عابدی، مهدی رضا، کربلایی
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کلیدی سخنرانان

دانشگاه خانوادگی نام نام ردیف
ایران اسلامی جمهوری اصفهان، دانشگاه اسداللهی جواد ١

کانادا مک�گیل، دانشگاه اصغریان مسعود ٢
صربستان نیس، دانشگاه استانیمیروویچ پردارگ ٣

ایران اسلامی جمهوری علم، تاریخ مجله سردبیر باقری محمد ۴
فرانسه کائن، دانشگاه برتو آلن ۵

ایتالیا فدریکو، ناپولی دی دانشگاه برونتی مائوریزیو ۶
آمریکا میامی، دانشگاه باک بی خداخواست ٧

آمریکا وندربیلت، دانشگاه تسیناکیس کنستانتین ٨
چین پکن، در مرکزی جامع دانشگاه چی چانگ چانگ ٩

کانادا گیل، مک دانشگاه دارمون هنری ١٠
کرواسی زاگرب، دانشگاه داسلیک تومیسلاو ١١

فرانسه ورسای، کوئنتین سنت دانشگاه دفئو لوکا ١٢
هلند دلفت، صنعتی دانشگاه روس کیس ١٣

جنوبی آفریقای لیمپوپو، دانشگاه سرتلو تکیسو ١۴
کویت کویت، دانشگاه سلطانی احمدرضا ١۵

ایران اسلامی جمهوری تهران، دانشگاه دامنه سلیمانی مجید ١۶
تایلند مای، چیانگ دانشگاه سوکسومران تراپونگ ١٧

آرژانتین آیرس، بوئنوس دانشگاه سولوتار آندره ١٨
آمریکا شمالی، کلرادو دانشگاه هولیقی شفیعی خلیل ١٩
عمان قابوس، سلطان دانشگاه شهریاری محمد ٢٠

ایران اسلامی جمهوری اهواز، چمران شهید دانشگاه زاده کرم شهنی امیدعلی ٢١
ایران اسلامی جمهوری مشهد، فردوسی دانشگاه مصلحیان صال محمد ٢٢

ایران اسلامی جمهوری شیراز، دانشگاه عبدالهی رضا علی ٢٣
ایران اسلامی جمهوری شریف، صنعتی دانشگاه زنگنه ظهوری بیژن ٢۴

ایتالیا باری، دانشگاه گاراپا روبرتو ٢۵
ایران اسلامی جمهوری بهشتی، شهید دانشگاه گویا زهرا ٢۶

هند باناراس، هندو دانشگاه تریپاثی مانی موکات ٢٧
کانادا لاوال، دانشگاه مشرقی جواد ٢٨

ایران اسلامی جمهوری شریف، صنعتی دانشگاه امیری مهدوی الدین نظام ٢٩
ایران اسلامی جمهوری اصفهان، دانشگاه میرزایی داوود ٣٠

روسیه روسیه، علوم کادمی آ وسنین یوو آندری ٣١
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مدعو سخنران

دانشگاه خانوادگی نام نام ردیف
جمهوری تهران، رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه

ایران اسلامی
ریحانی ابراهیم ١

اسلامی دانشگاه و بلاروس بلاروس، دولتی دانشگاه
عراق نجف،

شکور علی ٢

سعودی عربستان هایل، دانشگاه علی اکبر ٣
ایران اسلامی جمهوری ارومیه، دانشگاه قاسمی محسن ۴

ترکیه هاکاری، دانشگاه کایاگوک گولیستان ۵
ایران اسلامی جمهوری بجنورد، دانشگاه کیان محسن ۶

ج



کنفرانس در شرکت�کنندگان
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دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
گیلان دانشگاه کناری جاده احمدپور محمدعلی ١

شهرکرد دانشگاه احمدی کامبیز ٢
یزد دانشگاه احمدی علیرضا ٣

نور پیام دانشگاه احمدی قاسم ۴
اصفهان دانشگاه اسداللهی جواد ۵
تهران دانشگاه اسدی باقر محمد ۶

اسلامی آزاد دانشگاه اسدی محمدعلی ٧
کاشان دانشگاه اسدی مهدی ٨
یاسوج دانشگاه پور اسدی میثم ٩

بنیادی دانش�های پژوهشگاه احمدیان راضیه ١٠
بهشتی شهید دانشگاه نیا اخلاقی نرگس ١١

گناباد عالی آموزش مجتمع زاده قصاب اخوان فهیمه ١٢
نور پیام دانشگاه ادیب مرجان ١٣
کاشان دانشگاه اشرفی رضا علی ١۴

کانادا مک�گیل، دانشگاه اصغریان مسعود ١۵
گیلان دانشگاه اصلانی حامد ١۶

اصفهان دانشگاه اعظم سعید ١٧
مازندران دانشگاه اکبری زهره ١٨

اصفهان صنعتی دانشگاه اکبری نجمه ١٩
عراق کربلا، دانشگاه الحمید العبد باسم ٢٠
عراق کوفه، دانشگاه العبیدی احمد ٢١
عراق کوفه، دانشگاه العکاشی محسن ٢٢

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه امجدیان حانیه ٢٣
ستاری شهید هوایی دانشگاه امیری صادق ٢۴

مدرس تربیت دانشگاه امیری لطافت ٢۵
شیراز دانشگاه جهرمی شایان امین دیبا ٢۶

کرمانشاه رازی دانشگاه امینی کیوان ٢٧
نور پیام دانشگاه امینی مصطفی ٢٨

(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه انبارلویی مهدی ٢٩
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه انصاری هاجر ٣٠

فرهنگیان دانشگاه زاده ابراهیم آسیه ٣١
کرمان باهنر شهید دانشگاه ابراهیمی ندا ٣٢

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه جهان ابراهیمی علی ٣٣
صربستان نیس، دانشگاه استانیمیروویچ پردارگ ٣۴

خوارزمی دانشگاه اسمعیلی مرتضی ٣۵
کاشان دانشگاه اشراقی حسین ٣۶

مدرس تربیت دانشگاه اصلاحچی رضا محمد ٣٧
اهواز چمران شهید دانشگاه اعتبار معصومه ٣٨

کاشان دانشگاه افتخاری علی ٣٩
مدرس تربیت دانشگاه افتخاری لیلا ۴٠

کاشان دانشگاه اقبالی محمد ۴١
شریف صنعتی دانشگاه اقلیدس ترانه ۴٢

اهواز چمران شهید دانشگاه آذرپناه فریبرز ۴٣
یزد دانشگاه میبدی آقائی السادات فاطمه ۴۴

ح



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
شهرکرد دانشگاه اردلی انصاری علی ۴۵

آذربایجان مدنی شهید دانشگاه اوج�بگ جعفر ۴۶
مدرس تربیت دانشگاه ایرانمنش علی ۴٧

کرمان باهنر شهید دانشگاه ایرانمنش علی ۴٨
یزد دانشگاه ایرانمنش علی محمد ۴٩

بیرجند صنعتی دانشگاه ایزدخواه مهدی محمد ۵٠
کرمان باهنر شهید دانشگاه ایزدی مرضیه ۵١

رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه ایزدی مهدی ۵٢
نور پیام دانشگاه ایزدی جواد ۵٣

اهواز چمران شهید دانشگاه ایزدیار کیانا ۵۴
سهند صنعتی دانشگاه ایلاتی محمد ۵۵

بناب دانشگاه پیکر آتش پروانه ۵۶
اسلامی آزاد دانشگاه آذری مهدیه ۵٧

کرمان باهنر شهید دانشگاه آراد فرشته ۵٨
کاشان دانشگاه آسعیدی سعید ۵٩

(س) الزهرا دانشگاه آهنگری فاطمه ۶٠
نور پیام دانشگاه اللهی آیت مهرآسا ۶١
کاشان دانشگاه بابامیر مرتضی سید ۶٢
لرستان دانشگاه بارانی علی ۶٣
گیلان دانشگاه کار بازی فاطمه ۶۴
کاشان دانشگاه بازیگران بهنام ۶۵

علم تاریخ مجله سردبیر باقری محمد ۶۶
مازندران دانشگاه باقری ندا ۶٧

کرمانشاه رازی دانشگاه براتی علی ۶٨
فرانسه کائن، دانشگاه برتو آلن ۶٩

سبزواری حکیم دانشگاه برزنونی علی ٧٠
بهشتی شهید دانشگاه برزویی رجبعلی ٧١

جیرفت دانشگاه برسم حسن ٧٢
ایتالیا فدریکو، ناپولی دی دانشگاه برونتی مائوریزیو ٧٣

ایران پزشکی علوم دانشگاه بزرگمهر علی ٧۴
ولایت دانشگاه بشکار اسماعیل ٧۵

بهشتی شهید دانشگاه بکرانی فریبا ٧۶
یزد دانشگاه طبا بنی سادات نرجس ٧٧

مازندران دانشگاه هاشمی بنی صدیقه سیده ٧٨
اصفهان صنعتی دانشگاه بهارلوئی شیما ٧٩

رازی دانشگاه بهاری کرم ٨٠
(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه بهبودی فرشته ٨١

کاشان دانشگاه بهرامیان مجتبی ٨٢
کاشان دانشگاه بهمنی فائزه ٨٣
زنجان دانشگاه بهمنی عرفان ٨۴

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه بیات مصطفی ٨۵
آمریکا میامی، دانشگاه باک بی خداخواست ٨۶

خ



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
لرستان دانشگاه بیرانوند رضا ٨٧
کاشان دانشگاه نیاسر بیشه مرتضی ٨٨

اهواز چمران شهید دانشگاه پارسی مهدی ٨٩
(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه پدرام لیلا ٩٠

یاسوج دانشگاه زاده پروینیان اله روح ٩١
اصفهان دانشگاه پریشانی فاطمه ٩٢
کاشان دانشگاه پوربابایی مرضیه ٩٣
گرمسار دانشگاه پوربشاش حسین ٩۴
نور پیام دانشگاه پورمسلمی علیرضا ٩۵
گیلان دانشگاه پیرزاده مینا ٩۶

نور پیام دانشگاه پیرعدل سجاد ٩٧
اصفهان دانشگاه پیرمحمدی شیما ٩٨
کاشان دانشگاه پیرهادی وحید ٩٩

آذربایجان مدنی شهید دانشگاه تاری سمیه ١٠٠
کاشان دانشگاه دوز تبریزی رضا حمید ١٠١

بلوچستان و سیستان دانشگاه تجددی هاله ١٠٢
فارس خلیج دانشگاه تخته فرخنده ١٠٣

دامغان دانشگاه ترابی فاطمه ١٠۴
اسلامی آزاد دانشگاه ترکاشوند ولی ١٠۵

یزد دانشگاه ترکمن ثریا ١٠۶
آمریکا وندربیلت، دانشگاه تسیناکیس کنستانتین ١٠٧

بهشتی شهید دانشگاه تقوی مژگان ١٠٨
سمنان دانشگاه تمیمی ابراهیم ١٠٩

یزد دانشگاه توغدری عبدالصالح ١١٠
مشهد فردوسی دانشگاه توکلی مصطفی ١١١
بهشتی شهید دانشگاه مقدم توکلی محمدرضا ١١٢

بلوچستان و سیستان دانشگاه تیبا فائزه ١١٣
مازندران دانشگاه تیمورزاده عطیه ١١۴

عراق مستنصریه، دانشگاه عطیا جابل محسین ١١۵
شهرضا عالی آموزش مرکز لادانی نثاری جان محسن ١١۶
مشهد فردوسی دانشگاه جاویدمنش الهام ١١٧
مدرس تربیت دانشگاه جعفرزاده السادات نفیسه ١١٨
سبزواری حکیم دانشگاه جعفرمنش حسنا ١١٩

اسلامی آزاد دانشگاه جعفری محمد ١٢٠
یزد دانشگاه جعفری نسرین ١٢١

اسلامی آزاد دانشگاه جعفری اله حبیب ١٢٢
کاشان دانشگاه جمالی مرضیه ١٢٣

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه جمشیدوند صدیقه ١٢۴
اسلامی آزاد دانشگاه جولائی مریم ١٢۵

اصفهان دانشگاه جوهری سعید ١٢۶
برزیل گرایس، میناس فدرال دانشگاه جوهری فرنگیس ١٢٧

مراغه دانشگاه جهانگیری مهدی ١٢٨

د



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
کاشان دانشگاه پور جهانی اله روح ١٢٩
کاشان دانشگاه نژاد جهانی رضا ١٣٠

چین پکن، در مرکزی جامع دانشگاه چی چانگ چانگ ١٣١
اصفهان دانشگاه چالشتری چراغی عباس ١٣٢

اسلامی آزاد دانشگاه لابی چه مهران ١٣٣
مشهد فردوسی دانشگاه چوپانی فاطمه ١٣۴

اراک دانشگاه خانی حاتم مرضیه ١٣۵
اسلامی آزاد دانشگاه ابوطالبی حاج نرگس ١٣۶

کاشان دانشگاه رضایی حاجی الهام ١٣٧
رفسنجان (عج) ولیعصر دانشگاه رضایی حاجی سمیه ١٣٨

خوانسار پردیس اصفهان- دانشگاه شریفی حاجی رضا حمید ١٣٩
کاشان دانشگاه زرنق علو حاجی اشرف ١۴٠
بجنورد دانشگاه حاجیان آرمین ١۴١

اسلامی آزاد دانشگاه حبیبی مهناز ١۴٢
شیراز صنعتی دانشگاه راد حبیبی علی ١۴٣

تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز مؤخر حبیبی علی ١۴۴
بهشتی شهید دانشگاه حجاریان مسعود ١۴۵

مشهد فردوسی دانشگاه نوقابی حجازی اعظم ١۴۶
شیراز صنعتی دانشگاه الدینی حسام اسماعیل ١۴٧

ارومیه دانشگاه حسنلو مصطفی ١۴٨
زنجان دانشگاه حسنی مهدی ١۴٩

اسلامی آزاد دانشگاه زاده حسین حسن ١۵٠
سینا بوعلی دانشگاه حسینی سادات زهرا ١۵١

تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز حسینی محیا سیده ١۵٢
اهواز چمران شهید دانشگاه حصاری عبدالعزیز ١۵٣

رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه جو حق سعید ١۵۴
قزوین الملل بین دانشگاه حقیقی دنیا ١۵۵

زهرا بوئین مهندسی و فنی دانشگاه پور حکمی نوشین ١۵۶
رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه نژاد حکیمی مرجان ١۵٧

محلات عالی آموزش مرکز حیدری داریوش ١۵٨
بهشتی شهید دانشگاه حیدری ساغر ١۵٩

قزوین الملل بین دانشگاه حیدری سمیرا ١۶٠
خوارزمی دانشگاه حیدری محمد ١۶١

تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز دستجردی حیدری رسول ١۶٢
بیرجند صنعتی دانشگاه خاتمی امین محمد سید ١۶٣

مصاحب دکتر ریاضی تحقیقات موسسه خاکسارعشاق محمود ١۶۴
تهران نور پیام دانشگاه تکمیلی تحصیلات مرکز خالدی قادر ١۶۵
ساری طبیعی منابع و کشاورزی علوم دانشگاه رستمکلایی مقدم خالقی محسن ١۶۶

گیلان دانشگاه سالکویه خجسته داود ١۶٧
اسلامی آزاد دانشگاه خدادادی اختیار ١۶٨

ملایر دانشگاه خدائی حمید ١۶٩
کاشان دانشگاه خدمتی ابوالفضل ١٧٠

ذ



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
کاووس گنبد دانشگاه خسروی حسن ١٧١
فارس خلیج دانشگاه دهدزی خسروی عیسی ١٧٢
اسلامی آزاد دانشگاه احمد قزل خلاشی سمیه ١٧٣

کاشان دانشگاه خلدی الهه ١٧۴
ساری طبیعی منابع و کشاورزی علوم دانشگاه خلیلی یاسر ١٧۵

فرهنگیان دانشگاه اسبویی خلیلی علیرضا ١٧۶
خوارزمی دانشگاه خمسه امیر ١٧٧

بلوچستان و سیستان دانشگاه دادکانی احسان محمد ١٧٨
کانادا گیل، مک دانشگاه دارمون هنری ١٧٩
جنوبی کره سئول، دانشگاه داس کینکار ١٨٠
کرواسی زاگرب، دانشگاه داسلیک تومیسلاو ١٨١

یزد دانشگاه شلمزاری داوری زهرا ١٨٢
کاشان دانشگاه علیائی داوطلب مصطفی ١٨٣
تهران دانشگاه درفشه رضا محمد ١٨۴

تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز زاده دروازه�بان راضیه ١٨۵
مشهد فردوسی دانشگاه دری فاطمه ١٨۶

اراک دانشگاه دریس عاطفه ١٨٧
ملایر دانشگاه دشتی مهشید ١٨٨

فرانسه ورسای، کوئنتین سنت دانشگاه دفئو لوکا ١٨٩
کاشان دانشگاه دقیق حسن ١٩٠

اهواز چمران شهید دانشگاه دنیاری زهرا ١٩١
یزد دانشگاه دواز بیژن ١٩٢

بهشتی شهید دانشگاه دهقان سکینه ١٩٣
یزد دانشگاه دهقانی فاطمه ١٩۴

رفسنجان (عج) عصر ولی دانشگاه دهقان علی محمد ١٩۵
کاشان دانشگاه دهقانی مهدی ١٩۶

فارس خلیج دانشگاه دهقانی نجمه ١٩٧
یزد دانشگاه دهواری زهرا ١٩٨

کاشان دانشگاه علی دوست سعید ١٩٩
کرمان باهنر شهید دانشگاه دوستکی رضا ٢٠٠

کاشان دانشگاه ذبیحی فاطمه ٢٠١
نروژ غربی، نروژ کاربردی علوم دانشگاه رادمهر فرزاد ٢٠٢
(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه رازانی عبدالرحمن ٢٠٣

اشتر مالک صنعتی دانشگاه راعی مرضیه ٢٠۴
آمریکا کالیفرنیا، دانشگاه قمصری راهب مارک ٢٠۵
مشهد فردوسی دانشگاه فراهانی ربیعی مریم ٢٠۶

مدرس تربیت بنیادی-دانشگاه های دانش پژوهشگاه رجایی علی ٢٠٧
نیشابور دانشگاه دوست رحمانی حسین محمد ٢٠٨
نور پیام دانشگاه رحمتان هرمز ٢٠٩

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه رحمتی فرهاد ٢١٠
تهران نور پیام دانشگاه تکمیلی تحصیلات مرکز رحمتی مرضیه ٢١١

(س) الزهرا دانشگاه خانی رحیم پریسا ٢١٢

ر



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
حرفه�ای و فنی دانشگاه لو رحیم غلامرضا ٢١٣
فارس خلیج دانشگاه رحیمی سعید ٢١۴

تهران دانشگاه خرزوقی رحیمی مرتضی ٢١۵
کرمان باهنر شهید دانشگاه رستمی اسماعیل ٢١۶

یزد دانشگاه رستمی سلیمه ٢١٧
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه رستمی مهدی ٢١٨

بجنورد دانشگاه دلاور رستمیان محسن ٢١٩
ایران صنعت و علم دانشگاه نیا رشیدی جلیل ٢٢٠

تهران دانشگاه رضاوند رضا ٢٢١
نور پیام دانشگاه رضایی اکبر ٢٢٢
کاشان دانشگاه کاشی رضایی مریم ٢٢٣

بلوچستان و سیستان دانشگاه رضائی پریسا ٢٢۴
کاشان دانشگاه رضائی اصغر علی ٢٢۵
نور پیام دانشگاه رمضانی پردیس ٢٢۶
یاسوج دانشگاه رمضانی مهراب سید ٢٢٧
سمنان دانشگاه روحی آرتا ٢٢٨

بهشتی شهید دانشگاه روحی صابر محمد ٢٢٩
هلند دلفت، صنعتی دانشگاه روس کیس ٢٣٠

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه توانا روشندل نازنین ٢٣١
دامغان دانشگاه ریاحی منیره ٢٣٢

کرمان باهنر شهید دانشگاه کرمانی ریاضی مهدی ٢٣٣
رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه ریحانی ابراهیم ٢٣۴
بلوچستان و سیستان دانشگاه رئیسی ماجد ٢٣۵

اصفهان دانشگاه دهکردی رئیسی رضا احمد ٢٣۶
مدرس تربیت دانشگاه زارع حسین ٢٣٧

شاهد دانشگاه زرباک بهنام ٢٣٨
نور پیام دانشگاه زعیم حسام امیر ٢٣٩

رفسنجان (عج) عصر ولی دانشگاه آبادی زنگی الهام ٢۴٠
ملایر دانشگاه وند زهره مسیب ٢۴١

لرستان دانشگاه عبدیان زیدی علی ٢۴٢
(ره) خمینی امام یادگار اسلامی آزاد دانشگاه زینال الهام ٢۴٣

اهواز چمران شهید دانشگاه زینالی مریم ٢۴۴
ایران صنعت و علم دانشگاه ساکی سامان ٢۴۵
کرمان باهنر شهید دانشگاه سالمی عباس ٢۴۶

سینا بوعلی دانشگاه سامعی کریم ٢۴٧
سینا بوعلی دانشگاه سامعی اسماعیل محمد ٢۴٨

رفاه غیرانتفاعی دانشگاه ساویزی بهناز ٢۴٩
سمنان دانشگاه سبحانی امیرحسین ٢۵٠
كاشان دانشگاه سبزواری مهدی ٢۵١
شیراز دانشگاه سجادنیا زهرا ٢۵٢

جنوبی آفریقای لیمپوپو، دانشگاه سرتلو تکیسو ٢۵٣
کاشان دانشگاه سعادتمندی عباس ٢۵۴

ز



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
ایران صنعت و علم دانشگاه سعادتی رضا ٢۵۵
قزوین الملل بین دانشگاه سعادتی مریم ٢۵۶

شهرکرد دانشگاه سعیدی اله حجت ٢۵٧
خوارزمی دانشگاه سعیدیان جمشید ٢۵٨
کاشان دانشگاه طرئی سعیدیان زینب ٢۵٩

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه سعیدیون فرهاد ٢۶٠
دزفول شاپور جندی صنعتی دانشگاه سقالرزاده مریم ٢۶١

کاشان دانشگاه سلحشور علی محمد ٢۶٢
کویت کویت، دانشگاه سلطانی رضا احمد ٢۶٣

کاشان دانشگاه سلطانی زینب ٢۶۴
نفت صنعت دانشگاه سلطانپور سمیه ٢۶۵

تهران دانشگاه ابری سلطانی غلامرضا ٢۶۶
اصفهان صنعتی دانشگاه رنانی سلطانی سیما ٢۶٧

کاشان دانشگاه پور سلمان مهدی ٢۶٨
نور پیام دانشگاه سلیمانی رسول ٢۶٩
ارومیه دانشگاه سلیمانی فرناز ٢٧٠

زنجان پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه سلیمانی اله فضل ٢٧١
بنیادی های دانش پژوهشگاه سلیمانی مریم ٢٧٢

تهران دانشگاه دامنه سلیمانی مجید ٢٧٣
تهران دانشگاه سلیمی حمید ٢٧۴

همدان سینای بوعلی دانشگاه سودان قیام ٢٧۵
تایلند مای، چیانگ دانشگاه سوکسومران تراپونگ ٢٧۶

آرژانتین آیرس، بوئنوس دانشگاه سولوتار آندره ٢٧٧
اراک دانشگاه حقیقت سهرابی مهدی ٢٧٨
کاشان دانشگاه شمائی سهیل مهسا ٢٧٩

خوارزمی دانشگاه سیاری خدیجه ٢٨٠
سیرجان صنعتی دانشگاه سیاری یامین ٢٨١
مدرس تربیت دانشگاه لاهرودی سیدی زهرا ٢٨٢

تبریز دانشگاه زاده اله سیف سمیه ٢٨٣
بهشتی شهید دانشگاه شادروان مهرنوش ٢٨۴

خوانسار اصفهان-پردیس دانشگاه سیاه شاه مریم ٢٨۵
لرستان دانشگاه شاه�کرمی امین ٢٨۶
رازی دانشگاه شاویسی فرزاد ٢٨٧

فارس خلیج دانشگاه دینی شرف رضا ٢٨٨
کاشان دانشگاه شرفی جواد ٢٨٩

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه شریعتی فاطمه سیده ٢٩٠
شاهرود صنعتی دانشگاه شریفی کامران ٢٩١
بهشتی شهید دانشگاه شعاعی شیرین ٢٩٢

بلوچستان و سیستان دانشگاه سیاهکلده شعبانی زهرا ٢٩٣
مدرس تربیت دانشگاه شعبانیان سعید ٢٩۴

آمریکا شمالی، کلرادو دانشگاه هولیقی شفیعی خلیل ٢٩۵
تبریز دانشگاه شکرپور راهله ٢٩۶

ژ



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
بلاروس بلاروس، دولتی دانشگاه شکور علی ٢٩٧

عراق کوفه، دانشگاه شلاش حیدر ٢٩٨
عراق کوفه، دانشگاه شلکا سعید علی محمد حسن ٢٩٩

کاشان دانشگاه شمس مهدی ٣٠٠
دامغان دانشگاه شمسکی افسانه ٣٠١

زنجان پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه شمسیان علیرضا ٣٠٢
کاشان دانشگاه شمگانی مینا ٣٠٣

عمان قابوس، سلطان دانشگاه شهریاری محمد ٣٠۴
پیشرفته فناوری و صنعتی تکمیلی تحصیلات دانشگاه پور شهریاری حکیمه ٣٠۵

اهواز چمران شهید دانشگاه زاده کرم شهنی امیدعلی ٣٠۶
بهشتی شهید دانشگاه زاده کرم شهنی نگار ٣٠٧

سمنان دانشگاه الیوسفی عبد شیبانی مرجان ٣٠٨
نور پیام دانشگاه شیخی عفت ٣٠٩

مدرس تربیت دانشگاه شیرژیان فرخ ٣١٠
اهواز چمران شهید دانشگاه شیرعلی مریم ٣١١
اهواز چمران شهید دانشگاه شیرعلی نسرین ٣١٢

سهند صنعتی دانشگاه یایشهری شیری پریسا ٣١٣
ارومیه دانشگاه صابرعلی سمانه ٣١۴

(س) الزهرا دانشگاه صابرماهانی صدیقه ٣١۵
تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز متنق صادقی بهروز ٣١۶

نفت صنعت دانشگاه صالحی علیرضا ٣١٧
یزد دانشگاه فر صانعی سمانه ٣١٨

زهرا بوئین مهندسی و فنی عالی آموزش مرکز کالمرزی صداقت سلمه ٣١٩
بنیادی دانش�های پژوهشگاه صدری نسرین ٣٢٠

تبریز دانشگاه صدقی منیره ٣٢١
کاشان دانشگاه صفاریان مرضیه ٣٢٢

کرمان باهنر شهید دانشگاه عابدی مهدی ٣٢٣
یزد دانشگاه عابدیان فخرالسادات ٣٢۴

تهران دانشگاه زاده عابدین آلما ٣٢۵
تبریز دانشگاه عبادی قدرت ٣٢۶

نور پیام دانشگاه گلنبر عبادپور جواد ٣٢٧
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه زاده عباس مصطفی ٣٢٨

لرستان دانشگاه عباسی ناصر ٣٢٩
عراق کربلا، دانشگاه عبد یحیى محمد ٣٣٠

اصفهان دانشگاه عبدالهی علیرضا ٣٣١
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه عبداللهی فهیمه ٣٣٢

خوارزمی دانشگاه ابیانه عبداله عاطفه ٣٣٣
شیراز دانشگاه عبدالهی فرشید ٣٣۴

بم عالی آموزش مجتمع عبدی معراج ٣٣۵
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه کورانی عبدی نسیم ٣٣۶

شیراز دانشگاه عبودی رضا محمد ٣٣٧
خوارزمی دانشگاه عرفی رضا ٣٣٨

س



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
کاشان دانشگاه فرسنگی عسکری جلال ٣٣٩
شیراز دانشگاه سنگی پل عطاری رضا احمد ٣۴٠

مشهد فردوسی دانشگاه عفتی سهراب ٣۴١
سعودی عربستان هایل، دانشگاه علی اکبر ٣۴٢
رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه اصغری علی غزاله ٣۴٣

حیدریه تربت دانشگاه اکبری علی مهدی ٣۴۴
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه علیا فاطمه ٣۴۵

یزد دانشگاه علیخانی سعید ٣۴۶
اسلامی آزاد دانشگاه علیشاهی مرتضی ٣۴٧

جهرم دانشگاه علیمراد هاجر ٣۴٨
ملایر دانشگاه علیمرادی رضا محمد ٣۴٩

کازرون فارسی سلمان دانشگاه غفارپناه علی ٣۵٠
نور پیام دانشگاه غیاثوند پیمان ٣۵١
کاشان دانشگاه فیروزجایی تبار فتح غلامحسین ٣۵٢

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه فتوحی سبا ٣۵٣
همدان سینای بوعلی دانشگاه فصیحی فاطمه ٣۵۴

اصفهان دانشگاه صادقی سمیه ٣۵۵
مشهد فردوسی دانشگاه مصلحیان صال محمد ٣۵۶

بلوچستان و سیستان دانشگاه صباغ راحله ٣۵٧
مراغه دانشگاه صفایی علی ٣۵٨

(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه صفری فرزانه ٣۵٩
نور پیام دانشگاه هفشجانی صفری اکرم ٣۶٠

(س) الزهرا دانشگاه صمدیار نسرین ٣۶١
خوارزمی دانشگاه پور صنعت حسین امیر ٣۶٢

وزوان) (مرکز اصفهان استان نور پیام دانشگاه زاده ضابط محمود سید ٣۶٣
بلوچستان و سیستان دانشگاه ضابطی امید ٣۶۴

کاشان دانشگاه دهکردی طاهری میثم ٣۶۵
کاشان دانشگاه سده طاهری مریم ٣۶۶

بهشتی شهید دانشگاه طهماسبی مریم ٣۶٧
اهواز آزاد دانشگاه خرمی طیبی رضا ٣۶٨

یزد دانشگاه فر ظاهری حسن ٣۶٩
شریف صنعتی دانشگاه زنگنه ظهوری بیژن ٣٧٠

بیرجند دانشگاه فاضلی جواد محمد ٣٧١
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه ایزدی فخار فرهاد ٣٧٢

رفاه غیرانتفاعی-غیردولتی دانشگاه آرانی فخرالدین ناز فرح ٣٧٣
اسلامی آزاد دانشگاه فرجی حمید ٣٧۴

بیرجند صنعتی دانشگاه استاد فرخی جواد ٣٧۵
خوارزمی دانشگاه فرمانی رضا محمد ٣٧۶

اسلامی آزاد دانشگاه بافتانی فرهنگ فرزانه ٣٧٧
بم عالی آموزش مجتمع فروزش فرشته ٣٧٨
سهند صنعتی دانشگاه فقیه امین ٣٧٩

قم دانشگاه فیاضی فریبا ٣٨٠
مشهد فردوسی دانشگاه فیاضی رضا ٣٨١

ش



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
ارومیه دانشگاه قاسمی محسن ٣٨٢

بهشتی شهید دانشگاه قاسمی حسام محمد ٣٨٣
سبزواری حکیم دانشگاه قاسمی هادی ٣٨۴

اصفهان دانشگاه خوانسار پردیس قانعی رضا محمد ٣٨۵
بلوچستان و سیستان دانشگاه قدمیاری سمیه ٣٨۶

یزد دانشگاه قدیری منصور ٣٨٧
کاشان دانشگاه قربانی حمید ٣٨٨
کاشان دانشگاه قلاوند علی ٣٨٩
دامغان دانشگاه قنادیان فاطمه ٣٩٠
کاشان دانشگاه قندی فاطمه ٣٩١
بیرجند دانشگاه زاده قورچی علیرضا ٣٩٢

مجارستان سوپرون، دانشگاه كاتونا ويلموس ٣٩٣
مدرس تربیت دانشگاه کاشانی باقر محمد سید ٣٩۴

(ره) خمینی امام المللی بین دانشگاه کاظمی رامین ٣٩۵
بیرجند دانشگاه کاظمی کیانوش ٣٩۶
زنجان دانشگاه کاظمی محمدباقر ٣٩٧
بجنورد دانشگاه تربقان کاظمی مهدی سید ٣٩٨
کاشان دانشگاه آبادی نجف کاظمی رسول ٣٩٩
بیرجند دانشگاه کاهنی اعظم ۴٠٠

ترکیه هاکاری، دانشگاه کایاگوک گولیستان ۴٠١
ارومیه صنعتی دانشگاه کبگانی علیرضا ۴٠٢

نور پیام دانشگاه سامانی کبیری اکرم ۴٠٣
یاسوج دانشگاه کتانی رقیه ۴٠۴

ایران صنعت و علم دانشگاه کرمعلی غلامرضا ۴٠۵
اسلامی آزاد دانشگاه کرمی الهه ۴٠۶

مراغه دانشگاه زاده کریم رضا محمد ۴٠٧
(س) الزهرا دانشگاه کریمی الهام ۴٠٨

شریف صنعتی دانشگاه کریمی ساجد ۴٠٩
فارس خلیج دانشگاه کشاورز نیلوفر ۴١٠
شیراز صنعتی دانشگاه کشاورز وحید ۴١١

اهواز چمران شهید دانشگاه کار کشت زهرا ۴١٢
اسلامی آزاد دانشگاه کمالی زهرا ۴١٣
خوارزمی دانشگاه کوثری زینب ۴١۴

گناباد عالی آموزش مجتمع کوکبی مجید ۴١۵
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه کوهستانی معصومه ۴١۶

اسکاتلند اندروز، سنت دانشگاه كوهل اشتفان ۴١٧
کاشان دانشگاه کهکشانی رضا ۴١٨
بجنورد دانشگاه کیان محسن ۴١٩
مراغه دانشگاه مراغی کیوانی مریم ۴٢٠

ایتالیا باری، دانشگاه گاراپا روبرتو ۴٢١
اصفهان صنعتی دانشگاه گازر مجید ۴٢٢

ص



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
شهرکرد دانشگاه گاه آبده زاده گرجی فرزانه ۴٢٣
خوارزمی دانشگاه گلبهاران آذین ۴٢۴

(س) الزهرا دانشگاه صفار گنجی بتول ۴٢۵
هند گور، سینگ هری دکتر دانشگاه گوپتا پونم ۴٢۶

کاشان دانشگاه گودرزی فرانک ۴٢٧
کاشان دانشگاه گودرزی لیلا ۴٢٨

بهشتی شهید دانشگاه گویا زهرا ۴٢٩
گیلان دانشگاه لامعی ساناز ۴٣٠

تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه لجمیری بهناز ۴٣١
اهواز چمران شهید دانشگاه قصاب لطفعلی احسان ۴٣٢

فسا دانشگاه پور لطفی مریم ۴٣٣
اردبیلی محقق دانشگاه لطیفی سمیرا ۴٣۴

فرهنگیان دانشگاه لنگری سیدجلال ۴٣۵
هند باناراس، هندو دانشگاه تریپاثی مانی موکات ۴٣۶

کاشان دانشگاه محبی اکبر ۴٣٧
بهشتی شهید دانشگاه محتشم زهرا ۴٣٨

بیرجند دانشگاه محمدزاده زهرا ۴٣٩
حیدریه تربت دانشگاه کاریزکی محمدزاده مهدی ۴۴٠

تبریز دانشگاه محمدی شهناز ۴۴١
اصفهان صنعتی دانشگاه محمدی مریم ۴۴٢

تهران نور پیام تکمیلی تحصیلات مرکز محمدی هدا ۴۴٣
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه آرانی محمدی رضا ۴۴۴

کاشان دانشگاه محمدیه سیدعلی ۴۴۵
اسلامی آزاد دانشگاه محمودی زهرا ۴۴۶
بهشتی شهید دانشگاه محمودی مژگان ۴۴٧

اصفهان صنعتی دانشگاه مختاری رضا ۴۴٨
خوارزمی دانشگاه مدقالچی علیرضا ۴۴٩

شهرضا عالی آموزش مرکز دهکردی مرادزاده علی ۴۵٠
فارس خلیج دانشگاه مرادی رسول ۴۵١

لرستان دانشگاه مرادی سیروس ۴۵٢
شیراز دانشگاه مرآتی صادق ۴۵٣

کانادا لاوال، دانشگاه مروجی عادل سید ۴۵۴
کاشان دانشگاه مزروعی مجید ۴۵۵

ایران صنعت و علم دانشگاه مستقیم زهره ۴۵۶
وحرفه�ای فنی دانشگاه آرانی مسعودی مریم ۴۵٧

شاهرود صنعتی دانشگاه مس�فروش علی ۴۵٨
نور پیام دانشگاه مسیح سلطانی ولی ۴۵٩
وپرورش آموزش مزار مشایخی حسین ۴۶٠

کانادا لاوال، دانشگاه مشرقی جواد ۴۶١
اسلامی آزاد دانشگاه مصدق میثم ۴۶٢

مدرس تربیت دانشگاه مطهری مرضیه ۴۶٣
بنیادی دانش�های پژوهشگاه پرور معارف عباس ۴۶۴

ض



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
سمنان دانشگاه معدنشکاف علی ۴۶۵
تفرش دانشگاه معصومی ایمان ۴۶۶

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه معنوی مهدیه ۴۶٧
بهشتی شهید دانشگاه معیری مهدی محمد ۴۶٨

ملایر دانشگاه معینی مینا ۴۶٩
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه مفیدی علیرضا ۴٧٠

اصفهان صنعتی دانشگاه نائینی مفیدیان امیرعباس ۴٧١
بلوچستان و سیستان دانشگاه مکرونی رویا ۴٧٢

(س) الزهرا دانشگاه ملائی طاهره ۴٧٣
بیرجند دانشگاه درختنجانی ملائی مهدیه ۴٧۴

طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه ملک فرشته ۴٧۵
الزهرا(س) دانشگاه پور ملک مریم ۴٧۶

کاشان دانشگاه فرادنبه محمدی ملک نسرین ۴٧٧
ملایر دانشگاه ملکی حسن ۴٧٨
کاشان دانشگاه ملکیان حسن محمد ۴٧٩
گیلان دانشگاه رودپشتی ملکی سپیده ۴٨٠

نور پیام دانشگاه نژاد ملکی سمیه ۴٨١
یاسوج دانشگاه ممتحن احسان ۴٨٢

بهشتی شهید دانشگاه منیری مرتضی ۴٨٣
کاشان دانشگاه نژاد مودت کورش ۴٨۴

شریف صنعتی دانشگاه امیری مهدوی الدین نظام ۴٨۵
کاشان دانشگاه زفرقندی مهدوی سهیلا ۴٨۶
کاشان دانشگاه پور مهدی علی ۴٨٧
شیراز دانشگاه مهرانگیز سمیرا ۴٨٨

اسلامی آزاد دانشگاه مهراوران حمید ۴٨٩
گیلان دانشگاه مهربان الهه ۴٩٠

بهبهان الانبیا خاتم صنعتی دانشگاه موحدنیا احسان ۴٩١
تبریز دانشگاه موسوی حمید ۴٩٢
یزد دانشگاه نژاد موسوی سادات فاطمه ۴٩٣

فرهنگیان دانشگاه پور موسی منصوره ۴٩۴
اسلامی آزاد دانشگاه زاده موسی کامران ۴٩۵

کاشان دانشگاه موسوی زاده موسی اله سیف سید ۴٩۶
کرمانشاه رازی دانشگاه میرزایی آذر ۴٩٧

نور پیام دانشگاه میرزائی فاطمه ۴٩٨
اصفهان دانشگاه میرزایی داوود ۴٩٩

اسلامی آزاد دانشگاه گسکرئی میرزائی فاطمه ۵٠٠
محلات عالی آموزش مرکز میرزرگر مهسا ۵٠١

سمنان دولتی دانشگاه الاسلامی شیخ ناصر مجتبی سید ۵٠٢
رفسنجان (عج) ولیعصر دانشگاه نامجو مهران ۵٠٣

کاشان دانشگاه دریکوندی نجفوند مریم ۵٠۴
محلات عالی آموزش مرکز آرانی نجفی جواد محمد ۵٠۵

نور پیام دانشگاه زاده نجفی علیرضا ۵٠۶

ط



دانشگاه(فرستنده) / موسسه خانوادگی نام نام ردیف
کاشان دانشگاه نخودکار امیرحسین ۵٠٧
بیرجند دانشگاه نصرآبادی نسیم ۵٠٨
بناب دانشگاه نصرتی منیره ۵٠٩

رفسنجان (عج) ولیعصر دانشگاه نظری زهره ۵١٠
نور پیام دانشگاه نظری طاهره ۵١١
اراک دانشگاه نظری محمد علی ۵١٢

نور پیام دانشگاه کردکندی نظیری علی ۵١٣
زنجان پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه سرای نعمتی بهزاد ۵١۴

خوارزمی دانشگاه پور نقی رضا ۵١۵
جهرم دانشگاه پور نقی علی محمد ۵١۶

مازندران دانشگاه قمی زاده نقی مهران ۵١٧
یزد دانشگاه نقیبی رضیه ۵١٨

خوارزمی دانشگاه نوری بهاره ۵١٩
بیرجند دانشگاه نیازی محسن ۵٢٠

تهران اسلامی آزاد پزشکی علوم دانشگاه نیازیان سوگل ۵٢١
نور پیام دانشگاه زاد نیک فاطمه ۵٢٢
شیراز دانشگاه سرشت نیک اشکان ۵٢٣

بیرجند صنعتی دانشگاه نیکوروش زهره ۵٢۴
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه پور واعظ منصور سید ۵٢۵

اردبیلی محقق دانشگاه پور وحدانی فرزانه ۵٢۶
تبریز دانشگاه وکیلی سریاس ۵٢٧

یاسوج دانشگاه ویسی امیر ۵٢٨
ایران صنعت و علم دانشگاه دهکردی هادیان مسعود ۵٢٩

بهشتی شهید دانشگاه رسنان هادیان حسین امیر ۵٣٠
شاهرود صنعتی دانشگاه هاشمی ابراهیم ۵٣١

کاشان دانشگاه هاشمی فرزانه ۵٣٢
اهواز چمران شهید دانشگاه هدایتیان سینا ۵٣٣

بهشتی شهید دانشگاه همامی محمد ۵٣۴
اسلامی آزاد دانشگاه یاراحمدی زهرا ۵٣۵

اهواز چمران شهید دانشگاه یاراحمدی محمد ۵٣۶
تهران نور پیام دانشگاه تکمیلی تحصیلات مرکز یاسمیان رضا محمد ۵٣٧
تهران) تکنیک (پلی امیرکبیر صنعتی دانشگاه یزدانی اعظم ۵٣٨

خوارزمی دانشگاه یغمایی مرجان ۵٣٩
شیراز دانشگاه نژاد یوسف محسن ۵۴٠

روسیه روسیه، علوم کادمی آ وسنین یوو آندری ۵۴١

ظ



شده ارائه مقالات فهرست
١ مدعو سخنران .١ بخش

ریحانی، ا.
٢ ریاضی گزاره یک ارزش تعیین در ریاضی کارشناسی دوره معلمان دانشجو استدلال کیفیت تحلیل

٨ آمار — سخنرانی�ها .٢ بخش

شیخی، ا. و آراد ف.
٩ مفصل توابع از استفاده با رگرسیونی مدل�های بهبود

خالدی، جعفری م. و لاهرودی سیدی ز.
١۴ سندرز - برن�بام توزیع بر مبتنی رگرسیونی مدل�های

١٩ آنالیز — سخنرانی�ها .٣ بخش

رستمی، م. و اسمعیلی م.
٢٠ اول مرتبه همانستگی گروه با باناخ جبرهای برای (W ) شرط ارتباط

رستمی، م. و اسمعیلی م.
٢۴ باناخ جبرهای بودن ϕ-دوتختی با مرتبط مفهوم موروثی ویژگی

٢٩ عددی آنالیز — سخنرانی�ها .۴ بخش

افتخاری، ع. و بهمنی ف.
٣٠ زمان-کسری همرفت-پخش معادلات حل در هیبریدی هم�مکانی روش یک

سعادتمندی، ع. و پوربابایی م.
٣۵ لژاندر عملیاتی ماتریس از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله حل

عشاق، خاکسار م. و پوربشاش ح.
۴٠ کسری مشتقات با پخش معادله حل برای محدود حجم روش یک

سهیلی، ع. و نوقابی حجازی ا.
از اپیدمی مدل یک صورت به فاجعه یک با مواجهه هنگام بشری رفتارهای ریاضی مدل عددی حل بررسی

۴۶ کسری و معمولی مشتقات نوع

زید، صردی س. و علیپور م. دادکانی، ا. م.
۵١ دیکسون چندجمله�ای�های از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل تقریبی حل

غضنفری، ب. و شاه�کرمی ا.
به�عنوان متناهی تفاضلات روش تحلیل و تجزیه با همراه مویرگ تشکیل برای کسری-تصادفی مدل یک

۵۶ آن عددی جواب

حاجی�پور، م. و یایشهری شیری پ.
۶٢ کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کسری شبه�طیفی روش یک

ع



زاده، ضابط م. س.
بدون روش از استفاده با زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل عددی حل

۶٧ ضعیف فرم بر مبتنی شعاعی نقطه�ای درونیابی شبکه

پناهی، م. و فاضلی ج. م.
٧٣ متقارن حقیقی فلشی ماتریس�های وسیله� به طیف�ها انتهای تحقق

کتانی، ر.
٧٧ قرنیه غیرخطی معادله عددی حل

محمودی، ز.
٨٢ پنجم درجه بی�اسپلاین روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

افتخاری، ع. و مهدی�پور ع.
٨٧ ولترا-فردهلم-همرشتاین انتگرال معادلات حل در سینک-نیشتروم روش یک

کامرانی، م. و میرزایی آ.
بررسی و تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات از دسته�ای عددی حل برای جدید ضمنی روش یک ارائه

٩٢ آن B-پایداری

٩٧ بهینه�سازی — سخنرانی�ها .۵ بخش

اکبری، ز.
٩٨ تعمیم�یافته نایکنواخت خطی جستجوی روش با موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی

یعقوبی، ع. م. و ایزدی م.

١٠۴ بازه�ای پارامترهای شامل سرمایه�گذاری سبد انتخاب مسأله در تصادفی برنامه�ریزی روش از استفاده

پناه، رعایت ع. م. و ابیانه عبداله ع.
١٠٩ مصرفی انرژی حداقل�سازی با بدن ناحیه بیسیم شبکه�های از اطمینان قابل طراحی

خلیلی، م. و عسکری ج.
١١۴ بی�سیم حسگر شبکه�های در زمان-حافظه کنترل برای بهینه مدل یک

علیائی، داوطلب م. و قندی ف.
١١٩ بازی نظریه به�کمک تامین زنجیره در متقاطع کارایی ارزیابی

دریکوندی، نجفوند م. و علیائی داوطلب م.
١٢۴ متامرزی تحلیل چارچوب در بی�طرف متقاطع کارایی ارزیابی

١٢٩ ریاضی فلسفه و آموزش تاریخ، — سخنرانی�ها .۶ بخش

گویا، ز. و توکلی�مقدم م.
١٣٠ واقعیت تا رویا از ریاضی: یادگیری بر جدید چرتکه�های اثر

ساویزی، ب. و آرانی فخرالدین ف.
١٣۴ ٩٨ تا ٨٧ سال از ایران ریاضی درسی کتاب�های متون بر �شده انجام تحقیقات بر فراتحلیلی

غ



گویا، ز. و قاسمی ح. م.
١٣٩ عمومی دوره پایان در نهم پایه ریاضی درسی کتاب و برنامه مبهم جایگاه

گویا، ز. و محتشم ز.
١۴٣ ایران در دانشگاهی ریاضی رشته بحران با مواجهه برای راهی «علوم-فناوری-مهندسی-ریاضی»:

١۴۶ جبر — سخنرانی�ها .٧ بخش

صفرآبادی، فرضی ا. و بیرانوند ر.
١۴٧ پوچ�ساز زیرمدول�های گراف از تعمیمی

سلحشور، ع. م.
١۵٢ متناهی گروه�های تزویج رده جابجایی گراف درباره مطالبی

ایرانمنش، ع. و شیرژیان ف.

١۵٧ ساده تقریباً گروه�های به آن تعمیم� و هوپرت حدس

فروزش، ف. و صامت م.
١۵٩ PMV-جبرها در یافته توسعه ٠-ایده��ال�های از نتایجی

اشرفی، ر. ع. و فیاضی ف.
١۶۴ کاما بدون کدهای هم�ارزی رده�های

محمدی، ملک ن.
١۶٨ متناهی گروهی از نرمال زیرگروه یک بر مبتنی توان گراف

١٧٢ رمزنگاری — سخنرانی�ها .٨ بخش

جوهری، س.
١٧٣ چینی باقیمانده� قضیه� از استفاده با هم به وابسته گروهی چند آستانه�ای راز تسهیم

بهرامیان، م. و کاشی رضایی م.
١٧٩ بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال

دقیق، ح. و شرفی ج.
١٨۴ مشبکه-مبنا رمزنگاری در دیفی-هلمن کلید تبادل پروتکل

١٨٩ رشته�ای بین ریاضیات — سخنرانی�ها .٩ بخش

سعادتی، ر. و نژاد عیدی ز. آدریانی، رضائی ص.
١٩٠ Ψ−هادامارد عملگر از استفاده با ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله پایداری

اصلاحچی، ر. م. و مطهری م.
تفاضلات و هم�مکانی طیفی روش با سینه سرطان عود از برگرفته غیرخطی آزاد، مرز PDE سیستم عددی حل

١٩۵ محدود

محمدی، ع. س. و یوسف�نژاد م.
٢٠١ ریاضی مدلی با مغزی تومور شیمی�درمانی بهینه الگوی

٢٠۴ فازی ریاضیات — سخنرانی�ها .١٠ بخش

ف



دستجردی، حیدری ر.
٢٠۵ عروقی قلبی بیماری�های خطر ارزیابی برای وب بر مبتنی فازی استنتاج سیستم به�کارگیری

کریم�زاده، ر. م. و دارابی ب.
٢١٠ فازی انتگرال�های برای دیاز-متکالف نامساوی

٢١٣ ترکیبیات و گراف نظریه — سخنرانی�ها .١١ بخش

قربانی، م. و حکیمی�نژاد م.
٢١۴ گراف�ها سایدل ماتریس طیف پیرامون

قاصدیان، م. و خمسه ا.
٢١٨ گراف�ها برچسب�گذاری براساس بازی�هایی

قلاوند، ع.
٢٢٣ گراف یک جورسازی و لاپلاسی چندجمله�ای�های ضرائب

٢٢٨ دینامیکی سیستم�های و دیفرانسیل معادلات — سخنرانی�ها .١٢ بخش

شعبانیان، س.
٢٢٩ برنولی عمل به نگاهی

فرزانفر، ف. و گلنبر عبادپور ج.
٢٣۴ غیر�موضعی و موضعی مرزی شرایط در پارامتر شامل کوشی-ریمان بیضوی معادله بودن فردهلم بررسی

عازمی، ا. و محمدزاده ز.
٢٣٨ قلب نوار سیگنال�های در بم عصبی شبكه همزمان�سازی کاربردهای

موسی�زاده، س. س.
٢۴٣ طیفی پارامتر به وابسته مرزی شرایط دارای نیم�عکس مسألۀ پایداری

٢۴٨ کامپیوتر علوم و منطق — سخنرانی�ها .١٣ بخش

تاری، س.
٢۴٩ اول مرتبه نظریه�های برخی در سور حذف خاصیت

٢۵٣ توپولوژی و هندسه — سخنرانی�ها .١۴ بخش

رجایی، ع. و معارف�پرور ع.
٢۵۴ Q از دووجهی توسیع�های در پولیا گروه

ابری، سلطانی غ.
٢۵٩ منتظم ١٧ضلعی دقیق ترسیم امکان اثبات برای روشی

صابرعلی، س.
٢۶٣ فینسلری فضای در ژئودزیکی دایره حافظ تبدیلات بررسی

شرفی، ج. و معارف�پرور ع.
٢۶٨ مربعی زیرمیدان�های روی دومربعی میدان�های از صحیح پایه�ی وجود

ق



٢٧٢ تصادفی فرایندهای و احتمال — پوستری ارائه� .١۵ بخش

سلمان�پور، م.
٢٧٣ بعدی دو فضای در تصادفی متغیرهای استقلال بررسی برای ساده روشی

٢٧٧ آمار — پوستری ارائه�های .١۶ بخش

توغدری، ع. و روزگار ر.
٢٧٨ مفصل توابع با شده القا وابسته تصادفی متغیرهای وزنی مجموع

زالزاده، س. و روزبه م. جهادی، ف. روحی، آ.
نیمه رگرسیون و پشتیبان بردار ماشین�های روش از استفاده با بهادار اوراق بورس داده�های مدل�بندی مقایسه

٢٨٢ �پارامتری

شمس، م.
٢٨٧ مطلوبیت نظریه در ارشمیدسی اصل برای معادل شرط یک

شمس، م.
٢٩٢ آهنگ ضرب تحلیل تجزیه و موسیقی�شناسی در بیز آمار و اطلاع نظریه کاربرد

٢٩٧ آنالیز — پوستری ارائه�های .١٧ بخش

خاتمی، ا. م. س.
٢٩٨ متر مفهوم برای تعمیمی

کریم�زاده، ر. م. و دارابی ب.
٣٠٣ شبه�انتگرال�ها برای دیاز-متکالف نامساوی

یاسمیان، ر. م. و اخلاقی ن.
٣٠۶ کران�دار سه�خطی نگاشت آرون-برنر منظم�پذیری برای معیاری

٣١١ عددی آنالیز — پوستری ارائه�های .١٨ بخش

سعادتمندی، ع. و پوربابایی م.
لژاندر چندجمله�ای�های بر مبتنی هم�مکانی روش از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات حل

٣١٢

ذبیحی، ف. و حاجی�علو ا.
شرط با سهموی معادله یک تقریب در شعاعی پایه و شیفت�یافته چبیشف توابع بر مبتنی هم�مکانی روش

٣١٧ غیرمحلی اولیه

عامری، عرب م. و رئیسی م.
٣٢٢ غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه عددی حل برای لژاندر موجک عملیاتی روش

سبزواری، م. و سالکویه مهموم م.
٣٢٧ لژاندر موجک�های به�کارگیری با دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادلات عددی حل

محمودی، ز.
٣٣٢ گاوس-توران انتگرال�گیری روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

ک



٣٣٧ بهینه�سازی — پوستری ارائه�های .١٩ بخش

تیبا، ف.
٣٣٨ فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله تقریبی بهینه جواب

٣۴٢ ریاضی فلسفه و آموزش تاریخ، — پوستری ارائه�های .٢٠ بخش

راغب، فتوحی م. و رضائی ا. ع.
٣۴٣ می�دانست هندسه که جبردانی خوارزمی؛

فیاضی، ا. و فیاضی ر. وکیلی، ه.
٣۴٧ اسلام از بعد ایران ریاضی تاریخ در ایرانی و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر بررسی

نظری، ع. و امیری�فرد پ.
٣۵٢ مجازی فضای در زبانی گزاره�های مسئله و گودل

٣۵٨ جبر — پوستری ارائه�های .٢١ بخش

رمضانی، پ. و باک بی م.
٣۵٩ عضوهایشان مرتبه� بزرگ�ترین توسط O−

٨ (٨) و O
−
٨ (۵) ساده� گروه�های تشخیص�پذیری

عصاری، ا. و سقالرزاده م.
٣۶٣ تمام گروه�های درباره مطالبی

محمدحسنی، ا. و سیاری ی.
٣۶٧ خودمعکوس ماتریس�های و مهتری

قدیری، م. و دهقانی ف.
استخراج و مهره�ای ستون ضایعات کلینیکو�پاتولوژی تحلیل در ناهموار مجموعه�های نظریه�ی به�کار�گیری

٣٧١ تصمیم�گیری قوانین

زفرقندی، مهدوی س.
٣٧۶ چرخشی گروه�های از جدیدی دسته�های ساخت

٣٨١ رمزنگاری — پوستری ارائه�های .٢٢ بخش

بهرامیان، م. و حاجی�رضائی ا.
٣٨٢ بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با کاربری شناسه رمزنگاری

٣٨۶ ترکیبیات و گراف نظریه — پوستری ارائه�های .٢٣ بخش

اشرفی، ر. ع.�� و قلاوند ع.
٣٨٧ گراف�ها در بی�نظمی اندازه�های روی حدس دو اثبات

٣٩١ دینامیکی سیستم�های و دیفرانسیل معادلات — پوستری ارائه�های .٢۴ بخش

ابرقویی، اکرمی ح. م. و شلمزاری داوری ز.
٣٩٢ فیتزهاگ-ناگومو مدل یک در هاپف انشعاب و دینامیک بررسی

گ



٣٩۶ کامپیوتر علوم و منطق — پوستری ارائه�های .٢۵ بخش

محدث، ع. و آسعیدی س.
٣٩٧ گرید در متحرک موانع با ورونوی دیاگرام پویای بازسازی

خاتمی، ا. م. س.
۴٠۴ پیوسته مثلثی نرم بر مبتنی اول مرتبه فازی منطق در ساختارها ابرضرب

۴١٢ توپولوژی و هندسه — پوستری ارائه�های .٢۶ بخش

کاظمی، ب. م. و راعی ف.
۴١٣ متریک نامتقارن التصاق با آماری پاراسایای منیفلدهای

ل



مدعو سخنران



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

ریاضی گزاره یک ارزش تعیین در ریاضی کارشناسی دوره معلمان دانشجو استدلال کیفیت تحلیل

ریحانی∗ ابراهیم
ایران تهران، رجایی، شهید دبیر تربیت دانشگاه ریاضی، گروه علوم، دانشکده

محتوایی دانش به طبیعی به�طور آموزان، دانش به اثبات و استدلال آموزش برای ریاضی معلمان توانمندی چکیده.
دانش بر تسلط محتوا، پداگوژی دانش بودن مفید برای لازم شرط است. وابسته آنان محتوایی پداگوژی دانش و
دانشجو عملکرد ریاضی آموزش نظریه یک از استفاده با که است این حاضر پژوهش هدف است. ریاضی محتوایی
توصیفی پژوهش روش دهد. قرار بررسی مورد ریاضی گزاره یک درستی بررسی در ریاضی کارشناسی دوره معلمان
از تکلیف یک به ریاضی معلمان دانشجو از نفر ۴٢ پاسخ�های موردی مطالعه یک در است. پیمایشی نوع از
طبقه ۴ در نظریه کمک به پاسخ�ها کیفیت و گرفت قرار بررسی مورد سولو نظریه از استفاده با ریاضی، گزاره�ای
برقراری به قادر و دارند قرار سولو ساختاری تک سطح در دانشجویان اکثر که داد نشان یافته�ها شد. بندی دسته
درک در ناتوانی دانشجویان مشکل شایع�ترین نیستند. تکلیف حل در درگیر مختلف مباحث و مفاهیم با ارتباط
دادن ترتیب در ناتوانی و سور�ها تاثیرجابجایی درک عدم نقض، مثال ارائه گزاره، نقیض یافتن ریاضی، گزاره کامل
اثبات یک نوشتن در دانشجویان که دارند دلالت یافته�ها همچنین است. خلف برهان روش به ریاضی اثبات یک

ندارند. مناسبی توجه خود نوشته�های بودن کامل و بودن رسا به رسمی
نظریه و خلف برهان منطقی، گزاره�های ریاضی، معلمان دانشجو اثبات، و استدلال کلیدی: واژه�های

سولو.
.97E50 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

حضور مدرسه�ای ریاضی درسی برنامه�های تمام در تقریبا که است ریاضی مهم فرآیندهای جمله از اثبات و استدلال
مورد مسئله حل فرآیند در اثبات و استدلال ارائه برای آموزان دانش هدایت و کمک در ریاضی معلمان نقش دارد.
استدلال فرآیند از ریاضی معلمان دانشجو فهم و درک راستا درهمین .[٢] است بوده مختلف پژوهش�های کید تأ
یک از معقول و طبیعی انتظار می�باشد. پژوهشی مهم موضوع یک آنان، احتمالی مشکلات بررسی و اثبات و
و نماد�ها قالب در که ریاضی معمول گزاره�های درک توانایی که است این ریاضی کارشناسی دوره معلم دانشجو
می�شود باعث مباحث این از ناقص درک یا و جزیی درک باشد. داشته را می�شوند بیان ریاضی عبارت�های و علائم
نکند. توجه هستند موثر آموزان دانش به استدلال آموزش در که جنبه�هایی از بسیاری به آینده در معلم دانشجو که
و بیست قرن مهارت�های چارچوب در که همانطور و است برخوردار زیادی اجتماعی اهمیت از منطقی استدلال
روش�های جمله از .[٧] است شده گرفته نظر در انتقادی تفکر توسعه برای کلیدی جنبه یک است، شده کید تأ یکم
است خلف برهان شیوه به استدلال هستند، مواجه مشکل با آن کارگیری به و درک در دانشجویان که استدلال
برای دشوار شناختی فعالیت یک کلی به�طور خلف برهان روش بر مبتنی منطقی اثبات یک دادن ترتیب .[۶ ،٣]
ریاضی عبارات- و نمادها سورها، -شامل گزاره یک محور بر اثبات این که هنگامی ویژه به است. دانشجویان
استدلال یک اثبات و صحیح حکم یک که بفهمد فرد است ممکن شد. خواهد آشکار بسیاری چالش�های است،
لزوماً و واضح آشکار، اثبات و حکم که احساس این بدون ولی می�کند، درک را اثبات مراحل زیرا است، درست
استنتاجی زنجیره یک از است. برخوردار پیچیده�ای منطقی ساختار از خلف، برهان با اثبات به�ویژه، است. معتبر
از استفاده .[٣] می�یابد پایان تناقض یک با و می�شود شروع شود اثبات باید آن�چه نفی با که می�شود تشکیل
و معلمان دانشجو بهتر آموزش به مشکلات، این تفکیک و تبیین و تشخیص برای مناسب نظری چارچوب�های
معلمان دانشجو عملکرد مطالعه پژوهش این هدف کرد. خواهد شایانی کمک آنان بدفهمی�های ساختن برطرف

سخنران ∗
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ریاضی گزاره یک ارزش تعیین در ریاضی کارشناسی دوره معلمان دانشجو استدلال کیفیت تحلیل

(ساختار سولو نظریه است. سولو نظریه از استفاده با ریاضی گزاره یک ارزش تعیین در ریاضی کارشناسی دوره
فهم و درک از ما شناخت در زیادی کاربرد که است ریاضی آموزش نظریه�های از یکی مشاهده) قابل یادگیری نتایج
مورد را ریاضی مفاهیم از فراگیران درک جنبه دو از مدل این دارد. ریاضی یادگیری و دانشجویان / دانش�آموزان
و فراصوری) صوری، نمادین، عینی تصویری، (حسی-حرکتی، آن�ها تفکر نوع طریق از یکی می�دهد؛ قرار بررسی
یافته تعمیم انتزاع و رابطه�ای چندساختاری، ساختاری، تک ساختاری، پیش سطوح به که پاسخ�ها کیفیت دیگری
تحلیل و تجزیه این می�دهد، قرار توجه مورد را آموختن مقدار” ”چه که سنتی روش خلاف بر می�شوند. کدگذاری
سال دانشجویان تحقیق، این معلمان دانشجو .[١] شده�اند آموخته خوب” حد چه ”تا مطالب که دارد تمرکز این بر
ریاضی گزاره�های و نمادها با ورزی دست ظرفیت بودند، گذرانده که دروسی به توجه با و بودند کارشناسی دوره دوم

بودند. دارا را رسمی و صوری شکل به

نظری مبانی .٢

که است گزاره یک درستی تعیین در معلمان دانشجو پاسخ�های سطوح و کیفیت به معطوف پژوهش این بررسی
عالی مهارت و درک بر مبتنی کامل پاسخ یک ارائه تا مفهوم یک درک در ناتوانی از متفاوت وضعیت�هایی شامل
کردند: تبیین زیر به�صورت را مشاهده قابل یادگیری نتایج ساختار سولو، نظریه تبیین در [۴] کولیس و بیگز است.

خواهند را چیزی چه آموزان دانش دوره، پایان در می�دهد نشان که است اظهاراتی یادگیری: نتایج •
قابل هدف�های نتایج، این بود. خواهند آن انجام به قادر و داد خواهند قرار اهمیت مورد دانست،
آن به موفق، یادگیری صورت در آموزان دانش که داریم انتظار آن�چه بر تمرکز با هستند، آموزش ارزیابی

برسند.
منظور به می�دهند. ارزیابی سؤالات به فراگیران که است پاسخ�های مشاهده: قابل یادگیری نتایج •
ذهن در آن�چه جزء به جزء تشریح یا فعالیت�ها نه کرد، مشخص را کلی مشاهده قابل موارد باید ارزیابی،

است. شده درونی آموزان دانش
جنبه دو از داده�اند ارزیابی سؤالات به که را فراگیران پاسخ�های مشاهده: قابل یادگیری نتایج ساختار •
و می�کند توصیف شناختی، رشد حالت ۵ از استفاده با تفکر نوع اساس بر اول جنبه می�کند. کدگذاری
پژوهش این تکیه می�کند. توصیف سطح ۵ از استفاده با حالت، یک درون را پاسخ کیفیت دیگر، جنبه
تحلیل و تجزیه اساس بر سولو طبقه�بندی است. معلمان دانشجو توسط شده ارائه پاسخ�های کیفیت بر
مبتنی درک، سطوح سولو در است. شده بنا ارزیابی، سؤالات به دانشجو آموز/ دانش پاسخ�های دقیق
ارائه دانشجویان آموزان/ دانش توسط که می�شود گرفته نظر در روابطی پیچیدگی و تعداد افزایش بر

می�شود.

هستند. موضوع درک برای مناسب ابتدایی دانش فاقد آموزان/دانشجویان دانش ساختاری، پیش سطح در
بدهد، غیرمرتبط کاملا داده�های است ممکن یا نکند مشارکت پاسخ ارائه در است ممکن آموز دانش مثال، به�عنوان

شد. نخواهد پاسخ به منجر که
یا باشند داشته موضوع مورد در محدودی دانش است ممکن آموزان/دانشجویان دانش ساختاری تک سطح در
از بخش�هایی تکلیف یک به دادن پاسخ برای می�تواند آموز دانش مثال، به�عنوان بدانند. را مجزایی حقایق فقط
رویه�ای شیوه به را شده حفظ ایده�هایی است ممکن آن�ها بیند. نمی ایده�ها بین ارتباطی اما کند استفاده را اطلاعات

کنند. ارائه ایزوله و جداگانه را مفاهیم یا حقایق و دهند قرار استفاده مورد شده تعیین پیش از و
هنوز اما بدانند موضوعی مورد در را حقایقی است ممکن آموزان/دانشجویان دانش ساختاری چند سطح در
کند استفاده مختلفی اطلاعات از است ممکن آموز دانش مثال، به�عنوان نیستند. یکدیگر به آن�ها اتصال به قادر
یا دهد ارائه را مرتبط واقعیت چندین است ممکن دانشجو پاسخ�های نمی�کند. درک را ایده�ها اهمیت و ساختار اما
نمی�کنند. ترسیم را واحد کل یک و نیستند یکپارچه حقایق این اما کند، شناسایی درستی به را پدیده یک ویژگی�های

٣



ریحانی ا.

اطلاعات می�توانند آموزان/دانشجویان دانش تفکر، از بالاتری سطح سمت به حرکت با همزمان رابطه�ای سطح در
است ممکن آموز دانش مثال، به�عنوان دهند. توضیح را موضوع یک به مربوط ایده چندین و نمایند مرتبط بهم را
آموز دانش پاسخ�های کند. ادغام یکدیگر با تکلیف یک برای مناسب حل راه یک ارائه برای را مجزایی اطلاعات
خود پاسخ�های است ممکن آن�ها می�دهد. شرح را تلفیق فرآیند در مرتبط جزئیات که می�دهد به�دست را شواهدی
قصد یادگیری نتایج می�توان سولو از استفاده با .[۴] کنند بیان مشخص حقایق با انتزاعی ایده�های اساس بر را
به آن از نمونه�ای ١ شکل در که کرد طراحی سولو نظریه سطح هر با مناسب افعال و عبارات کمک به را شده�ای

.[۵] است شده کشیده تصویر

سولو. نظریه سطح هر با متناسب افعال و کلمات .١ شکل

انتزاعی تفکر دارای سطح این در دانشجویان و است مرحله ترین پیچیده و آخر مرحله یافته تعمیم انتزاع سطح
عالی مفاهیم به را آن�ها و دهند پیوند هم به را ایده�ها از بسیاری ارزیابی، و بازتاب طریق از می�توانند آن�ها هستند.
در را آن و کند استخراج یکپارچه داده�های از را کلی اصل یک می�تواند دانشجو مثال، به�عنوان کنند. متصل تر
ارتباطات ایجاد احتمالات، بینی پیش استدلال، کارگیری به با آموز دانش پاسخ�های برد. کار به جدید موقعیت�های
.[٣] می�رود جلوتر قدم یک جدید موقعیت�های در دانش کارگیری به برای اصولی ابداع) (یا ترکیب و چندگانه
و مفاهیم داده�ها، این�جا در اما هستند، رابطه�ای پاسخ�های شبیه ساختاری لحاظ از یافته تعمیم انتزاعی پاسخ�های
ماهیت دیگر عبارت به می�شوند. ترسیم است، مفروض سؤال در که تجربه�ای و دانش دامنه از خارج فرآیندها،
پاسخ که حالی در است، شده گنجانده تکلیف در که است تجریدی سطح از فراتر یافته، تعمیم انتزاع سطح در پاسخ

.[۵] می�ماند شده داده تکلیف سطح در رابطه�ای
نادرستی یا درستی استدلال کمک به باید که بود ریاضی گزاره یک بر مبتنی معلمان دانشجو به شده ارائه تکلیف

می�شد. بررسی آن
کنید. تعیین دلیل ذکر با را زیر گزاره ارزش تکلیف: •

(١) ∄x, ∀y, ∀z : ٢x+ y − ٣z < ٠.

برهان روش به استدلال ارائه در کافی مهارت و گزاره کامل درک مستلزم فوق تکلیف انجام یافته�ها: •
پاسخ�های می�افزاید. آن پیچیدگی بر گزاره متن در نقیض وجود و سور یک از بیش وجود است. خلف
پاسخ�های در شدند. تقسیم متفاوت گروه ۴ به سولو نظریه مبنای بر معلمان دانشجو توسط شده ارائه
نامربوط ایده�ای یا نادرست داده یا فرآیند یک مثال به�طور و شود نمی دیده درستی ارتباط اول گروه
پاسخ عین که است ذکر به لازم می�شود. دیده پاسخ�ها این از نمونه�ای زیر ١ جدول در است. شده ارائه
در گزاره�هایی جای به را حقیقی مقادیر دانشجو می�شود دیده که همان�گونه است. شده ارائه دانشجویان

۴



ریاضی گزاره یک ارزش تعیین در ریاضی کارشناسی دوره معلمان دانشجو استدلال کیفیت تحلیل

سولو ساختاری پیش سطح با پاسخ این است. کرده ارائه را ارزش جدول آن�ها برای و است گرفته نظر
است. متناظر

(٢) ∄x, ∀y, ∀z : ٢x+ y − ٣z < ٠.

ساختاری. پیش سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه .١ جدول

x y z ٢x+ y − ٣z < ٠
د د ن ن
د ن د ن
ن د د د
ن ن ن ن

تحلیل�های و پاسخ�ها این از نمونه�ای ٢ جدول در است. متناظر سولو ساختاری تک سطح با دوم گروه پاسخ�های
پاسخ�ها شد، تشریح نظری بخش در که همان�گونه است. شده داده ساختاری تک سطح انتخاب برای شده ارائه
پاسخ برای و می�داند الگوریتم�ها و رویه�ها قالب در بیشتر هم آن و را مجزایی حقایق دانشجو که می�دهند نشان

است. داده قرار استفاده مورد داشته دسترس در که را اطلاعاتی از قطعاتی

ساختاری. تک سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه .٢ جدول

پاسخ تحلیل ساختاری تک سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه
داده گزاره نقیض باید که است داده تشخیص دانشجو نقض: مثال

نشان او استدلال نوع اما کند، بررسی را شده x = ١, y = ٢, z = ٣ : ٢+ ١− ۶ < ٠
است کرده اشتباه گزاره نقیض نوشتن در که می�دهد کند صدق بالا گزاره در که دارد وجود x یک حداقل

است: داده نشان را زیر گزاره درستی ∄x,∀y, ∀z : ٢x+ y − ٣z < ٠ گزاره پس −٣ < ٠
∃x,∃y, ∃z : ٢x+ y − ٣z < ٠ است. غلط

است داده تشخیص درست را گزاره نقیض دانشجو y هر ازای به که دارد وجود x یک چون است. غلط
ناموفق نقیض نادرستی یا درستی دربررسی ولی .٢x+ y − ٣z < ٠ است برقرار z هر ازای به و
است. نکرده ارائه خود ادعای برای دلیلی و بوده x = ٢ مثال

∃x,∀y, ∀z : ٢x+ y − ٣z < ٠ یعنی
چنین را اصلی گزاره دانشجو که می�رسد نظر به عبارت z و y هر ازای به که ی x ندارد وجود

است: گرفته ٢x+ y − ٣z < ٠
∀y, ∀z, ̸ ∃x : ٢x+ y − ٣z < ٠ مقدار x به است کافی y = ٠, z = ١ کنیم فرض
گزاره یعنی آن نقیض که است داده نشان و می�شود برقرار ناتساوی[نامساوی] آن�گاه بدهیم را ١

است: درست زیر ٢x+ y − ٣z < ٠
∃y, ∃z, ∃x : ٢x+ y − ٣z < ٠ (١)٢ + ٠− ٣ = −١ < ٠

است. غلط عبارت پس

یک از بیش به پاسخ�ها از گروه این در است. متناظر سولو نظریه ساختاری چند سطح با سوم گروه پاسخ�های
حل به و نشده برقرار کامل ارتباط پاسخ اجزای تمامی بین ولی است شده توجه پاسخ ارائه در موثر و درست جنبه
نتیجه�ای به و برقرار موجود حقایق بین نادرست ارتباط هم مواردی در البته است. نشده منجر تکلیف آمیز موفقیت
چند سطح انتخاب برای شده ارائه تحلیل�های و پاسخ�ها این از نمونه�ای ٣ جدول در است. شده منجر نادرست

است. شده داده ساختاری
دسترس در داده�های تمام بر رابطه�ی سطح می�گیرد. قرار سولو نظریه رابطه�ای سطح در چهارم گروه پاسخ�های
.[١] بدهد منسجم ساختاری کل، به تا است شده تنیده روابط کلی موزائیک در داده، هر که به�گونه�ای است متمرکز
گزاره مفهوم معلم دانشجو می�دهد. قرار دسترس در را کامل حل یک پاسخ�ها از گروه این شده داده تکلیف حل در
و مسئله حل در درگیر مختلف روش�های و مفاهیم با ارتباط برقراری با و است کرده درک کامل به�طور را ریاضی
البته است. شده ارائه ۴ جدول در پاسخ�ها این از نمونه�ای است. کرده ارئه را صحیح پاسخ آن�ها از مناسب استفاده

۵



ریحانی ا.

ساختاری. چند سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه .٣ جدول

پاسخ تحلیل ساختاری چند سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه
شده داده تشخیص درستی به خلف برهان ایده خلف برهان طبق اگر زیرا است. صحیح گزاره این

بیان درست ریاضی نمادهای با هم حکم نقیض و کنیم: فرض
است نتوانسته دانشجو ادامه در اما است. شده ∃x, ∀y, ∀z : ٢x + y − ٣z < ٠
کند. درک است نوشته که را گزاره�ای مفهوم نظر در منفی صحیح عدد کوچکترین را x باید پس

نظر در که x مانند منفی صحیح عدد هر که می�دانیم و
است آن از کوچکتر و صحیح عددی x − ١ بگیریم
آوریم. به�دست را صحیح عدد کوچکترین نمی�توانیم و
است. صحیح گزاره و ندارد وجود xی هیچ پس

ولی است، شده نوشته درستی به گزاره نقیض
∃x, ∀y, ∀z : ٢x + y − ٣z < ٠ گزاره درستی دانشجو واقع در

است داده نشان دانشجو است. نکرده بررسی را ∄x, ∀y, ∀z : ٢x + y − ٣z < ٠. گزاره
∃x, ∀y, ∀z : ٢x + y − ٣z < ٠ آن نقیض و داریم را

است: برقرار زیر گزاره که آن خود پس است درست آن نقیض چون می�باشد.
تعویض که است نکرده توجه او ∀y, ∀z, ∃x : ٢x + y − ٣z < ٠ را x چون است درست آن نقیض می�باشد. غلط

نیست. مجاز کلی حالت در همنام غیر سورهای .−١ < ٠ و بگیریم ٣z−y
٢ − ١

ارز هم را زیر گزاره�های اشتباه به دانشجویان از بسیاری
می�گیرند: نظر در

∀y, ∃x : x < y
∃x, ∀y : x < y.

گزاره�ای دومی و درست گزاره�ای اولی حالی�که در
است. نادرست

مطلب هیچ دانشجو نوشته�های در آن�که با که کنیم فرض خلف برهان به است. درست
حال این با نمی�شود. مشاهده نادرستی ∃x, ∀y, ∀z : ٢x + y − ٣z < ٠

به ناقص تکلیف حل و است نکرده ثابت را خود ادعای z و y هر ازای به که داد ارائه نمی�توان ی x هیچ اما
می�آید. حساب باشد. برقرار ٢x + y − ٣z < ٠ شرط

موجب حل، مراحل دقیق و کامل نگارش در کوتاهی آن�گاه دهیم قرار x برابر را z و y اگر زیرا است. غلط
نادرست را اصلی گزاره دانشجو که است شده داشت: خواهیم
درست او حل ایده حالی�که در نماید، محسوب ٢x + y − ٣z < ٠

جزئیات با استدلال�ها و استنتاج�ها دنباله اگر و است کوچکتر و است صفر برابر عبارت حاصل زیرا است. غلط که
راحتی به می�شد ارائه علمی شیوه یک با و کامل نیست. صفر از

می�شد. نتیجه اصلی گزاره درستی

رابطه�ای. سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه .۴ جدول

پاسخ تحلیل رابطه�ای سطح در معلمان دانشجو پاسخ�های نمونه
به�طور را خلف برهان روش به استدلال دانشجو است. درست زیر گزاره

مفهوم از کافی اطلاع با و است برده کار به مناسبی ̸ ∃x,∀y, ∀z : ٢x+ y − ٣z < ٠
از استفاده و سورها مفهوم بر تسلط نیز و نقیض در که باشد داشته وجود ی x کنیم فرض خلف: برهان
بخش�های بین ارتباط برقراری و متفاوت سورهای جواب به باید z و y هر ازای به آن�گاه کند. صدق بالا گزاره
است. یافته دست کامل و درست حل به مختلف برسیم:
و تر کامل می�توانست توضیحات حال این با y = ٢x

شود. ارائه مناسب�تر z = ۴
٣x

٢x+ ٢x− ٣( ۴٣ )x < ٠ −→ ٠ < ٠ تناقض

آخرین که بود انتظار قابل می�شود، تعریف رابطه�ای سطح در شده ارائه تکلیف به پاسخ ظرفیت که این به توجه با
باشد. سطح همین به محدود شده مشاهده پاسخ�های از سطح

بحث .٣

بود. سولو نظریه اساس بر ریاضی تکلیف یک حل در معلمان دانشجو استدلال توانایی بررسی پژوهش این هدف
از کمی بسیار تعداد هستند. ساختاری چند یا ساختاری تک سطح در دانشجویان بیشتر که داد نشان یافته�ها

۶
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برای ریاضی، گزاره�های با کار توانایی که است کننده نگران جهت آن از موضوع این بود. رابطه�ای سطح در پاسخ�ها
سولو نظریه کمک به می�آید. حساب به پایه و بنایی زیر قابلیت یک آن�ها با کار و ریاضی تعاریف و قضیه�ها فهم
در دانشجویان اساسی مشکلات از یکی شد. مشخص رسمی استدلال یک ارائه در دانشجویان مشکلات از برخی
خودش به مربوط خاص مشکلات عمومی سور با کار است. سور�ها معنی و کارکرد درک ریاضی گزاره�های با کار
مانند گزاره�ای اثبات در که می�شود داده آموزش دانشجویان به حد مفهوم با کار هنگام در مثال به�طور داراست. را
مناسبی δسپس و شود گرفته نظر در دلخواه عددی ε باید حد) مفهوم صوری تعریف به توجه (با lim

x→a
f(x) = ١

عددهای ε به می�توانیم تعریف به توجه با lim
x→a

f(x) = ١ می�شود فرض که وقتی دیگر طرف از گردد. ارائه
دو هر با و نمی�کنند درک را حالت دو این تفاوت دانشجویان برخی دهیم. نسبت را منظورمان) مناسب (و معین
هنگامی ویژه به سورها، بر مشتمل گزاره یک نقیض نوشتن دانشجویان برای همچنین می�کنند. رفتار یکسان حالت
با برخورد هنگام در دانشجویان برخی براین، علاوه است. همراه بدفهمی�هایی با باشیم، داشته هم صفر سور که
مشکل هستند. ارز هم آن�ها از ترتیبی هر می�کنند تصور و نیستند قائل اهمیتی آن�ها ترتیب برای متفاوت، سورهای
گرفته قرار کید تأ مورد پژوهش�ها در شده�اند بیان سورها کمک به که تکالیفی درک در آموزان دانش یا دانشجویان
شد- بیان پژوهش این در که آن�چه -شبیه دانشجویان پاسخ�های تحلیل و تجزیه و کلاسی بحث�های .[٧] است
برای خوب مسئله یک ظرفیت ضمنی به�طور پژوهش این در نماید. کمک دانشجویان بدفهمی�های رفع به می�تواند

شد. کشیده تصویر به منطقی استدلال یک ارائه در معلمان دانشجو توانایی ارزیابی
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مفصل توابع از استفاده با رگرسیونی مدل�های بهبود

آراد∗ فرشته
ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

شیخی ایوب و
ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

اما باشند هم از مستقل مدل، کننده پیش�بینی متغیرهای که �است این رگرسیون مهم فرضیات از یکی چکیده.
داده�ها بین وابستگی فرض با باید را مدل�هایی چنین می�شود. نقض فرض این کاربردی مسائل از بسیاری در
توابع پایه بر عمدتاً که �است گردیده معرفی وابستگی مفاهیم هدفی چنین به دستیابی برای داد. قرار مطالعه مورد
اول حالت در داده�ایم. قرار بررسی مورد حالت دو در را مدل�ها این رگرسیون پژوهش، این در می�شود. بیان مفصل
گاوسی، بیضوی مفصل تابع طریق از پیش�بین متغیرهای با ملاک متغیر ارتباط بر علاوه که داشتیم آن بر فرض
در به�این�صورت را دوم حالت و باشند مرتبط یکدیگر با گاوسی بیضوی مفصل تابع طریق از نیز پیش�بین متغیرهای
متغیرهای اما است مرتبط گاوسی بیضوی مفصل تابع طریق از پیش�بین متغیرهای با ملاک متغیر که، گرفتیم نظر
نتایج همچنین �است. شده ارائه حالات این در مفصل رگرسیون محاسبه روش و یکدیگرند از مستقل پیش�بین،
به نسبت مفصل رگرسیون مدل باشند، مرتبط پیش�بین متغیرهای که حالتی در که داد نشان شده انجام شبیه�سازی

می�نماید. عمل بهتر خطی رگرسیون مدل
مفصل. رگرسیون خطی، رگرسیون گاوسی، مفصل مفصل، کلیدی: واژه�های

.62J05, 62H05 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

واژه دادن جای اخیر سال�های تا حتی می�شود محسوب نوین پدیده یک آمار در آن�ها کاربرد و مفصل�ها مطالعه
استفاده توابعی توصیف برای [۴] (١٩۵٩) اسکلار توسط بار اولین مفصل واژه بود. دشوار آمار ادبیات در مفصل
ویژگی�های از خلاصه�ای و مفصل تابع برای معرفی بهترین می�کرد. متصل هم به را آن�ها بعدی تک توزیع توابع که شد
ساده شرطی ریاضی امید فرمول هوک و کرین ،٢٠٠٨ سال در .[٣] یافت (٢٠٠۶) نلسن در می�توان را تابع�ها این
بردند کار به واقعی داده�های و شبیه�سازی داده�های از ترکیبی برای را آن و آوردند به�دست را مفصل�ها از استفاده با
از ندارد. وجود وابسته متغیر توزیع نوع در محدودیتی هیچ که است این مفصل رگرسیون روش اصلی مزیت .[٢]
شده استفاده است بارزی ویژگی�های دارای که مفصل تابع از رگرسیون تحلیل تسهیل برای اخیر سال�های در رو این

می�پردازیم. مفصل رگرسیون تابع تعریف به شرطی، توزیع تابع مفهوم بر تکیه با ادامه در �است.

طریق از و باشند F و G تجمعی توزیع تابع با تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .[٢] .١.١ تعریف
به�صورت را شرطی توزیع تابع اسکلار قضیه از استفاده با می�توان این�صورت در باشند. مرتبط هم با C(u, v, θ)

کرد محاسبه زیر

P (Y ≤ y|X = x) =
∂C(u, v; θ)

∂u
,

آورد به�دست زیر به�صورت را شرطی ریاضی امید می�توان بنابراین

rY |X(x) = E(Y |X = x) =

∫
y
∂

∂y
P (Y ≤ y|X = x)dy =

∫
y
∂

∂y

∂C(u, v; θ)

∂u
dy,

.u = G(x) و v = F (y) آن در که

سخنران ∗
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شیخی ا. و آراد ف.

شرطی توزیع تابع دارای j = ١, . . . , n ،Xj و Y تصادفی متغیرهای کنید فرض حال
می�شود محاسبه زیر به�صورت شرطی ریاضی امید این�صورت در باشند. Pr(Y ≤ y|X١, X٢, . . . , Xn)

rY |X١,X٢,...,Xn
(y|x١, x٢, . . . , xn) = E(Y |X١, X٢, . . . , Xn)(١)

=

∫
y
∂

∂y

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un, v)

D١٢٣C(u١, . . . , un, ١)
dy,

و Y متغیر توزیع تابع F (y) همچنین un = Gn(xn) ،…، u١ = G١(x١) ،v = F (y) که
می�باشند. Xn،…، X٢،X١ متغیرهای توزیع تابع به�ترتیب Gn(xn) ،. . .، G٢(x٢) ،G١(x١)

مفصل رگرسیون .٢

پیش�بینی به مفصل رگرسیون واقع در است. متغیر چند بین رابطه تشخیص مفصل رگرسیون روش اصلی ایده
و باشد مرتبط مفصل تابع طریق ,X١از . . . , Xn پیش�بین متغیر چند با Y ملاک متغیر که هنگامی ملاک متغیر
زمینه در که مولفین از برخی می�پردازد. باشند، مرتبط مفصل تابع طریق از نیز X١, . . . , Xn پیش�بین متغیرهای
و کولیف ،(٢٠٠۵) همکاران و نیل مک ،(٢٠٠۴) چروبینی از: عبارتند دادند انجام تحقیقاتی مفصل رگرسیون
متغیر می�کنیم فرض اول حالت در که حالت دو در مفصل رگرسیون محاسبه به بخش این در .(٢٠٠٨) همکاران
مفصل طریق از پیش�بین متغیرهای و باشد مرتبط گاوسی بیضوی مفصل طریق از پیش�بین متغیرهای با ملاک
مفصل طریق از پیش�بین متغیرهای با ملاک متغیر می�کنیم فرض دوم حالت در و باشند مرتبط گاوسی بیضوی
باشند) مستقل هم (از باشند مرتبط استقلال مفصل طریق از پیش�بین متغیرهای و باشد مرتبط گاوسی بیضوی

می�پردازیم.

،G٢(x٢) ،G١(x١) و F (y) توزیع تابع دارای Xn ،… ،X٢ ،X١ ،Y متغیرهای کنید فرض .١.٢ قضیه
گاوسی بیضوی مفصل وسیله�ی به مرتبط X = (X١, X٢, . . . , Xn) با Y متغیر و باشند Gn(xn) ،…
گاوسی بیضوی مفصل طریق از j = ١, . . . , n Xjها همچنین باشد. CGa(u١, . . . , un, v)

آن�گاه باشند. مرتبط یکدیگر با CGa(u١, u٢, . . . , un)

(٢) rY |X١,...,Xn
(y|x١, . . . , xn) =

∫
y
∂

∂y

D١٢٣C
Ga(u١, u٢, . . . , un, v)

D١٢٣CGa(u١, u٢, . . . , un)
dy.

که نقاطی در

D١٢٣C
Ga(u١, . . . , un, v) =

∂

∂u١ . . . ∂un
CGa(u١, . . . , un, v),

D١٢٣C
Ga(u١, . . . , un) =

∂

∂u١ . . . ∂un
CGa(u١, . . . , un),

.un = Gn(xn) ،… ،u١ = G١(x١) و v = F (y) صفرند. برابر نقاط مابقی در باشند. داشته وجود

داریم C(u١, . . . , un, ١) = C(u١, u٢, .., un) مفصل�ها، ویژگی و (١) به توجه با اثبات.

E(Y |X١ = x١, . . . , Xn = xn) =

∫
y
∂

∂y

∂
∂u١...∂un

C(u١, . . . , un, v)
∂

∂u١...∂un
C(u١, . . . , un, ١)

dy

=

∫
y
∂

∂y

∂
∂u١...∂un

CGa(u١, . . . , un, v)
∂

∂u١...∂un
CGa(u١, . . . , un)

dy

=

∫
y
∂

∂y

D١٢٣C
Ga(u١, . . . , un, v)

D١٢CGa(u١, . . . , un)
dy.

□ است. Xjها و Y بین رگرسیونی رابطه بیان�کننده و (٢) رابطه همان که
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مفصل توابع از استفاده با رگرسیونی مدل�های بهبود

،G٢(x٢) ،G١(x١) و F (y) توزیع تابع دارای Xn ،… ،X٢ ،X١ ،Y متغیرهای کنید فرض .٢.٢ قضیه
گاوسی بیضوی مفصل وسیله به مرتبط X = (X١, X٢, . . . , Xn) با Y متغیر و باشند Gn(xn) ،…

آن�گاه باشند، هم از مستقل j = ١, . . . , n Xjها، چنان�چه باشد. CGa(u١, . . . , un, v)

rY |X١,...,Xn
(y|x١, . . . , xn) =

∫
y
∂

∂y
D١٢٣C

Ga(u١, u٢, . . . , un, v) dy.

همچنین باشد. داشته وجود ،D١٢٣C
Ga(u١, u٢, . . . , un, v) =

∂CGa(u١, u٢, . . . , un, v)

∂u١∂u٢ . . . ∂un
که نقاطی در

.un = Gn(xn) ،… ،u١ = G١(x١) و v = F (y)

پس C(u١, u٢, . . . , un) = Πj=n
j=١ uj مستقلند، هم از j = ١, ٢, Xjها، چون اثبات.

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un, ١) = D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un) =
∂

∂u١∂u٢ . . . ∂un
Πj=n

j=١ uj = ١,

داریم گاوسی مفصل طریق از X = (X١, X٢, . . . , Xn) با Y متغیر ارتباط و (١) به باتوجه بنابراین

rY |X١,...,Xn
(y|x١, . . . , xn) =

∫
y
∂

∂y

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un, v)

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un, ١)
dy

=

∫
y
∂

∂y

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un, v)

D١٢٣C(u١, u٢, . . . , un)
dy

=

∫
y
∂

∂y
D١٢٣C

Ga(u١, u٢, . . . , un, v) dy.

□

است. خطی رگرسیون مدل برای مربعات حداقل روش ارز هم است، شده ارائه زیر نتیجه در که خاصی حالت

X = با Y متغیر و باشند استاندارد نرمال توزیع دارای Xn ،… ،X٢ ،X١ Yو متغیرهای اگر .٣.٢ نتیجه
.[١] باشند مرتبط زیر به�صورت گاوسی بیضوی مفصل وسیله�ی به (X١, X٢, . . . , Xn)

CGa(u١, u٢, . . . , un, v) = Φ(Φ−١(G١(x١)),Φ
−١(G٢(x٢)), . . . ,Φ

−١(Gn(xn)),Φ
−١(F (y))),

X١ متغیرهای توزیع تابع به�ترتیب Gn(xn) ،… ،G٢(x٢)، G١(x١) و Y متغیر توزیع تابع F (y) که
چنان�چه می�گیریم. نظر در un = Gn(xn)،... ،u١ = G١(x١) ،v = F (y) و می�باشند Xn ،…،X٢،

آن�گاه باشند، مستقل هم از j = ١, . . . , n Xjها،

rY |X١,...,Xn
(y|x١, . . . , xn) = ρ١yx١ + ρ٢yx٢ + · · ·+ ρnyxn,

با Y متغیر همبستگی ضریب ،X١ متغیر با Y متغیر همبستگی ضریب به�ترتیب ρny،…،ρ٢y،ρ١y آن در که
می�باشند. Xn با Y متغیر همبستگی ضریب ،…،X٢ متغیر

X٢مستقل، X١و باشند. استاندارد نرمال توزیع دارای Y X٢و ،X١ تصادفی متغیرهای کنید فرض .۴.٢ مثال
باشد زیر به�صورت گاوسی بیضوی مفصل وسیله�ی به مرتبط X٢ و X١ با Y و

CGa(u١, u٢, v) = Φ(Φ−١(u١),Φ
−١(u٢),Φ

−١(v))),

می�گردد محاسبه زیر به�صورت رگرسیون آن�گاه

rY |X١,X٢(y|x١, x٢) = ρ١yx١ + ρ٢yx٢,

است. X٢ با Y متغیر همبستگی ضریب و X١ با Y متغیر همبستگی ضریب به�ترتیب ρ٢y ،ρ١y آن در که

X٢ ،X١ با Y متغیر و باشند، استاندارد نرمال توزیع دارای X٢ ،X١ ،Y متغیرهای کنید فرض .۵.٢ مثال
باشد زیر به�صورت گاوسی بیضوی مفصل طریق از مرتبط
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شیخی ا. و آراد ف.

CGa(u١, u٢, v) = Φ(Φ−١(G١(x١)),Φ
−١(G٢(x٢)),Φ

−١(F (y))),

باشند زیر به�صورت گاوسی بیضوی مفصل با مرتبط j = ١, ٢ Xjها، و
CGa(u١, u٢) = Φ(Φ−١(G١(x١)),Φ

−١(G٢(x٢))),

باشیم داشته زیر به�صورت را چندگانه خطی رگرسیون مدل و
Y = α+ β١X١ + β٢X٢ + ε,

نمود محاسبه زیر به�صورت می�توان را رگرسیون آن�گاه

rY |X١,X٢(y|x١, x٢) =
ρ١y − ρ٢yρ١٢

١− ρ٢١٢
x١ +

ρ٢y − ρ١yρ١٢
١− ρ٢١٢

x٢,

ضریب و X٢ با Y متغیر همبستگی ضریب ،X١ با Y متغیر همبستگی ضریب به�ترتیب ρ١٢ و ρ٢y،ρ١y که
می�باشند. X٢ با X١ متغیر همبستگی

شبیه�سازی .٣

و X١ ،Y متغیرهای که به�این�صورت کردیم تولید ۵.٢ مثال فرضیات طبق را داده�ها R افزار نرم از استفاده با
ماتریس با گاوسی بیضوی مفصل طریق از X٢ و X١ با Y متغیر و باشند استاندارد نرمال توزیع دارای X٢

بیضوی مفصل تابع طریق از نیز X٢ و X١ همچنین باشند. مرتبط ،

 ١ ٠.۵ ٠.۶
٠.۵ ١ ٠.٢
٠.۶ ٠.٢ ١

 = R همبستگی

همبستگی ماتریس با گاوسی

RXX =

[
١ ٠.٢
٠.٢ ١

]
,

مدل به نسبت کمتری BIC و AIC مفصل رگرسیون مدل است مشخص ١ جدول در که همان�طور هستند. مرتبط
مفصل رگرسیون مدل ،۵.٢ مثال فرضیات طبق بر شده تولید داده مجموعه توجه با بنابراین دارد. خطی رگرسیون

دارد. خطی رگرسیون مدل به نسبت بهتری عملکرد

.۵.٢ مثال در BIC و AIC معیار .١ جدول

AIC BIC
خطی رگرسیون ٢٢٣٩.٣٧ ٢٢۵٩.٠٠١
مفصل رگرسیون ٢١۵٠.٣٨ ٢١٧٠.٠١١

.۵.٢ مثال شبیه�سازی .١ شکل
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مفصل توابع از استفاده با رگرسیونی مدل�های بهبود

گیری نتیجه .۴

باید مدل�ها این�گونه در نیستند، هم از مستقل متغیرها رگرسیونی مدل�های از بسیاری در شد بیان که همان�طور
بیان مفصل تابع پایه بر متغیرها بین وابستگی که داد قرار مطالعه مورد آن�ها بین وابستگی فرض با را متغیرها
بر علاوه اول حالت در که است شده پرداخته حالت دو در مفصل رگرسیون محاسبه به پژوهش، این در می�شود.
طریق از نیز پیش�بین متغیرهای گاوسی، بیضوی مفصل تابع طریق از پیش�بین متغیرهای با ملاک متغیر ارتباط
پیش�بین متغیرهای با ملاک متغیر دوم حالت در و شدند گرفته نظر در مرتبط یکدیگر با گاوسی بیضوی مفصل تابع
شبیه�سازی با انتها در مستقلند. هم از پیش�بین متغیرهای اما است مرتبط گاوسی بیضوی مفصل تابع طریق از
و خطی رگرسیون مدل دو مقایسه به BIC و AIC معیار دو و R افزار نرم از استفاده با ۵.٢ مثال� شده انجام
مدل است ١مشخص جدول در که همان�طور که یافته�ایم دست نتیجه این به و است شده پرداخته مفصل رگرسیون
به توجه با گفت می�توان بنابراین است. خطی رگرسیون به نسبت کمتری BIC و AIC دارای مفصل رگرسیون
معتبر نتایج خطی رگرسیون به نسبت مفصل رگرسیون مدل ،۵.٢ مثال فرضیات طبق بر شده تولید داده مجموعه
باشند مستقل پیش�بین متغیرهای که درصورتی هم دیگری شبیه�سازی همچنین می�آورد. ارمغان به را دقیق�تری و
رگرسیون و مفصل رگرسیون مدل دو هر برای BIC و AIC مقادیر بودن برابر به توجه با که �است شده انجام
آتی پژوهش�های برای و است خطی رگرسیون مدل همان حالت این در مفصل رگرسیون مدل گفت می�توان خطی
به و باشند مرتبط یکدیگر با مفصل�ها دیگر طریق از مدل متغیرهای که گرفت نظر در را دیگر حالت�های می�توان
در شده محاسبه مفصل رگرسیون�های� واقعی داده��های مجموعه از استفاده با یا و پرداخت مفصل رگرسیون محاسبه

داد. قرار آزمون مورد را پژوهش این
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ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

خالدی جعفری مجید و
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

استفاده عمر طول داده�های تحلیل و تجزیه برای اغلب که است مثبت چوله توزیع یک سندرز ـ برن�بام توزیع چکیده.
زمین، علوم تجارت، هوا، آلودگی جمله از مختلف زمینه�های در (BS) سندرز ـ برن�بام توزیع امروزه می�شود.
برن�بام توزیع اساس بر را رگرسیون مدل سه مقاله این است. یافته دست فزاینده�ای محبوبیت به پزشکی و صنعت
در لگاریتمی تبدیل یک طریق از دوم مدل می�شود، حاصل توزیع از مستقیماً مدل اولین می�کند. بررسی سندرز ـ
این اصلی هدف می�کند. استفاده توزیع این میانگین پارامتربندی باز از سوم مدل و می�آید به�دست پاسخ متغیر
مقایسه برای واقعی داده�های از مثالی نهایت در است. سندرز ـ برن�بام رگرسیون مدل سه عملکرد مقایسه مقاله

است. شده ارائه رگرسیون مدل�های
عمر. طول رگرسیون، مدل سندرز، ـ بام برن توزیع�های کلیدی: واژه�های

.62J05, 62E05, 62F10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

شد. آغاز خطا دوم توان کمترین روش مبنای بر که است آماری ابزارهای پرکاربردترین از یکی خطی رگرسیون
داشته وجود طولانی سالیان طول در دارد دانش مختلف زمینه�های با نرمال خطی رگرسیون مدل که ارتباطی به�دلیل
نمی�کنند ارائه بودن نرمال از شواهدی داده�ها که تحقیقاتی در است شده پیشنهاد گاوس توسط که مدلی اگرچه است.
دارند. خطی ساختار که کردند تعریف را مدل�ها از گسترده�ای کلاس [۵] در مشکل این حل انگیزه با ندارد. کاربردی
ویژگی�های امر این که است متعلق نمایی خانواده به پاسخ متغیر توزیع که دربردارند را واقعیت این مدل�ها این
میان در می�شود. شناخته (GLM) یافته تعمیم خطی به�عنوان مدلی چنین می�دهد. مدل�ها کلاس به را مفیدی
هستند چوله و دارند مثبت دامنه که می�شوند استفاده داده�هایی مدل�بندی برای که دارند وجود اعضایی GLMها
دوپارامتری توزیع نیست. آسانی کار توزیع�ها این با کردن کار کلی به�طور معکوس. گوسین یا گاما توزیع مانند
دامنه با چوله داده�های تحلیل برای �است. شده ایجاد استاندارد نرمال توزیع روی یکنوا تبدیلی از که است توزیعی
شده شناخته توزیع�های به نسبت توزیع این .[٢] دارند نام مقیاس و مکان توزیع این پارامترهای شد. معرفی مثبت
کاربرد آن در سندرز ـ برن�بام توزیع که مثال�هایی از دارد. را داده�ها نوع این تحلیل برای بیشتری پذیری انعطاف
داده�های و بلبرینگ فرسودگی زمان بیمه، داده�های تحلیل آلومینیومی، کوپن�های فرسودگی عمر به می�توان دارد
مبتنی رگرسیون�های تا هستیم آن به�دنبال مطالعه این در کرد. اشاره استخوان�ها در موجود معدنی مواد به مربوط
سندرز - بام برن توزیع رهیافت سه از می�توان خصوص این در دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد را BS توزیع بر
بر مبتنی رویکرد اولین نمود. استفاده منعطف رگرسیونی مدل�های ساخت برای است شده ارائه [٣] به توجه با که
توزیع میانگین که است، BS توزیع پارامتربندی بر مبتنی دوم رویکرد .[۶] است پاسخ متغیر لگاریتمی تحول
BS توزیع مقیاس پارامتر مستقیماً [١] به توجه با سوم رویکرد .[۴] می�دهد پیوند توضیحی متغیرهای به را
در اساساً تفاوت هستند، معادل دوم و اول رویکرد که داشت توجه باید می�دهد. پیوند توضیحی متغیرهای به را
فرسودگی داده�های با مثالی رگرسیون، روش سه مقایسه برای است. نهفته پاسخ، متغیر برای لگاریتمی تحول کاربرد
مدل�های همچنین و توزیع ٢ بخش در است. شده سامان�دهی زیر به�صورت مقاله این ادامه است. شده ارائه مواد
است. شده ارائه كند، متراكم را محاسباتی اجرای برای لازم مراحل كه الگوریتمی خاص، به�طور و مربوطه رگرسیون

سخنران ∗
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از برخی سرانجام، و شده معرفی BS رگرسیون رهیافت سه مقایسه برای واقعی داده�های از مثالی ٣ بخش در
است. شده بیان ۴ بخش در نتیجه�گیری�ها

سندرز – برن��بام توزیع�های پیشینه .٢

معرفی سندرز ـ برن�بام توزیع لگاریتمی نوع و میانگین روی شده پارامتربندی استاندارد، توزیع�های بخش این در
است. شده ارائه مربوطه رگرسیون مدل�های و شده

است، راست سمت به تقارن عدم دارای و مدی تک BSپیوسته، توزیع سندرز. ـ برن�بام استاندارد توزیع .١.٢
پیروی BS ازتوزیع که را T تصادفی متغیر دارد. وجود عمر طول توزیع�های بیشتر در معمولا که خصوصیاتی
استفاده با می�نامند، مکان پارامتر را β و مقیاس پارامتر را α داد. نشان BS(α, β) به�صورت می�توان می�کند،

داریم می�کند پیروی استاندارد نرمال توزیع از Z که Z = ١
α [(

T
β )

١/٢ − ( βT )
−١/٢] تبدیل از

T =
β

۴
[αZ +

√
(αZ)٢ + ۴](١),٢

ـ برن�بام دوپارامتری توزیع از که T تصادفی متغیر برای تجمعی توزیع تابع سپس است. T ∼ BS(α, β) که
به�صورت می�کند پیروی سندرز

FT (t;α, β) = Φ[(
١
α
){( t

β
)١/٢ − (

β

t
)٢/٣}], ٠ < t <∞, α, β > ٠,

به�شکل توزیع این چگالی تابع و می�شود معرفی

fT (t;α, β) =
١

٢
√
٢παβ

[(
β

t
)١/٢ − (

β

t
)٢/٣] exp[− ١

٢α٢ (
t

β
+
β

t
− ٢)], t, α, β > ٠

،E(T ) = β
٢ (α

٢ + ٢) است: برقرار نیز می�شود مطرح ادامه در که خصوصیاتی این، بر علاوه می�شود. بیان

.T−١ ∼ BS(α, β−١) و a > ٠ برای aT ∼ BS(α, aβ) ،var(T ) = β٢

۴ (۵α
۴ + ۴α٢)

اساس بر سازی مدل و پارامترها برآورد تصادفی، اعداد تولید مانند متنوع آماری اهداف برای خصوصیات این
هستند. مفید رگرسیون

به�شکل چگالی تابع با Y مقدار حقیق تصادفی متغیر .log −BS توزیع .٢.٢

fY (y;α, γ, σ) =
٢

ασ
√
٢π

cosh

(
y − γ
σ

)
exp[− ٢

α٢ sinh
٢
(
y − γ
σ

)
],

α این�جا در می�شود. داده نمایش cosh(x) = (expx +exp−x)/٢ به�شکل cosh(x) که می�شود تعریف
است. مکان پارامتر γ و مقیاس پارامتر σ شکل، پارامتر

توزیع یعنی است. ln(T ) ∼ SN(α, ln(β), ٢) این�صورت در T ∼ BS(α, β) اگر که داشت توجه باید
است. نرمال هذلولی سینوس توزیع از خاصی مورد log −BS

[٧] در است شده بازپارامتربندی که BSای توزیع میانگین. روی شده پارامتربندی باز BS توزیع .٣.٢
مشخص σ و η پارامتر�های با RBS توزیع می�شود. گفته RBS توزیع این به پس این از و است شده پیشنهاد
به�شکل توزیع این است. دقت و شکل پارامتر یک σ حالی�که در است مقیاس و میانگین پارامتر η که می�شود،

به�شکل T احتمال چگالی تابع پارامتربندی این براساس می�شود. داده نشان T ∼ RBS(η, σ)

fT (t, η, σ) =
exp(σ/٢)

√
σt

۴t٣/٢√πη
(t+ (ση)/(σ + ١)) exp

(
− σ/۴

(
t(σ + ١)

ση

)
+

ησ

t(σ + ١)

)
, t > ٠,

(٢)

توزیع احتمال چگالی تابع در β = ησ/(σ + ١) و α =
√
٢/σ دادن قرار از فوق چگالی تابع است.

می�شود. BSحاصل
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در Ti ∼ BS(α, θi) که باشند مستقل تصادفی متغیرهای t١, t٢, . . . , tn اگر .BS رگرسیون مدل .۴.٢
مقادیر با تعینی متغیر p به�علاوه می�باشد. t = (t١ t٢ . . . tn)

T به�صورت آن�ها متناظربا مشاهدات این�صورت
می�شود گرفته درنظر β = (β٠, β١, . . . , βp)

T رگرسیونی ضرایب بردار و x = (١, x١, x٢, . . . , xp)T
است. θi = exp(xTi β) که به�طوری

به�شکل می�تواند �است شده مطالعه (٢٠١۵) همکاران و بالاکریشنان توسط که BS رگرسیون مدل

Ti = θiϕi = exp(xTi β)ϕi, i = ١, ٢, . . . , n,(٣)

است. Ti ∼ BS(α, θi) می�دارد بیان که است ϕi ∼ BS(α, ١) آن در که �شود، ارائه

Ti ∼ BS(α, θi) که باشند مستقل تصادفی متغیرهای t١, t٢, . . . , tn اگر .log−BS رگرسیون مدل .۵.٢
آن�هاست. متناظربا مشاهدات t = (t١ t٢ . . . tn)

T این�صورت در
که است Yi ∼ log − BS(α, µi) که Y١ = log(t١), Y٢ = log( t٢), . . . , Yn = log(tn) به�علاوه
مدل در لگاریتم اعمال با آن�هاست. با متناظر مشاهدات y = (y١ y٢ . . . yn)

T و µi = log(θi) آن در
داریم (٣) رگرسیونی

Yi = log(Ti) = µi + εi = xTi β + εi, i = ١, . . . , n,(۴)

می�شوند. تعریف (٣) مدل همانند xi و β و µi = xtiβ ، εi = log(ϕi) ∼ log−BS(α, ٠) که

Ti ∼ RBS(ηi, σ) و باشند مستقل تصادفی متغیرهای t١, t٢, . . . , tn اگر .RBS رگرسیون مدل .۶.٢
RBS رگرسیون مدل باشد. آن�ها با متناظر مشاهدات t = (t١, t٢, . . . , tn)

T و i = ١, . . . , n برای
به�صورت که است سیستماتیک مؤلفه یک دارای (٢) چگالی تابع براساس

h(ηi) = ηi = xiβ, i = ١, . . . , n,(۵)

و ηi = h−١(xTi β) فوق عبارت در می�شوند. تعریف (٣) مدل به�صورت xi و β که می�شود بیان
.[٧] است مشتق�پذیر دوبار حداقل و مثبت یکنوا، قویا که است ربط تابع یک h : R −→ R+

بنابراین، است. ηi از تابعی Yi واریانس که است توجه قابل می�شود. استفاده h(η) = log(η) از مقاله این در
مدل�سازی var(Yi) = η٢i /Φ که ساده واقعیت این با نیز واریانس اما است مدل�سازی درحال میانگین اگرچه

می�شود.

BS رگرسیون رویکردهای خلاصه رویکردها. خلاصه .٧.٢
آوری جمع Xj توضیحی متغیر از x١j , . . . , xnj های داده و Y پاسخ از y١, . . . , yn های داده (١)

می�شود.
توزیع نوع توصیف برای ابتدا در می�شود: انجام زیر مراحل طبق اکتشافی داده�های تحلیل و تجزیه (٢)
توزیع از داشت، وجود تقارن از شواهدی اگر می�شود محاسبه y١, . . . , yn برای توصیفی آمار داده�ها،
و کرده استفاده BS مدل مانند نامتقارن توزیع یک از می�توان این�صورت، غیر در می�شود استفاده نرمال
پراکندگی نمودارهای شود، گرفته نظر در سازی مدل در باید که ارتباطی درجه آوردن به�دست برای سپس
توضیحی متغیرهای برخی و Y بین ارتباط از شواهدی اگر �شود Xjساخته توضیحی متغیر هر و Y بین
این�صورت، غیر در داد. ادامه بعد مرحله با و کرد استفاده رگرسیونی یکمدل از می�توان داشت Xjوجود

نمی�شوند. گرفته نظر در سازی مدل در توضیحی متغیر(های)
بهینه روش طریق از درستنمایی ماکسیمم روش با آن پارامترهای و کرده فرموله BSرا رگرسیون مدل�های (٣)
معیارهای برای مقدار کمترین گرفتن نظر در با رگرسیون مدل بهترین می�شود. برآورد خطی غیر سازی

می�شود. …انتخاب و بیز کایکه، آ اطلاعاتی معیارهای مثال به�عنوان اطلاعاتی
بررسی باقیمانده تحلیل و تجزیه از استفاده با رگرسیون مدل مفروضات از گرفتن فاصله و مدل برازش (۴)

می�شود.
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مواد فرسودگی داده�های مثال .٣

هزار ده خرابی زمان به مربوط واقعی داده مجموعه یک روی بر آن�ها شده ارائه رگرسیون مدل�های مقایسه �منظور به
آزمایشگاه�های از داده�ها این می�شوند. اعمال قرارگرفته�اند، مختلف تنش سطح چهار در که شده سخت فولاد قطعه

است. آمده به�دست متحده ایالات در پرینستون دانشگاه Mobilدر توسعه و تحقیق شرکت پرینستون
ضریب مرکزی، آماره�های چون مواردی شامل که خرابی، زمان داده�های مجموعه برای توصیفی آماره�های ١ جدول

می�دهد. ارائه را است (CS) چولگی ضریب و (SD) معیار انحراف ،(CV ) تغییرات

شکست». «زمان پاسخ متغیر توصیفی آماره�های .١ جدول

minimum median mean SD CV CS maximum
٠٫ ٠١٢ ٠٫ ٨۴ ٣٫ ٧۵ ٧٫ ۴۴ ١٩٨٫ ١٢ ٣٫ ١٩ ٣٧٫ ۴

رگرسیون مدل پارامترهای برای را t آزمون p-مقدارهای و مربوطه استاندارد خطاهای برآوردها، ٢ جدول
گزارش مدل�ها این با مرتبط BIC و AIC مقادیر این، �بر علاوه می�کند. گزارش RBS و log − BS ،BS
β٠ براوردهای حال، این با هستند. مشابه کاملا β١ برآوردهای که کرد مشاهده� می�توان ٢ جدول از می�شود.
براوردی RBS مدل حالی�که در هستند، دارا را (٠٫ ٠٩٧٨) برابر مقادیر BSو log−BS مدل هستند. متفاوت

داراست. را (٠٫ ۶٩۶٢) معادل
نیست. دار معنی ۵٪ سطح در آماری نظر از BSو log−BS مدل�های در مبدأ از عرض که است توجه قابل
مدل�های برای BIC و AIC مقادیر این، �بر علاوه نیست. تاثیرگزار مدل در پارامتر این که است معنی بدین این
برای یعنی است. log − BS مدل برای شده مشاهده مقادیر از کمتر مقادیر این اما است، برابر BS و RBS

هستند. مناسب�تر BS و RBS مدل�های مدل، برازش

برای شده مشخص مدل�های p-مقادیر و استاندارد خطاهای ،ML برآوردهای .٢ جدول
خرابی. زمان داده�های

model parameter estimate standard error p-value AIC BIC
BS α ١٫ ٢٧٩ ٠٫ ١۴٣٨ < ٠٫ ٠٠١ ١٢۵٫ ١٢ ١٣٠٫ ١٨

β٠ ٠٫ ٠٩٧٨ ٠٫ ١٧٠٧ ٠٫ ۵۶۶
β١ −١۴٫ ١١۶٣ ١٫ ۵٧١۴ < ٠٫ ٠٠١

log −BS α ١٫ ٢٧٩ ٠٫ ١۴٣٨ < ٠٫ ٠٠١ ١٢٩٫ ٢۴ ١٣۴٫ ٣٠
β٠ ٠٫ ٠٩٧٨ ٠٫ ١٧٠٧ ٠٫ ۵۶۶
β١ −١۴٫ ١١۶٣ ١٫ ۵٧١۴ < ٠٫ ٠٠١

RBS σ ١٫ ٢٢ ٠٫ ٢٧۴٨ < ٠٫ ٠٠١ ١٢۵٫ ١٢ ١٣٠٫ ١٨
β٠ ٠٫ ۶٩۶٢ ٠٫ ١٩٣۵ < ٠٫ ٠٠١
β١ −١۴٫ ١١٧٠ ١٫ ۵٧١٨ < ٠٫ ٠٠١

اصلی نتایج .۴

ـ برن�بام توزیع�های اساس بر مدل�ها این شد. انجام سندرز - بام برن رگرسیون مدل سه از مقایسه�ای مقاله، این در
خرابی زمان به مربوط واقعی داده به توجه با هستند. بازپارامتریده سندرز ـ برن�بام و سندرز ـ بر�ن�بام لگاریتم سندرز،
log −BS مدل برای شده مشاهده مقادیر از کمتر و برابر BS و RBS مدل�های برای BIC و AIC مقادیر

هستند. مناسب�تر داده�ها این برای BS و RBS مدل�های برازش یعنی است.

١٧



خالدی جعفری م. و لاهرودی سیدی ز.

شده گزارش رگرسیون�ها این عملکرد عددی نتایج و شده مقایسه سندرز ـ برن�بام رگرسیون مدل سه بنابراین،
و مثبت دامنه با رگرسیونی داده�های با برخورد هنگام می�توانند مختلف مدل�های که است این نشان�دهنده و است

باشند. مناسب راست، به چوله توزیع یک کردن دنبال
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

اول مرتبه همانستگی گروه با باناخ جبرهای برای (W ) شرط ارتباط

اسمعیلی∗ مرتضی
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده

رستمی مهدی و
ایران تهران، امیرکبیر، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده

به�دست آن اول مرتبۀ همانستگی گروه و A باناخ جبر (W ) شرط بین رابطه�ای داریم قصد مقاله، این در چکیده.
M(X′) ضربگرها فضای در ضرایب با A باناخ جبر همانستگی گروه شدن صفر می�دهیم نشان واقع، در آوریم.

است. (W ) شرط برای کافی شرط یک X A-دومدول باناخ از خاصی ردۀ برای
اول. مرتبه همانستگی گروه ضربگرها، ،(W ) شرط کلیدی: واژه�های

.16E40, 43A20 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

و شد معرفی هلمسکی توسط بار اولین بودن دوتصویری و بودن دوتختی مانند باناخ جبرهای مانستگی مفاهیم
توجه مورد هستند باناخ جبرهای همانستگی مفاهیم با نزدیک ارتباط در که مفاهیم این گرفت. قرار مطالعه مورد
نیم�گروهی، جبرهای گروهی، جبرهای مانند باناخ جبرهای از مختلفی رده�های برای و گرفت قرار زیادی ریاضیدانان
شود. مراجعه [٧] و [۴ ،٣ ،١] مراجع به بیشتر اطلاعات برای شده�اند. بررسی فوریه جبرهای و سگال جبرهای
یک A⊗̂Aاین�صورت در باشد. تصویری تانسوری حاصلضرب فضای A⊗̂A و باناخ جبر یک A کنید فرض

است: زیر مدولی اعمال با A-دومدول باناخ

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (b⊗ c) · a = b⊗ ca, (a, b, c ∈ A).
است: A-دومدول باناخ یک زیر مدولی اعمال با (A⊗̂A)′ همچنین

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca),
(f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c), (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)′).

گرفت. نظر در A-دومدول باناخ یک به�عنوان را (A⊗̂A)′′ می�توان مشابه به�طور

موجود ρ : A → (A⊗̂A)′′ A-مدولی پیوسته همریختی هرگاه نامیم دوتختی را A باناخ جبر .١.١ تعریف
که به�طوری باشد

(π′′
A ◦ ρ)(a) = κA(a), (a ∈ A),

تعریف زیر به�صورت که است طبیعی نشانندۀ κA : A → A′′ و ضربی عملگر πA : A⊗̂A → A آن در که
می�شوند:

πA(a⊗ b) = ab, κA(a)(f) = â(f) = f(a), (a, b ∈ A, f ∈ A′).

اگر تنها و اگر است میانگین�پذیر A باناخ جبر که است شده داده نشان اساسی و مهم نتیجۀ یک به�عنوان
همانستگی و مانستگی مفاهیم بین ارتباط دربارۀ بیشتر اطلاعات برای باشد. کراندار تقریبی یکۀ دارای و دوتختی
ϕ-دوتختی مفهوم معرفی به [۶] در سهامی و پورعباس اخیراً کنید. مراجعه [۵] و [۴] مراجع به باناخ جبرهای
مجموعۀ (A)∆بیانگر مقاله، این سرتاسر در داده�اند. قرار بررسی مورد را آن خواص و پرداخته باناخ جبرهای بودن

است. A باناخ جبرهای روی ناصفر ضربی خطی تابعک�های تمام

سخنران ∗

٢٠



اول مرتبه همانستگی گروه با باناخ جبرهای برای (W ) شرط ارتباط

همریختی هرگاه است ϕ-دوتختی ،A گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٢.١ تعریف
که به�طوری باشد موجود ρ : A→ (A⊗̂A)′ A-دومدولی پیوسته

(π′
A ◦ ρ(a))(ϕ) = ϕ(a), (a ∈ A).

و پرداخته� باناخ جبرهای برای (W ) شرط به موسوم ضعیف�تر مفهومی معرفی به مولفین [٢] در آن از پس
برای ϕ-دوتختی مفهوم نتایج این کمک به کرده�اند. بررسی را ϕ-میانگین�پذیری و ϕ-دوتختی مفاهیم با آن ارتباط
داده نشان همچنین شد. مشخص�سازی دقیق طور به فشرده موضعاً گروه�های روی متقارن سگال باناخ جبرهای
و ϕ-میانگین�پذیری ϕ-دوتختی، مفاهیم کراندار طرفه دو تقریبی یکه به مجهز جابجایی باناخ جبرهای برای که شد

هستند. معادل (W ) شرط

صدق (W ) شرط در (A,ϕ) دوتایی گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣.١ تعریف
که به�طوری باشد موجود ρ : A→ (A⊗̂A)′′ کراندار خطی عملگر اگر می�کند

ρ(ab)؛ = ϕ(a)ρ(b) = ρ(a) · b ،a, b ∈ A هر برای آ)
.(π′′

A ◦ ρ(a))(ϕ) = ϕ(a) ،a ∈ A هر برای ب)

آوریم. به�دست آن اول مرتبۀ همانستگی گروه و A باناخ جبر (W ) شرط بین رابطه�ای داریم قصد مقاله، این در
برای M(X ′) ضربگرها فضای در ضرایب با A باناخ جبر همانستگی گروه شدن صفر می�دهیم نشان واقع، در

است. (W ) شرط برای کافی شرط یک X A-دومدول باناخ از خاصی ردۀ

اول مرتبۀ هاخشیلد همانستگی گروه و (W ) شرط بین ارتباط .٢

اشتقاق یک D : A −→ X کراندار و خطی عملگر باشد. A-مدول یک X و باناخ جبر یک A کنیم فرض
هرگاه است

D(ab) = a ·D(b) +D(a) · b, (a, b ∈ A).
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را adx : A −→ X نگاشت ، x ∈ X هر برای

adx(a) = a · x− x · a, (a ∈ A).

باناخ جبر از اشتقاق�ها تمام فضای گوییم. درونی اشتقاق آن به که است کراندار اشتقاق یک adx است بدیهی
نماد با Xرا به�توی A از درونی اشتقاق�های تمام فضای و Z١(A,X) نماد با Xرا باناخ -دومدول A به�توی A
H١(A,X) نماد با را X در ضرایب با A اول مرتبۀ هاخشیلد همانستگی گروه می�دهیم. نشان N١(A,X)

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�دهیم نشان

H١(A,X) =
Z١(A,X)

N١(A,X)
.

Lx : A −→ نگاشت�های x ∈ X هر برای باشد. A-دومدول باناخ Xیک و باناخ جبر Aیک کنیم فرض
می�کنیم: تعریف زیر ضابطه�های با را Rx : A −→ X و X

Lx(a) = x · a, Rx(a) = a · x, (a ∈ A).

خطی نگاشت�های R و L آن در که (L,R) زوج�های تمام مجموعۀ از است Xعبارت روی ضربگرها فضای
داریم: a, b ∈ A هر برای و هستند X به�توی A از کراندار

L(ab) = L(a) · b, R(ab) = a ·R(b), a · L(b) = R(a) · b.

جمع اعمال M(X)با که دید می�توان به�راحتی می�دهیم. M(X)نشان نماد با Xرا روی ضربگرهای فضای
است: باناخ فضای یک زیر نرم با و معمولی اسکالر ضرب و

∥ (L,R) ∥= max{∥ L ∥, ∥ R ∥}.

٢١



رستمی م. و اسمعیلی م.

است: A-دومدول باناخ یک زیر مدولی عمل M(X)با همچنین

a · (L,R) = (LR(a), RR(a)), (L,R) · a = (LL(a), RL(a)).

X -دومدول A باناخ هر برای اگر تنها و اگر است دوتختی A باناخ جبر داد نشان سلیوانف [٨] مرجع در
باشیم داشته

H١(A,M(X ′)) = (٠).
هاخشیلد همانستگی گروه و (W ) شرط بین رابطه ما مقاله این اصلی نتیجه به�عنوان مطلب، این به توجه با
شدن صفر می�دهیم نشان واقع، در می�آوریم. به�دست را ضربگرها فضای در ضرایب با ،A باناخ جبر اول مرتبۀ
X A-دومدول باناخ از خاصی ردۀ M(Xبرای ′) ضربگرها فضای در ضرایب با A باناخ جبر همانستگی گروه

است. (W ) شرط برای کافی شرط یک

که به�طوری X A-دومدول باناخ هر برای اگر .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .١.٢ قضیه
به�صورت آن چپ مدولی عمل

x · a = ϕ(a)x, (x ∈ X, a ∈ A),
می�کند. صدق (W ) شرط در (A, ϕ) آن�گاه H١(A,M(X ′)) = (٠) باشیم داشته است

می�گیریم: نظر در زیر مدولی اعمال با همراه A-دومدول باناخ یک به�عنوان را A⊗̂A♯ باناخ فضای ابتدا اثبات.

a · (b⊗ c) = ϕ(a)(b⊗ c), (b⊗ c) · a = b⊗ ca, (a, b ∈ A, c ∈ A♯),

ضابطه با را π١ : A⊗̂A♯ −→ A نگاشت است. A باناخ جبر شدۀ یکدار A♯ آن در که

π١(a⊗ b) = ab, (a ∈ A, b ∈ A♯),

.ϕ(b٠) = ١ که می�کنیم انتخاب طوری را b٠ ∈ A عضو .X = ker(ϕ ◦ π١) می�دهیم قرار و می�گیریم نظر در
ضابطه با را D : A −→ X نگاشت اکنون

D(a) = ϕ(a)b٠ ⊗ ١− b٠ ⊗ a, (a ∈ A),
به�صورت را ψ : X ′′ −→M(X ′′) نگاشت این �بر علاوه می�گیریم. نظر در

ψ(z) = (Lz, Rz) (z ∈ X ′′),

.D̃ = ψ◦κ◦D می�کنیم تعریف می�باشند. zراست و چپ انتقال�های ترتیب Rzبه Lzو آن در که می�کنیم تعریف
داریم: a, b ∈ A هر برای بنابراین

D̃(a) · b+ ϕ(a)D̃(b) = ψ(D̂(a)) · b+ ϕ(a)ψ(D̂(b))

= (L
D̂(a)

, R
D̂(a)

) · b+ ϕ(a)(L
D̂(b)

, R
D̂(b)

)

= (L ̂D(a)·b+ϕ(a)D(b)
, R ̂D(a)·b+ϕ(a)D(b)

)

= D̃(ab).

است موجود (L,R) ∈ M(X ′′) عضو فرض به بنا و است اشتقاق یک D̃ که می�شود نتیجه بالا رابطه از
که به�طوری

D̃(a) = a · (L,R)− (L,R) · a (a ∈ A).
داریم: a ∈ A هر برای بنابراین

(L
D̂(a)

, R
D̂(a)

) = (LR(a), RR(a))− (LL(a), RL(a)).

بنابراین
D̂(a) · b = ϕ(a)L(b)− L(a) · b.
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اول مرتبه همانستگی گروه با باناخ جبرهای برای (W ) شرط ارتباط

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ρ : A −→ (A⊗A♯)′′ نگاشت اکنون

ρ(a) = b̂٠ ⊗ a− L(a) (a ∈ A).
که است بررسی قابل آسانی به این �بر علاوه

ρ(ab) = ρ(a) · b = ϕ(a)ρ(b) (a, b ∈ A).
داریم: a ∈ A هر برای دیگر طرفی از

π′′
A ◦ ρ(a)(ϕ) = b̂٠a(ϕ)− π′′

١ (L(a))(ϕ)

= ϕ(a)− L(a)(π′
١(ϕ))

= ϕ(a).

بدین و است چپ دوتختی -ϕ باناخ جبر یک A که می�گیریم نتیجه ρ(A) ⊆ (A⊗̂A)′′ چون این بر علاوه�
□ می�شود. ثابت حکم �ترتیب
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

باناخ جبرهای بودن ϕ-دوتختی با مرتبط مفهوم موروثی ویژگی

اسمعیلی مرتضی
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده

رستمی∗ مهدی و
ایران تهران، امیرکبیر، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده

در می�پردازیم. باناخ جبرهای بودن ϕ-دوتختی با مرتبط مفهومی موروثی ویژگی بررسی به مقاله این در چکیده.
به�دست کوتاه دقیق رشته�های زبان با را آن موروثی ویژگی و کرده معرفی باناخ جبرهای برای را (W ) شرط واقع
آن�گاه باشد، A باناخ جبر از بسته طرفه دو ایده�آل یک I اگر می�دهیم نشان مطلب، این از استفاده با می�آوریم.

شد. خواهد منتقل A
I
قسمتی خارج باناخ جبر به A برای (W ) شرط داشتن خاص شرایطی تحت

.(W ) شرط ϕ-دوتختی، ϕ-میانگین�پذیری، کلیدی: واژه�های
.16E40, 43A20 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

یک یافتن برای ١٩٢٩ سال در نویمان فون را فشرده موضعاً توپولوژیک گروه�های میانگین�پذیری مفهوم اولیۀ ایدۀ
باشد فشرده موضعاً گروه یک G اگر واقع در کرد. مطرح حقیقی اعداد از کراندار توابع فضای روی پایا میانگین
مسأله آن از پس می�کند. القا L١(G) گروهی جبر روی پایا و مثبت خطی تابعک یک λ چپ هار اندازۀ آن�گاه
چنین با فشرده موضعاً گروه�های دی بار اولین برای گردید. مطرح L∞(G) فضای روی تابعک�هایی چنین وجود
و اگر است میانگین�پذیر G فشردۀ موضعاً گروه داد نشان جانسون ،١٩٧٢ سال در نامید. میانگین�پذیر را ویژگی
ضرایب با L١(G) گروهی جبر اول مرتبۀ همانستگی گروه X دلخواه (G)L١-دومدول باناخ هر برای اگر تنها
سالیان برای که کرد مطرح را باناخ جبرهای میانگین�پذیری مفهوم جانسون سپس باشد. صفر برابر X دوگان در
از وسیعی ردۀ بررسی و مطالعه به [۴] در لائو نتایج، این از گرفتن الهام با بود. ریاضیدانان توجه مورد طولانی
پیش�دوگان که A باناخ جبر از �است عبارت F-جبر از منظور نامید. F-جبر را آن�ها که پرداخت باناخ جبرهای
کنید فرض می�کند. Aتعریف روی ضربی تابعکخطی یک e ∈M همانی عضو و Mاست نویمان فون جبر یک
به�طوری X باناخ A-دومدول هر برای هرگاه نامیم چپ میانگین�پذیر را A در�این�صورت باشد. F-جبر یک A

به�صورت چپ مدولی عمل �که
a · x = e(a)x (a ∈ A , x ∈ X),

-ϕ مفهوم مطالعۀ و معرفی به [٣] در پیم و لائو کانیوث، اخیراً باشد. درونی X ′ به�توی A از اشتقاق هر باشد،
است. F-جبرها برای چپ میانگین�پذیری مفهوم تعمیم واقع در که پرداخته�اند باناخ جبرهای برای میانگین�پذیری
پرداخته باناخ جبرهای کاراکتری میانگین�پذیری مفهوم مطالعۀ و معرفی به منفرد سنگانی مستقل طور به همچنین
به کاراکتری میانگین�پذیری و ϕ-میانگین�پذیری میانگین�پذیری، مفاهیم دربارۀ بیشتر اطلاعات برای .[۵] �است
میانگین�پذیر A باناخ جبر داد نشان می�توان اساسی و مهم نتیجۀ یک به�عنوان کنید. مراجعه [۵] و [٣ ،١] مراجع
مانستگی مفاهیم دربارۀ بیشتر اطلاعات برای باشد. کراندار تقریبی یکۀ دارای و دوتختی اگر تنها و اگر است
جبرهای بودن ϕ-دوتختی مفهوم معرفی به [٧] در سهامی و پورعباس اخیراً کنید. مراجعه [۶] به باناخ جبرهای
ضعیف�تر ویژگی معرفی به مؤلفین [٢] در آن از پس داده�اند. قرار بررسی مورد را آن خواص و پرداخته باناخ
بررسی را ϕ-میانگین�پذیری و دوتختی مفاهیم با آن ارتباط و پرداخته�اند باناخ جبرهای برای (W ) شرط به موسوم
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به فشرده موضعاً گروه�های روی متقارن سگال باناخ جبرهای برای ϕ-دوتختی مفهوم نتایج این کمک به کرده�اند.
کماکان سگال جبرهای برای بودن دوتختی مفهوم مشخص�سازی است ذکر به لازم شد. مشخص�سازی دقیق طور
یکه به مجهز جابجایی باناخ جبرهای برای که شد ثابت همچنین است. مطرح نشده حل مسأله یک به�صورت
قصد مقاله، این در هستند. معادل (W ) شرط و ϕ-میانگین�پذیری ϕ-دوتختی، مفاهیم کراندار طرفه دو تقریبی
را آن موروثی ویژگی�های از برخی و پرداخته باناخ جبرهای برای (W ) شرط درباره خود مطالعات ادامۀ به داریم
از بسته دوطرفۀ ایده�آل یک I اگر می�دهیم نشان نتیجه، یک به�عنوان کنیم. بررسی کوتاه دقیق رشته�های مفهوم با
قسمتی خارج باناخ جبر به A باناخ جبر برای (W ) شرط گرفت نتیجه می�توان شرایطی تحت باشد A باناخ جبر

می�شود. منتقل A
I

اصلی نتایج .٢

یک A⊗̂A این�صورت در باشد. تصویری تانسوری حاصلضرب فضای A⊗̂A و باناخ جبر یک A کنید فرض
است: زیر مدولی اعمال با A-دومدول باناخ

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (b⊗ c) · a = b⊗ ca (a, b, c ∈ A).

است: A-دومدول باناخ یک زیر مدولی اعمال با (A⊗̂A)′ همچنین

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca),

(f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c), (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)′).
مقاله، این سرتاسر در گرفت. نظر در A-دومدول باناخ یک به�عنوان را (A⊗̂A)′′ می�توان مشابه به�طور
πA : A⊗̂A → A و A باناخ جبرهای روی ناصفر ضربی خطی تابعک�های تمام مجموعۀ بیانگر ∆(A)

می�شود: تعریف زیر به�صورت که است ضربی نگاشت

πA(a⊗ b) = ab, (a, b ∈ A).

همریختی هرگاه است ϕ-دوتختی ،A گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .١.٢ تعریف
به�طوری�که باشد موجود ρ : A→ (A⊗̂A)′ A-دومدولی پیوسته

(π′
A ◦ ρ(a))(ϕ) = ϕ(a), (a ∈ A).

[٢] در آن از پس گرفت. قرار بررسی مورد آن خواص و شد معرفی [٧] در باناخ جبرهای ϕ-دوتختی مفهوم
یک شد معرفی (W ) شرط با که مفهوم این پرداختند. باناخ جبرهای برای ضعیف�تری مفهوم معرفی به مؤلفین

است. باناخ جبرهای بودن ϕ-دوتختی از ضعیف�تری شرط

صدق (W ) شرط در (A,ϕ) دوتایی گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٢.٢ تعریف
به�طوری�که باشد موجود ρ : A→ (A⊗̂A)′′ کراندار خطی عملگر اگر می�کند

ρ(ab)؛ = ϕ(a)ρ(b) = ρ(a) · b ،a, b ∈ A هر برای آ)
.(π′′

A ◦ ρ(a))(ϕ) = ϕ(a) ،a ∈ A هر برای ب)

ϕ-دوتختی مفاهیم با آن ارتباط و گرفت قرار بررسی و مطالعه مورد [٢] در باناخ جبرهای روی مفهوم این
-ϕ برای کافی و لازم شرایط مفهوم این از استفاده با همچنین آمد. به�دست باناخ جبرهای ϕ-میانگین�پذیری و
مفهوم دربارۀ بیشتر اطلاعات برای آمد. به�دست فشرده موضعاً گروه�های روی متقارن سگال جبرهای بودن دوتختی

کنید. مراجعه [٢] و [٧] مراجع به (W ) شرط و ϕ-دوتختی
را شرایطی واقع در می�پردازیم. قسمتی خارج باناخ جبرهای برای (W ) شرط بررسی به بخش این ادامۀ در
I آن در که می�شود منتقل A

I قسمتی خارج باناخ جبر به A باناخ جبر از (W ) شرط آن تحت که می�دهیم ارائه
فراهم را (W ) شرط با معادل شرایطی که می�کنیم ثابت را زیر قضیه ابتدا در است. بسته طرفۀ دو ایده�آل یک
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زیر به�صورت را ϕ ⊗ ϕ : A⊗̂A −→ C نگاشت آن�گاه ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A اگر می�سازد.
می�گیریم: نظر در

(ϕ⊗ ϕ)(a⊗ b) = ϕ(a)ϕ(b), (a, b ∈ A).
توسیع باشند، باناخ جبرهای روی کراندار و خطی عملگرهای g : C −→ D و f : A −→ B اگر همچنین

است: کراندار و خطی عملگر یک زیر ضابطۀ با f ⊗ g : A⊗̂C −→ B⊗̂D نگاشت خطی

(f ⊗ g)(a⊗ c) = f(a)⊗ g(c), (a ∈ A, c ∈ C).

ارزند: هم زیر احکام این�صورت در .ϕ ∈ ∆(A) و باشد جبرباناخ یک A کنیم فرض .٣.٢ قضیه
می�کند. صدق (W ) شرط در (A,ϕ) آ)

باشیم: داشته a ∈ A هر برای طوری�که به� است موجود σ : (A⊗̂A)′ −→ A′ کراندار و خطی عملگر ب)

(π′
A ◦ σ)(ϕ⊗ ϕ) = ϕ⊗ ϕ, σ(a · f) = a · σ(f), ϕ(a)σ(f) = σ(f) · a.

ρ : A −→ کراندار عملگر تعریف طبق کند. صدق (W ) شرط در (A,ϕ) کنیم فرض ابتدا ⇐ب) آ اثبات.
داریم: a, b ∈ A هر برای طوری�که به� است موجود (A⊗̂A)′′

ρ(ab) = ϕ(a)ρ(b) = ρ(a) · b, (π′′
A ◦ ρ(a))(ϕ) = ϕ(a).

می�گیریم: نظر در زیر ضابطۀ با را σ : (A⊗̂A)′ → A′ نگاشت حال

σ(f)(b) = (ρ(b))(f), (f ∈ (A⊗̂A)′, b ∈ A).

داریم: a ∈ A هر برای این�صورت در

(a · σ(f))(b) = σ(f)(ab) = ρ(ba)(f) = (ρ(b) · a)(f) = ρ(b)(a · f) = (σ(a · f))(b).

همچنین

(σ(f) · a)(b) = σ(f)(ab) = ρ(ab)(f) = (ϕ(a)ρ(b))(f)

= ϕ(a)(ρ(b))(f) = (ϕ(a)σ(f))(b).

داریم: b, c ∈ A هر برای علاوه�براین

((π′
A ◦ σ)(ϕ⊗ ϕ))(b⊗ c) = π′

A(σ(ϕ⊗ ϕ))(b⊗ c)
= (σ(ϕ⊗ ϕ))(bc) = ρ(bc)(ϕ⊗ ϕ)
= ϕ(b)ρ(c)(ϕ⊗ ϕ) = ϕ(b)((π′′

A ◦ ρ)(c))(ϕ)
= ϕ(b)ϕ(c) = (ϕ⊗ ϕ)(b⊗ c),

می�شود. ثابت حکم ترتیب بدین و
هر برای به�طوری�که است موجود σ : (A ⊗ A)′ → A′ کراندار و خطی عملگر کنیم فرض حال ⇐آ) ب

داریم: a ∈ A

σ(a · f) = a · σ(f), ϕ(a)σ(f) = σ(f) · a, (π′
A ◦ σ)(ϕ⊗ ϕ) = ϕ⊗ ϕ.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ρ : A −→ (A⊗̂A)′′ کراندار و خطی عملگر

(ρ(a))(f) = (σ(f))(a) (a ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)′).

که می�شود نتیجه صورت این در

(ρ(ab))(f) = (σ(f))(ab) = (σ(f) · a)(b) = ϕ(a)σ(f)(b) = (ϕ(a)ρ(b))(f).
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داریم: همچنین

(ρ(ab))(f) = (σ(f))(ab) = (b · σ(f))(a) = (σ(b · f))(a) = ρ(a)(b · f) = (ρ(a) · b)(f),

آن�گاه ϕ(a٠) = ١ که باشد عضوی a٠ ∈ A اگر دیگر طرفی از

(π′′
A ◦ ρ(a))(ϕ) = π′′

A(ρ(a))(ϕ) = (ρ(a))(π′
A(ϕ)) = (σ(π′

A(ϕ)))(a)

= (σ(ϕ⊗ ϕ))(a) = (σ(ϕ⊗ ϕ) · a٠)(a)
= (σ(ϕ⊗ ϕ))(a٠a) = (π′

A ◦ σ(ϕ⊗ ϕ))(a٠ ⊗ a)
= (ϕ⊗ ϕ)(a٠ ⊗ a) = ϕ(a),

□ می�شود. ثابت حکم ترتیب بدین و

می�پردازیم. کوتاه دقیق رشته�های مفهوم با باناخ جبرهای برای (W ) شرط موروثی خواص بررسی به حال

رشتۀ .ϕ ∈ ∆(B) و باشد A از بسته طرفه دو ایده�آل یک I و باناخ جبر دو B و A کنید فرض .۴.٢ قضیه
می��گیریم نظر در را زیر دقیق کوتاه

٠ −→ I
i−→ A

q−→ B −→ ٠.

می�کند. صدق (W ) شرط در نیز (B,ϕ) آن�گاه کند صدق (W ) شرط در (A,ϕ ◦ q) و I = AI + IA اگر

کراندار و خطی عملگر ،٣.٢ قضیه از استفاده با می�کند. صدق (W ) شرط در (A,ϕ ◦ q) چون اثبات.
که به�طوری است موجود ρ : (A⊗̂A)′ −→ A′

ρ(a · f) = a · ρ(f), ρ(f) · a = ϕ ◦ q(a)ρ(f), (a ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)′),

ضابطه با را σ : (B⊗̂B)′ −→ B′ نگاشت اکنون .π′
A ◦ ρ(ϕ ◦ q) = ϕ ◦ q همچنین و

σ(f)(q(a)) = ρ(f ◦ (q ⊗ q))(a), (a ∈ A, f ∈ (B⊗̂B)),

a١, a٢ ∈ A هر برای . ψ = f ◦ (q⊗ q) آن در که ρ(ψ)|I = ٠ همواره می�دهیم نشان اولا می�گیریم. نظر در
داریم: i١, i٢ ∈ I و

ρ(ψ)(a١i١ + i٢a٢) = ρ(i١ · ψ)(a١) + (ρ(ψ) · i٢)(a٢) = ٠.

علاوه�براین است. خوش�تعریف σ که می�شود نتیجه بالا رابطه از

(σ(f) · b١)(b) = (σ(f) · q(a١))(q(a)) = (ρ ◦ (q ⊗ q)′(f))(aa١)
= (ρ((q ⊗ q)′(f)) · a١)(a)
= ϕ ◦ q(a١)(ρ((q ⊗ q)′(f)))(a)
= ϕ(b١)σ(f)(b),

همچنین و

σ(b١ · f)(b) = (ρ ◦ (q ⊗ q)′(b١ · f))(a) = ρ(a١ · (q ⊗ q)′(f))(a)
= (ρ ◦ (q ⊗ q)′(f))(aa١)
= σ(f)(bb١) = (b١ · σ(f))(b).

دیگر طرفی از

(σ ◦ π′
B(ϕ))(q(a)) = (ρ ◦ πB(ϕ ◦ q))(a) = ϕ ◦ q(a).

□ می�کند. صدق (W ) شرط در (B,ϕ) که می�شود نتیجه بنابراین
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قسمتی خارج نگاشت باشد A بسته طرفۀ دو ایده�آل یک I و باناخ جبر یک A اگر نمادگذاری:
است: جبری همریختی یک که می�شود تعریف زیر به�صورت Q : A −→ A

I

Q(a) = a+ I, (a ∈ A).
قسمتی خارج باناخ جبر و A باناخ جبر برای (W ) شرط بین ارتباط می�توان قبل قضیه از نتیجه یک به�عنوان
A باناخ جبر از بسته طرفه دو ایده�آل یک I اگر می�دهیم نشان نتیجه یک به�عنوان حال کرد. بیان زیر به�صورت را
شد. خواهد منتقل A

I قسمتی خارج باناخ جبر به A برای (W ) شرط داشتن خاص شرایطی تحت آن�گاه باشد،

اگر .ϕ ∈ ∆(AI ) و باشد A از دلخواه بسته طرفه دو ایده�آل یک I و باناخ جبر یک A کنید فرض .۵.٢ نتیجه
صدق (W ) شرط در نیز (AI , ϕ) آن�گاه کند صدق (W ) شرط در (A,ϕ ◦Q) و I = AI + IA باشیم داشته

می�کند.

کوتاه دقیق رشته گرفتن نظر در و ۴.٢ قضیه از استفاده با اثبات.

٠ −→ I
i−→ A

Q−→ A

I
−→ ٠,

□ می�شود. ثابت حکم

طرفه دو ایده�آل یک I و کراندار) لزوماً (نه راست یا چپ تقریبی یکه با باناخ جبر یک A کنید فرض .۶.٢ نتیجه
(W ) شرط در نیز (AI , ϕ) آن�گاه کند صدق (W ) شرط در (A,ϕ ◦Q) اگر .ϕ ∈ ∆(AI ) و باشد A از بسته

می�کند. صدق

.I = AI + IA گرفت نتیجه می�توان به�راحتی است (راست) چپ تقریبی یکه دارای A باناخ جبر چون اثبات.
□ می�شود. ثابت حکم ۵.٢ نتیجه به�کارگیری با حال

مراجع

1. M. Alaghmandan, R. Nasr-Isfahani and M. Nemati, Character amenability and contractibility of
abstract Segal algebras, Bull. Aust. Math. Soc. 82 (2) (2010) 281–274.

2. M. Essmaili, M. Rostami and M. Amini, A characterization of biflatness of Segal algebras based on
a character, Glas. Mat. Ser. III 51 (71) (2016) 58–45.

3. E. Kaniuth, A. T. Lau and J. S. Pym, On ϕ-amenability of Banach algebras, Math. Proc. Cambridge
philos. Soc. 144 (2008) 96–85.

4. A. T. Lau, Analysis on a class of Banach algebras with applications to harmonic analysis on locally
compact groups and semigroups, Fund. Math. 118 (1983) 175–161.

5. M. S. Monfared, Character amenability of Banach algebras, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.
144 (2008) 706–697.

6. V. Runde, Lectures on Amenability, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 1774, Springer-Verlag,
Berlin, 2002.

7. A. Sahami and A. Pourabbas, On ϕ-biflat and ϕ-biprojective Banach algebras, Bull. Belg. Math.
Soc. Simon Stevin 20 (5) (2013) 801–789.

m.essmaili@khu.ac.ir الکترونیکی: پست
mross@aut.ac.ir الکترونیکی: پست

٢٨

mailto:m.essmaili@khu.ac.ir
mailto:mross@aut.ac.ir


سخنرانی�ها

عددی آنالیز



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

زمان-کسری همرفت-پخش معادلات حل در هیبریدی هم�مکانی روش یک

بهمنی∗ فائزه
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه

افتخاری علی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه

مبتنی متغیر ضرایب با زمان-کسری همرفت-پخش معادلات حل برای عددی روش یک مقاله این در چکیده.
و مکان به نسبت سینک توابع جواب، تقریب بسط در که به�طوری می�گیرد قرار استفاده مورد هم�مکانی روش بر
به منجر مذکور مسأله� فرآیند، این تحت می�نمایند. نقش ایفای زمان به نسبت جایگزین لژاندر های چندجمله�ای
عددی مثال دو روش، این کارآیی و عملکرد بررسی منظور به می�شود. خطی جبری معادلات از دستگاه یک حل

شد. خواهند بررسی
،ALPs-Sinc هم���مکانی زمان-کسری، همرفت-پخش معادله� مضاعف، نمایی کلیدی: واژه�های

کاپوتو. کسری مشتق
.35R11, 65N35 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

می�گیریم نظر در زیر به�صورت متغیر ضرایب با را زمان-کسری همرفت-پخش معادله� مقاله، این در

(١)
∂αu(x, t)

∂tα
+ a(x)

∂u(x, t)

∂x
+ b(x)

∂٢u(x, t)

∂x٢
= f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ ١,

اولیه� شرط دارای معادله این
(٢) u(x, ٠) = g(x), ٠ < x < ١,

است زیر دیریکله� مرزی شروط و
(٣) u(٠, t) = h(t), u(١, t) = k(t), ٠ < t ≤ ١,

هستند. ناصفر و پیوسته توابعی b(x)و a(x) توابع که به�طوری
می�آید به�دست زیر رابطه� از u(x, t) تابع برای α ∈ (٠, ١] مرتبه� از زمان به نسبت کاپوتو کسری مشتق

∂αu(x, t)

∂tα
=

١
Γ(١− α)

∫ t

٠

∂u(x, s)

∂s

ds

(t− s)α
,

به�صورت توانی توابع برای α مرتبه� از کاپوتو کسری مشتق همچنین است. گاما تابع نمایانگر Γ(.) نماد آن در که
می�گردد محاسبه زیر

∂αtp

∂tα
=

{
Γ(p+١)

Γ(p+١+α) t
p−α, p ∈ N٠ و p ≥ ⌈α⌉ یا p /∈ N و p > ⌊α⌋,

٠, p ∈ N٠ و p < ⌈α⌉.

هستند. α کف و سقف نشان�دهنده� ترتیب به ⌊α⌋ و ⌈α⌉ نمادهای که به�طوری
است، شده برده فراوان استفاده�های کسری حسابان از فیزیکی و مهندسی فرآیندهای در اخیر سال�های در
علوم بقیه� و مواد علوم محیطی، زیست سیستم�های شیمیایی، الکتریکی عرصه�های در آن�ها کاربردهای هم�چنین
حل در سینک تقریبات از استفاده بر مبتنی عددی روش�های اخیر دهه� سه در می�شود. مشاهده وضوح به معاصر
حل برای این�جا در آن). در موجود منابع و [۴] به شود (رجوع داشته�اند تأملی قابل و پررنگ نقش کسری معادلات

سخنران ∗
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زمان-کسری همرفت-پخش معادلات حل در هیبریدی هم�مکانی روش یک

روش این برده�ایم. بهره (DE) مضاعف نمایی تبدیل با همراه Sinc-ALPs هم�مکانی روش از (٣)-(١) معادلات

تعداد به N ∈ N و است ثابت یک c > ٠ که به�طوری است، O
(
exp
(

−cN
ln(N)

))
مرتبه� از همگرایی دارای

از خطی ترکیب یک عنوان به u(x, t) بسط وسیله� به و روش این کارگیری به با است. وابسته هم�مکانی نقاط
مذکور معادله� حل زمان) به (نسبت جایگزین لژاندر های چندجمله�ای و مکان) به (نسبت تغییریافته سینک توابع

می�یابد. کاهش خاص مرزی تعامل یک با جبری معادلات از دستگاه یک حل به

هستند، نیاز مورد مقاله طول در که آن�ها به وابسته خصوصیات همراه به اساسی تعاریف برخی بیان به اکنون
می�پردازیم.

می�گیریم نظر در زیر به�صورت را C روی شده تعریف سینک توابع

Sinc(z) =
{ sin(πz)

πz , z ̸= ٠ ,
١ , z = ٠ ,

می�کنیم تعریف زیر به�شکل را یافته انتقال سینک توابع و

S(k, h)(z) = Sinc
(z − kh

h

)
,

است. صحیح عدد یک k و h > ٠ آن در که
است زیر به�شکل [٠, ١] متناهی بازه� روی همدیس نگاشت (٣)-(١) معادلات برای

w = ϕ(x) = ln

(
١
π
ln
( x

١− x

)
+

√
١+

( ١
π
ln
( x

١− x

))٢)
,

و ϕ(٠) = −∞ با Γ = [٠, ١] = ψ(R) زیربازه� روی DE تبدیل یک عنوان به نگاشت این معکوس
می�آید به�دست زیر به�صورت ϕ(١) =∞

x = ψ(w) =
١
٢
+

١
٢
tanh

(π
٢
sinhw

)
.

می�گردد تعریف زیر به�شکل R روی f(x) تابع برای ویتاکر کاردینال بسط هم�چنین

C(f, h)(x) = f(x) ≃
N∑

k=−N

f(xk)Sk(x),

روی سینک نقاط �ترتیب به Sk(x) = S(k, h) ◦ ϕ(x) و xk = ψ(kh) , k = −N, ..., N آن در که
دارند. نام یافته انتقال سینک پایه�ای توابع و (٠, ١)

یافت β و α مثبت ثابت�های هرگاه گوییم مضاعف نمایی به�صورت را ψ به نسبت f تابع تنزل [۵] .١.١ تعریف
که به�طوری شوند

|f(ψ(ξ))| ≤ α exp (−β exp (|ξ|)), ∀ξ ∈ R.

تقریب خطای که می�شود داده نشان عددی تجربیات و تئوری تحلیل�های و تجزیه و f روی شرایط برخی تحت
می�شود زده تخمین زیر به�صورت x ∈ [٠, ١] روی −f(x)∥∥∥∥∥درونیابی

N∑
j=−N

f(xj)Sj(x)

∥∥∥∥∥
∞

≤ C exp
[
−πdN

ln(πdN/β)

]
,

است. N و f از مستقل ثابتی C و می�گردد انتخاب h = ln(πdN/β)
N بالا رابطه� در

٣١



افتخاری ع. و بهمنی ف.

(ALPs) جایگزین لژاندر های چندجمله�ای باشد، نامنفی صحیح عدد یک n کنیم فرض [٣] .٢.١ تعریف
می�گردند تعریف زیر به�صورت

Pn,i(t) =
n−i∑
k=٠

(−١)k
(
n− i
k

)(
n+ i+ k + ١

n− i

)
ti+k, i = ٠, ١, . . . , n,

می�شود آورده به�دست زیر به�شکل چندجمله�ای�ها این برای α ∈ (٠, ١] مرتبه� از کاپوتو کسری مشتق و

Dα
t Pj,i(t) =

max(j−i,٠)∑
k=max(⌈α⌉−i,٠)

pj,i,kt
i+k−α, j = ٠, ١, . . . , i = ٠, ١, . . . , n.

که به�طوری

pj,i,k = (−١)k
(
j − i
k

)(
j + i+ k + ١

j − i

)
Γ(i+ k + ١)

Γ(i+ k + ١− α)
.

DE ALPs-Sinc هم�مکانی روش .٢

به�صورت را u(x, t) ،DE ALPs-Sinc هم�مکانی ایده� از استفاده با (٣)-(١) معادلات سازی گسسته منظور به
می�زنیم تقریب زیر

um,n(x, t) =
n∑

i=٠

m∑
l=−m

n∑
j=٠

cl,jSl(x)Pi,j(t) + (١− x)h(t) + k(t)︸ ︷︷ ︸
مرزی عبارت

,

و (٣)-(١) معادلات در um,n(x, t) جای�گذاری با را بالا بسط از cl,j مجهول ٢m)ضرایب + ١)(n + ١)
اول ریشه� n) tj , j = ١, . . . , n و xl = ψ(lh), l = −m, . . . ,m هم�مکانی نقاط در نتایج کردن ارزیابی
(٢m+ ١)(n+ ١) حل وسیله� به سرانجام می�کنیم. تعیین ([٠, ١] در Pn+١(t) یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای

می�آیند. به�دست مذکور مجهول ضرایب MAPLE در fsolve دستور از استفاده با خطی جبری معادلات

عددی نتایج .٣

است. گرفته صورت بررسی و بحث زیر مثال دو روی شده ارائه روش درستی و دقت تأیید منظور به بخش این در
هم�چنین می�یابیم. دست h = ١

m ln(mπ
٣ ) به تجربی به�طور β = π

٢ و d = π
۶ انتخاب با زیر مثال دو در

می�کنیم تعریف زیر به�شکل را em,n ماکزیمم مطلق خطای

em,n := max{|u(x, t)− um,n(x, t)| : ٠ ≤ x ≤ ١, ٠ < t ≤ ١}.

را زیر زمان-کسری پخش معادله� [٢ ،١] .١.٣ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
− ∂٢u(x, t)

∂x٢
= f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ ١, ٠ < α ≤ ١,

u(x, ٠) = ٠ و f(x, t) = ٢
Γ(٣−α) t

٢−α sin(٢πx) + ۴π٢t٢ sin(٢πx) ،k(t) = ٠ ،h(t) = ٠ با
.u(x, t) = t٢ sin(٢πx) با است برابر مسأله این دقیق جواب می�گیریم. نظر در

می�یابد. کاهش ،mافزایش با em,n خطای تابع که می�دهد نشان ١ شکل

می�گیریم نظر در را ،٠ < α < ١ که α مرتبه� از زیر اولیه� مرزی مقدار مسأله� [٢ ،١] .٢.٣ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
+ x

∂u(x, t)

∂x
+
∂٢u(x, t)

∂x٢
= ٢tα + ٢x٢ + ٢, ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ ١,

٣٢



زمان-کسری همرفت-پخش معادلات حل در هیبریدی هم�مکانی روش یک

.١.٣ مثال برای n = ٣ و m از متفاوت مقادیر برای em,n دنباله� همگرایی .١ شکل

از عبارتند مرزی شرایط

u(٠, t) = ٢
Γ(α+ ١)
Γ(٢α+ ١)

t٢α, u(١, t) = ١+ ٢
Γ(α+ ١)
Γ(٢α+ ١)

t٢α,

می�باشد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب .u(x, ٠) = x٢ با است برابر نیز اولیه شرط

u(x, t) = x٢ + ٢
Γ(α+ ١)
Γ(٢α+ ١)

t٢α.

،n = ٣ با DE ALPs-Sinc مکانی هم روش وسیله به تقریبی جواب منحنی .٢ شکل
.٢.٣ مثال برای (راست) دقیق جواب و (چپ)، α = ٠٫ ۵ و m = ۵

٣٣



افتخاری ع. و بهمنی ف.

جواب همراه به مذکور روش از استفاده با را m = ۵ و α = ٠٫ ۵ برای آمده به�دست تقریبی جواب ٢ شکل
می�دهد. نمایش دقیق

نتیجه�گیری .۴

متغیر ضرایب با زمان-کسری همرفت-پخش معادله� حل برای DE ALPs-Sinc هم�مکانی روش از مقاله، این در
روش سرعت و دقت بالا مثال دو در و می�برد استفاده اطمینان قابل و پایدار ایده� یک از روش این بردیم، بهره

است. مشهود پیشنهادی
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

لژاندر عملیاتی ماتریس از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله حل

پوربابایی∗ مرضیه
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سعادتمندی عباس و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

حل برای یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های و تاو روش بر مبتنی محاسباتی روش یک مقاله این در چکیده.
عملیاتی ماتریس از معادلات از دسته این حل برای می�شود. ارائه توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادلات
از دستگاهی به را معادلات از دسته این و نموده استفاده لژاندر چندجمله�ای�های توزیعی مرتبه از کسری مشتقات
فرآیند این انجام در ما که است ذکر به لازم آورد. خواهیم به�دست را جواب سپس و نموده تبدیل جبری معادلات

کرد. خواهیم استفاده کاپوتو کسری مشتق از
کسری معادلات کسری، مشتق تاو، روش ماتریسعملیاتی، لژاندر، چندجمله�ای�های کلیدی: واژه�های

توزیعی. مرتبه از
.65L03, 65L10, 65N35 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

نیز ١٩٩۵ سال در و شد معرفی ١٩۶٩ سال در کاپوتو توسط بار اولین توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات
توصیف و ساخت برای قدرتمندی ابزار معادلات این شد. ارائه تکنیک�هایی آن�ها از خاصی حالت�های حل برای
مورد اخیر سال�های در دلیل همین به دارند. کاربرد مختلفی پدیده�های در و بوده دینامیک سیستم�های برای مدل�هایی
عناصر روش مانند عددی روش�های بنابراین و ندارند تحلیلی جواب معادلات این بیشتر شده�اند. واقع زیادی توجه
چندجمله�ای�های و ترکیبی پالس بلاک توابع و [٧] عملیاتی ماتریس روش ،[۵] هم�مکانی روش ،[١] لژاندر طیفی
توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله داریم قصد مقاله این در شده�اند. گرفته قرار استفاده مورد [۴] برنولی

.[٨] کنیم بررسی را زیر شکل به

(١) Dρ(α)u(x, t) = K
∂٢u(x, t)

∂x٢
+ f(x, t), (x, t) ∈ (٠, L)× (٠, T ),K > ٠,

اولیه شرایط با
(٢) u(x, ٠) = g١(x), ut(x, ٠) = g٢(x), x ∈ (٠, L),

مرزی شرایط و
(٣) u(٠, t) = h١(t), u(L, t) = h٢(t), t ∈ (٠, T ).

پیش�نیازها و مقدمات .٢

.[۶] می�شود تعریف زیر صورت به کاپوتو کسری مشتق .١.٢ تعریف

CDα
t u(x, t) =

∂αu(x, t)

∂tα
=


١

Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− τ)n−α−١ ∂
nu(x, t)

∂τn
dτ, n− ١ < α < n,

∂nu(x, t)

∂tn
, α = n.

سخنران ∗
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سعادتمندی ع. و پوربابایی م.

.[٣] می�شود تعریف زیر صورت به توزیعی مرتبه از کسری مشتق عملگر .٢.٢ تعریف

Dρ(α)g(t) =

∫ d٢

d١

ρ(α)Dα
t g(t)dα,

می�کند. صدق زیر شرایط در که می�شود نامیده توزیعی وزن تابع ρ(α) و مثبت اعداد d٢, d١ به�طوری�که

ρ(α) ≥ ٠, ρ(α) ̸= ٠,
∫ d٢

d١

ρ(α)dα =W > ٠.

می�شود. گرفته نظر در α ∈ (١, ٢) توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله در است ذکر به لازم

تابع تقریب و روش بیان .٣

فرض دهیم. ارائه محاسباتی روش یک (٣) و (٢) شرایط تحت (١) معادله حل برای داریم قصد قسمت این در
انتگرال�پذیر مربع [٠, T ] در که u(t) تابع یک باشد. [٠, T ] روی یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای Pi,T (t) کنید

داد: بسط زیر صورت به چندجمله�ای�ها این اساس بر می�توان را باشد

u(t) =

∞∑
i=٠

ciPi,T (t), ci =
٢i+ ١
T

∫ T

٠
u(t)Pi,T (t)dt, i = ٠, ١, . . .

نوشت: می�توان بنابراین می�گیرد. قرار استفاده مورد آن از جمله n + ١ تنها عمل در اما
به�طوری�که u(t) ≃

∑n
i=٠ ciPi,T (t) = CTΦn,T (t),

(۴) C = [c٠, c١, . . . , cn]
T , Φn,T (t) = [P٠,T (t), P١,T (t), . . . , Pn,T (t)]

T .

انتقال لژاندر چندجمله�ای�های برحسب را u(x, t), x ∈ (٠, L), t ∈ (٠, T ) تابع می�توان مشابه به�طور
داد. بسط زیر شکل به یافته

(۵) um,n(x, t) =

n∑
i=٠

m∑
j=٠

aijPi,T (t)Pj,L(x) = ΦT
n,T (t)AΦm,L(x),

آن در که است بعدی (n+ ١)× (m+ ١) ماتریس یک A = (aij) به�طوری�که

aij = (
٢i+ ١
T

)(
٢j + ١
L

)

∫ T

٠

∫ L

٠
u(x, t)Pi,T (t)Pj,L(x)dxdt,

D(١) به�طوری�که ،[٧] کرد بیان می�توان
dΦm,L(x)

dx
= D(١)Φm,L(x) به�صورت را Φm,L(x) بردار مشتق

داریم همچنین است. (m + ١) × (m + ١) مرتبه از مشتق عملیاتی ماتریس
.D(k) = (D(١))k, k = ١, ٢, . . . .

به�دست زیر صورت به را لژاندر چندجمله�ای�های توزیعی مرتبه از کسری مشتق عملیاتی ماتریس [٧] مقاله در ما
آورده�ایم.

[٧] صورت این در شود. تعریف (۴) رابطه مطابق Φn,T (t) کنید فرض .١.٣ قضیه

D
ρ(α)
t Φn,T (t) ≃ D̂

(d١,d٢,ρ(α))
Φn,T (t),

٣۶



لژاندر عملیاتی ماتریس از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله حل

صورت به که است توزیعی مرتبه کسری مشتق از یافته انتقال لژاندر عملیاتی ماتریس D̂
(d١,d٢,ρ(α)) به�طوری�که

می�شود. داده زیر

D̂
(d١,d٢,ρ(α))

≃



٠ ٠ · · · ٠
...

...
. . .

...
٠ ٠ · · · ٠

µ(⌈d٢⌉, ٠) µ(⌈d٢⌉, ١) · · · µ(⌈d٢⌉, n)
...

... · · ·
...

µ(n, ٠) µ(n, ١) · · · µ(n, n)


,

و

µ(i, ℓ) = (٢ℓ+ ١)
i∑

k=⌈d٢⌉

S∑
q=١

ℓ∑
r=٠

(
(−١)i+k+ℓ+r(i+ k)!(ℓ+ r)!wqρ(σq)T

−σq

(i− k)!(k!)Γ(١+ k − σq)(ℓ− r)!(r!)٢(k − σq + r + ١)

)
.

هستند. لژاندر گاوس کودراتور وزن�های و نقاط به�ترتیب wq و σq و ℓ = ٠, . . . , n, i = ⌈d٢⌉, . . . , n و

کرد. تعریف f(x, t) ≃ ΦT
n,T (t)FΦm,L(x),صورت به می�توان را f(x, t) معلوم تابع (۵) رابطه مشابه

نوشت: می�توان ١.٣ قضیه و (۵) رابطه از استفاده با ∫همچنین ٢

١
ρ(α)Dα

t u(x, t)dα ≃
(∫ ٢

١
ρ(α)Dα

t Φ
T
n,T (t)dα

)
AΦm,L(x)

= ΦT
n,T (t)

(
D̂(١,٢,ρ(α))

)T
AΦm,L(x),

به را باقیمانده تابع (١) معادله برای می�توان بنابراین
∂٢u(x, t)

∂x٢
≃ ΦT

n,T (t)AD٢Φ(x), داریم: طرفی از
نوشت: زیر شکل

Resm,n(x, t) = ΦT
n,T (t)

[(
D̂(١,٢,ρ(α))

)T
A−AD٢ − F

]
Φm,L(x)

= ΦT
n,T (t)RΦm,L(x),

.R =
(
D̂(١,٢,ρ(α))

)T
A−AD٢ − F به�طوری�که

که می�شود تولید زیر صورت به جبری معادله (m− ١)× (n− ١) تعداد تاو روش از استفاده با

(۶) Rij = ٠, i = ٠, . . . , n− ٢, j = ٠, . . . ,m− ٢.

داریم: اولیه و مرزی شرایط در (۵) معادله جای�گزینی با طرفی از

(٧) ΦT
n,T (٠)AΦm,L(x) = g١(x), x ∈ (٠, L),

(٨) ΦT
n,T (٠)D

TAΦm,L(x) = g٢(x), x ∈ (٠, L),

(٩) ΦT
n,T (t)AΦm,L(٠) = h١(t), t ∈ (٠, T ),

(١٠) ΦT
n,T (t)AΦm,L(L) = h٢(t), t ∈ (٠, T ),

چندجمله�ای�های nریشه و (٨) و معادلات(٧) در Pm,L(x)را یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های mریشه حال
به (١٠) - (۶) معادلات ترکیب با می�کنیم. جای�گذاری (١٠) و (٩) معادلات در Pn,T (t) یافته انتقال لژاندر
مجهول ضریب (m + ١)(n + ١) تعداد آن�ها حل با که می�رسیم جبری معادله (m + ١) × (n + ١) تعداد

آمد. خواهند به�دست aij

٣٧



سعادتمندی ع. و پوربابایی م.

پژوهش دست�آورد�های .۴

.[٢] بگیرید نظر در را زیر توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله .١.۴ مثال
∫ ٢
١ Γ(۵− α)Dα

t u(x, t)dα =
∂٢u(x, t)

∂x٢
+ f(x, t), x ∈ (٠, π), t ∈ (٠, ٠٫ ۵),

u(x, ٠) = ٠, ut(x, ٠) = ٠, x ∈ (٠, π),
u(٠, t) = ٠, u(π, t) = ٠, t ∈ (٠, ٠٫ ۵),

به�صورت معادله این دقیق جواب و f(x, t) = ١۶
(
٢۴(t٣ − t٢)

ln(t)
+ t۴

)
sin(x) آن در که

است. u(x, t) = ١۶t۴ sin(x)

.١.۴ مثال برای m مختلف مقادیر و n = ۴, S = ۵ برای خطا دو نرم .١ جدول

m ٢ ۴ ۶ ٨ ١٠
خطا دو نرم ١٫ ٢٠ × ٢−١٠ ٢٫ ۶۵ × ١٠−۴ ٣٫ ۴۶ × ١٠−۶ ٢٫ ٧١ × ٨−١٠ ۴٫ ٩٩ × ٩−١٠

است. شده گزارش ١.۴ مثال mبرای مختلف مقادیر و n = ۴, S = ۵ مقادیر برای خطا دو نرم ١ جدول در
می�یابد. کاهش خطا دو نرم مقدار mافزایش با که می�کنیم مشاهده

می�دهد. نمایش را m = ١٢, n = ۴, S = ۶ برای مطلق خطای نمودار ١ شکل راست سمت نمودار همچنین

.[٨] بگیرید نظر در را زیر توزیعی مرتبه از کسری موج دیفرانسیل معادله .٢.۴ مثال
∫ ٢
١ Γ(۴− α)Dα

t u(x, t)dα =
∂٢u(x, t)

∂x٢
+ f(x, t), x ∈ (٠, π), t ∈ (٠, ١),

u(x, ٠) = ۴ sin(x), ut(x, ٠) = ٢ sin(x), x ∈ (٠, π),
u(٠, t) = u(π, t) = ٠, t ∈ (٠, ١),

صورت به معادله این دقیق جواب f(x, t) = sin(x)

(
t٣ + ٢t+ ۴+

۶t٢ − ۶t
log(t)

)
آن در که

است. u(x, t) = (t٣ + ٢t+ ۴) sin(x)

.٢.۴ مثال برای m مختلف مقادیر و n = ٣, S = ۵ برای خطا دو نرم .٢ جدول

m ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
خطا دو نرم ٢٫ ۵٢ × ٢−١٠ ٨٫ ٣۵ × ١٠−۴ ۵٫ ۶٨ × ١٠−۴ ١٫ ١۵ × ١٠−۵ ٧٫ ۶٨ × ١٠−۶ ۴٫ ٢۶ × ٧−١٠

است. شده گزارش ٢.۴ مثال mبرای مختلف مقادیر و n = ٣, S = ۵ مقادیر برای خطا دو نرم ٢ جدول در
نمودار ١ شکل چپ سمت نمودار همچنین می�یابد. کاهش خطا دو نرم مقدار m افزایش با که می�کنیم مشاهده

می�دهد. نمایش را m = ١٠, n = ۴, S = ٨ برای مطلق خطای

٣٨
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،m = ١٢ ازای به (١.۴) مثال برای مطلق خطای نمودار راست شکل .١ شکل
ازای به (٢.۴) مثال برای مطلق خطای نمودار چپ شکل و n = ۴, S = ۶

.m = ١٠, n = ۴, S = ٨
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

کسری مشتقات با پخش معادله حل برای محدود حجم روش یک

پوربشاش∗ حسین
ایران گرمسار، گرمسار، دانشگاه مهندسی، و فنی دانشکده

عشاق خاکسار محمود و
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه مصاحب، دکتر ریاضی تحقیقات موسسه

است کسری مشتقات شامل مکان و زمان در که پخش جزئی مشتقات معادله حل برای عددی روش یک چکیده.
از استفاده با مکانی کسری مشتقات روش این در است. محدود حجم مبنای بر شده ارائه روش است. شده ارائه
برای که است ثابت قطر دستگاه یک گسسته�سازی این از حاصل دستگاه است. شده گسسته محدود حجم روش
ارائه طرح کارایی و همگرایی از حکایت عددی نتایج است. شده استفاده لوینسون-دربین الگوریتم از آن سریع حل

دارد. شده
لوینسون-دربین. الگوریتم محدود، حجم روش کسری، پخش معادله کلیدی: واژه�های

.35R11, 60G22 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

به هستند. مواد پخش پدیده�های از بسیاری برای بهتری مدل کسری پخش معادلات که هستند باور این بر محققان
:[٣] است زیر شکل به آن کلی شکل ٠ < α < ١ و ٠ < β < ١ ازای

٠D
α
t U −

∂

∂x

(
ω(x, t)

(
κ aD

١−β
x + (١− κ) xD

١−β
b

)
U
)

(١)

= b(x, t), (x, t) ∈ (a, b)× (٠, T ],
U(x, ٠) = u٠(x), a ≤ x ≤ b,(٢)
U(a, t) = ٠, U(b, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ T.

تابع نوعی ٠ ≤ κ ≤ ١ و است انتشار ضریب تابع نیز ω(x, t) و است منبع یا سورس تابع b(x, t) این�جا در
از منظور است. شده استفاده کاپوتو مشتق از مسئله این در است. پسرو و پیشرو انتقال احتمال بین نسبی وزن
عملگر هستند. ١− β مرتبه از راست و چپ کاپوتو مشتق همان xD

١−β
b := xJ

β
b D و aD

١−β
x := aJ

β
xD

مرتبه از کاپوتو مشتق ٠D
α
t هستند. استاندارد کسری انتگرال عملگرهای xJ

β
b و aJ

β
x و است معمولی Dمشتق

می�شوند: تعریف زیر صورت به کسری مشتقات این واقع در است. زمان برحسب و α

xD
١−β
b U(x, t) =

١
Γ(β)

∫ b

x

(x− z)β−١ ∂

∂z
U(z, t)dz,

aD
١−β
x U(x, t) =

١
Γ(β)

∫ x

a

(x− z)β−١ ∂

∂z
U(z, t)dz,

٠D
α
t U(x, t) =

١
Γ(١− α)

∫ t

٠
(t− τ)−α ∂

∂τ
U(x, τ)dτ.

محدود حجم روش .٢

زمانی بازه ابتدا منظور بدین شود. حاصل معادله گسسته نیمه طرح تا می�کنیم گسسته�سازی زمان بعد در را مسئله
.tk = k∆t, k = ٠, ١, . . . ,K دهید قرار پس می�کنیم. تقسیم ∆t = T

K گام طول با بازه�های زیر به را

سخنران ∗

۴٠



کسری مشتقات با پخش معادله حل برای محدود حجم روش یک

:[١] کرد گسسته زیر صورت به را معادله چپ سمت در زمان حسب بر کسری مشتق می�توان اکنون

٠D
α
t U(x, tk+١) ≃

١
Γ(٢− α)

k∑
j=٠

U(x, tk+١−j)− U(x, tk−j)

(∆t)α
dj .(٣)

را (٣) عددی تقریب و بگیرید نظر در t = tk+١ ازای به را معادله .dj = (j + ١(١−α − j١−α آن در که
داریم: کنید. جای�گذاری

١
Γ(٢− α)

k∑
j=٠

U(x, tk+١−j)− U(x, tk−j)

(∆t)α
dj−

∂

∂x

(
ω(x, tk+١)

(
κ aD

١−β
x + (١− κ) xD

١−β
b

)
U(x, tk+١)

)
= b(x, tk+١),

می�دهیم: انجام چپ سمت مجموع از بازآرایی یک Uk(x) = U(x, tk) گرفتن نظر در با

Uk+١(x)− α٠
∂

∂x

(
ωk+١(x)

(
κ aD

١−β
x + (١− κ) xD

١−β
b

)
Uk+١(x)

)
= (١− d١)Uk(x) +

k−١∑
j=١

(dj − dj+١)U
k−j(x) + dku٠(x) + α٠b

k+١(x),(۴)

در h = b−a
N+١ گام طول Ωبا = [a, b] بازه روی یکنواخت یکشبکه اکنون .α٠ = Γ(٢−α).(∆t)α آن در که

xj− ١
٢
= ١

٢ (xj−١−xj)به�صورت میانی نقاط همچنین .xj = jh, k = ٠, ١, . . . , N+١ که بگیرید نظر
می�گذارد. ما اختیار در را Ωj = (xj− ١

٢
− xj+ ١

٢
) صورت به کنترلی حجم N تعداد بندی تقسیم این هستند.

زیر شکل به j-اُم سلول روی آن تحدید می�آید. دست به Ω روی گیری انتگرال با (۴) معادله انتگرالی صورت
∫است. x

j+ ١
٢

x
j− ١

٢

Uk+١(x)dx− α٠

[
ωk+١(x)

(
κ aJ

−β
x + (١− κ) xJ

−β
b

) ∂

∂x
Uk+١(x)

]x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

=
k∑

l=٠

d̂l

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

U l(x)dx+ α٠

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

bk+١(x)dx,(۵)

توابع فضای در را جواب تابع از تقریبی می�خواهیم اکنون است. (۴) معادله در U l به مربوط ضریب d̂l این�جا در
پیوسته خطی تکه�ای

Vh,٠ = {v : v ∈ C٠(Ω), v|Ωi ∈ P١(Ωi), v(a) = v(b) = ٠},
چندجمله�ای توابع (Ωi)P١فضای از منظور و پیوسته تکه�ای توابع فضای C٠ از منظور تعریف این در بگیریم. نظر در

است: زیر شکل به فضا پایه�ای توابع است. Ωi بازه روی یک درجه از حداکثر

φi(x) =


xi+١−x

h , x ∈ [xi−١, xi]
xi+١−x

h , x ∈ [xi, xi+١]
٠, این�صورت غیر در

.

داریم: دهیم، نشان uh با را نظر مورد تقریب اگر لذا

U(x, tk) ≃ uh(x, tk) =
N∑
i=١

uki φi(x).(۶)

داریم: (۵) معادله در (۶) تقریب جای�گذاری با
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N∑
i=١

uk+١
i

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

φi(x)dx− α٠

[
ωk+١(x)

(
κ aJ

−β
x + (١− κ) xJ

−β
b

) ∂

∂x
φi(x)

]x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢


=

k∑
l=٠

N∑
i=١

d̂lu
l
i

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

φi(x)dx+ α٠

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

bk+١(x)dx.

داریم: واقع در نوشت. Au = c ماتریسی شکل به می�توان را معادلات این

(M − α٠S
k+١)uk+١ =M

k∑
l=٠

d̂lu
l + α٠b

k+١.

می�شوند: تعریف زیر درایه�های با ترتیب به سختی ماتریس و جرم ماتریس این�جا در

Mi,j =

∫ x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

φi(x)dx, Sk
i,j =

[
ω(x, tk)

(
κ aJ

β
x + (١− κ) xJ

β
b

)
φ′
i(x)

]x
j+ ١

٢

x
j− ١

٢

.

محمل که کنید توجه Mاست. = h
٨ .tridiag(١, ۶, صورت(١ به قطری سه نواری ماتریس یک جرم ماتریس

روی xJ
β
b φ

′
i(x) محمل و [xi−١, b] روی aJ

β
xφ

′
i(x) محمل اما است. [xi−١, xi+١] بازه روی φ′

i(x) تابع
پر ماتریس یک سختی ماتریس می�پوشاند، را [a, b] بازه کل که محمل�ها اجتماع به باتوجه است. [a, xi+١] بازه
ساختار دقیق بررسی با می�توان است. معمولی مشتقات محاسبات با کسری محاسبات تفاوت محل این که است
پس است. ثابت تکه�ای تابع یک φ′

i(x) طرفی از آورد. پایین را محاسباتی هزینه حتی�الامکان سختی ماتریس
با هستند. محاسبه قابل دقیق صورت به xj+ ١

٢
میانی نقاط همه ازای به xJβ

b φ
′
i(x) و aJ

β
xφ

′
i(x) عبارت�های

است: زیر شکل به سختی ماتریس کلی صورت ،W k+١
j± ١

٢
= ω(xj± ١

٢
, tk) تعریف

Sk = diag[W k
i− ١

٢
]Z١ + diag[W k

i+ ١
٢
]Z٢.

می�آیند: به�دست زیر به�صورت Z٢
i,j و Z

١
i,j مقادیر C(h, β) =

١
Γ(β + ١)h١−β

فرض با همچنین



Z١
i,j = C(h, β)(١− κ)[٢(i− j − ١

٢ )
β − (i− j − ٣

٢ )
β − (i− j + ١

٢ )
β ],

Z٢
i,j = C(h, β)(١− κ)[٢(i− j + ١

٢ )
β + (i− j + ٣

٢ )
β + (i− j − ١

٢ )
β ], j − i ≤ −٢

Z١
i,j = C(h, β)[(٢− κ)( ١٢ )

β − (١− κ)( ٣٢ )
β ],

Z٢
i,j = C(h, β)(١− κ)[( ١٢ )

β + ( ۵٢ )
β − ٢( ٣٢ )

β ], j − i = −١

Z١
i,j = C(h, β)[κ( ٣٢ )

β − (١+ κ)( ١٢ )
β ],

Z٢
i,j = C(h, β)[(١− κ)( ٣٢ )

β − (٢− κ)( ١٢ )
β ], i = j

Z١
i,j = C(h, β)κ[( ۵٢ )

β − ٢( ٣٢ )
β + ( ١٢ )

β ],

Z٢
i,j = C(h, β)[(١+ κ)( ١٢ )

β − κ( ٣٢ )
β ], j − i = ١

Z١
i,j = C(h, β)κ[−٢(j − i+ ١

٢ )
β + (j − i+ ٣

٢ )
β + (j − i− ١

٢ )
β ],

Z٢
i,j = C(h, β)(١− κ)[٢(j − i− ١

٢ )
β − (j − i− ٣

٢ )
β − (j − i+ ١

٢ )
β ], j − i ≥ ٢

.

ازای به ماتریسها این .j یا i مقدار نه و است وابسته j − i اختلاف مقدار به تنها Z٢ و Z١ درایه�های مقادیر
آن ذخیره برای و بود خواهد ثابت قطر نیز حاصل دستگاه ضرایب ماتریس بنابراین است. قطر-ثابت ،β و h هر

می�کند. کفایت درایه ٢N − ١ ذخیره تنها

۴٢
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متناهی حجم روش از حاصل دستگاه حل .٣

باشد: زیر شکل به Auk = c در ضرایب ماتریس ساختار کنید فرض

A =


a٠ a−١ a−٢ · · · a١−N

a١ a٠ a−١ · · · a٢−N

a٢ a١ a٠ · · · a٣−N

...
...

...
. . .

...
aN−١ aN−٢ aN−٣ · · · a٠

 .

می�شود. ساخته پسرو و پیشرو بردار دو اول مرحله در می�پذیرد. انجام مرحله دو در لوینسون-دربین الگوریتم
معادله در f (n) نماد با n اندازه با پیشرو بردار می�رود. کار به جواب ساختن برای دوم مرحله در پسرو بردار
نماد با پسرو بردار است. Aماتریس از n× n اصلی پیشروی زیرماتریس An می�کند. صدق Anf

(n) = e١
کنید فرض .f (١) = b(١) = [ ١

a٠
] داریم فرایند ابتدای در می�کند. صدق Anb

(n) = en معادله در b(n)

اضافه با را پسرو بردار بردارها n-اُمین ساختن برای سپس است. دست در n− ١ اندازه با پیشرو و پسرو بردار
می�دهیم. توسیع بردار ابتدای به صفر کردن اضافه با نیز را پسرو بردار و می�دهیم گسترش انتها به صفر یک کردن

An

[
٠
b(n−١)

]
=

[
qn
en

]
, An

[
f (n−١)

٠

]
=

[
e١
pn

]
,

.qn =
∑n−١

i=١ a−ib
(n−١)
i و pn =

∑n−١
i=١ aN−if

(n−١)
i آن در که

استفاده بالاتر بعد با پیشرو و پسرو بردارهای ساخت برای پایه�ای عنوان به شده حاصل بردار دو از اکنون
داریم واقع در می�کنیم.

An

(
α

[
f (n−١)

٠

]
+ β

[
٠
b(n−١)

])
= α

[
e١
pn

]
+ β

[
qn
en

]
.(٧)

در شود. n بعد در en یا e١ با برابر راست سمت بردار که کنیم انتخاب طوری را β و α ضرایب است کافی�
صفر سطرهای بود. خواهد بالاتر بعد با پسرو یا پیشرو بردار همان (٧) چپ سمت پرانتز داخل عبارت صورت این�

داریم: و می�کنیم حذف را معادله در ]اضافی
qn ١
١ pn

] [
αn
b αn

f

βn
b βn

f

]
=

[
٠ ١
١ ١

]
.

بردارهای نهایی فرمول نهایت در و ببرید کار به ماتریسی دستگاه این حل برای را کرامر قاعده است کافی
لوینسون-دوربین الگوریتم دوم مرحله وارد پسرو بردارهای داشتن دست در با آوریم. به�دست را پیشرو و پسرو
با میانی بردارهای اگر کرد. تولید پسرو بردار مشابه بازگشتی فرایندی با می�توان نیز را دستگاه جواب می�شویم.
جواب بردار هم باز است. نظر مورد u(N) = uk واقعی جواب دهیم، نمایش u(n) با را ١ ≤ n ≤ N اندازه
rn باقیمانده جمله تا می�کنیم استفاده n-اُم مرحله پسرو بردار از این�جا در می�دهیم گسترش صفر کردن اضافه با را

نوشت: می�توان پس .Anb
(n) = en که کنید دقت کنیم. جایگزین را cn درایه مقدار و کنیم حذف را

An

([
un−١
١ , un−١

٢ , . . . , un−١
n−١, ٠

]t
+ (cn − qn)b(n)

)
=
[
c١, c٢, . . . , cn−١, cn

]t
.

محاسباتی هزینه [٢] مرجع در می�شود. حاصل نظر مورد دستگاه جواب نهایت در مرحله N تا فرایند این ادامه با
است. شده ذکر O(N logN) الگوریتم این
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عددی نتایج .۴

دارد. مناسبی همگرایی مکان و زمان بعد در شده ارائه روش که می�دهیم نشان عددی مثال یک با بخش این در
برنامه است. آمده به�دست است، شده نوشته R٢٠١٧b متلب با که برنامه�ای استفاده با بخش این عددی نتایج کلیه
هشت (RAM) تصادفی دستیابی حافظه و Core i۵ (٣٫ ۶ GHz) پردازنده با شخصی رایانه یک با نظر مورد

است. شده اجرا گیگابایتی

بگیرید. نظر در [−٢, ٢] بازه در κ = ٠٫ ۵ پارامتر با را (٢) شرایط با (١) مسئله مثال این در .١.۴ مثال
α = نیز را مکانی و زمانی کسری مشتقات مرتبه بگیرید. نظر در w(x, t) = ٢ را انتشار ضریب تابع
صورت به مسئله این دقیق جواب که می�گیریم نظر در چنان را b(x, t) سورس تابع بگیرید. نظر در β = ٠٫ ۵
جدول در T = ١ نهایی زمان در بی�نهایت و دو نرم در خطاها باشد. U(x, t) = t٢(x − a)٢(x − b)٢

همچنین و ثابت مکانی گام ازای به زمانی گام کاهش با می�دهد نشان آمده دست به نتایج است. شده گزارش ١
طرح�های همگرایی که است کاهش حال در روش خطای ثابت، زمانی گام ازای به مکانی گام کاهش با بالعکس

می�رساند. را معادله مکان و زمان بعد در نظر مورد گسسته�سازی
مکانی گام ازای به ١ مثال برای محدود حجم روش از حاصل عددی نتایج خطای .١ جدول

مختلف. زمانی و

h ∆t ∥U∗ − U∥٢ ∥U∗ − U∥∞
٢−۴ ١١−٢ ٢٫ ۴٢٩٣e− ٢ ۶٫ ۶١٧٨e− ٢
٢−۵ ١٠−٢ ٧٫ ٣٠٧۵e− ٣ ٢٫ ۴٨٠٧e− ٢
٢−۶ ١٠−٢ ١٫ ٣٨٠٧e− ٣ ۵٫ ٩۵٠٣e− ٣
٧−٢ ١٠−٢ ۴٫ ١١٨۶e− ۴ ٩٫ ٢٩١٨e− ۴

٩−٢ ٢−۵ ١٫ ١٩٠۵e− ٢ ٨٫ ٢٧٠٢e− ٢
٩−٢ ٢−۶ ٨٫ ٠١۶٢e− ٣ ٢٫ ۴٣٩١e− ٢
٩−٢ ٧−٢ ۴٫ ۵٢١٨e− ٣ ٧٫ ٢٨۵١e− ٣
٩−٢ ٨−٢ ٩٫ ۵٣٠٧e− ۴ ١٫ ٨٣٣٧e− ٣
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مدل یک صورت به فاجعه یک با مواجهه هنگام بشری رفتارهای ریاضی مدل عددی حل بررسی
کسری و معمولی مشتقات نوع از اپیدمی

نوقابی∗ حجازی اعظم
ایران مشهد، فردوسی، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سهیلی علیرضا و
ایران مشهد، فردوسی، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

اپیدمیولوژی زمینه در انسانی رفتارهای کنترل و پیش�بینی جهت ریاضی مدل�های اخیر، دهه چند در چکیده.
است، شده پیاده بشری رفتارهای روی بر که اپیدمی مدل�های این از یکی است. یافته فراوانی توسعه ریاضی
فاجعه یک با مواجهه هنگام انسانی رفتارهای دقیق�تر پیش�بینی و بهتر فهم جهت مدل این است. PCR سیستم
صورت به ،PCR کسری مدل معرفی ضمن رو، پیش مقاله در است. شده گرفته نظر در غیرطبیعی یا طبیعی
ایم. نموده حل نیز کسری آدامز-بشفورث-مولتون عددی روش به را آن کسری، دیفرانسیل معادلات دستگاه یک
آن مقایسه و حدی حالت در آدامز-بشفورث-مولتون روش به کسری دستگاه حل از حاصل نتایج مقایسه از پس
نتیجه این به آدامز-بشفورث-مولتون، روش و چهار مرتبه کوتای رانگ روش به غیرکسری دستگاه عددی حل با

می�باشد. دقیق�تر کسری مرتبه دستگاه عددی حل از حاصل نتایج که رسیدیم

،(ABM) آدامز-بشفورث-مولتون روش ،۴ مرتبه روشرانگکوتا ،PCR دستگاه کلیدی: واژه�های
.(FABM) کسری آدامز-بشفورث-مولتون روش

.34A08, 97N40, 97M70 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

جسمی، نظر از کامل آسودگی حالت از است عبارت سلامت ١(WHO) بهداشت جهانی سازمان اساس�نامه در
فاجعه، یک وقوع هنگام در این�که وجود با نمی�شود. اطلاق ناتوانی یا بیماری نبود به تنها و اجتماعی و روانی
دو به توجه که می�شود مشاهده متاسفانه ولی می�افتد، خطر به اجتماعی و روانی جسمی، نظر سه هر از افراد سلامت
می�شود. گرفته نادیده کشورها سران و سلامت نظام متولیان به�وسیله زیادی حد تا سلامت، اجتماعی و روانی بعد
یک وقوع اثر مختلف جنبه�های بررسی به مختلف ابزارهای با مختلف، علوم دانشمندان امروزه راستا، همین در
ما به مدل�سازی می�باشد. مدل�سازی ابزارها، این از یکی می�پردازند. جامعه و فرد اجتماعی و روانی بعد بر فاجعه
رفتارها عاطفی سرایت نحوه و فاجعه وقوع هنگام افراد بازخوردهای از دقیق�تری و بهتر پیش�بینی تا می�کند کمک
دستگاه کنیم. برنامه�ریزی فجایع وقوع از پس و قبل برای را بهتری مداخله�ای اقدامات بتوانیم تا باشیم داشته
است افرادی رفتاری واکنش�های درک برای ریاضی، مدل یک ،PCR (Panic− Control − Reflex)
ارائه ٢٠١۶ سال در همکارانش و کانتین توسط بار اولین برای دستگاه این هستند. مواجه فاجعه�بار حوادث با که
رفتار با افراد ،p نماد با وحشت رفتار با افراد می�شوند. تقسیم رفتاری گروه پنج به افراد مدل، این در .[١] گردید
خود اولیه رفتار به که افرادی و q نماد با اولیه رفتارهای با افراد ،r نماد با بازتابی رفتار با افراد ،c نماد با کنترل
و نمی�افتند اتفاق هم�زمان به�طور همه وحشت و کنترل بازتابی، رفتار سه است. شده داده نشان b نماد با بازگشته�اند
دنبال به که است بازتابی خطر، با مواجهه در فرد یک رفتار اولین واقع، در می�روند. پیش خاص نظم یک با مطابق
سه این بین تعامل که می�کنیم فرض این، بر علاوه می�افتد. اتفاق وحشت یا شده کنترل رفتار دوم، مرحله در و آن
که است مشهود کاملا حقیقت، در یابد. تحقق عاطفی واگیردار فرآیندهای و تقلید طریق از می�تواند رفتاری گروه
برای محققان امروزه، می�شود. حالت آن از خودکار تقلید باعث ناظر، در عاطفی وضعیت ادراک جمعیت، یک در
معادلات دستگاه زیرا .([٧ ،۵ ،٣] مثال (برای می�کنند استفاده کسری معادلات دستگاه از اپیدمی مدل مطالعه

سخنران ∗
١World Health Organization
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حالت صحیح مرتبه معادلات دستگاه مثال، برای دارد. زیادی مزیت�های صحیح مرتبه دستگاه به نسبت کسری
همه و بوده جامع�تر کسری مرتبه دستگاه عبارتی به می�باشد. (α = ١ (حالت کسری مرتبه دستگاه از خاصی
و جواب�ها بودن نامنفی ،PCR کسری مدل معرفی ضمن مقاله، این در می�گیرد. نظر در را سیستم وضعیت�های
آدامز-بشفورث-مولتون روش به را کسری مرتبه دستگاه همچنین است. شده اثبات دستگاه این تعادل نقطه پایداری
روش�های به صحیح مرتبه دستگاه عددی نتایج با α = ١ حالت در را عددی نتایج و کرده حل (FABM) کسری

می�نماییم. مقایسه (ABM) آدامز-بشفورث-مولتون و (RK − ۴) چهار مرتبه رانگ�کوتای

PCR ریاضی مدل .٢

معرفی زیر معادلات با که می�کند تقسیم رفتاری دسته پنج به را افراد PCR ریاضی مدل شد، گفته که همان�طور
می�شوند:



dr
dt = γ(t)q(١− r

rm
)− (B١ +B٢)r + s١(t)c+ s٢(t)p+ F (r, c)rc+G(r, p)rp,

dc
dt = −φ(t)c(١− b) +B١r + C١p− C٢c− s١(t)c− F (r, c)rc+H(c, p)cp,
dp
dt = B٢r − C١p+ C٢c− s٢(t)p−G(r, p)rp−H(c, p)cp,
dq
dt = −γ(t)q(١− r

rm
),

db
dt = φ(t)c(١− b).

(١)

می�شوند: تعریف زیر صورت به که هستند R× R روی شده تعریف حقیقی مقدار توابع H و G ،F توابع که

F (r, c) = −α١f١(
r

c+ ϵ
) + α٢f٢(

c

r + ϵ
),

G(r, p) = −δ١g١(
r

p+ ϵ
) + δ٢g٢(

p

r + ϵ
),

H(c, p) = µ١h١(
c

p+ ϵ
)− µ٢h٢(

p

c+ ϵ
),

بیانگر که هستند R روی شده تعریف حقیقی مقدار توابع i = ١, ٢ که fi, gi, hi و است مثبت مقدار یک ϵ
لذا باشد، متقارن و طرفه دو می�تواند تقلید فرآیند آن�جایی�که از .[٢] می�باشند رفتاری گروه�های بین تقلید فرآیند

می�شوند: گرفته نظر در زیر صورت به توابع این

٠ ≤ fi(s) ≤ ١, ٠ ≤ gi(s) ≤ ١, ٠ ≤ hi(s) ≤ ١, ∀s ∈ R.

می�گیریم: نظر در متغیرها از یک هر برای بدین�گونه را اولیه شرایط

(r(t٠), c(t٠), p(t٠), q(t٠), b(t٠)) = (٠, ٠, ٠, ١, (٢),(٠

دیگر گروه�های جمعیت لذا و دارند قرار q گروه در جمعیت همه t = ٠ لحظه در یعنی فاجعه شروع از قبل زیرا
است. صفر

نیز اپیدمی مدل این در دیده�اید، SIR اپیدمی مدل نظیر دیگر اپیدمی مدل�های از تاکنون که آن�چه مطابق
وجود تعاملاتی رفتاری گروه�های بین عبارتی به می�کند. تغییر زمان با متناسب رفتاری گروه�های از یک هر جمعیت
بین تعاملات ترتیب به و می�شوند داده نشان i = ١, ٢ که Ci ≥ ٠ و Bi ≥ ٠ نمادهای با تعاملات این که دارد
است ذکر قابل می�دهد. نشان را کنترل و وحشت رفتاری گروه دو بین تعاملات و کنترل و بازتابی رفتاری گروه دو
بیانگر i = ١, ٢ که si ≥ ٠ نظیر پارامترها سایر ندارد. وجود ولد و زاد یا میر و مرگ فاجعه وقوع طی در که
شروع ترتیب به نیز φو γ توابع می�باشند. تقلید ضرایب µi ≥ ٠ و αi ≥ ٠, δi ≥ ٠ فاجعه، دومینویی اثرات

می�دهند. نشان را اولیه حالت به بازگشت و فاجعه
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می�شود: تعریف زیر صورت به می�باشد، PCR مدل کسری مرتبه فرم که جدید دستگاه



Dαr(t) = f١ = γ(t)q(١− r
rm

)− (B١ +B٢)r + s١(t)c+ s٢(t)p+ F (r, c)rc+G(r, p)rp,

Dαc(t) = f٢ = −φ(t)c(١− b) +B١r + C١p− C٢c− s١(t)c− F (r, c)rc+H(c, p)cp,

Dαp(t) = f٣ = B٢r − C١p+ C٢c− s٢(t)p−G(r, p)rp−H(c, p)cp,

Dαq(t) = f۴ = −γ(t)q(١− r
rm

),

Dαb(t) = f۵ = φ(t)c(١− b).

(٣)

واضح می�کند. تغییر ٠ < α < ١ محدوده در و دارد نام مشتق مرتبه که α و کاپوتو کسری مشتق بیانگر Dα که
می�باشد. (١) دستگاه تعمیم�یافته (٣) دستگاه که است

می�شود: تعریف زیر صورت به کاپوتو کسری مشتق [۶] .١.٢ تعریف

C
aD

α
t f(t) = Jm−α

a

dmf(t)

dtm
=

١
Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−١f (m)(τ)dτ,

می�باشد. m ∈ N و m− ١ < α ≤ m آن در که

جواب�ها بودن نامنفی .٣

بگیرید. نظر در زیر به�صورت را (٣) }دستگاه
Dαy(t) = f(t, y(t),

y(t٠) = y٠,
(۴)

R۵
+ = {y ∈ R۵ : y ≥ ٠} و y(t) = (r(t), c(t), p(t), q(t), b(t))T و f = (f١, f٢, f٣, f۴, f۵)

T

است.
می�کنیم. بیان دارد، شهرت تعمیم�یافته اساسی مقدار قضیه به که را زیر لم ابتدا جواب�ها بودن نامنفی اثبات برای

،٠ < α < ١ Dαfبرای ∈ C(a, b] و f ∈ C[a, b] می�دهیم قرار تعمیم�یافته). اساسی مقدار (قضیه ١.٣ لم
داریم آن�گاه

f(t) = f(a) +
١

Γ(α)
Dαf(ξ)(t− a)α,

.∀t ∈ (a, b] و ٠ ≤ ξ ≤ t با

اگر فوق لم طبق که است واضح .٠ < α < ١ برای Dαf ∈ (٠, b] و f ∈ C[٠, b] کنید فرض .٢.٣ نکته
تابع آن�گاه ∀t ∈ (٠, b) ،Dαf(t) ≤ ٠ اگر و هست صعودی f تابع آن�گاه ،∀t ∈ (٠, b) ،Dαf(t) ≥ ٠

است. نزولی ∀t ∈ [٠, b] ،f

که دارد، وجود (٢) اولیه شرایط با (٣) دستگاه در شده داده اولیه مقدار مسأله برای یکتا جواب یک .٣.٣ قضیه
می�باشد. R۵

+ در جواب این

جواب�ها بودن نامنفی اثبات برای است. آمده [٣.٢ نکته و ٣.١ قضیه ،۴] مرجع در جواب یکتایی و وجود اثبات.
داریم:

Dαr|r=٠ = γ(t)q + s١(t)c+ s٢(t)p ≥ ٠,
Dαc|c=٠ = B١r + C١p ≥ ٠,
Dαp|p=٠ = B٢r + C٢c ≥ ٠,
Dαq|q=٠ = ٠,
Dαb|b=٠ = φ(t)c ≥ ٠.
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فاجعه یک با مواجهه هنگام بشری رفتارهای ریاضی مدل عددی حل بررسی

□ می�باشد. نامنفی ٢.٣ نکته به توجه با (۴) دستگاه جواب�های پس

عددی نتایج .۴

نظر در t = [٠, ۶٠] زمانی بازه در h = ٠٫ ١ گام طول و (٢) اولیه شرایط با را (٣) PCR معادلات دستگاه
برای و می�کنیم حل α = ٠٫ ۵, ٠٫ ٨, ٠٫ ٩, ٠٫ ٩۵, ١ برای FABM روش با را PCR دستگاه ابتدا می�گیریم.
می�شود، نزدیک یک سمت به α هرچه که می�دهد نشان نتایج می�شود. حاصل ١ شکل رفتاری گروه�های از یک هر

می�شود. نزدیک α = ١ یعنی حدی حالت در جواب به نیز دستگاه جواب�های
حل با را RK − ۴ و ABM روش به کسری غیر PCR دستگاه عددی حل از حاصل نتایج بخواهیم اگر

مختلف. های α در رفتاری مختلف گروه�های برای کسری PCR دستگاه حل عددی نتایج .١ شکل

این به کنیم مقایسه هم با است، شده حل FABM روش به که α = ١ حالت در کسری PCR دستگاه عددی
دستگاه حل به نسبت ،FABM روش به کسری مرتبه دستگاه عددی نتایج ٢ شکل به توجه با که می�رسیم نتیجه
t = ١٠s لحظه در را عددی نتایج نیز ١ جدول است. دقیق�تر RK − ۴ و ABM روش�های به صحیح مرتبه

می�دهد. نشان

.α = ١ حالت در FABM روش با ABM و RK − ۴ روش مقایسه .٢ شکل
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متفاوت. گام�های طول در مختلف عددی روش�های مقایسه .١ جدول

گام طول h = ١−١٠ h = ٢−١٠ h = ٣−١٠

FABM ABM RK − ۴ FABM ABM RK − ۴ FABM ABM RK − ۴
r ٠٫ ٢۴۶٣ ٠٫ ٢۵١٠ ٠٫ ٢۵١٠ ٠٫ ٢۴۶٣ ٠٫ ٢۴۶٧ ٠٫ ٢۴۶٧ ٠٫ ٢۴۶٣ ٠٫ ٢۴۶٣ ٠٫ ٢۴۶٣
c ٠٫ ١٢۶۶ ٠٫ ١٢۵٧ ٠٫ ١٢۵٧ ٠٫ ١٢۶۶ ٠٫ ١٢۶۵ ٠٫ ١٢۶۵ ٠٫ ١٢۶۵ ٠٫ ١٢۶٣ ٠٫ ١٢۶٣
p ٠٫ ۶٠٢٨ ٠٫ ۵٩٨١ ٠٫ ۵٩٨١ ٠٫ ۶٠٢٨ ٠٫ ۶٠٢٣ ٠٫ ۶٠٢٣ ٠٫ ۶٠٢٧ ٠٫ ۶٠٢٧ ٠٫ ۶٠٢٧
q ٠٫ ٠١٨٣ ٠٫ ٠١٩۵ ٠٫ ٠١٩۵ ٠٫ ٠١٨٣ ٠٫ ٠١٨۴ ٠٫ ٠١٨۴ ٠٫ ٠١٨٣ ٠٫ ٠١٨٣ ٠٫ ٠١٨٣
b ٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٠٠۵٧ ٠٫ ٠٠۵٧ ٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٠٠۶١ ٠٫ ٠٠۶١ ٠٫ ٠٠۶١ ٠٫ ٠٠۶١ ٠٫ ٠٠۶١
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

دیکسون چندجمله�ای�های از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل تقریبی حل

دادکانی∗ احسان محمد
ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، علوم دانشکده

علیپور مریم

ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، علوم دانشکده
زید صردی سمانه و

ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه خاش، معدن و صنعت دانشکده

عملیاتی ماتریس�های از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل از دسته�ای حل برای روش یک مقاله این در چکیده.
کاپوتو کسری مشتق براساس مسأله دینامیکی دستگاه که است ذکر به لازم می�دهیم. ارائه دیکسون چندجمله�ای
بهینه کنترل مسأله لاگرانژ، ضرایب روش و هامیلتونی تابع از استفاده با نظر، مورد روش در است. شده تعریف
هم�محلی روش کمک با را غیرخطی معادلات دستگاه این می�شود. تبدیل غیرخطی معادلات دستگاه یک به کسری
کنترل مسأله یک روی بر را شده ارائه روش انتها در گردد. می تعیین مجهول ضرایب ترتیب این به و کرده حل

است. شده انجام متمتیکا نرم�افزار با محاسبات تمامی می�کنیم. سازی پیاده کسری بهینه

تقریب هم�محلی، نقاط کسری، بهینه کنترل مسأله دیکسون، چندجمله�ای�های کلیدی: واژه�های
ماتریسی.

.26A33, 34A08, 34K37 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

کسری، بهینه کنترل بهینه، کنترل جمله از مختلف مسائل حل در متعامد چندجمله�ای�های و توابع اخیر سال�های در
چندجمله�ای�ها، و توابع این از استفاده هدف .[١] گرفته�اند قرار استفاده و توجه مورد ... سیستم�ها، تحلیل و تجزیه
دسته یک حل برای عددی روش یک مقاله این در می�باشد. جبری معادلات به مختلف سیستم�ها�ی دینامیک تبدیل

است: شده ارائه زیر به�صورت کسری بهینه کنترل مسائل از

(١) minJ(t, x, u) =

∫ b

a

L(t, x(t), u(t))dt,

کسری دینامکی سیستم با

(٢) Dαx(t) = f(t, x(t), u(t)), α ∈ (٠, ١), t ∈ [a, b],

مرزی شرایط و
(٣) x(t٠) = x٠, u(t) ∈ U,

می�شود. شامل را مسأله کنترل تابع که است پیوسته قطعه�ای توابع از مجموعه�ای U و J ∈ C١[a, b] آن در که
خواهیم معرفی بعد بخش در که است کسری مشتق Dαنشان�دهنده�ی هستند. پیوسته تابع دو L و f توابع همچنین
چند�جمله�ای اساس بر روش این می�شود. بیان کاپوتو مشتقات مفهوم در کسری مشتقات مسائل، این در کرد.
عملیاتی ماتریس و ریمان�لیوویل کسری انتگرال�گیری عملیاتی ماتریس از استفاده با است. شده پایه�ریزی دیکسون
می�شود. داده توسعه کسری بهینه کنترل مسائل بهینگی برای لازم شرایط لاگرانژ، ضرایب روش و حاصل�ضرب
جبری معادلات از دستگاه یک به شده داده بهینه�سازی مسأله دیکسون، چندجمله�ای پایه�های از استفاده با سپس
آمده به�دست نتایج است. شده آورده به�دست کسری بهینه کنترل مسأله از جوابی دستگاه، این حل با و شده ساده

سخنران ∗
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به u(t) و x(t) تقریبی جواب چندجمله�ای�ها، این از استفاده مورد پایه�ها�ی تعداد افزایش با که می�دهد نشان
است. گردیده ارائه مثال یک نوین، روش این کاربرد و صحت اثبات منظور به می�شود. همگرا اولیه مسأله جواب

نیازها پیش .٢

مختصری معرفی ادامه، در می�کنیم. بررسی را آن�ها خواص و کرده معرفی را دیکسون چندجمله�ای�های بخش این در
داشت. خواهیم کسری انتگرال و مشتق از

بازه�های در ρ مختلف مقادیر و m ≥ ١ صحیح عدد برای آن�ها. خواص و دیکسون چندجمله�ای�های .١.٢
:[٣ ،٢] می�شود تعریف زیر به�صورت m مرتبه از دیکسون چندجمله�ای�های کراندار،

Dm(t, ρ) =

⌊m
٢ ⌋∑

i=٠

m

m− i

(
m− i
i

)
(−ρ)it(m−٢i), −∞ < t <∞.

داریم: m > ١ برای و D١(t, ρ) = t ،D٠(t, ρ) = ٢ به�علاوه،

Dm(t, ρ) = tDm−١(t, ρ)− ρDm−٢(t, ρ), m ≥ ٢.

می�کنند: صدق نیز زیر به�صورت دیفرانسیلی معادله در دیکسون چندجمله�ای�های

(t٢ − ۴ρ)x′′ + tx′ −m٢x = ٠, m = ٠, ١, ٢, . . . ,

هستند: زیر مولد تابع دارای و

(۴)
∞∑

m=٠
Dm(t, ρ)vm =

٢− t v
١− t v + ρ v٢

.

کسری. حسابان .٢.٢

می�شود: تعریف زیر به�صورت به�ترتیب α > ٠ مرتبه از ریمان-لیوویل راست و چپ کسری انتگرال .١.٢ تعریف

t٠I
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

t٠

(t− τ)α−١f(τ)dτ,

و

tI
α
tf
f(t) =

١
Γ(α)

∫ tf

t

(τ − t)α−١f(τ)dτ,

.t٠I٠t f(t) = tI
٠
tf
f(t) = f(t) که است واضح همچنین است. اویلر گامای تابع Γ آن، در که

به�ترتیب ،n ∈ N ،n − ١ < α ≤ n ،α > ٠ مرتبه از کاپوتو راست و چپ کسری مشتق .٢.٢ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت

C
t٠D

α
t f(t) = ( t٠I

n−α
t )Dnf(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

t٠

(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ,

و

C
t D

α
tf
f(t) = (−١)n( tI

n−α
tf

)Dnf(t) =
(−١)n

Γ(n− α)

∫ tf

t

(τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ.

:(α, β ≥ ٠) می�آیند به�دست زیر نتایج تعریف این از

C
t٠D

α
t

C
t٠D

β
t f = C

t٠D
α+β
t f, C

t٠D
α
t

C
t٠D

β
t f = C

t٠D
β
t

C
t٠D

α
t f,

C
t٠D

α
t k = ٠,
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دیکسون چندجمله�ای�های از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل حل

C
t٠D

α
t (t− t٠) =


Γ(n+ ١)

Γ(n− α+ ١)
(t− t٠)n−α, n ≥ [α],

٠, n < [α].

تقریبی حل روش .٣

را u(t) و x(t) توابع دیکسون، چندجمله�ای�های از استفاده با (٣)-(١) کسری بهینه کنترل مسأله حل برای
می�زنیم: تقریب زیر به�صورت

(۵) x(t) ≃ xM (t) =
M∑
i=٠

Di(t, ρ)xi, u(t) ≃ uM (t) =
M∑
i=٠

Di(t, ρ)ui,

نقاط از مجهولات این یافتن برای هستند. دیکسون مجهول ضرایب ،i = ٠, ١, ٢, . . . ,M ،ui و xi آن، در که
:(a = t٠ < t١ < t٢ < · · · < t٢M = b) می�کنیم استفاده زیر هم�محلی

tj = a+ (
b− a
٢M

)j, j = ٠, ١, ٢, . . . , ٢M.

کرد: بازنویسی زیر ماتریسی فرم به می�توان را (۵) تقریب

x(t) ≃ xM (t) = D(t, ρ)X = Y (t)K(ρ)X,

u(t) ≃ uM (t) = D(t, ρ)U = Y (t)K(ρ)U,

و Y (t) = [١, t, t٢, . . . , tM ] ،U = [u٠, u١, . . . , uM ]T ،X = [x٠, x١, . . . , xM ]T آن در که

D(t, ρ) = [D٠(t, ρ), D١(t, ρ), . . . , DM (t, ρ)].

می�شود: تعریف زیر به�صورت KT (ρ) ماتریس آن�گاه باشد زوج Mعددی اگر به�علاوه،



٢ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ١

١

(
١
٠

)
(−ρ)٠ ٠ ٠ . . . ٠

٢
١

(
١
١

)
(−ρ)١ ٠ ٢

٢

(
٢
٠

)
(−ρ)٠ ٠ . . . ٠

٠ ٣
٢

(
٢
١

)
(−ρ)١ ٠ ٣

٣

(
٣
٠

)
(−ρ)٠ . . . ٠

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

M
M/٢

(
M/٢
M/٢

)
(−ρ)M/٢ ٠ M

(M/٢)+١

(
(M/٢)+١
(M/٢)−١

)
(−ρ)(M/٢)−١ ٠ · · · M

M

(
M
٠

)
(−ρ)٠


,

از: عبارتست KT (ρ) ماتریس باشد فرد Mعددی اگر و


٢ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ١

١

(
١
٠

)
(−ρ)٠ ٠ ٠ . . . ٠

٢
١

(
١
١

)
(−ρ)١ ٠ ٢

٢

(
٢
٠

)
(−ρ)٠ ٠ . . . ٠

٠ ٣
٢

(
٢
١

)
(−ρ)١ ٠ ٣

٣

(
٣
٠

)
(−ρ)٠ . . . ٠

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

٠ M
⌈M/٢⌉

(
⌈M/٢⌉
⌊M/٢⌋

)
(−ρ)⌊M/٢⌋ ٠ M

⌈M/٢⌉+١

(
⌈M/٢⌉+١
⌊M/٢⌋−١

)
(−ρ)⌊M/٢⌋−١ · · · M

M

(
M
٠

)
(−ρ)٠


.

داریم: ،٠ < α ≤ ١ ،DαyM (x) کسری مشتق تقریب برای اکنون

Dαy(x) ≃ DαyM (x) = DαL(x)K(ρ)Y,

۵٣
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.u(t) و x(t) خطای مقادیر .١ جدول

M x(t) u(t)
٢ ٨٫ ٣٢۶۶٢× ٣−١٠ ۵٫ ٢٣۴۵٣× ٢−١٠

۴ ۴٫ ٨۶٨۴× ١٠−۴ ۴٫ ٨٨۶٩۵× ٢−١٠

٧ ٩٫ ٣۶٣٠۵× ١٠−۴ ٢٫ ١٨۵۴۶× ٣−١٠

٨ ٩٫ ٣۶۵٩۴× ١٠−۴ ٣٫ ۴٩٢٢٩× ٢−١٠

٩ ٩٫ ٣۶۵٩۴× ١٠−۴ ٣٫ ۴٩٢٢٧× ٢−١٠

١٠ ٩٫ ٣۶۵٩٧× ١٠−۴ ٣٫ ۴٩٢٢٧× ٢−١٠

و DαL(x) = x−αL(x)B(α) آن در که

B(α) =



٠ Γ(٢)
Γ(٢−α) ٠ . . . ٠

٠ ٠ Γ(٣)
Γ(٣−α) . . . ٠

...
...

...
. . .

...
٠ ٠ ٠ · · · Γ(M+١)

Γ(M+١−α)

٠ ٠ ٠ . . . ٠


.

بهینه کنترل مسأله بهینگی برای لازم شرط ،λ = [λ٠, λ١, . . . , λ٢M ] لاگرانژ ضربگر اعمال با دیگر، سویی از
آمد: خواهد به�دست زیر به�صورت کسری

(۶)



C
t٠D

α
t x(t) = f(t, x(t), u(t)),

RL
t Dα

tf
λ = ∂xH(t, x(t), u(t), λ),

∂uH(t, x(t), u(t), λ) = ٠,

x(t٠) = x٠, λ(t٠) = ٠,

می�شود. نامیده هامیلتونی تابع H(t, x, u, λ) = L(t, x(t), u(t)) + λf(t, x(t), u(t)) آن در که
در را دیکسون چندجمله�ای�های از آمده به�دست تقریب�های ،(٣)-(١) مسأله تقریبی جواب یافتن برای حال
برای نیوتن تکراری روش اعمال با رسید. خواهیم جبری دستگاه یک به که می�کنیم جایگذاری (۶) بهینگی شرایط

آمد. خواهند به�دست (٣)-(١) مسأله جواب�های جبری، دستگاه این حل

عددی نتایج .۴

بگیرید: نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسأله

min J(t, x, u) =
١
٢

∫ ١

٠

[
x٢(t) + u٢(t)

]
dt,

C
٠ D

α
t x(t) = −x(t) + u(t), α ∈ (٠, ١), t ∈ [٠, ١]

x(٠) = ١.
Mنشان مختلف انتخاب�های و α = ٠٫ ٢ ازای به را تقریب این خطای برای شده محاسبه مقادیر ١ جدول

شده�اند. داده نشان ١ شکل در α = ٠٫ ۵ Mو = ۴ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نمودارهای می�دهد.

۵۴



دیکسون چندجمله�ای�های از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل حل

.u(t) و x(t) تقریبی مقادیر .١ شکل
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متناهی تفاضلات روش تحلیل و تجزیه با همراه مویرگ تشکیل برای کسری-تصادفی مدل یک
آن عددی جواب به�عنوان

شاه�کرمی∗ امین
ایران خرم�آباد، لرستان، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

غضنفری بهمن و
ایران خرم�آباد، لرستان، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

مویرگ تشکیل ریاضی مدل جزیی مشتقات با تصادفی معادله برای کسری-زمانی مدل یک مقاله، این در چکیده.
به�همراه متناهی تفاضلات روش آن، از بعد آوریم. می به�دست جامیری کسری مشتق اساس بر را رگزایی تومور در
عددی جواب یک به�عنوان را آن همگرایی و پایداری سازگاری، شامل عددی روش این از کامل تحلیل و تجزیه
از نتایجی رگزایی تومور در مویرگ تشکیل مدل از عددی مثال یک ارائه با آخر، در می�کنیم. بیان معادله این از

می�کنیم. مشاهده را شده ارائه کسری مدل برای پیشنهادی عددی جواب
رگزایی. تومور همگرایی، پایداری، جزیی، مشتقات تصادفی، معادلات کلیدی: واژه�های

.35R11, 35R60, 62P10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

بیولوژیکی مسائل و مالی ریاضیات فیزیک، مهندسی، جمله از علوم مدل�سازی در کسری دیفرانسیل معادلات مطالعه
از و می�کنند بیان را پدیده�ها تاریخچه از بیشتری جزئیات معادلات این ،[٧] به توجه با است. افزایش حال در

هستند. پدیده�ها از دقیق�تری رفتار بیان�گر این�رو،
فرایندهای در مهمی نقش و است قبلی عروق از جدید مویرگ�های تشکیل معنای به طبیعی پدیده یک رگزایی
تکثیر باعث اوقات گاهی بدن داخلی شرایط دارد. مجدد تولید و زخم بهبود اندام، رشد مانند فیزیولوژیکی مختلف
تومور در مویرگ تشکیل ریاضی مدل [٧] در می�شود. تشکیل موضعی تومور یک و شده پدیده این حد از بیش

است: شده ارائه زیر جزیی مشتقات با دیفرانسیلی معادله برحسب رگزایی

(١)
∂u

∂t
= K

( ∂
∂x
uxx − uH(x)

)
, (x, t) ∈ (٠, ١)× (٠, τ ],

می�شود: گرفته نظر در زیر به�صورت (١) برای مرزی و آغازین شرایط که

(٢)

u(x, ٠) = ١, ٠ < x < ١,
∂

∂x
u|x=٠ − u(٠, t)H(٠) = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ,

∂

∂x
u|x=١ − u(١, t)H(١) = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ.

است: زیر تعریف با انتقال احتمال تابع h که ،H(x) = h′(x)
h(x) فوق روابط در

h(x) =
(a+Axs(١− x)s

b+Axs(١− x)s
)β١( e+ ١−Bxs(١− x)s

d+ ١−Bxs(١− x)s
)β٢
, x ∈ [٠, ١].

در که می�کنند بیان را اندوتلیال سلول�های حرکت کنترل برای اولیه ریاضی مدل فوق روابط ،[٧] به توجه با
غیرصفر ثابت به�عنوان که است سلول انتشار ثابت K می�دهد، نشان را اندوتلیال سلول�های غلظت u(x, t) آن

هستند. دلخواه ثابت�هایی β٢ و β١ ،s ،B ،A ،e ،d ،b ،a پارامترهای و می�شود انتخاب

سخنران ∗
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متناهی تفاضلات روش تحلیل و تجزیه با همراه مویرگ تشکیل برای کسری-تصادفی مدل یک

بافت�ها در اکسیژن کاهش مانند فاکتورها از برخی و داده رخ طبیعی محیط در رگزایی تومور در مویرگ تشکیل
انتقال احتمال تابع وجود این، بر علاوه نیست. دقیق شده ارائه ریاضی مدل می�دهد نشان که می�شود گرفته نادیده
معروف�ترین از یکی می�دهد. افزایش را دقت عدم این ،[۵] است مدل�سازی در تصادفی قدم�زنی تأثیر که f(x)
فرایند از برگرفته نویز یک به�عنوان σu(x, t)ẇ(t)عبارت کردن اضافه ،(١) به پارامترها این تأثیر افزودن راه�های

است: زیر به�صورت معادله این به وینر

(٣) ut(x, t) = K
(
uxx(x, t)−H(x)ux(x, t)−H ′(x)u(x, t)

)
+ σu(x, t)ẇ(t),

ضریب یک σ و w(t) براونی حرکت از تصادفی توزیع یک ẇ(t) آن در که ،t ∈ (٠, τ ] و x ∈ (٠, ١) ازای به
.[۶] است نویز شدت دهنده نشان و غیرتصادفی

تعاریف از استفاده دارد. وجود دیفرانسیل معادلات کسری مدل بیان برای کسری مشتق از مختلفی تعاریف
ریمان- مشتق (α ∈ R) α-امین هستند. کار این انجام متداول روش�های کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق�های
حداقل توابع برای (n < α < n+ ١) α مرتبه کاپوتو مشتق همچنین نیست. صفر غیرصفر، ثابت هر لیوویل
نمود. تعریف نیز را کسری مشتق از دیگری انواع می�توان این�رو، از است. شده تعریف مشتق�پذیر +n)-بار ١)
ادامه، در .[۴] می�کنیم استفاده (٣) کسری شکل ارائه برای آن از ما که است جامیری مشتق تعاریف، این از یکی

می�کنیم. بیان جامیری مشتق براساس ،٠ < α < ١ که را، α مرتبه از (٣) کسری-زمانی مدل
می�دهیم: تعمیم زیر به�صورت را آن ،(٣) کسری مدل بیان به�منظور

u(x, t)− u(x, ٠) =
∫ t

٠
Λu(x, s)η(t− s)ds+

∫ t

٠
u(x, s)Ẇsds,

رابطه ،n(t) = tα−١

Γ(α) انتخاب با .[١] نیست تحلیلی t = ٠ در و است مثبت نزولی تابع یک n(t) آن در که
می�شود: حاصل زیر

(۴) Dα
t u(x, t) = Λu(x, t) + I١−α

t

(
u(x, t)Ẇt

)
, (x, t) ∈ (٠, ١)× (٠, τ ],

انتگرال I١−α
t

(
u(x, t)Ẇt

)
،Λu(x, t) = K

(
uxx(x, t)−H(x)ux(x, t)−H ′(x)u(x, t)

)
آن در که

u(x, t) αتابع مرتبه جامیری Dαمشتق
t u(x, t) و [١] است u(x, t)Ẇt تابع (α−١)-ام مرتبه ریمان-لیوویل

:[۴] است زیر تعریف با زمان نسبت

Dα
t u(x, t) =

١
Γ
(
١− α

) d
dt

∫ t

٠
(t− η)−α(

u(x, η)− u(x, ٠)
)
dη, ٠ < x < ١.

متناهی تفاضلات روش .٢

مجموعه ،(٢) مرزی و آغازین شرایط با (۴) برای متناهی تفاضلات روش به�کارگیری برای
{tn = n∆t : n = ٠, ١, . . . ,m} و [٠, ١] افراز به�عنوان را {xk = k∆x : k = ٠, ١, . . . , N − ١}
می�شوند. فرض ٠ ≤ θ ≤ ١ و ∆t = τ

m+١ ،∆x = ١
N−١ آن در که می�گیریم، درنظر [٠, τ ] افراز به�عنوان را

گرفت: درنظر (۴) از تقریب یک به�عنوان می�توان را زیر عبارت ،[۴] بنابر صورت، این )در
u(xk, tn+١)− u(xk, tn)

)
Γ(α+ ١)

(∆t)
α

= θ′Λu(xk, tn) + θΛu(xk, tn+١) + u(xk, tn)

(
W (tn+١)−W (tn)

)
Γ(α+ ١)

(∆t)
α ,

(xk, tn) در به�ترتیب Λu تابع مقادیر Λu(xk, tn+١) و Λu(xk, tn) و گاما تابع Γ ،θ′ = ١− θ آن در که
از فوق رابطه در هستند. (xk, tn+١) و

I١−α
t

(
u(xk, tn)Ẇtn

)
≃ u(xk, tn)I١−α

t Ẇtn = u(xk, tn)D
α
t Wtn ,
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استفاده با است. (xk, tn+θ) در (۴) برای O
(
(∆t)٢α

)
مرتبه از تقریب یک فوق رابطه است. شده استفاده

مشتق�های برای (xk, tn+١) و (xk, tn) در و ∂٢u
∂x٢ برای دوم مرتبه تفاضلات و ∂u

∂x برای مرکزی تفاضلات از
می�رسیم: زیر رابطه به ،Λu در u دوم و اول مرتبه مکانی

un+١
k − K∆̂t

(∆x)٢
θ(un+١

k+١ − ٢un+١
k + un+١

k−١) +
K∆̂t

٢∆x
θHk(u

n+١
k+١ − un+١

k−١) +K∆̂tθH ′
ku

n+١
k

=un
k +

K∆̂t

(∆x)٢
θ′(un

k+١ − ٢un
k + un

k−١)−
K∆̂t

٢∆x
θ′Hk(u

n
k+١ − un

k−١)−K∆̂tθ′H ′
ku

n
k + σun

k∆wn,

(۵)
،unk+١ = u(xk+١, tn) ،unk = u(xk, tn) ،unk−١ = u(xk−١, tn) ،∆̂t = (∆t)α

Γ(α+١) آن در که
و Hk = H(xk) ،un+١

k+١ = u(xk+١, tn+١) ،un+١
k = u(xk, tn+١) ،un+١

k−١ = u(xk−١, tn+١)
هستند. H ′

k = H ′(xk)
می�کنیم: استفاده زیر پسروی و پیشرو تفاضلات از مرزی نقاط تقریب برای همچنین

(۶)

θ′(un
٢ − un

١ ) + θ(un+١
٢ − un+١

١ )

∆x
= θ′H١u

n
١ + θH١u

n+١
١ ,

θ′(un
N − un

N−١) + θ(un+١
N − un+١

N−١)

∆x
= θ′HNu

n
N + θHNu

n+١
N .

پیشرو و کرانک-نیکلسون پسرو، تفاضلات روش�های به�ترتیب θ به�جای ١ و ١
٢ ،٠ دادن قرار با فوق روابط در

می�شوند. حاصل

عددی روش تحلیل و تجزیه .٣

بیان مربعات میانگین در را روش همگرایی و پایداری سازگاری، شرایط عددی، روش تحلیل و تجزیه ارائه برای
است. مسئله دقیق جواب Φ(x, t) می�کنیم فرض و کرده استفاده [۶] مفروضات از منظور، این برای می�کنیم.

،f تصادفی تابع ازای به E
[ ∫ t

٠ f(., s)dWs

]٢
= E

[ ∫ t

٠ f
٢(., s)ds

]
یعنی ایتو؛ ایزومتری خاصیت بنابر

همچنین و آن) از مکرر استفاده (و Y Xو تصادفی متغیرهای ازای Eبه
∣∣X+Y

∣∣٢ ≤ ٢E(X)٢+٢E(Y ٢)
داریم: تیلور بسط

E
∣∣∣(L(Φ)−G

)∣∣n
k
−

(
Ln

kΦ−Gn
k

)∣∣∣٢
≤ ٨θ٢E

∣∣∣ ∫ tn+١

tn

(tn+١ − s)α−١[ΛΦ(xk, s)−DΛΦ(xk, tn+١)
]
ds

∣∣∣٢
+ ١)٨− θ)٢E

∣∣∣ ∫ tn+١

tn

(tn+١ − s)α−١[ΛΦ(xk, s)−DΛΦ(xk, tn)
]
ds

∣∣∣٢
+ ۴σ٢

∫ tn+١

tn

E
∣∣Φ(xk, s)− Φ(xk, tn)

∣∣٢dWs

+ ٢E
∣∣∣ ∫ tn

٠

(
(tn+١ − s)α−١ − (tn − s)α−١)ΛΦ(xk, s)ds

∣∣∣٢
≤ ٨θ٢

∣∣∣ ∫ tn+١

tn

(tn+١ − s)α−١
(
O(s− tn+١) +O

(
(∆t)٢

)
− Hk

٢(∆x)
[
O(s− tn+١) +O

(
(∆t)٢

)]
−H ′

k

[
O(s− tn+١)

])
ds

∣∣∣٢
+ ١)٨− θ)٢

∣∣∣ ∫ tn+١

tn

(tn+١ − s)α−١
(
O(s− tn) +O

(
(∆t)٢

)
− Hk

٢(∆x)
[
O(s− tn) +O

(
(∆t)٢

)]
−H ′

k

[
O(s− tn)

])
ds

∣∣∣٢
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+ ۴σ٢E

∫ tn+١

tn

∣∣O(s− tn)
∣∣٢ds+ ٢E

∣∣∣ ∫ tn

٠

(
(tn+١ − s)α−١ − (tn − s)α−١)ΛΦ(xk, s)ds

∣∣∣٢,
تابع ΛΦ ،(۵) تقریبی جواب و مسئله دقیق جواب تفاضل (LΦ−G)|nk−

[
Ln
kΦ(xx, tn)−Gn

k

]
آن در که

مرتبه مکانی مشتق�های برای شده گرفته درنظر تقریب�های اعمال از ,DΛΦ(xkحاصل t) و u = Φ ازای به Λu

اول مشتق�های برای شده گرفته درنظر تقریب�های این�که و Φ(x, t) بودن تعیینی بنابر هستند. ΛΦ در دوم و اول
نامساوی آخرین جملات همه�ی ،∆t → ٠ و ∆x → ٠ اعمال با هستند، O

(
(∆t)٢

)
مرتبه از مکانی دوم و

.[۶] می�شود حاصل روش سازگاری و کرده میل صفر سمت به فوق عبارت
و unk = eiβxk ûn(ξ) دادن قرار با و [۶] می�کنیم استفاده ون-نیومن روش از روش، پایداری بیان برای

آن: در که می�رسیم، ûn+١(ξ) = g(∆t,∆x)ûn(ξ) رابطه به ساده، محاسبه یک و (۵) در i٢ = −١

g(∆t,∆x) =
١− (١− θ)∆̂αtK

( ۴
(∆x)٢

sin٢ β∆x
٢ − ١

٢∆x
Hki sin(β∆x)−H ′

k

)
١+ θ∆̂αtK

( ۴
(∆x)٢

sin٢ β∆x
٢ − ١

٢∆x
Hki sin(β∆x)−H ′

k

)
+

σ∆wn

١+ θ∆̂αtK
( ۴
(∆x)٢

sin٢ β∆x
٢ − ١

٢∆x
Hki sin(β∆x)−H ′

k

) .
که شود توجه است. پایدار (۵) روش ،(K > ٠ ازای (به E

∣∣g(∆t,∆x)∣∣٢ ≤ ١ +K∆t هرگاه بنابراین

.α از مختلفی مقادیر و σ = ٠/٧ ازای به Lerror
∞ و Lerror

٢ خطاهای نمایش .١ جدول

Lerror
∞ Lerror

٢ Lerror
∞ Lerror

٢ Lerror
∞ Lerror

٢ t

α = ١ α = ٠/٩۵ α = ٠/٩
٠/٠٧١٢۴٣ ٠/٣٨٢١٢ ٠/٠٣٨٣٨ ٠/٣٠٧٠٧ ٠/٠۴۵۵١٧ ٠/٢٣۴۶٧ ١
٠/٠۵٩۴٧۵ ٠/٣٨۶۶٩ ٠/٠۶٠٨٩٢ ٠/۵٠١١۶ ٠/٠۴٠١۴٨ ٠/٢١٩٢۵ ١/۵
٠/٠۵٨١٠٢ ٠/۴٧۵۶۴ ٠/٠٧٣١۴۴ ٠/۵٩۵۴٨ ٠/٠۵٢۴٣۴ ٠/٣٢۵٠٩ ٢

طرفی از .[۶] می�شود حاصل کوچک کافی به�اندازه σ و θ ≥ ١
٢ ازای به K > ٠ شرط

E|v − unk |٢ = E
∣∣(Ln

k )
−١(Ln

kv − Ln
ku

n
k )
∣∣٢,

شرایط برقراری تحت اما هستند. تقریبی جواب unk و دقیق جواب v ،(۵) از آمده به�دست خطی عملگر Ln
k که

.[٣] می�کند ایجاب را آن همگرایی روش، سازگاری این�رو، از است. کران�دار (Ln
k )

−١ ،(۵) پایداری

عددی نتایج .۴

روش از استفاده با و (٢) مرزی و آغازین شرایط با ،(۴) کسری-تصادفی مدل از حالت یک عددی نتایج اکنون
،β١ = β٢ = ١ ،e = ١٠ ،d = ٠/١ ،b = ٢ ،a = ٠/١ مقادیر منظور، این برای می�کنیم. بیان را ،(۵)-(۶)

مونته-کارلو روش استفاده با می�کنیم. اختیار [٧] همانند را B = ٢٢× ١٠٩ و A = ٢٨× ١٠٧

E(unk ) =
١
n

n∑
i=١

uik, k = ١, ٢, . . . , N,

:[٢] نمود ارزیابی زیر روابط توسط را آن و زد تخمین را unk انتظار مورد مقدار می�توان

Lerror
٢ =

∥∥unk,s − E(unk )
∥∥
٢,

Lerror
∞ =

∥∥unk,s − E(unk )
∥∥
∞,

است. n = ١, ٢, . . . ,m زمانی سطح ازای به و گاوسی نویز نبود در مدل عددی جواب unk,s آن در که
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α = ٠/٩ ،σ = ٠/٧ (ب) α = ١ ،σ = ٠ (آ)

α = ١ ،σ = ٠/٧ (ج)

.α از مختلفی مقادیر و σ = ٠/٧ ازای به تقریبی جواب از نمایشی .١ شکل

مکانی، گره�های تعداد N = ١٢٠ کنیم فرض می�گیریم. درنظر τ = ٢ و K = ٠/٣ مقادیر با را عددی روش
مدل تقریبی جواب� ١(آ)، شکل در هستند. θ = ٢

٣ و (∆t = ٠/٠٠١ ) زمانی سطوح تعداد m = ١٩٩٩
مقادیر و σ = ٠/٧ ازای به تصادفی-کسری مدل تقریبی جواب�های ،١ شکل تصاویر بقیه در و غیرکسری تعیینی
خطاهای نیز ١ جدول است. غیرکسری تعیینی مدل به جواب�ها نزدیکی از حاکی که شده�اند ترسیم α از متفاوتی

می�دهد. نشان α از متفاوتی مقادیر و σ = ٠/٧ ازای به مختلف زمانی سطر چند در را Lerror
∞ و Lerror

٢

نتیجه�گیری .۵

مویرگ تشکیل تصادفی معادلات برای جامیری مشتق براساس کسری-زمانی، مدل یک معرفی از بعد مقاله، این در
با آخر، در پرداختیم. روش این کامل تحلیل و تجزیه به�همراه متناهی تفاضلات روش اجرای به رگزایی، تومور در
روش همگرایی گویای که کردیم مشاهده را نتایجی رگزایی، تومور در مویرگ تشکیل مدل از عددی مثال یک ذکر

است. مدل این عددی حل به�عنوان متناهی تفاضلات
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کسری شبه�طیفی روش یک

یایشهری∗ شیری پریسا
ایران تبریز، سهند، صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده

حاجی�پور مجتبی و
ایران تبریز، سهند، صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده

مشتقات و معمولی کسری دیفرانسیل معادلات از رده�ای حل برای کسری یکروششبه�طیفی مقاله، این در چکیده.
استاندارد ژاکوبی چندجمله�ای�های بر مبتنی کسری ژاکوبی چندجمله�ای�های منظور، این برای می�شود. ارائه جزئی
در کسری لاگرانژ چندجمله�ای�های برحسب شده داده دیفرانسیل معادله برای تقریبی جواب یک سپس و شده معرفی
تبدیل کسری دیفرانسیل معادله شده، معرفی کسری مشتق ماتریس�ها�ی از استفاده با می�شود. ارائه درون�یابی نقاط
عددی نتایج نهایت در می�شود. درون�یابی نقاط در مجهول تابع مقادیر حسب بر جبری معادلات دستگاه یک به
نفوذ-انتقال مسأله هم�چنین و چندمرتبه�ای کسری دیفرانسیل معادلات از برخی برای نظر مورد روش از حاصل

می�شود. ارائه کسری
کسری. لاگرانژ درون�یاب کسری، دیفرانسیل معادلات کسری، مشتق ماتریس کلیدی: واژه�های

.58C40, 35S10, 35S11 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

معمولی) (سيستم�های صحيح مرتبه سيستم�های به نسبت بيشتری پارامترهای آن�كه دليل به کسری مرتبه سيستم�های
قبیل از فیزیکی پدیده�های دقیق�تر مدل�سازی برای لذا هستند. برخوردار بالاتری ديناميكی و رفتاری تنوع از دارند،
توجه با .[١] می�شود استفاده گیری اندازه و پخش پدیده تصویر، پردازش جرم، انتشار و حرارت انتقال سيستم�های
عددی روش�های از نیست، دسترس در راحتی به کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب این�که به
،[٣] مرجع در .[٣ ،٢] می�شود استفاده معادلات نوع این حل برای متناهی تفاضلات و طیفی روش�های هم�چون

است. شده طراحی کسری نفوذ معادله حل برای متناهی تفاضلات فرمول�های اساس بر عددی روش یک
شده�اند. ساخته غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات برخی حل برای [۵] در اصلاح�گر پیشگو روش�های هم�چنین
به وابسته کسری نفوذ معادله یک حل برای شده�اند، ارائه [٧ ،۶] در بار اولین برای که طیفی روش�های از به�علاوه
نفوذ-انتقال مسائل از دسته یک حل برای کسری شبه�طیفی روش یک مقاله این در است. شده طرح�ریزی زمان

می�شود: ارائه زیر به�شکل کسری

٠Dτ
t u(x, t) = Lνu(x, t), x ∈ (−١, ١]× t ∈ (٠, tf ],

u(x, ٠) = g(x), x ∈ [−١, ١],
u(−١, t) = u(١, t) = ٠, t ∈ [٠, tf ],

دیفرانسیل عملگر Lν و است t زمانی متغیر به نسبت کاپوتو کسری مشتق مرتبه� نشان�دهنده� τ ∈ (٠, ١) آن در که
می�باشد: زیر صورت به که است x مکانی متغیر به نسبت ν ∈ (١, ٢) مرتبه از کاپوتو کسری

Lνu(x, t) = c٢
C
−١D

١+ν٢

x
u(x, t)− c١ C

−١D
ν١

x
u(x, t) + f(x, t).

می�شود: تعریف زیر به�صورت کاپوتو کسری مشتق همچنین،

C
٠ Dµ

xf(x) =
١

Γ(n− µ)

∫ x

٠

f (n)(s)

(x− s)µ−n+١ ds,

سخنران ∗
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کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کسری شبه�طیفی روش یک

.n ∈ N و n− ١ < µ < n آن در که

کسری شبه�طیفی روش .٢

�است. شده بررسی [۵] مرجع در کسری مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب یکتایی و وجود قضیه

داده نشان Pα,β,µ
n (x) با که [٨] کسری اشتورم-لیوویل مسأله ویژه توابع کسری. ژاکوبی چندجمله�ای�های

از: عبارتند می�شوند،

Pα,β,µ
n (x) = (١+ x)−β+µ−١Pα−µ+١,−β+µ−١

n−١ (x), x ∈ [−١, ١],

و −١ ≤ α < ٢ − µ که است استاندارد ژاکوبی چندجمله�ای نشان�دهنده Pα−µ+١,−β+µ−١
n−١ (x) که

وزن تابع به نسبت چندجمله�ای�ها این .− ١ ≤ β < µ− ١

w(x) = (١− x)α+١−µ(١+ x)β+١−µ,

از کسری چندجمله�ای�های همه فضای نشان�دهنده� V µ
N و ٠ < µ < ١ کنید فرض متعامدند، [−١, ١] بازه در

به�صورت [−١, ١] روی N درجه� از و µ مرتبه�

V µ
N := span

{
Pµ
n (x); n = ١, ٢, . . . , N, ٠ < µ < ١

}
,

.[۵] می�باشد [−١, ١] روی u(x) واقعی جواب از تقریبی uN ∈ V µ
N این�صورت در باشد.

با است برابر −١ = x١ ≤ x٢ ≤ · · · ≤ xN = ١ گره�ای نقاط در uN تابع (گره�ای) نودال بسط

uN (x) =

N∑
j=١

uN (xj)h
µ
j (x),

به�شکل {xi}Ni=١ گره�ای نقاط به نسبت µ مرتبه کسری لاگرانژ چندجمله�ای j-امین نشان�دهنده hµj (x) آن در که
:[٩ ،۴] است زیر

hµj (x) = (
x− x١
xj − x١

)µ
N∏

j ̸=k=١

x− xk
xj − xk

, ٢ ≤ j ≤ N.

٠ < σ < ١ که ١ + σ و σ مرتبه از مشتق ماتریس�های .hµj (xk) = δjk که می�شود دیده به�و�ضوح
.[٩] می�باشد زیر به�صورت
σ = µ حالت در •

Dµ
ij =

١
(xj + ١)µ

N∑
n=١

Γ(n+ µ)

Γ(n)
βj
nPn−١(xi),

σ ̸= µ حالت در •

Dσ
ij =

١
(xj + ١)µ

N∑
n=١

βj
n

n−١∑
q=⌈σ−µ⌉

bnq(xi + ١)q+µ−σ,

σ = µ حالت در •

D١+µ
ij =

١
(xj + ١)µ

N∑
n=٢

βj
n

[Γ(n+ µ)

Γ(n)

n

٢
P ١,١
n−٢(xi)

]
,

۶٣
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σ ̸= µ حالت در •

D١+σ
ij =

١
(xj + ١)µ

[ N∑
n=١

βj
n

n−١∑
q=⌈σ−µ⌉

b∗nq(xi + ١)q+µ−σ−١
]
.

درون�یابی نقاط در تقریبی جواب مقادیر کردن پیدا برای شبه�طیفی روش در .b∗nq = (q+ µ− σ)bnq آن در که
شود. صفر {xi}Ni=٢ هم�محلی نقاط در RN (x) = DνuN (x)− f(x) باقیمانده بایستی

داریم را زیر خطی معادلات دستگاه مناسب، درون�یابی پارامتر انتخاب با

N∑
j=٢

Dµ
ijuN (xj)− f(xi) = ٠, i = ٢, ٣, . . . , N,

DµuN = f.

عددی نتایج .٣

بگیرید نظر در را زیر اولیه شرط با همراه ν مرتبه از کسری دیفرانسیل معادله� .١.٣ }مثال
C
−١Dν

xu(x) = f(x), x ∈ (−١, ١],
u(−١) = ٠,

.f(x) =
Γ(١+ θ)

Γ(١+ θ − ν)
(١+ x)θ−ν , θ = ۶+ ٩

١٧ و ٠ < ν < ١ آن در که

�از عبارتست معادله دقیق جواب

u(x) = (١+ x)θ.(١)

حاصل N تقریب درجه� به نسبت Dµ مشتق ماتریس حالت عدد و خطا ماکزیمم منحنی .١ شکل
.١.٣ مثال حل برای µ درون�یابی پارامتر و ژاکوبی اکسترمم�های نقاط در کسری شبه�طیفی روش از

۶۴



کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کسری شبه�طیفی روش یک

نظر در را زیر مرزی شرایط با همراه کسری) نفوذ-انتقال (مسأله چندمرتبه�ای کسری دیفرانسیل معادله .٢.٣ مثال
}بگیرید

c١
C
−١D

ν١

x
u(x)− c٢ C

−١D
١+ν٢

x
u(x) = f(x),

u(−١) = ٠, u(١) = uf ,

و �است شده داده ١.٣ مثال در θ مقدار که uf = ٢θ ، c٢ = ١١١
١٧ − ν٢, c١ = ١ ،٠ < ν١, ν٢ < ١ آن در که

باشد. مسأله واقعی جواب (١) رابطه� که �است شده انتخاب طوری f(x) تابع هم�چنین

N تقریب درجه� به نسبت D١+ν
tot ضرایب ماتریس حالت عدد و خطا ماکزیمم .٢ شکل

درون�یابی پارامترهای و کسری ژاکوبی اکسترمم�های نقاط در کسری شبه�طیفی روش از حاصل
.٢.٣ مثال برای µ = νmax, νmin, νave

نظر در را زیر مرزی و اولیه شرایط با همراه چندمرتبه�ای کسری جزئی مشتقات دیفرانسیل معادله .٣.٣ مثال
بگیرید

C
٠ D

τ

t u(x, t) +
C
−١D

ν١

x
u(x, t) = C

−١D
١+ν٢

x
u(x, t) + f(x, t),

u(±١, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ tf ,
u(x, ٠) = ٠, x ∈ [−١, ١],

باشد زیر شکل به�� واقعی جواب که است قسمی به f(x) تابع و ٠ < ν١, ν٢ < ١ آن در که

u(x, t) = t۶+١)٢/٣+ x)۵+٩/١٧(x− ١).

پژوهش دست�آورد�های .۴

این در می�شود. استفاده کسری و جزئی معمولی، دیفرانسیل معادلات حل برای وسیعی به�طور شبه�طیفی روش�های
کسری نفوذ-انتقال مسئله و کسری دیفرانسیل معادلات از دسته یک حل برای کسری شبه�طیفی روش یک مقاله
توابع حسب بر شده قطع سری یک به�عنوان مسأله تقریبی جواب روش، این طراحی به�منظور است. شده ارائه

شد. گرفته نظر در کسری لاگرانژ
بسیار ١+ σ و σ مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات حل برای نظر مورد روش که می�دهد نشان عددی نتایج
از حاصل ضرایب ماتریس حالت عدد N تقریب درجه افزایش با که می�دهد نشان هم�چنین است. کارا و موفق
برای روش این موارد برخی در و می�یابد افزایش ١ + σ مرتبه مشتق برای به�خصوص چشم�گیری به��طور روش

می�شود. واگرا بزرگ Nهای

۶۵
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برای کسری ژاکوبی اکسترمم�های نقاط در کسری شبه�طیفی روش از حاصل خطای ماکزیمم .٣ شکل
.٣.٣ مثال حل برای (µx, µt) درون�یابی پارامتر

نمود اصلاح به�گونه�ای را روش مناسب پیش�شرط�سازهای از استفاده با می�توان جدید تحقیقاتی کار به�عنوان بنابراین
باشد. نداشته چندانی رشد روش ضرایب ماتریس حالت عدد N افزایش با که
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

روش از استفاده با زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل عددی حل
ضعیف فرم بر مبتنی شعاعی نقطه�ای درونیابی شبکه بدون

زاده∗ ضابط محمود سید
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه پایه، علوم دانشکده

زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل یک عددی بررسی به مقاله این در چکیده.
تبدیل دوم مرتبه به�دستگاه چهارم مرتبه واکنشی انتشار معادله ساده، متغیر تغییر یک توسط آغاز در می�پردازیم.
گسسته را مدل در موجود زمانی کسری و صحیح مشتقات مناسب، تفاضلی طرح�های از استفاده با سپس می�شود.
نیز مدل مکانی سازی گسسته می�آوریم. به�دست زمان از مستقل جزئی مشتقات با معادلات دستگاه و کرده سازی
می�پذیرد انجام شعاعی، نقطه�ای درونیابی شکل توابع بر مبتنی موضعی، گالرکین پتروف شبکه بدون روش توسط
فرآیند عددی، مثال یک ارائه با نهایتا می�شود. حل بهبودگر پیشگو الگوریتم کمک به حاصل غیرخطی دستگاه و
در پیشنهادی طرح بودن آمیز موفقیت و کارآیی دقت، مؤید شده گزارش عددی نتایج می�شود. آزموده پیشنهادی

است. بحث مورد مدل با مواجهه
شبکه بدون روش کاپوتو، کسری مشتق غیرخطی، چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل کلیدی: واژه�های

بهبودگر. پیشگو الگوریتم شعاعی، نقطه�ای درونیابی شکل توابع موضعی، گالرکین پروف
.34A08, 33F05 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

خواهد قرار بررسی مورد زیر زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل مقاله، این در
:[۵] گرفت

(١)
∂u

∂t
− ∂α∆u

∂tα
−∆u+∆٢u = f(u) + g(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ],

از عبارتند اولیه و مرزی شرایط که

u(x, t) = ∆u(x, t) = ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× [٠, T ], u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω,(٢)

و ∂Ω لیپشیتزی پیوسته مرز با کراندار چندضلعی دامنه Ω ⊂ R٢ بوده، دوبعدی لاپلاس عملگر ∆ آن در که
u٠(x) و g(x, t) دارد. اشاره انتشار فرآیند در انتشار زیر نامتعارف رفتار به ∂α∆u

∂tα جمله است. ٠ < T <∞
∂αz(x,t)

∂tα از منظور می�شود. گرفته نظر در f(u) = u−u٣ این�جا در غیرخطی واکنشی جمله و بوده معلوم توابع
می�شود: تعریف زیر به�صورت که است کاپوتو کسری مشتق

∂αz(x, t)
∂tα

=
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

∂z(x, s)
∂s

ds

(t− s)α
, ٠ < α < ١.

از استفاده با مقاله این در است، دشوار بسیار مسائل نوع این برای تحلیلی جواب آوردن به�دست که آن�جا از
به�دست (١) برای مناسب تقریبی جواب شعاعی نقطه�ای درونیابی شکل توابع بر مبتنی شبکه بدون روش یک

می�آوریم.

سخنران ∗
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می�کنند: پیدا تغییر زیر مسئله به (٢) و (١) این�صورت در می�کنیم. تعریف را σ = ∆u کمکی متغیر ابتدا }در
∂u
∂t −

∂ασ
∂tα − σ +∆σ = f(u) + g(x, t),

σ −∆u = (٣),٠

زیر: اولیه و مرزی شرایط با
u(x, t) = ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× [٠, T ], σ(x, t) = ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× [٠, T ], u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω.(۴)

مدل گسسته�سازی .٢

[٠, T ] فاصله زمان، از مستقل معادلات دستگاه آوردن به�دست و زمانی گسسته�سازی منظور به ابتدا بخش، این در
و tk = k.τ به�طوری�که می�کنیم، تقسیم ( k = ٠, ١, ..., L− ١ ازای (به [tk, tk+١] مساوی قسمت L به را
زمانی کسری و صحیح مشتقات می�توان ،[۶] و [٢] به توجه با این�صورت، در هستند. زمانی گام طول τ = T

L

به یا t = t١ زمانی گام در این�رو، از کرد. گسسته�سازی دومرحله�ای مناسب تفاضلی طرح�های با را (٣) در موجود
می�شود: گسسته�سازی زیر به�صورت (٣) ،k = ٠ }ازای

u١ − (٢µ+ τ)σ١ + τ∆σ١ = u٠ − ٢µσ٠ + τf(u١) + τg١,
−∆u١ + σ١ = ٠,(۵)

هستند. µ = ٢τ ١−α

Γ(٢−α) و g
k = g(x, tk) ،σk = σ(x, tk) ،uk = u(x, tk) آن در که

می�شود: نتیجه زیر زمان از مستقل دیفرانسیل معادلات دستگاه نیز t = tk+١ زمانی گام در همچنین


٣uk+١ − (µ+ ٢τ)σk+١ + ٢τ∆σk+١ = ۴uk − uk−١ + µ

∑k
l=١(b

α
k−l+١ − bk−l)σ

l

−µbkσ٠ + ٢τf(uk+١) + ٢τgk+١,

−∆uk+١ + σk+١ = ٠,

(۶)

است. ،l = ٠, ١, ..., k ازای به ،bαl = (l + ١)α − lα آن در که
کرد. استفاده (۴) در مسئله اولیه شرایط از می�توان ،u برای اولیه مقدار یک آوردن به�دست برای روابط، این در

پتروف شبکه بدون روش مطابق آمده، به�دست زمان از مستقل دستگاه مکانی سازی گسسته به�منظور اکنون،
را (۶) و (۵) معادلات دستگاه طرفین لذا می�آوریم؛ به�دست را حاکم معادلات ضعیف فرم ،[١] موضعی گالرکین
جزء به جزء گیری انتگرال قضیه از سپس می�کنیم، انتگرال�گیری Ω دامنه روی و کرده ضرب w(x) تست تابع در

می�کنیم. استفاده
می�شود: تعریف زیر صورت به تابع این می�شود. گرفته نظر در تست تابع به�عنوان ساید هیوی پله�ای تابع این�جا در

wi(x) =

{
١, x ∈ Ωi,
٠, x /∈ Ωi,

زیر به�صورت (۶) و (۵) معادلات ضعیف فرم این�صورت در است. Ω دامنه از دلخواهی دامنه زیر Ωi آن در که
می�آیند: به�دست

∫
Ωi
u١dΩ− (٢µ+ τ)

∫
Ωi
σ١dΩ+ τ

∫
Γi

∂σ١

∂n dΓ =
∫
Ωi
u٠dΩ− ٢µ

∫
Ωi
σ٠dΩ

+τ
∫
Ωi
f(u١)dΩ+ τ

∫
Ωi
g١dΩ,

−
∫
Γi

∂u١

∂n dΓ +
∫
Ωi
σ١dΩ = ٠.

(٧)

همچنین

۶٨



... زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل عددی حل


٣
∫
Ωi

uk+١dΩ− (µ+ ٢τ)
∫
Ωi

σk+١dΩ+ ٢τ
∫
Γi

∂σk+١

∂n
dΓ = ۴

∫
Ωi

ukdΩ−
∫
Ωi

uk−١dΩ

+µ
∑k

l=١(b
α
k−l+١ − bαk−l)

∫
Ωi

σldΩ− µbk
∫
Ωi

σ٠dΩ+ ٢τ
∫
Ωi

f(uk+١)dΩ+ ٢τ
∫
Ωi

gk+١dΩ,

−
∫
Γi

∂uk+١

∂n
dΓ +

∫
Ωi

σk+١dΩ = ٠,

(٨)

است. Γi مرز شونده خارج یکه بردار دهنده نشان n = (n١, n٢) و دارد اشاره Ωi دامنه مرز به Γi آن در که
می�گیریم: نظر در زیر خطی ترکیب به�صورت را آن�ها زمانی، گام هر در جواب�ها تقریب به�منظور ادامه، در

uk =
N∑
j=١

u
(k)
j φj(x) , σk =

N∑
j=١

σ
(k)
j φj(x),(٩)

پایه�ای توابع ١=Nj{φj(x)}مجموعه به�علاوه، شوند. محاسبه باید و بوده مجهول ضرائب σ
(k)
j و u(k)j آن در که

درونیابی روش توسط که هستند {xj}Nj=١ ⊆ Ω = Ω ∪ Γ میدانی نقاط یا پراکنده داده�های به وابسته شکل
پایه تابع به�عنوان (TPS)نازک١ صفحه اسپلاین تابع از همچنین، .[۴ ،٢] می�آیند به�دست موضعی شعاعی نقطه�ای
که بوده r تابع این متغیر تنها می�شود. تعریف R(r) = r۴ ln(r) به�صورت تابع این می�شود. استفاده شعاعی

می�شود. تعریف r = ∥x− xi∥٢ به�صورت
می�نامیم. ارزیاب نقاط را نقاط این داریم. Ω دامنه در پراکنده نقاط از دیگر مجموعه یک به نیاز ادامه در
ارزیاب نقاط مجموعه کنیم فرض می�شود. گرفته نظر در یکسان میدانی نقاط با ارزیاب نقاط مجموعه این�جا در
χI = {xi}NI

i=١ با ترتیب به را نقاط مجموعه دو این شود. افراز Ω مرزی و داخلی نقاط مجموعه دو به
ارزیاب نقاط از یک هر به�ازای اکنون .NI + NB = N به�طوری�که می�دهیم، نشان χB = {xi}NB

i=١ و
r٠ شعاع و xi مرکز به دایره Ωi این�جا در که می�گیریم، نظر در نقطه این حول Ωi پوششی دامنه یک xi ∈ χI

قرار (٨) و (٧) در را (٩) خطی ترکیب ،i = ١, ..., NI که ،xi ∈ χI نقاط از یک هر به�ازای اکنون است.
همگن مرزی شرایط بایستی ( i = ١, ..., NB (برای xi ∈ χB مرزی نقاط ازای به دیگر، سویی از می�دهیم.
یک لذا می�کنیم؛ جایگزین (۴) مرزی شرایط در را (٩) رابطه منظور، این برای شود. اعمال (۴) در شده داده

می�آید: به�دست زیر به�صورت غیرخطی جبری دستگاه

(١٠) AU (k+١) =

k∑
s=٠

AsU
s + f(Uk+١) +B, k = ٠, ١, . . . ,

،s = ٠, . . . , k ازای به ،U (s) و بوده tk+١ زمانی گام در جواب یا مسئله مجهول ضرائب Uبردار (k+١) آن در که
ماتریس�های A, {As}ks=٠ معلوم، بردار ،B بردار هستند. قبلی زمانی گام�های در آمده به�دست جواب� بردارهای
و uk+١ توابع تقریب دستگاه این جواب�های هستند. دستگاه خطی غیر جبری جمله f(Uk+١) و N × N
این می�گیرد. قرار استفاده مورد [٣] بهبودگر پیشگو الگوریتم غیرخطی، دستگاه این با مواجهه در هستند. σk+١

است. شده ارائه زیر الگوریتم در مختصر به�صورت الگوریتم

عددی نتایج .٣

می�کنیم. ارائه عددی مثالی قبل، بخش�های در شده ارائه روش کارآیی و دقت زدن محک منظور به بخش، این در
دو هر به�عنوان یکنواخت پراکنده نقاط مجموعه یک و کرده فرض شکل L و شکل مربع حالت دو را Ω دامنه
به�دست عددی جواب�های دقت .(١ (شکل می�گیریم نظر در دامنه�ها این در ارزیاب نقاط و میدانی نقاط مجموعه

١Thin Plate Spline
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بهبودگر پیشگو الگوریتم ١ الگوریتم

Consider initial guess U (k+1),∗ = U (k)

switch = 1
while switch > 0 do

Solve system (10) as follows:
AÛ (k+1) =

∑k
s=0AsU

(s) + f(U (k+1),∗) +B

if ∥U (k+1),∗ − Û (k+1)∥ < ε then
switch = −1,

else
U (k+1),∗ = Û (k+1).

end if
end while

می�شود: آزموده زیر خطای نوع دو توسط آمده

εu = ∥u(x, tk)− û(x, tk)∥∞, RMSu =
١√
N
∥u(x, tk)− û(x, tk)∥٢,

دارند. اشاره تقریبی و واقعی جواب�های به ترتیب به û(x, tk) و u(x, tk) آن در که
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یکنواخت پراکنده نقاط توزیع و (b)Ω٢ Lشکل دامنه و (a)Ωشکل١ مربع دامنه .١ شکل
مرزی. و درونی

واقعی جواب با را (٣) زمانی کسری مشتقات با غیرخطی چهارم مرتبه واکنشی انتشار مدل .١.٣ مثال

u(x, y, t) = t٢ sin(٢πx) sin(٢πy),
و

∆u(x, y, t) = σ(x, y, t) = −٨π٢t٢ sin(٢πx) sin(٢πy),
مسئله واقعی جواب از u٠(x, y) و g(x, y, t) توابع همچنین و مسئله اولیه و مرزی شرایط .[۵] می�گیریم نظر در
تقریبی، جواب�های آوردن به�دست و مدل این روی بر قبل بخش�های در پیشنهادی فرآیند اجرای با می�شوند. نتیجه

است. شده گزارش شده ارائه شکل�های و جدول در محاسباتی خطای
مرتبه غیرخطی واکنشی انتشار مدل با مواجهه در پیشنهادی عددی طرح کارآیی و دقت مؤید تصاویر و جدول

است. چهارم
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و τ = ٠٫ ٠١ ازای به T = ١ در σ(x, y, ١) و u(x, y, ١) محاسبه خطای .١ جدول
.Ω٢ و Ω١ دامنه�های روی α مختلف مقادیر

Ω١
RMSσ εσ RMSu εu α

٣٫ ۶٧٠۴× ٣−١٠ ٨٫ ٣٢۴٠× ٣−١٠ ۵٫ ٠۴۴٢× ١٠−۵ ١٫ ٠٢۴١× ١٠−۴ ٠٫ ١
٣٫ ٩٧۵٧× ٣−١٠ ٨٫ ٩۴٩٨× ٣−١٠ ۵٫ ۴٣١٣× ١٠−۵ ١٫ ١٠٣۵× ١٠−۴ ٠٫ ٣
۴٫ ٩۴٠٢× ٣−١٠ ١٫ ٠٩٢۶× ٢−١٠ ۶٫ ۶۵٣۶× ١٠−۵ ١٫ ٣۵٣٩× ١٠−۴ ٠٫ ۵
۶٫ ٨٧٩٠× ٣−١٠ ١٫ ۴٨٩١× ٢−١٠ ٩٫ ١٠٩٨× ١٠−۵ ١٫ ٨۵۶۴× ١٠−۴ ٠٫ ٧
٩٫ ۴۶٩٨× ٣−١٠ ٢٫ ٠١٨٣× ٢−١٠ ١٫ ٢٣٩١× ١٠−۴ ٢٫ ۵٢٧٠× ١٠−۴ ٠٫ ٩

Ω٢
٣٫ ٧٠٠٣× ٣−١٠ ٨٫ ۴۴٨۵× ٣−١٠ ۵٫ ١٨۴۶× ١٠−۵ ١٫ ٠٨٣٧× ١٠−۴ ٠٫ ١
۴٫ ٠٠٢٣× ٣−١٠ ٩٫ ٠٧٣۵× ٣−١٠ ۵٫ ۵۶۶١× ١٠−۵ ١٫ ١۶٢٩× ١٠−۴ ٠٫ ٣
۴٫ ٩۵۶٨× ٣−١٠ ١٫ ١٠۴٨× ٢−١٠ ۶٫ ٧٧٢٧× ١٠−۵ ١٫ ۴١٣١× ١٠−۴ ٠٫ ۵
۶٫ ٨٧۶٣× ٣−١٠ ١٫ ۵٠١٣× ٢−١٠ ٩٫ ٢٠٠٩× ١٠−۵ ١٫ ٩١۵٣× ١٠−۴ ٠٫ ٧
٩٫ ۴۴٢١× ٣−١٠ ٢٫ ٠٣٠۴× ٢−١٠ ١٫ ٢۴۴٨× ١٠−۴ ٢٫ ۵٨۵٧× ١٠−۴ ٠٫ ٩

Ω١ روی مطلق خطای و (b) σ(x, y, ١) و (a) u(x, y, ١) عددی جواب�های .٢ شکل
.α = ٠٫ ٢ و τ = ٠٫ ٠١ ،N = ١٣۶٩ به�ازای

به Ω٢ روی (b) σ(x, y, ١) و (a) u(x, y, ١) عددی جواب�های مطلق خطای .٣ شکل
.α = ٠٫ ٢ و τ = ٠٫ ٠١ ،N = ١١۶٠ ازای
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Ω١ دامنه�های روی عددی جواب�های مطلق خطای بر میدانی نقاط افزایش تأثیر .۴ شکل
.α = ٠٫ ٢ و τ = ٠٫ ٠١ به�ازای (b)Ω٢ و (a)
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متقارن حقیقی فلشی ماتریس�های وسیله� به طیف�ها انتهای تحقق

فاضلی∗ جواد محمد
ایران بیرجند، بیرجند، دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه

پناهی مهدی و
ایران بیرجند، بیرجند، دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه

مشخص طیفی اطلاعات این از خاصی نوع روی از ،A متقارن حقیقی فلشی ماتریس� یک ساختن مسأله� چکیده.
(λ(n), x) و بوده A از ،j = ١, ٢, . . . , n ،Aj ،j × j پیشرو اصلی ماتریس زیر مقدارویژه� یک λ(j) که
این برای کافی و لازم شرط یک دارد، وجود جوابی مسأله این برای می�گیریم. نظر در را باشد، A جفت�ویژه� یک
نتایج می�کنیم. بیان را باشد نامنفی شده، ساخته� ماتریس� که این� برای کافی شرایط همچنین می�دهیم. ارائه مسأ�له

می�کنند. فراهم را ماتریسی چنین ساخت برای سودمند الگوریتمی روش یک و هستند ساختاری ما
مقدارویژه. متقارن، حقیقی فلشی ماتریس�های کلیدی: واژه�های
.65F15, 65F18, 15A18 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

شکل به متقارن حقیقی فلشی ماتریس

(١) A =


a١ b١ b٢ . . . bn−١
b١ a٢
b٢ a٣
...

. . .
bn−١ an

 , aj , bj ∈ R,

است ممکن طیفی داده�های این که معین، طیفی خصوصیات با خاص ماتریس یک ساخت می�گیریم. نظر در را
است. موسوم معکوس ویژه� مقدار مسأله� به باشند، ویژه� بردارهای یا ویژه مقادیر از جزئی یا و کامل اطلاعات شامل
.[٢ ،١] دارند . . . و لیوویل ـ اشتورم مسأله� مکانیک، ژئوفیزیک، کنترل، نظریه� در زیادی کاربردهای مسائل این
ماتریس یک ساختن مورد در مسأله این می�دهیم. قرار مطالعه مورد را معکوس مقدارویژه� مسأله� یک مقاله این در
این کند. صدق معینی طیفی شرایط در که نحوی به می�باشد (١) شکل به خاص متقارن حقیقی فلشی n × n

است. گرفته قرار بررسی مورد [٣] در است، آمده زیر در که مسأله

یک شده�اند. داده x = (x١, x٢, . . . , xn)
T حقیقی بردار و λ(n) ،. . . ،λ(٢) ،λ(١) حقیقی اعداد .١ مسأله

متمایز ،i = ٢, ٣, . . . , n برای aiها آن در که بیابید را (١) شکل به A متقارن حقیقی فلشی ،n× nماتریس
پیشرو اصلی زیرماتریس مقدارویژه� یک λ(j) که به�طوری باشند، مثبت ،i = ١, ٢, . . . , n−١ برای biها همه� و

باشد. A جفت�ویژه� یک (λ(n), x) و بوده ،j = ١, ٢, . . . , n ،A از Aj ،j × j

نمی�کند. صدق نظر مورد شرایط در که می�شود منجر ماتریسی به ،١ مسأله حل برای [٣] در �شده ارائه فرمول�های
حقیقی اعداد مثال برای

سخنران ∗
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λ(١) λ(٢) λ(٣) λ(۴)

٢
۵−
√
۶۵

٢
-٢

۵+
√
٨۵

٢
,

حقیقی بردار و

x = (
١
٢
(
√
٨۵− ١), ۴, ٢, ١)T ,

صورت به قضیه این از استفاده با �شده نتیجه ماتریس اما می�کنند، صدق قضیه٢] ،٣] در شده ارائه شرایط در

A =


٢ ۴ ٢ ١
۴ ٣ ٠ ٠
٢ ٠ ٣ ٠
١ ٠ ٠ ٣

 ,
می�شود ارائه ،١ مسأله حل برای کافی و لازم شرایط مقاله این در است. تکراری قطری عناصر دارای که می�باشد،

می�کند. هدایت درست جوابی به را ما که
،Aj مشخصه� چندجمله�ای Pj(λ) ،A از j× j پیشرو اصلی زیرماتریس Aj کنید فرض مقاله این سرتاسر در

است. Aj طیف نشان�دهنده� σ(Aj) و Aj مقدارویژه� یک λ(j)

پیش�نیاز قضایای و لم�ها .٢

،A از Aj ،j × j پیشرو اصلی زیرماتریس مشخصه� چندجمله�ای محاسبه� برای بازگشتی رابطه� یک که زیر لم
می�شود. اثبات مستقیم محاسبه� با می�کند، ارائه را ،j = ١, ٢, . . . , n

مشخصه� چندجمله�ای Pj(λ) و (١) شکل به n× n متقارن حقیقی فلشی ماتریس یک A کنید فرض .١.٢ لم
{Pj(λ)}nj=١ دنباله� این�صورت در باشد. A از ،j = ١, ٢, . . . , n برای ،Aj ،j× j پیشرو اصلی زیرماتریس

بازگشتی رابطه� در

P١(λ) = (λ− a١), P٢(λ) = (λ− a٢)P١(λ)− b٢١, . . . ,

Pj(λ) = (λ− aj)Pj−١(λ)− b٢j−١

j−١∏
i=٢

(λ− ai), j = ٣, ۴, . . . , n,

نوشت. زیر صورت به می�توان را فوق بازگشتی رابطه� می�کند. صدق

Pj(λ) =

j∏
i=١

(λ− ai)−
j−١∑
k=١

(b٢k

j∏
i=٢, i ̸=k+١

(λ− ai)), j = ١, ٢, . . . , n.(٢)

اینرسی خاصیت به که دومی و می�باشد اثبات قابل راحتی به (٢) بازگشتی رابطه� از استفاده با زیر لم اولین
است. شده ثابت [۴] در است معروف

قطری (عناصر ajها آن در که باشد (١) شکل به n×n متقارن حقیقی فلشی ماتریس Aیک کنید فرض .٢.٢ لم
این�صورت در باشند. مثبت ،i = ١, ٢, . . . , n− ١ برای biها همه� و متمایز ،j = ٢, ٣, . . . , n برای ،(A

هستند. ساده همگی A از λn ،. . . ،λ٢ ،λ١ ویژه� مقادیر (١
می�باشند. Pj(λ) صفرهای با متمایز ،Pj−١(λ) مشخصه� چندجمله�ای صفرهای (٢

برای ،bi ̸= ٠ که به�طوری� باشد (١) شکل به n× n متقارن حقیقی فلشی ماتریس یک A کنید فرض .٣.٢ لم
زیرماتریس ماکسیمال و مینیمال مقدارویژه ترتیب به ،λ(j)j و λ(j)١ کنید فرض همچنین .i = ١, ٢, . . . , n−١
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متقارن حقیقی فلشی ماتریس�های وسیله� به طیف�ها انتهای تحقق

این�صورت در باشند. A از ،j = ١, ٢, . . . , n ،Aj ،j × j پیشرو اصلی

λ
(j)
١ < · · · < λ

(٣)
١ < λ

(٢)
١ < λ

(١)
١ < λ

(٢)
٢ < λ

(٣)
٣ < · · · < λ

(j)
j ,

داریم ،j = ٢, ٣, . . . , n هر برای و

λ
(j)
١ < ai < λ

(j)
j , i = ٢, ٣, . . . , j.

١ مسأله حل .٣

حذف بودن طولانی دلیل به زیر قضیه� اثبات می�کنیم. بیان ،١ مسأله حل برای را مقاله این اصلی نتایج اکنون
می�گردد.

x = (x١, x٢, . . . , xn)
T حقیقی بردار یک و λ(١) < λ(٢) < · · · < λ(n) حقیقی عدد n .١.٣ قضیه

درایه�های تمام که است موجود (١) شکل به n×n متقارن حقیقی فلشی ماتریس یک این�صورت در اند. شده داده
نحوی به هستند، مثبت ،j = ١, ٢, . . . , n − ١ bjها، همه� و متمایز ،i = ٢, ٣, . . . , n ،ai آن، اصلی قطر
و بوده A از ،j = ١, ٢, . . . , n برای Aj ،j × j پیشرو اصلی زیرماتریس ماکسیمال ویژه� مقدار یک λ(j) که

شرایط اگر تنها و اگر باشد A جفت�ویژه� یک (λ(n), x)

x١xi > ٠, i = ١, ٢, . . . , n,
x٢١
x٢٢
≥ ۴(λ(n) − λ(٢))

λ(٢) − λ(١)
,(٣)

x٢١
x٢j
≥

۴(λ(n) − λ(j))
∏j−١

i=٢ (λ
(j) − ai)

Pj−١(λ(j))
, j = ٣, ۴, . . . , n,(۴)

xk+١

xj+١
̸= bk
bj
, j = ٢, ٣, . . . , n− ١, k = ١, ٢, . . . , j − ١,

باشند. برقرار

باید حالت این در بگیریم. نظر در Aj مینیمال مقدارویژه� را λ(j) هرگاه است برقرار ،١.٣ قضیه نتایج .٢.٣ نکته
باشیم داشته

λ(n) < · · · < λ(٢) < λ(١),

می�شود. تبدیل ،i = ١, ٢, . . . , n ،x١xi < ٠ صورت به (٣) شرط و

حقیقی عدد n .٣.٣ نتیجه

λ(١) < λ(٢) < · · · < λ(n),

شکل به نامنفی n× n متقارن حقیقی فلشی ماتریس اند. شده داده x = (x١, x٢, . . . , xn)
T حقیقی بردار و

،j = ١, ٢, . . . , n ،Aj ،j×j پیشرو اصلی زیرماتریس ماکسیمال ویژه� مقدار λ(j) که به�طوری� دارد وجود (١)
و (۴) ،(٣) شرایط اگر باشد A جفت�ویژه� یک (λ(n), x) و بوده A از

λ(١) ≥ ٠, λ(n) ≥ bj−١
x١
xj
, j = ٢, ٣, . . . , n,(۵)

باشند. برقرار

معادلات سیستم که می�کند تضمین (۴) و (٣) شرایط ،١.٣ قضیه� برهان از اثبات.

Pj(λ
(j)) = ٠, j = ١, ٢, . . . , n,

Ax = λ(n)x,
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(یعنی اصلی قطر روی درایه�های بودن نامنفی �دادن نشان دارد. bj−١ مثبت جواب�های و aj حقیقی جواب�های
و a١ = λ(١) ≥ ٠ ،(۵) از وضوح به می�ماند. باقی ajها)

aj = λ(n) − bj−١
x١
xj
≥ ٠, j = ٢, ٣, . . . , n.

□
حقیقی اعداد .۴.٣ مثال

λ(١) λ(٢) λ(٣) λ(۴) λ(۵) λ(۶)

٣/٧۵۴٢ ۴/۴٠١٣ ٩/٧۶١٨ ١٠/٢۵۶٣ ١١/۵٧٧٨ حقیقی,۵٧٨٩/١١ بردار و

x = (−٠/۶٩۴٠/٠٧−,٢۴٠−,٢/۵٠/٢−,٢۵٠−,٠١/۴٠/٠١٢٣−,٢٣٧)T ,
داده�ها این از استفاده با ،١.٣ قضیه اثبات در شده ارائه راهکارهای طبق می�کنند. صدق ،٣.٣ نتیجه شرایط در

نامنفی متقارن حقیقی فلشی ماتریس

A =


٣/٧۵۴٢ ٠/٩٠٠۶ ۶/١٠۵۶ ١/٩۴٨٧ ۴/٠١۶ ٠/١٢٣٢
٠/٩٠٠۶ ٣/١۴٧٩ ٠ ٠ ٠ ٠
۶/١٠۵۶ ٠ ٣/۴٢٧٣ ٠ ٠ ٠
١/٩۴٨٧ ٠ ٠ ۶/١۶٩۶ ٠ ٠
۴/٠١۶ ٠ ٠ ٠ ۴/٩٩٩ ٠
٠/١٢٣٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴/۶٢٩١

 ,
از: عبارتند Aj ماتریس�های طیف که ساخت می�توان را

σ(A١) = {٣/٧۵۴٢},
σ(A٢) = {٢/۵٠٠٨, ۴/۴٠١٣},
σ(A٣) = {−٢/۵٨۶٣, ٣/١۵٣٩, ٩/٧۶١٨},
σ(A۴) = {−٢/٧٩۶, ٣/١۵٣٨, ۵/٨٨۴٨, ١٠/٢۵۶٣},
σ(A۵) = {−٣/٧۶۶٩, ٣/١۵٣۵, ۴/۵٠٠١, ۶/٠٣٣۵, ١١/۵٧٧٨},
σ(A۶) = {−٣/٧۶٧٨, ٣/١۵٣۵, ۴/۴٩٨٩, ۴/۶٣٠١, ۶/٠٣٣۵, ١١/۵٧٨٩},

و
Ax = (١١/۵٧٨٩)x.
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

قرنیه غیرخطی معادله عددی حل

کتانی∗ رقیه
ایران یاسوج، یاسوج، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

در می�شود. معرفی است، مرزی مقدار مسأله یک که چشم قرنیه شکل از ریاضی مدل یک مقاله این در چکیده.
در شد. خواهد استفاده مدل عددی حل برای هم�مکانی روش از انتگرال معادله یک به مسأله این تبدیل با ادامه

می�دهند. نشان را پیشنهادی روش کارایی عددی، نتایج پایان
هم�مکانی. روش ریاضی، مدل قرنیه، شکل کلیدی: واژه�های

.65R20 ,45G15 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

قدرت سوم دو حدود می�کند. دیدن به قادر را ما که است اصلی ارگان چشم و است انسان حیاتی حس بینایی
است. شده زیادی توجه اپتیک و قرنیه آناتومی جزییات درک به رو این از می�نماید، فراهم چشم قرنیه را انکساری
نظیر شایع بیماری�های مثال عنوان به می�شود. ناشی قرنیه هندسه خطاهای برخی از بینایی اختلالات از بسیاری
و انکساری جراحی موفقیت هستند. قرنیه اشتباه هندسه نتایج آستیگماتیسم و قرنیه قوز دوربینی، نزدیک�بینی،
اهداف برای بنابراین، دارد. آن کننده توصیف مدل�های و قرنیه توپوگرافی دانش به زیادی بستگی تماسی لنزهای

است. مهم بسیار قرنیه شکل دقیق توصیف پزشکی، چشم
براساس مدل�ها این از دسته�ای است. شده پیشنهاد پژوهشگران توسط قرنیه شکل برای متنوعی مدل�های
.[٢] می�کنند توصیف را زیادی فیزیکی جزئیات اما هستند پیچیده معمولا مدل�ها این شده�اند. ساخته پوسته تئوری
وجود نیز مدل�هایی همچنین .[١] شده�اند ارائه محدود اجزا روش�های اساس بر قرنیه کامپیوتری مدل�های از برخی
در ابتدا که مدلی مقاله این در .[۴] می�کنند توصیف زرنیک چندجمله�ای تقریب�های از استفاده با را قرنیه که دارند
به مدل این در آمده به�دست مرزی مقدار مسأله تبدیل با می�گیریم. نظر در را یافت تعمیم [٧] در سپس و ارائه [۵]
مقایسه با را هم�مکانی روش کارایی نهایت در بود. خواهیم هم��مکانی روش با آن حل درصدد انتگرال، معادله یک

آزمود. خواهیم [۶] در شده ارائه نتایج با آمده به�دست عددی نتایج

مدل�سازی .٢

خمش که معنا این به است غشاء یک قرنیه که می�کنیم فرض و می�گیریم نظر در R شعاع با متقارن را قرنیه هندسه
فقط است کافی تنها بنابراین و گرفته نادیده را ضخامت توزیع در تنوع همچنین است. ثابتی تنش دارای و نداشته

شود. مدل�سازی قرنیه از سطح یک

وارد نیرو�های برآیند و می�گیریم نظر در را قرنیه از h = h(x)[m] قسمت فقط شعاع، تقارن به توجه با
قرنیه از مقطعی برش به نرمال جهت در که P [Nm ] ثابت فشار همچنین .(١ (شکل می�کنیم محاسبه را آن بر
می�کنند. عمل h با متناسب ارتجاعی نیرو�های و مماس به�صورت T [N ] تنش می�کنیم. حساب را می�شود وارد

شده�اند. گرفته نظر در مدل برای قرنیه الاستیکی ویژگی دلیل به ارتجاعی نیرو�های

سخنران ∗
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کتانی ر.

قرنیه. قطع .١ شکل

همچنین می�گیریم. نظر در کوچکx∆را اختلال و است ثابت تقارن مرکز از x فاصله ،h ∈ C٢ فرضمی�کنیم
صورت این در (١ (شکل می�شوند برآیند y جهت در نیرو�ها و است ثابت بخش این طول در فشار که می�کنیم فرض

داریم
(١) T sin(ϕ) + T sin(ψ) + P cos(ϕ)∆x− kh∆x = ٠,

نوشت می�توان ١ شکل به توجه با است. ارتجاعی نیروی با متناسب ثابت k آن در که

sin(ϕ) =
h′(x)√

١+ (h′(x))٢
, sin(ψ) =

h′(x+∆x)√
١+ (h′(x+∆x))٢

,

می�شود نتیجه (١) رابطه در جای�گذاری با ادامه در .P cos(ϕ) = P√
١+(h′(x))٢

بنابراین و

T (
h′(x+∆x)√

١+ (h′(x+∆x))٢
)− h′(x)√

١+ (h′(x))٢
+

P∆x√
١+ (h′(x))٢

− kh∆x = ٠.

می�آید دست به زیر رابطه ∆x→ ٠ و ∆x بر بالا رابطه طرفین تقسیم با

(٢) − T h′′(x)√
(١+ (h′(x))٣/٢(٢

+ kh(x) =
P√

١+ (h′(x))٢
.

نوشت می�توان دیگر عبارت به می�دهیم. انجام را ساده�سازی�ها برخی است، اندک قرنیه سطح انحراف چون ادامه در

sin(ϕ) ≈ tan(ϕ) = −h′(x), sin(ψ) ≈ tan(ψ) = h′(x+∆x).

می�شود حاصل قرنیه شکل توصیف برای زیر شده ساده معادله ترتیب این به

(٣) − Th′′(x) + kh(x) =
P√

١+ (h′(x))٢
.

مرزی مقدار مسأله به (٣) معادله ،x∗ = x
R و h∗ = h

R متغیرهای تغییر از استفاده با نهایت در

− h′′(x) + ah(x) =
b√

١+ (h′(x))٢
,

h(١) = ٠, h′(٠) = ٠,(۴)

.b := PR
T و a := kR٢

T آن در که می�شود تبدیل
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انسان قرنیه غیرخطی معادله عددی حل

جواب یکتایی و وجود .٣

.( h′
√
١+h′٢ )

′ = h′′√
(١+h′٢)٣

زیرا نوشت، T ( h′
√
١+h′٢ )

′ = kh − P√
١+h′٢ به�صورت می�توان را (٢) معادله

معادل (۴) مرزی مقدار مسأله بنابراین

(
h′√

١+ h′٢
)′ = ah(x)− b√

١+ (h′(x))٢
,

h(١) = h′(٠) = ٠,(۵)

است.

مقدار مسأله از h یکتا جواب صورت این در باشند، شده داده b > ٠ و a > ٠ کنید فرض [٣] .١.٣ قضیه
می�کند: صدق زیر شرایط در که است موجود (۵) مرزی

می�کند. صدق h(t) < b
a در t ∈ [٠, ١] هر برای و h(t) > ٠ در t ∈ [٠, ١) هر برای (۵) از h جواب (I)

.h′′(t) ≤ ٠ و h′(t) < ٠ که است گونه�ای به t ∈ (٠, ١] هر برای (۵) از h جواب (II)

.R =
√
exp( ٢b

٢

a )− ١ آن در که h′(t) > −R که است گونه�ای به t ∈ [٠, ١] هر برای (۵) از hجواب (III)

□ شود. ملاحظه [٣] مرجع اثبات.

هم�مکانی روش .۴

انتگرال معادله به می�توان را (۴) مرزی مقدار مسأله

h(x) =
b√

a cosh(
√
a)

[
sinh(

√
a(١− x))

∫ x

٠
cosh(

√
at)P (h′(t))dt

+ cosh(
√
ax)

∫ ١

x

sinh(
√
a(١− t))P (h′(t))dt

]
,(۶)

.P (y) := ١√
١+y٢

آن در که کرد تبدیل

فرض می��گیریم. نظر در h = ١
n گام طول با را j = ٠, ١, ..., n برای ،xj = jh یکنواخت شبکه ادامه در

تصویر عملگر ترتیب این به باشد. شبکه نقاط در و [٠, ١] بازه روی خطی تکه�ای توابع از زیرفضایی Xn کنید
به�صورت درونیاب

Pnh(x) :=
n∑

j=٠

h(xj)lj(x),

به�صورت rn(x) باقیمانده و

rn(x) :=

n∑
i=٠

h(xi)li(x)−
b√

a cosh(
√
a)

[sinh(
√
a(١− x))

∫ x

٠

cosh(
√
at)√

١+ (
n∑

i=٠
h(xi)l′i(x))

٢

dt

+ cosh(
√
ax)

∫ ١

x

sinh(
√
a(١− t))√

١+ (
n∑

i=٠
h(xi)l′i(x))

٢

dt],
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کتانی ر.

نوشت می�توان rn(xj) = ٠ هم�مکانی شرط گرفتن نظر در با حال می�شوند. تعریف
n∑

i=٠

h(xi)li(xj)−
b√

a cosh(
√
a)

[sinh(
√
a(١− xj))

∫ xj

٠

cosh(
√
at)√

١+ (
n∑

i=٠
h(xi)l′i(xj))

٢

dt

+ cosh(
√
axj)

∫ ١

xj

sinh(
√
a(١− t))√

١+ (
n∑

i=٠
h(xi)l′i(xj))

٢

dt = ٠].

می�شود ساده زیر به�صورت بالا رابطه کلاهی توابع ویژگی�های به توجه با

h(xj)−
b√

a cosh(
√
a)

[sinh(
√
a(١− xj))

j−١∑
i=٠

١√
١+ (

h(xi+١)−h(xi)

h
)٢

∫ xi+١

xi

cosh(
√
at)dt

+ cosh(
√
axj)

n−١∑
i=j

١√
١+ (

h(xi+١)−h(xi)

h
)٢

∫ xi+١

xi

sinh(
√
a(١− t))dt] = ٠, j = ٠, ١, . . . , n,

(٧)

n از غیرخطی دستگاه انتگرال�ها، این مقدار جای�گذاری با می�شوند. محاسبه دقیق به�صورت انتگرال�ها آن در که
تکراری روش یک با دستگاه این حل با داشت. خواهیم h(xn−١), ..., h(x١), h(x٠) مجهول�های برای معادله

می�شوند. حاصل شبکه نقاط در مجهول تابع مقادیر نیوتن، روش مانند

عددی نتایج .۵

پارامترهای ازای به (٧) دستگاه حل از حاصل نتایج شده، ارائه عددی روش کارایی بررسی منظور به بخش این در
شده�اند. داده نمایش ٢ شکل در a = b٢

√
١− b٢ = ٠٫ ٣۵٣ و b = ٠٫ ٩

.a = ٠٫ ٣۵٣, b = ٠٫ ٩ (۴) مرزی مقدار مسأله عددی نتایج .٢ شکل

مرجع در آمده به�دست فواصل در هم�مکانی روش از آمده به�دست نتایج است، مشخص ٢ شکل از که همان�طور
برای مرجع این در دارند. قرار [۶]

C =
١−
√
١− ٢ab٢ + a٢b٢

ab
, D =

٢
a
(

√
a٢b٢ − ٢ab٢ + ١

ab
− ١
ab

+ b),
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انسان قرنیه غیرخطی معادله عددی حل

که است شده ثابت
HD(t) ≤ h(t) ≤ HC(t).

که است شده ثابت D١ = b
√
١− b٢ و C١ = b برای همچنین

HD١(t) ≤ h(t) ≤ HC١(t),

می�دهد. پوشش را کران�ها این هم�مکانی روش از حاصل عددی نتایج که
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

پنجم درجه بی�اسپلاین روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

محمودی∗ زهرا
ایران ابهر، ابهر، واحد اسلامی آزاد دانشگاه مهندسی، فنی دانشکده ریاضی، گروه

نظریه سوخت، در گسترده به�طور که براتو مسئله حل برای پنجم درجه بی�اسپلاین پایه بر عددی روش یک چکیده.
معادله یک به دیفرانسیل معادله به�شکل براتو مسئله است. شده داده توسعه دارد، کاربرد گرما انتقال و احتراق
درجه بی�اسپلاین بر مبتنی هم�محلی روش کمک به مجهول تابع بسط روش از می�شود. تبدیل ولترا-فردهلم انتگرالی
نتایج می�شود. استفاده انتگرال�ها تقریب برای لژاندر وزن تابع با گاوس-کرونرود انتگرال�گیری قاعده�ی و پنجم

است. شده مقایسه دیگر روش�های از آمده به�دست نتایج با پیشنهادی روش با شده حاصل عددی
قاعده پنجم، درجه بی�اسپلاین ولترا-فردهلم، خطی غیر انتگرالی معادله براتو، مسئله کلیدی: واژه�های

خطا. آنالیز گاوس-کرونرود-لژاندر، انتگرال�گیری
.34K28, 74G15, 60D30 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

است. آمده به�وجود [۶ ،۴ ،١] حرارتی احتراق تئوری در جامد سوخت اشتعال مدل ساده�سازی از براتو مسئله
برای مقایسه ابزار یک به�عنوان اغلب که معنی بدین است غیرخطی ویژه مقادیر مسئله یک براتو مسئله همچنین
براتو مسئله پیشینۀ و اهمیت از عالی خلاصه یک اشمیت و جاکوبسون [۵] در می�شود. برده به�کار عددی روش�های

آورده�اند. فراهم
است: زیر به�شکل بعدی یک مسطح مختصات در براتو مرزی مقدار مسئله

(١) u
′′
(x) + λeu(x) = ٠, ٠ < x < ١, u(٠) = u(١) = ٠.

می�کند. صدق θ =
√
٢λ cosh( θ۴ ) در θ که است، u(x) = −٢ ln[ cosh((x−

١
٢ )

θ
٢ )

cosh( θ
۴ )

] (١) معادله دقیق جواب
و باشد λ < λc و λ = λc ،λ > λc ترتیب به که وقتی است دو و یک صفر، براتو مسئله جواب
با برابر λc بحرانی مقدار همچنین و [١٠] کند صدق ١ = ١

۴
√
٢λc sinh( θ۴ ) معادله در λc بحرانی مقدار

است. λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩

x به نسبت دوبار باید ابتدا ولترا-فردهلم انتگرالی معادله حسب بر (١) براتو مسئله فرمول�بندی برای
داشت: خواهیم آن�گاه کنیم، انتگرال�گیری

(٢) u(x)− u(٠) = −λ
∫ x

٠

∫ η

٠
eu(t)dtdη + cx.

می�شود: تبدیل یگانه انتگرال به زیر به�صورت (٢) دوگانه انتگرال جزء��به�جزء، انتگرال�گیری به�کارگیری ∫با x

٠

∫ η

٠ e
u(t)dtdη = [η

∫ η

٠ e
u(t)dt]x٠ −

∫ x

٠ ηe
u(η)dη

= x
∫ x

٠ e
u(t)dt− ٠−

∫ x

٠ ηe
u(η)dη

=
∫ x

٠ (x− η)e
u(η)dη

=
∫ x

٠ (x− t)e
u(t)dt.

(٣)

می�آوریم: به�دست (١) مرزی شرایط به�کارگیری با و (٢) در (٣) جای�گذاری با

سخنران ∗
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پنجم درجه بی�اسپلاین روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

c = λ

∫ ١

٠
(١− t)eu(t)dt.

داریم: (٢) در c مقدار جای�گذاری با

(۴) u(x) = λ(−
∫ x

٠
(x− t)eu(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xeu(t)dt).

دستگاهی یا دیفرانسیل-انتگرالی معادله یا انتگرالی معادله دیفرانسیل، معادله با می�توان را فیزیکی رویداد یک
لازم اغلب نیستند حل قابل صریح روش به معادلات این از تعدادی که آن�جائی� از کرد. مدل�سازی معادلات این از

کنیم. استفاده می�باشند درونیابی و عددی انتگرال�گیری از مناسبی ترکیب که عددی روش�های از که است
سپس و (۴) معادله در پنجم درجه بی�اسپلاین توسط مجهول تابع تقریب بر مبتنی هم�محلی روش مقاله این در
ولترا-فردهلم انتگرالی معادله�های تقریب برای را n = ٢ حالت در لژاندر کرونرور گاوس انتگرال�گیری قاعده

داد. خواهیم توسعه غیرخطی

پنجم درجه بی�اسپلاین هم�محلی روش .٢

درجه بی�اسپلاین هم�محلی روش فرمول�بندی در که s درونیاب ساختن در پایه توابع و پنجم درجه بی�اسپلاین فضای
می�کنیم. معرفی می�گیرد، قرار استفاده مورد پنجم

گام طول با [a, b] بازه� از یکنواخت افراز یک △N ≡ {a = t٠ < t١ < · · · < tN = b} کنید فرض

P۵ که s(t) ∈ S۵(∆N ) = {s ∈ C۴[a, b]; s|[ti,ti+١] ∈ P۵, i = ٠, ١, . . . , N − ١} و h =
b− a
N

است. پنجم درجه چندجمله�ای کلاس

می�تواند اضافی نقطه ده کمک به پنجم درجه بی�اسپلاین ساختار ،(۵) معادله در u تحلیلی جواب تقریب برای
که به�طوری شود، اجرا

t−۵ < t−۴ < t−٣ < t−٢ < t−١ , tN+١ < tN+٢ < tN+٣ < tN+۴ < tN+۵,

B۵
i (t) پایه�های از خطی ترکیب به�صورت را s(t) اسپلاین تابع ∆N افراز بازه�های زیر از کدام هر در می�توان

:[٢] نوشت زیر به�شکل

(۵) s(t) =
N+٢∑
i=−٢

ciB
۵
i (t),

می�شود: تعریف زیر به�صورت B۵
i (t) پایه�های که

B۵
i (t) =

١
h۵۵!



(t− ti−٣)
۵, اگر t ∈ [ti−٣, ti−٢),

(t− ti−٣)
۵ − ۶(t− ti−٢)

۵, اگر t ∈ [ti−٢, ti−١),
(t− ti−٣)

۵ − ۶(t− ti−٢)
۵ + ١۵(t− ti−١)

۵, اگر t ∈ [ti−١, ti),
(t− ti−٣)

۵ − ۶(t− ti−٢)
۵ + ١۵(t− ti−١)

۵,
٢٠(t− ti)۵, اگر t ∈ [ti, ti+١),
(t− ti−٣)

۵ − ۶(t− ti−٢)
۵ + ١۵(t− ti−١)

۵,
٢٠(t− ti)۵ + ١۵(t− ti+١)

۵, ,اگر t ∈ [ti+١, ti+٢),
(t− ti−٣)

۵ − ۶(t− ti−٢)
۵ + ١۵(t− ti−١)

۵,
٢٠(t− ti)۵ + ١۵(t− ti+١)

۵ − ۶(t− ti+٢)
۵, اگر t ∈ [ti+٢, ti+٣),

٠, t < ti−٣, ti+٣ < t,

می�شوند، مشخص زیر انتهایی شرایط و درونیابی شرایط از ها ci, −٢ ≤ i ≤ N + ٢ ضرایب و

s(ti) = u(ti), ٠ ≤ i ≤ N,
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محمودی ز.

و

(۶)


(i) Djs(t٠) = Dju(t٠), D

js(tN ) = Dju(tN ), j = ١, ٢,
یا
(ii) Djs(t٠) = Djs(tN ), j = ١, ٢, ٣, ۴,
یا
(iii) Djs(t٠) = ٠, Djs(tN ) = ٠, j = ٣, ۴.

کرونرود-لژاندر گاوس- انتگرال�گیری قاعده�ی .٣

:[٩] است زیر به�شکل کلی حالت در گاوس-کرونرود نقطه�ای ٢n+ ١ انتگرال�گیری روش

∫ b

a

f(x)w(x)dx =
٢n+١∑
k=١

δkf(τk) =
n∑

ν=١

δνf(τν) +
n+١∑
ρ=١

δ∗ρf(τ
∗
ρ ) +R٢n+١(f),

هستند. کرونرود اوزان δ∗ρ و گاوس اوزان δν وزن�های و کرونرود گره�های τ∗ρ گاوس، گره�های τν گره�های آن در که
.R٢n+١(f) = ٠, ∀f ∈ P٣n+١ یعنی است دقیق ٣n+ ١ حداکثر درجه از چندجمله�ای�ها برای روش

به�دست لژاندر گاوس-کرونرود- انتگرال�گیری روش [−١, ١] بازه در ، n = ٢ و w(x) = ١ انتخاب با
داریم: [٩] از را آن وزن�های و گره�ها که می�آید

(٧)
∫ ١

−١
f(x)dx =

۵∑
k=١

δkf(τk) =
٢∑

ν=١

δνf(τν) +
٣∑

ρ=١

δ∗ρf(τ
∗
ρ ) +R۵(f),

τ١ =
−
√
٣

٣
, τ٢ =

√
٣
٣
, τ∗١ = −

√
۶
٧
, τ∗٢ = ٠, τ∗١ =

√
۶
٧
,

δ١ =
٢٧
۵۵
, δ٢ =

٢٧
۵۵
, δ∗١ =

٩٨
۴٩۵

, δ∗٢ =
٢٨
۴۵
, δ∗٣ =

٩٨
۴٩۵

.(٨)

غیرخطی ولترا-فردهلم انتگرالی معادلات عددی حل .۴

می�گیریم: نظر در را (۴) غیرخطی ولترا-فردهلم انتگرالی معادله

(٩) u(x) = λ

[
−
∫ x

٠
(x− t)eu(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xeu(t)dt

]
.

داریم: و می�زنیم (٩)تقریب در پنجم درجه بی�اسپلاین تابع با را u(t) مجهول تابع

(١٠) s(x) = λ

[
−
∫ x

٠
(x− t)es(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xes(t)dt

]
, x ∈ (٠, ١).

می�کنیم: گسسته�سازی xi = ih, , h =
١
N
i = ٠, ١, . . . , N نقاط در را (١٠) معادله حال

s(xi) = λ

[
−
∫ xi

٠
(xi − t)es(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xies(t)dt

]
, i = ٠, ١, . . . , N.

داریم: مساوی بازه� زیر N به [٠, xi] و [٠, ١] بازه�های افراز با

s(xi) = λ

[
−

i−١∑
p=٠

∫ xp+١

xp

(xi − t)es(t)dt+

N−١∑
p=٠

∫ xp+١

xp

(١− t)xie
s(t)dt

]
, i = ٠, ١, . . . , N.
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پنجم درجه بی�اسپلاین روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

از یک هر زیر متغیر تغییر کمک به باید انتگرال�ها، تقریب برای گاوس-کرونرود-لژاندر فرمول از استفاده برای
کنیم: تبدیل [−١, ١] بازه به را [xp, xp+١] بازه�های زیر

t =
١
٢
[(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)], dt =

(xp+١ − xp)

٢
dy =

h

٢
dy,

s(xi) =
h

٢
λ[−

∑i−١
p=٠

∫ ١
−١(xi −

(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)

٢
)e

s(
(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)

٢
)
dy

+
∑N−١

p=٠
∫ ١
−١)١−

(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)

٢
)xie

s(
(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)

٢
)
dy],

i = ٠, ١, . . . , N.
(١١)
دستگاه و می�بریم به�کار را (٧) لژاندر -کرونرود گاوس انتگرال�گیری فرمول ،(١١) معادله در انتگرال�ها تقریب برای

می�آوریم: به�دست را زیر (N + ١)× (N + ۵) غیرخطی

s(xi) =
λh

٢
[−
∑i−١

p=٠
∑۵

ν=١ δν(xi − ξpν)es(ξpν)

+
∑N−١

p=٠
∑۵

ν=١ δν(١− ξpν)xies(ξpν)], i = ٠, ١, . . . , N,

(٨) رابطه قبل بخش از را δν ضرایب و گره�ها τν و ξpν =
(xp+١ − xp)τν + (xp+١ + xp)

٢
آن در که
داریم.

(۶) انتهایی شرایط منظور این برای داریم، نیاز دیگر معادله چهار به (١٢) معادلات از جواب آوردن به�دست برای اما
(N+۵)×(N+۵) غیرخطی دستگاه ،(١٢) معادلات به (۶) معادلات کردن اضافه با بنابراین می�کنیم، اعمال را

می�آوریم: به�دست را زیر
s(xi) =

λh

٢
[−

∑i−١
p=٠

∑۵
ν=١ δν(xi − ξpν)e

s(ξpν) +
∑N−١

p=٠
∑۵

ν=١ δν(١− ξpν)xie
s(ξpν)],

i = ٠, ١, . . . , N,

Djs(x٠) = Djs(xN ), j = ١, ٢, ٣, ۴.
(١٢)
جای�گذاری با و می�آوریم به�دست را ci, i = −١−,٢, . . . , N + ٢ ضرایب فوق غیرخطی دستگاه حل با حال

می�آوریم. به�دست را (٩) معادله تقریبی جواب ،(۵) رابطه در ciها

شده ارائه روش مقایسه و عددی نتایج .۵

با را (٩) معادله ،(٩) ولترا-فردهلم انتگرالی معادله حل در شده ارائه روش دقت و پایداری تست منظور به
مقادیر برای [٨ ،٧ ،٣] در موجود نتایج با (٩) معادله جواب�های خطای قدرمطلق می�کنیم. بررسی مختلف λهای

هستند. ٢ و ١ جدول�های در نتایج و شده�اند مقایسه N = ١٠ و λ = ١, ٣٫ ۵١
است. دقیق بسیار براتو مسئله حل برای مقاله این روش که می�دهند نشان نتایج

داریم: ١ جدول در .١.۵ نکته
∗١٫ ٨۶(−٨) = ١٫ ٨۶× ٨−١٠

٨۵



محمودی ز.

.N = ١٠, λ = ١ ازای به خاص نقاط در (١) مسئله جواب خطای قدرمطلق .١ جدول

(١٢) روش [٣] روش [٧] روش [٨] روش xi
١٫ ٨۶(−٨)∗ ٢٫ ٩٨(−۶) ٢٫ ۶(٣−)٨ ١٫ ٩٨(−۶) ٠٫ ١
١٫ ۴(٨−)١ ۵٫ ۴۶(−۶) ٢٫ (٣−)٠٢ ٣٫ ٩۴(−۶) ٠٫ ٢
١٫ ۶(٨−)٨ ٧٫ ٣٣(−۶) ١٫ ۵(٣−)٢ ۵٫ ٨۵(−۶) ٠٫ ٣
١٫ ۶(٨−)٠ ٨٫ ۵٠(−۶) ٢٫ (٣−)٢٠ ٧٫ ٧٠(−۶) ٠٫ ۴
١٫ ۶(٨−)٧ ٨٫ ٨٩(−۶) ٣٫ (٣−)٠١ ٩٫ ۴٩(−۶) ٠٫ ۵
١٫ ۶(٨−)٠ ٨٫ ۵٠(−۶) ٢٫ (٣−)٢٠ ١٫ ١١(−۵) ٠٫ ۶
١٫ ۶(٨−)٨ ٧٫ ٣٣(−۶) ١٫ ۵٢(−۴) ١٫ ٢۶(−۵) ٠٫ ٧
١٫ ۴(٨−)١ ۵٫ ۴۶(−۶) ٢٫ (٣−)٠٢ ١٫ ٣۵(−۵) ٠٫ ٨
١٫ ٨۶(−٨) ٢٫ ٩٨(−۶) ٢٫ ۶(٣−)٨ ١٫ ٢٠(−۵) ٠٫ ٩

.N = ١٠, λ = ٣٫ ۵١ ازای به خاص نقاط در (١) مسئله جواب خطای مطلق قدر .٢ جدول

(١٢) روش [٣] روش xi
٩٫ ۶۶(−۶) ٣٫ ٨۴(−٢) ٠٫ ١
١٫ ۶٧(−۵) ٧٫ ۴(٢−)٨ ٠٫ ٢
٢٫ ٣۴(−۵) ١٫ ٠۶(−١) ٠٫ ٣
٢٫ ٧۵(−۵) ١٫ (١−)٢٧ ٠٫ ۴
٢٫ ٩٢(−۵) ١٫ ٣۵(−١) ٠٫ ۵
٢٫ ٧۵(−۵) ١٫ (١−)٢٧ ٠٫ ۶
٢٫ ٣۴(−۵) ١٫ ٠۶(−١) ٠٫ ٧
١٫ ۶٧(−۵) ٧٫ ۴(١−)٨ ٠٫ ٨
٩٫ ۶۶(−۶) ٣٫ ٨۴(−٢) ٠٫ ٩
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

ولترا-فردهلم-همرشتاین انتگرال معادلات حل در سینک-نیشتروم روش یک

مهدی�پور∗ علی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه

افتخاری علی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه

در مضاعف نمایی تبدیلات مبنای بر و سینک-نیشتروم روش کمک به عددی رویکرد یک مقاله، این در چکیده.
همگرایی و کارایی عددی، نتایج می�شود. ارائه ولترا-فردهلم-همرشتاین نوع از غیرخطی انتگرال معادلات حل

می�سازد. آشکار موجود عددی روش�های برخی با مقایسه در را روش این بالای
نیشتروم. روش سینک، تابع ولترا-فردهلم-همرشتاین، غیر�خطی، انتگرال معادلات کلیدی: واژه�های

.65R20 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

ولترا-فردهلم-همرشتاین انتگرال معادله حل در سینک توابع پایه� بر نیشتروم روش مقاله، این در

u(x) + λ١

∫ b

a

K١(x, t)F١(t, u(t))dt+ λ٢

∫ x

a

K٢(x, t)F٢(t, u(t))dt = g(x), a ≤ x ≤ b,

(١)
می�گیرد. قرار استفاده مورد

معلوم λ٢ و λ١ پارامترهای و g(x) ،F٢(t, u(t)) ،F١(t, u(t)) ،K٢(x, t) ،K١(x, t) توابع این�جا در
است. (١) معادله� برای مجهول جواب u(x) و هستند

و الکتریسیته مکانیک، اخترفیزیک، در ذرات انتقال مسائل قبیل از زمینه�ها از بسیاری در عددی، مدل یک
برای بسیاری پژوهش�های شود. تبدیل (١) معادله� به می�تواند ... و ریاضی اقتصاد ژئوفیزیک، ژنتیک، مغناطیس،
اشاره اصلاح�شده، تجزیه� روش و تیلور روش هم�مکانی، روش به می�توان آن�ها میان� از که دارند وجود (١) معادله� حل
کوادراتور، روش�های یا پایه�ای توابع توسط جواب بسط از استفاده با روش�ها، این از برخی در عموماً .[۴] نمود
سینک، کوادراتور هستند. برخوردار چندجمله�ای مرتبه� از همگرایی نرخ از معمولا که می�نمایند اقدام مسأله حل به
از مختلف معادلات حل در مکرراً شیوه این دارد. انتگرال و �دیفرانسیل حساب مختلف زمینه�های در مهمی نقش

است. شده استفاده دیفرانسیل و انتگرال معادلات جمله
معادله� ،(SE) استاندارد نمایی تبدیلات مبنای بر و سینک کوادراتور از استفاده با ،[۴] همکاران و ما ینینگ

دادند. ترقی نمایی به را آن همگرایی نرخ و نموده حل را (١)
،(DE) مضاعف نمایی تبدیلات اساس بر و سینک-نیشتروم روش از استفاده با تا داریم قصد مقاله، این در

بخشیم. بهبود را [۴] در ارائه�شده روش همگرایی نرخ و نموده حل را (١) معادله�

قضایا و تعاریف .٢

R روی سینک تابع می�گردد. ارائه سینک کوادراتور به مربوط ضروری قضایای و تعاریف برخی بخش، این در
می�شود: تعریف زیر رابطه� توسط

سخنران ∗
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افتخاری ع. و مهدی�پور ع.

Sinc(t) =

{
sin(πt)

πt , t ̸= ٠,
١, t = ٠.

بیان زیر رابطه� توسط N طبیعی مقدار ازای به R روی f تابع یک به نظیر سینک درونیاب تقریب همچنین،
می�شود:

f(t) ≈ fN (t) =
N∑

i=−N

f(ih)S(i, h)(t),

تعریف زیر صورت به سینک توابع اتساع و انتقال کمک به S(i, h)(t) تابع ،h > ٠ گام طول ازای به آن در که
می�گردد:

S(i, h)(t) = Sinc( t
h − i), i = −N, ..., N.

ضابطه� با R روی J(i, h)(t) تابع این، بر علاوه

J(i, h)(t) = ١
٢ +

١
πSi

[
π( t

h − i)
]
, i = −N, ..., N,

.Si(t) =
∫ t

٠
sinµ
µ dµ که می�گردد تعریف

می�نماییم: استفاده زیر همدیس نگاشت از ،(a, b) متناهی بازه� در f تابع تقریب منظور به

t = ϕ(z) = ln

 ١
π
ln(

z − a
b− z

) +

√
١+

(
١
π
ln(

z − a
b− z

)

)٢
 , z ∈ (a, b),

وارون ضابطه� از که

(٢) z = ψ(t) = (ϕ)−١(t) =
b− a
٢

tanh

(
π

٢
sinh(t)

)
+
b+ a

٢
, t ∈ R,

و ψ(−∞) = a این بر علاوه و می�گردد تصویر (a, b) بازه� به R ،(٢) نگاشت تحت است. برخوردار
.ψ(∞) = b

به (٢) نگاشت Ddتوسط = {z ∈ C :| Im(z) |< d} نواری ناحیه� d > ٠ مقدار یک ازای به هم�چنین،

D =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣arg
[

١
π ln( z−a

b−z ) +

√
١+

(
١
π ln( z−a

b−z )
)٢ ]∣∣∣∣∣ < d ≤ π

٢

}
کراندار ساده� همبند ناحیه�

می�گردد. تصویر

تحلیلی توابع همه� خانواده� بیانگر Lα(D) این�صورت در باشد. مثبت ثابت یک α کنید فرض [٣] .١.٢ تعریف
،K ثابت یک ازای به که است D کراندار ساده� همبند ناحیه� روی f مانند

∀z ∈ D, |f(z)| ≤ K|Q(z)|٢,

.(a, b) ⊆ D و Q(z) = (z − a)(b− z) آن در که

و باشد طبیعی عددی N و ٠ < d < π
٢ ،f ∈ Lα(ψ(Dd)) کنید فرض سینک) (درونیابی [٢] .٢.٢ قضیه

گردد: انتخاب زیر دستور مطابق h

(٣) h =
ln( ٢dNα )

N
.

به�طوری�که می�شود یافت N از مستقل C١ ثابت این�صورت در
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ولترا-فردهلم-همرشتاین انتگرال معادلات حل در سینک-نیشتروم روش یک

max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣f(t)−
N∑

i=−N

f(ti)S(i, h)(ϕ(t))

∣∣∣∣∣ ≤ C١ exp

(
−πdN
ln( ٢dNα )

)
.

این�جا، در
ti = ψ(ih), i = −N, ..., N,

هستند. سینک درونیاب نقاط به مشهور

همچنین .٠ < d < π
٢ آن در که fQ ∈ Lα(ψ(Dd)) کنید فرض سینک) (کوادراتور [٢] .٣.٢ قضیه

می�شود یافت N از مستقل C٢ ثابت این�صورت، در گردد. انتخاب (٣) توسط h و طبیعی عددی N کنید فرض
∣∣∣∣∣به�طوری�که

∫ b

a

f(t)dt− h
N∑

i=−N

f(ti)ψ
′(ih)

∣∣∣∣∣ ≤ C٢ exp

(
−πdN
ln( ٢dNα )

)
.

این�صورت در گیرد. تعلق Lα(ψ(Dd)) خانواده� به fQ تابع ،٠ < d < π
٢ ازای به کنید فرض [٣] .۴.٢ قضیه

به�طوری�که می�شوند یافت K ثابت و N از مستقل C٣ ثابت ،(٣) در h گام طول و N طبیعی مقدار ازای به

max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣
∫ t

a

f(s)ds−
N∑

i=−N

f(ti)Wi(t)

∣∣∣∣∣ ≤ K(b− a)٢α−١C٣
ln( ٢dNα )

N
exp

(
−πdN
ln( ٢dNα )

)
,

آن در که
Wi(t) = ψ′(ih)J(i, h) (ϕ(t)) , i = −N, ..., N.

سینک-نیشتروم روش به�کارگیری .٣

می�گیریم: نظر در را زیر کوادراتورهای ٣.٢ و ٢.٢ قضایای طبق بر

∫ b

a

K١(x, t)F١(t, u(t))dt ≈ h
N∑

i=−N

K١(x, ti)

ϕ′(ti)
F١(ti, ui),

∫ x

a

K٢(x, t)F٢(t, u(t))dt ≈ h
N∑

i=−N

K٢(x, ti)

ϕ′(ti)
J(i, h)(ϕ(x))F٢(ti, ui),

گسسته�سازی با نیشتروم روش می�شود. انتخاب (٣) دستور با h و ti = ψ(ih) است، u(ti) مخفف ui که
می�گردد: آشکار زیر رابطه� توسط (١) معادله�

uN (x) + λ١h

N∑
i=−N

K١(x, ti)

ϕ′(ti)
F١(ti, ui) + λ٢h

N∑
i=−N

K٢(x, ti)

ϕ′(ti)
J(i, h)(ϕ(x))F٢(ti, ui) = g(x).

(۴)
به را xj = ψ(jh) , j = −N, ..., N سینک نقاط ،(۴) معادله� در ui مجهول ٢N + ١ تعیین منظور به

می�کنیم. انتخاب هم�مکانی، کوادراتور نقاط عنوان
به ui مجهولات اساس بر غیرخطی جبری معادلات دستگاه یک ،(۴) معادله� در x جای به xj جای�گذاری با
صورت به uN (x) تقریبی جواب ترتیب، این به می�گردد. حل میپل در fsolve فرمان از استفاده با که می�آید دست
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.١.۴ مثال برای N مختلف مقادیر ازای به DE و SE تبدیلات پایه� بر EN مقادیر مقایسه�� .١ شکل

می�گردد: محاسبه زیر

uN (x) = g(x)− λ١h
N∑

i=−N

K١(x, ti)

ϕ′(ti)
F١(ti, ui)

− λ٢h
N∑

i=−N

K٢(x, ti)

ϕ′(ti)
J(i, h)(ϕ(x))F٢(ti, ui), x ∈ [a, b].

عددی نتایج .۴

ازای به می�پردازیم. مثال دو حل به DE و SE تبدیلات پایه� بر سینک-نیشتروم روش کارگیری به با بخش، این در
می�گردد: تعریف زیر صورت به سینک نقاط در خطا ماکسیمم ،N طبیعی مقدار یک

EN = max
−N≤i≤N

|u(xi)− uN (xi)|.

شده�اند. انتخاب تجربی طور به α = ١ و d = π
۴ مقادیر مثال�ها، تمامی در همچنین،

ولترا-فردهلم-همرشتاین غیرخطی انتگرال معادله [۴] .١.۴ مثال

u(x) =

∫ ١

٠
xtu٢(t)dt+

∫ x

٠
xteu(t)dt+ lnx− x

۴
− x۴

٣
, x ∈ [٠, ١],

مقادیر ازای به EN نمودار ،١ شکل در بگیرید. نظر در را u(x) = lnx دقیق جواب با
است. شده ترسیم log mode قالب در و DE و SE تبدیلات برپایه� N = ٢, ۴, ٨, ١۶, ٣٢, ۶۴

و است بالا بسیار DE تبدیلات پایه� بر سینک-نیشتروم روش همگرایی سرعت و دقت که می�دارد بیان تصویر این
می�کاهد. EN از ملاحظه�ای قابل طور به ،N مقدار در افزایش اندک

ولترای غیرخطی انتگرال معادله [١] .٢.۴ مثال

u(x) = −٣
∫ x

٠
sin(x− t)u٢(t)dt+ ١+ sin٢(x), x ∈ [٠, ١],

و N = ٨ مقادیر ازای به مطلق خطای نمودار ،٢ شکل در است. مفروض u(x) = cos(x) دقیق جواب با
است. شده ترسیم N = ١۶

نتیجه�گیری .۵

معادله دو حل به موفق مضاعف، نمایی تبدیلات بر مبتنی سینک-نیشتروم روش کارگیری به با پژوهش، این در
حل در بالایی اطمینان قابلیت و کارایی از روش که می�دهند نشان حاصل، عددی نتایج شدیم. غیرخطی انتگرال
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ولترا-فردهلم-همرشتاین انتگرال معادلات حل در سینک-نیشتروم روش یک

.٢.۴ مثال برای N = ١۶ و N = ٨ مقادیر ازای به مطلق خطای نمودار .٢ شکل

نمایی همگرایی نرخ می�تواند شرایطی تحت و است برخوردار ولترا-فردهلم-همرشتاین غیرخطی انتگرال معادلات
نماید. کسب را exp(−CN

lnN ) مرتبه� از

مراجع
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و تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات از دسته�ای عددی حل برای جدید ضمنی روش یک ارائه
آن B-پایداری بررسی

میرزایی∗ آذر
ایران کرمانشاه، رازی، دانشگاه علوم، دانشکده

کامرانی مینو و
ایران کرمانشاه، رازی، دانشگاه علوم، دانشکده

عددی حل لذا نیست دست در تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب معمولا که آن�جایی از چکیده.
منظور به مقاله این در است. گرفته قرار بررسی مورد بسیار اخیر سال�های در که است موضوعی معادلات این
پایداری اثبات ضمن که می�شود مطرح جدید ضمنی روش یک فوق معادلات برای جواب تقریب آوردن به�دست

می�شود. پرداخته دارد کاربرد پزشکی در که مثال یک روی آن پیاده�سازی به قضیه، یک قالب در فوق روش
-B ضمنی، میانگینی میانی نقطه روش تصادفی، معمولی دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژه�های

پایداری.
.34D30, 65C30, 60H10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

و هستند نویز فرایند شامل که هستند دیفرانسیل معادلات از مهمی دسته تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات
به�صورت می�توان را معادلات این .[٣] دارند بیوشیمی و فیزیک جمله از مختلف علوم در فراوانی کاربردهای
عددی روش�های از می�توان آن�ها حل برای پس ،[٧] گرفت نظر در معمولی دیفرانسیل معادله یک به�عنوان مسیری
حل برای عددی روش�های آن�جایی�که از اما کرد. استفاده ،[۶] دارند کاربرد معمولی دیفرانسیل معادلات در که
حفظ تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات برای را خود قبلی همگرایی مرتبه معمولا معمولی دیفرانسیل معادلات

.[۵] می�شوند مطرح معادلات از دسته این حل برای جدیدی عددی روش�های دلیل همین به نمی�کنند

چون طرفی از است. فوق معادلات تقریب برای جدید عددی روش یک کردن مطرح مقاله، این اصلی هدف
روش پایداری لذا آن�هاست پایداری بررسی عددی روش�های عملکرد چگونگی دادن نشان برای راهکارها از یکی

می�شود. گرفته به�کار پزشکی مدل یک روی نظر مورد میانگینی روش انتها در و می�شود ثابت نیز فوق

تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های .٢

به�طور آن �جزئی مشتقات و باشد مشتق�پذیر پیوسته به�طور بار دو f : Rm × Rd −→ Rd کنید فرض �
باشد. کسری براونی حرکت یا براونی حرکت مانند m-بعدی تصادفی فرایند یک ζt و باشند کران�دار یکنواخت

است زیر به�صورت d-بعدی تصادفی معمولی دیفرانسیل معادله یک کلی شکل

(١)
dx

dt
= f (ζt, x) .

جواب�های وجود که می�دهد نشان را مسیری حالت در معمولی دیفرانسیل معادله یک کلی شکل فوق رابطه
می�آید به�دست مسیری به�صورت معمولی دیفرانسیل معادلات وجود قضیه استاندارد فرضیات طبق آن�ها مسیری
برای تقریبی جواب آوردن به�دست لذا هستند دسترس در ندرت به معادلات از دسته این تحلیلی جواب چون .[٢]

است. گرفته قرار توجه مورد عددی روش�های از استفاده با آن�ها

سخنران ∗
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... و تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات از دسته�ای عددی حل برای جدید ضمنی روش یک ارائه

روی n = ٠, ١, . . . , N − ١ ازای به که ،[۴] است ضمنی میانگینی میانی نقطه روش روش�ها، این از یکی
می�شود: تعریف زیر صورت به

(
Ω,F , {Ft}t≥٠ , P

)
احتمال فضای برای ،�(T > ٠) [٠, T ] زمانی بازه

(٢) X
(N)
n+١ = X(N)

n + f

(
In,

١
٢
(X(N)

n +X
(N)
n+١)

)
∆, X(N)

٠ = x٠,

که

In =
١
∆

∫ (n+١)∆

n∆

ζsds.

ازای به زمانی گسسته�سازی با را [٠, T ] بازه ابتدا فوق روش�های معرفی برای که است ذکر به لازم

می�کنیم تقسیم ،h = ∆ =
T

N
�گام طول با tn = n∆ متساوی�الفاصله نقاط به n = ٠, ١, . . . , T

می�دهیم. نمایش X(N)
n = Xn با tn نقطه در را مسأله جواب تقریب سپس

در که است گرفته قرار مطالعه مورد آن�ها B-پایداری عنوان تحت مفهومی روش، این جواب رفتار آنالیز برای
داریم ϑ ∈ (٠, ١) ازای به (٢) روش تعمیم با طرفی از است. B-پایدار ،(٢) روش که می�شود ثابت [۴]

X
(N)
n+١ = X(N)

n + f
(
In, ϑX

(N)
n + (١− ϑ)X(N)

n+١

)
∆,(٣)

B-پایداری بررسی مقاله این از هدف اما است. شده ثابت [١] در ϑ ∈ (٠, ١٢ ) برای روش این B-پایداری که
قالب در سپس می�پردازیم، زیر مفهوم دو تعریف به ابتدا منظور بدین است. ϑ ∈ ( ١٢ , ١) ازای به فوق روش برای

است. B-پایدار ،ϑ ∈ ( ١٢ , ١) ازای به (٣) روش می�کنیم ثابت قضیه�ای

و x, y ∈ Rd تمام برای که به�طوری دارد وجود γ ∈ R ثابت [٩] طرفه) یک لیپ�شیتز (شرط .١.٢ تعریف
w ∈ Rm

⟨f (w, x)− f (w, y) , x− y⟩ ⩽ γ ∥ x− y ∥٢ .
Xn جواب دو هر برای n = ١, . . . , N ازای به هرگاه گویند B-پایدار را عددی روش یک [۴] .٢.٢ تعریف

کند صدق زیر شرط در ،X ′
n و

∥ Xn −X ′
n ∥≤∥ Xn−١ −X ′

n−١ ∥ .

عددی روش برای جواب دو Yn و Xn ،n = ٠, . . . , N − ١ ازای به کنید فرض .٣.٢ قضیه

X
(N)
n+١ = X(N)

n + f
(
In, ϑX

(N)
n + (١− ϑ)X(N)

n+١

)
∆, ϑ ∈ (

١
٢
, ١),(۴)

یعنی است، B-پایدار فوق روش صورت این در باشند. است، شده اعمال (١) معادله بر که
∥ Xn+١ − Yn+١ ∥≤∥ Xn − Yn ∥ .

داریم هستند (٣) روش از جواب دو Yn و Xn که مسئله فرض از استفاده با اثبات.

Xn+١ = Xn + f(In, ϑXn + (١− ϑ)Xn+١)∆,

Yn+١ = Yn + f(In, ϑYn + (١− ϑ)Yn+١)∆.

لذا
Xn+١ − Yn+١ = (Xn − Yn) +D,

آن در که
D := f (In, ϑXn + (١− ϑ)Xn+١)∆− f (In, ϑYn + (١− ϑ)Yn+١)∆.

بنابراین

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢=∥ (Xn − Yn) +D ∥٢=∥ Xn − Yn ∥٢ +٢ ⟨Xn − Yn, D⟩+ ∥ D ∥٢ .
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زیر رابطه از استفاده با طرفی از

(١− ϑ) (Xn+١ − Yn+١) = (١− ϑ) (Xn − Yn) + (١− ϑ)D,

داریم
Xn − Yn = (١− ϑ)(Xn+١ − Yn+١) + ϑ(Xn − Yn)− (١− ϑ)D.

که می�شود نتیجه پس

∥Xn+١ − Yn+٢∥١ = ∥Xn − Yn∥٢+ ∥ D ∥٢ +١)⟩٢− ϑ) (Xn+١ − Yn+١)

+ ϑ (Xn − Yn)− (١− ϑ)D,D⟩
= ∥Xn − Yn∥٢+ ∥ D ∥٢ −٢ (١− ϑ) ∥ D ∥٢

+ ١)⟩٢− ϑ) (Xn+١ − Yn+١) + ϑ (Xn − Yn) , D⟩.

داریم γ ⩽ ٠ که این فرض و طرفه یک لیپ�شیتز شرط تعریف طبق طرفی از

⟨(١− ϑ) (Xn+١ − Yn+١) + ϑ (Xn − Yn) , D⟩
⩽ γ∆ ∥ (١− ϑ) (Xn+١ − Yn+١) + ϑ (Xn − Yn) ∥٢⩽ ٠.

بنابراین

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢ ⩽∥ Xn − Yn ∥٢ +(٢ϑ− ١) ∥ D ∥٢

⩽∥ Xn − Yn ∥٢ +(٢ϑ− ١) ∥ (Xn+١ − Yn+١)− (Xn − Yn) ∥٢

⩽∥ Xn − Yn ∥٢ +(٢ϑ− ١) ∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢ +(٢ϑ− ١) ∥ Xn − Yn ∥٢

− ٢)٢ϑ− ١) ∥ Xn − Yn ∥∥ Xn+١ − Yn+١ ∥,
پس

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢ −(٢ϑ− ١) ∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢ ⩽∥ Xn − Yn ∥٢ +(٢ϑ− ١) ∥ Xn − Yn ∥٢

− ٢)٢ϑ− ١) ∥ Xn − Yn ∥∥ Xn+١ − Yn+١ ∥,
نتیجه در

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢⩽ (
٢ϑ

٢− ٢ϑ
) ∥ Xn − Yn ∥٢ −(

٢)٢ϑ− ١)
٢− ٢ϑ

) ∥ Xn − Yn ∥∥ Xn+١ − Yn+١ ∥,

داریم (٢) رابطه از استفاده با که

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢ ⩽ (
٢ϑ

٢− ٢ϑ
) ∥ Xn − Yn ∥٢ −(

٢)٢ϑ− ١)
٢− ٢ϑ

) ∥ Xn − Yn ∥٢

− (
٢)٢ϑ− ١)
٢− ٢ϑ

) ∥ Xn − Yn ∥∥ D ∥,

بنابراین

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢⩽∥ Xn − Yn ∥٢ +(
٢− ۴ϑ
٢− ٢ϑ

) ∥ Xn − Yn ∥∥ D ∥,

لذا است منفی همواره ١
٢ < ϑ < ١ برای (

٢− ۴ϑ
٢− ٢ϑ

) عبارت چون طرفی از

∥ Xn+١ − Yn+١ ∥٢⩽∥ Xn − Yn ∥٢,

□ است. B-پایدار ،(۴) روش یعنی این و

این در بحث مورد عددی روش که می�شود بیان تصادفی معمولی دیفرانسیل معادله یک از مثال یک ادامه در
است. شده گرفته به�کار آن جواب تقریب برای مقاله
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این می�شود. پرداخته C هپاتیت ویروس درمان برای مدل�ها ساده�ترین از یکی بررسی به مثال این در .۴.٢ مثال
است: زیر به�صورت مدل

dV

dt
(t) = (١− ϵ) pI (t)− cV (t) ,

dI

dt
(t) = βT (t)V (t)− δI (t) ,

dT

dt
(t) = s− βT (t)V (t)− dT (t) ,

ویروس تولید میزان p موثر، ویروس ϵ هدف، سلول�های T عفونی، سلول�های I ویروس، تعداد V آن در که
s رفته، دست از عفونی سلول�های میزان δ ویروس، دوباره سرایت میزان β ویروس، زدودگی میزان c جدید،
δ پارامتر کنید فرض همچنین هستند. رفته دست از هدف سلول�های میزان d و شده ترمیم هدف سلول�های میزان

Wtباشد. به وابسته زیر تصادفی فرایند به�صورت

δt = δ٠

(
١− ν ٢

π
tan−١Wt

)
,

.[٨] است وینر تصادفی فرایند Wtیک و ν ∈ [٠, ١] ،δ٠ > ٠ آن در که

،V٠ = ١٠٧ اولیه مقادیر با h = ٠٫ ٢ گام اندازه با (۴) روش از فوق سیستم عددی حل برای حل.
،d = ٠٫ ۵ ،s = ١٠۶٫۵ ،δ٠ = ٠٫ ۴ ،c = ٨ ثابت پارامتر�های و T٠ = ١٫ ۶ × ١٠۶ ،I٠ = ١٫ ٢ × ١٠۶

بر می�شوند رسم ادامه در که نمودارهایی می�شود. استفاده ،β =
δ٠I٠

(T٠V٠)
،p =

cV٠
I٠

و ϵ = ٠٫ ١ ،ν = ٠٫ ٣

شده�اند. گرفته نظر در T و I ،V عمودی محور و t افقی محور اساس

.X(N)
n+١ = X

(N)
n + f

(
In,

٣
۴X

(N)
n + ١

۴X
(N)
n+١

)
∆ روش با ۴.٢ مثال عددی حل .١ شکل

.X(N)
n+١ = X

(N)
n + f

(
In,

۴
۵X

(N)
n + ١

۵X
(N)
n+١

)
∆ روش با ۴.٢ مثال عددی حل .٢ شکل
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تعمیم�یافته نایکنواخت خطی جستجوی روش با موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی

اکبری∗ زهره
ایران بابلسر، مازندران، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی برای نایکنواخت و نادقیق خطی جستجوی روش یک مقاله، این در چکیده.
معرفی فعلی نقطه در کاهشی جهت یک برای تعمیم�یافته نایکنواخت آرمیژو شرط ابتدا، می�گردد. ارائه موضعی
نشان تعمیم�یافته آرمیژو شرط در صادق و کاهشی جهت یک امتداد در گام طول یک حداقل وجود سپس می�گردد.
می�گردد. ارائه نامحدب و ناهموار سازی بهینه مسأله برای نایکنواخت مینیمم�سازی الگوریتم سپس می�شود. داده
و شده سازی پیاده متلب محیط در شده ارائه روش پایان، در می�شود. اثبات شده ارائه روش سراسری همگرایی
به منجر تنها نه روش�، این می�شود مشاهده می�گردد. مقایسه موضوع ادبیات در موجود روش�های برخی با نتایج
روش به نسبت بهینه جواب به رسیدن در مسأله حل سرعت بلکه می�شود، مسأله سراسری بهینه جواب محاسبه

است. بالاتر یکنواخت خطی جستجوی
لیپ�شیتز، پیوسته تابع ناهموار، نایکنواخت آرمیژو شرط مینیمم�سازی، الگوریتم کلیدی: واژه�های

سراسری. همگرایی
.49J52, 90C26 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

در موجود روش�های اغلب می�شود. گرفته نظر در موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی مسأله مقاله، این در
تولید دنباله ازای به یکنواخت، تکراری الگوریتم یک در می�باشند. یکنواخت تکراری روش�های ناهموار، بهینه�سازی
شود، انتخاب موضعی مینیمم نقطه نزدیک آغازین، نقطه که زمانی است. برقرار f(xk+١) ≤ f(xk) رابطه شده
همین یکنواخت، روش�های معایب از یکی می�شوند. همگرا موضعی مینیمم همان به احتمالا یکنواخت روش�های
این در می�کنند. تضمین را سراسری همگرایی نایکنواخت روش�های که حالی در است شروع نقطه به وابستگی
روش�های شود. داده توسعه موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی برای نایکنواخت روش می�شود سعی مقاله،
نمود. مراجعه [١١ ،٧ ،١] به می�توان بیشتر مطالعه برای است، شده ارائه ناهموار بهینه�سازی مسأله حل برای زیادی
روش�ها مهمترین از یکی خطی جستجوی روش�های مشتق�پذیراست، پیوسته طور به بار دو هدف تابع که زمانی
بنا مفروض، کاهشی جهت یک در گام طول یک کردن پیدا اصل بر خطی جستجوی روش�های .[١٠] می�باشد
هدف یکنواخت، خطی جستجوی روش در نایکنواخت. و یکنواخت می�شوند: تقسیم دسته دو بر که شده�اند، نهاده
صورت به گام طول محاسبه می�باشد. xk نقطه در dk مفروض کاهشی جهت یک در αk گام طول کردن پیدا
می�شود. minمحاسبه

α
f(xk + αdk) مسأله حل از αk دقیق، جستجوی روش در می�شود. انجام نادقیق و دقیق

بالایی محاسباتی هزینه دارای آن حل بالا ابعاد در که بوده بهینه مسأله یک بالا مسأله می�گردد،� ملاحظه که همان�طور
می�کند: صدق آرمیژو شرط در که است عددی بزرگترین αk نادقیق، خطی جستجوی روش در است.

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + εαk∇f(xk)T dk,

نیز کافی کاهش شرط آرمیژو شرط به .[١٠] است xk نقطه در f تابع f(xk)∇گرادیان ،c١ ∈ (٠, ١) آن در که
جستجوی تکنیک همکاران و گریپو بار، اولین برای می�گردد. محاسبه بازگشتی روش از αk معمولا می�شود. گفته
کاهشی جهت همان را کاهشی جهت آن�ها .[۵] نمودند ارائه هموار تابع مینیمم�سازی برای را نایکنواخت خطی

سخنران ∗
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کند: صدق زیر رابطه در که به�طوری کردند انتخاب را αk نامنفی عدد بزرگ�ترین سپس و گرفتند نظر در نیوتن

(١) f(xk + αkdk) ≤ max
٠≤j≤m(k)

[f(xk−j)] + εαk∇f(xk)T dk,

برای ٠ ≤ m(k) ≤ min[m(k−١)+١,M ] ،xk نقطه در f تابع f(xk∇گرادیان ،c١ ∈ (٠, ١) آن در که
نایکنواخت آرمیژو شرط ،(١) شرط است. نامنفی صحیح عدد M همچنین می�باشند، m(٠) = ٠ و k ≥ ١
اثبات یکنواخت محدب توابع برای را نایکنواخت خطی جستجوی روش R-خطی همگرایی دای می�شود. نامیده
مقادیر میانگین تکرار، هر در که کردند ارائه جدیدی نایکنواخت خطی جستجوی روش همکاران، و ژانگ .[۴] کرد
کاهش تکرار هر در هدف تابع مقدار ماکزیمم گریپو روش در که حالی در می�یابد، کاهش اخیر، تکرار در هدف تابع
پیشنهادی�شان روش باشد هموار و نامحدب هدف تابع که زمانی دادند نشان آن�ها همچنین، .[١٣] می�یافت
روش�های اخیراً نایکنواخت، روش�های خوب عددی نتایج به توجه با است. سراسری همگرایی خاصیت دارای
نایکنواختی روش هیچ تاکنون .[١٢ ،٢] شده�اند ترکیب نایکنواخت روش با نیوتن شبه روش�های و اعتماد ناحیه
روش یک بار اولین برای مقاله، این در است. نشده ارائه موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی مسأله برای
بخش در می�گردد. ارائه موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع مینیمم�سازی مسأله حل برای نایکنواخت خطی جستجوی
جهت در نایکنواخت خطی جستجوی روش سوم، بخش در می�شود. بیان ناهموار آنالیز از کوتاه مقدمه�ای دوم،
همگرایی و بهینه�سازی الگوریتم سپس و می�شود تعریف موضعی لیپ�شیتز پیوسته هدف تابع برای کاهش تندترین
و ناهموار نایکنواخت خطی جستجوی الگوریتم عددی نتایج به به�ترتیب، پنجم، و چهارم بخش می�گردد. ارائه آن

است. یافته اختصاص مقاله از نتیجه�گیری

ناهموار آنالیز بر مقدمه�ای .٢

لیپ�شیتز پیوسته x نقطه در f تابع .[٣] می�کنیم بیان را ناهموار آنالیز از مقدماتی مفاهیم برخی بخش، این در
که طوری به باشد، موجود x از همسایگی هرگاه است موضعی

کنید فرض است. لیپ�شیتز ثابت L > ٠ آن در که ،y, z ∈ Nr(x) ،|f(y)− f(z)| ≤ L||y − z||
d جهت در x نقطه در f تابع کلارک یافته تعمیم جهتی مشتق باشد، موضعی لیپ�شیتز پیوسته x نقطه در f تابع

:[٣] می�شود تعریف زیر صورت به

f◦(x, d) := lim sup
y→x,t↓٠

f(y + td)− f(x)
t

.

صورت به کلارک تعمیم�یافته زیردیفرانسیل تعریف، این اساس بر

∂f(x) = {ξ ∈ Rn|f◦(x; d) ≥ ξT d, ∀ d ∈ Rn}

، ε > ٠ هر برای می�شود. نامیده x در f تابع زیرگرادیان یک ،ξ ∈ ∂f(x) بردار هر می�گردد. تعریف .
،∂εf(x) := cl conv{∂f(y), ∥x − y∥٢ ≤ ε} صورت به x در f تابع گلداشتاین ε-زیردیفرانسیل
،ξ ∈ ∂f(x) بردار هر هستند. مجموعه بستار و محدب پوسته ترتیب به cl و conv آن در که می�گردد تعریف
برای اگر . f◦ε (x, d) = supξ∈∂εf(x) ξ

T d کرد مشاهده می�توان می�شود. نامیده x در f تابع ε-زیرگرادیان
f تابع ایستای -ε نقطه یک x∗ نقطه این�صورت در باشد، f◦ε (x, d) ≥ ٠ یا ٠ ∈ ∂εf(x) ،d ∈ Rn �هر
نرم و است موضعی لیپ�شیتز پیوسته f : Rn → R تابع که می�شود فرض مقاله این سرتاسر در می�شود. نامیده

است. اقلیدسی نرم همان شده گرفته نظر در

همگرایی�اش و نایکنواخت خطی جستجوی روش .٣

ابتدا می�شود. اثبات آن سراسری همگرایی و ارائه ناهموار نایکنواخت خطی جستجوی روش یک بخش، این در
شرط تعریف این از استفاده با سپس، می�شود. تعریف ε > ٠ ازای به ∂εf(x) از استفاده با کاهشی جهت یک
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با ∂εf(x) از عنصر یک vk کنید فرض می�شود. داده نشان آن بودن تعریف خوش و می�شود داده تعمیم آرمیژو
است: نرم مینیمم

(٢) vk = argmin {∥ξ∥ : ξ ∈ ∂εkf(xk)} .
جهت یک گرفتن نظر در با حال است. x در f تابع برای کاهشی جهت یک ،d این�صورت در ،vTk dk < ٠ اگر

می�گردد: تعریف زیر صورت به موضعی لیپ�شیتز پیوسته تابع برای (١) نایکنواخت آرمیژو شرط کاهشی،

آرمیژو شرط در α گام طول گوییم باشد. xk در f تابع برای کاهشی جهت یک d کنید فرض .١.٣ تعریف
هرگاه است، صادق ناهموار نایکنواخت

(٣) f(xk + αdk)− f(xl(k)) ≤ c١αvTk d,

برای ،m(٠) = ٠ ،f(xl(k)) = max٠≤j≤m(k) f(xk−j) ،c١ ∈ (٠, ١] ، (٣) مسأله جواب vk آن در که
است. نامنفی صحیح Mعدد و ٠ ≤ m(k) ≤ min{m(k − ١) + ١,M} ،k ≥ ١

شده تعریف کاهشی جهت بنابراین می�باشد. xk در f تابع برای نزولی جهت یک ،dk = −vk جهت می�دانیم
می�گردد. بازنویسی زیر صورت به (٣) در

(۴) f(xk + αvk)− f(xl(k)) ≤ c١α||vk||٢,

صدق (۴) ناهموار نایکنواخت آرمیژو شرط در که دارد وجود گام طول یک حداقل که می�دهد نشان زیر گزاره
می�کند.

آن�گاه است، (٢) مسأله جواب vk و ε > ٠ کنید فرض .٢.٣ گزاره

f(xk +
ε

∥dk∥
dk)− f(xl(k)) ≤ −c١ε||vk||,

.dk = −vk آن در که

می�شود: بیان زیر صورت به ناهموار نایکنواخت خطی جستجوی روش حال،

ناهموار نایکنواخت خطی جستجوی مینیمم�سازی الگوریتم .١ الگوریتم
است. مثبت صحیح Mعدد و k = ٠ ،x٠ ∈ Rn ،ε, σ, c١ ∈ (٠, ١) ده قرار : ١ گام

شو. متوقف ،∥vk∥ ≤ ε اگر بگیر. نظر در xk نقطه در (٢) بهینه�سازی مسأله جواب عنوان به را vk : ٢ گام
.dk = −vk ده قرار این�صورت، درغیر

که زمانی تا ،θ = min{ε, ε
∥dk∥} ،α = σ ده قرار : ٣ گام

f(xk + αdk) > f(xl(k))− c١α∥vk∥٢&α > θ,

.α = σ ∗ α ده قرار
ده قرار این�صورت غیر در ،αk = α آن�گاه ،α > ε اگر : ۴ گام

αk = θ, xk+١ = xk + αkdk, k = k + ١,
برو. ٢ گام به و

است. ناصعودی ١ الگوریتم توسط {f(xl(k))} شده تولیده دنباله که می�دهد نشان زیر لم

تولید دنباله {f(xl(k))} اگر است. کراندار L = {x : f(x) ≤ f(x٠)} تراز مجموعه کنید فرض .٣.٣ لم
دنباله و ،f(xk+١) ≤ f(xl(k+١)) ≤ f(xl(k)) ،k هر ازای به این�صورت در باشد، ١ الگوریتم توسط شده

دارد. حدی نقطه یک حداقل {f(xl(k))}

داده نشان قضیه این در بپردازیم. ١ الگوریتم سراسری همگرایی اثبات به زیر قضیه بیان با تا آماده�ایم حال،
است. f تابع ε-ایستای که بوده x∗ حدی نقطه دارای ،١ الگوریتم توسط شده تولید دنباله ،xk که می�شود
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نشود، متوقف تکرار متناهی تعداد از بعد ١ الگوریتم اگر است. کراندار L تراز مجموعه کنید فرض .۴.٣ قضیه
است. {xk} دنباله از حدی نقطه یک x∗ که ،٠ ∈ ∂εf(x∗) آن�گاه

عددی نتایج .۴

بررسی مورد [٨ ،۶] در شده ارائه ناهموار و نامحدب بهینه�سازی مسائل روی پیشنهادی الگوریتم کارایی بخش، این در
MATLAB٢٠١٩b محیط در الگوریتم�ها می�گردد. مقایسه کاهش تندترین تقریب الگوریتم با و می�گیرد قرار
مورد مسائل می�شود. داده گزارش تابع محاسبه دفعات تعداد الگوریتم دو این مقایسه برای و می�شوند پیاده�سازی
است ذکر به لازم است. شده آورده ١ جدول در آن�ها بهینه مقدار همراه به ١٠٠٠ و ١٠٠ ،١٠ ابعاد در آزمایش

هستند. نامحدب آزمایش، مورد مسائل تمامی

مختلف. ابعاد ازای به مسأله هر بهینه جواب و آزمایشی �های مسأله .١ جدول

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ١٠ �ها مسأله شماره
٠ ٠ ٠ MAXQ ١
٠ ٠ ٠ MAXHILB ٢
−١٫ ۴١٢٧٩e+ ٠٠٣ −١٫ ۴٠٠٠٧١e+ ٠٢ −١٫ ٢٧٢٧٩٢e+ ٠١ LQ ٣
١٩٩٨ ١٩٨ ١٨ CB٣I ۴
١٩٩٨ ١٩٨ ١٨ CB٣II ۵
٠ ٠ ٠ TEST٢٩ from ٢ problem ۶
٠ ٠ ٠ TEST٢٩ from ۵ problem ٧
٠ ٠ ٠ TEST٢٩ from ۶ problem ٨
١٫ ٢٠٣١٢e+ ٠٠۴ ١٫ ١٨۶٣٢۴e+ ٠٣ ١٫ ٠١٩۶١۴e+ ٠٢ TEST٢٩ from ١١ problem ٩
۵٫ ۶۶١٣١e+ ٠٠٢ ۵٫ ۵۵٩٠٢٣e+ ٠١ ۴٫ ۵٣٧٩٧٨e+ ٠٠ TEST٢٩ from ١٣ problem ١٠

تقریب الگوریتم می�شود. تبدیل [٩] در کاهش تندترین تقریب الگوریتم Mبه = ١ ازای به پیشنهادی الگوریتم
روش�های با پیشنهادی روش مقایسه به مقاله، این لذا است. شده مقایسه [٩] در دیگر روش�های با کاهش تندترین
اختصار به ناهموار نایکنواخت خطی جستجوی الگوریتم و کاهش تندترین تقریب الگوریتم�های نمی�پردازد. دیگر
دفعات تعداد نشان�دهنده ترتیب، به ،f̄ و f∗ ،nnnls ،nmy کنید فرض می�شود. داده نمایش nnls و my
بهینه جواب و بهینه جواب ،nnls الگوریتم توسط تابع محاسبه دفعات تعداد ،my الگوریتم توسط تابع محاسبه
تندترین تقریب الگوریتم مشابه پیشنهادی الگوریتم پارامترهای باشند. پیشنهادی الگوریتم توسط شده محاسبه

شده�اند. اولیه مقداردهی [٩] در کاهش
زیرا هست، انتخاب Mمناسب�ترین = ٢ حالت ،M = ١, ٢, ۵, ١٠ برای آمده به�دست عددی نتایج مطابق
است، مشابه تقریباً الگوریتم�ها عملکرد n = ١٠ برای می�کند. حل حالت�ها سایر به نسبت را بیشتری مسائل تعداد
کمتری مسائل است، my الگوریتم همان که ،M = ١ برای الگوریتم می�یابد، افزایش مسأله بعد که زمانی ولی
جستجوی روش� به نسبت پیشنهادی روش که می�دهد نشان موضوع این می�کند. حل حالت�ها سایر به نسبت را
Mو = ١ حالت�های برای تابع محاسبه دفعات تعداد نسبت اکنون است. کاراتر نامحدب مسائل برای یکنواخت
محاسبه دفعات تعداد به نسبت را دقت افزایش نسبت این می�شود. داده نمایش ٢ جدول در و Mمحاسبه = ٢
حالت در می�باشد. الگوریتم توسط مسأله حل عدم و حل نشان�دهنده – و + نماد ، ٢ جدول در می�دهد. نشان تابع
بقیه در است. شده محاسبه کمتری بسیار تکرار تعداد با مسائل از برخی بهینه جواب بالا، ابعاد در و M = ٢
بیشتری تعداد پیشنهادی روش این�که به توجه با ولی ندارد، Mوجود = ١ حالت با توجهی قابل تفاوت مسائل

می�باشد. اغماض قابل نکته این می�کند، حل را مسائل از

١٠١



اکبری ز.

توابع. محاسبه تعداد نسبت و مسائل حل در موفقیت عدم و موفقیت .٢ جدول

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ١٠
nmy

nnnls
nnls my

nmy

nnnls
nnls my

nmy

nnnls
nnls my مسأله نام

١ + + ١٫ ٠١ + + ١٫ ٣۴ + + ١
- - - ٢٫ ٧٨ + + ١٫ ۶٢ + + ٢
٠٫ ٨۶ + + ٠٫ ٧٧ + + ١٫ ٨۶ + + ٣
- + - - + - ٠٫ ۵۵ + + ۴
- + - ١٫ ٣۶ + + ٢٫ ٩٩ + + ۵
١٫ ۴۴ + + ١٫ ١۵ + + ٢٫ ۵٧ + + ۶
- - - - + - ١٫ ٢٧ + + ٧
٠٫ ٠٧ + + ٠٫ ٠٧٩ + + ٠٫ ٠٧٩ + + ٨
١.۶۴ + + - - - - - - ٩
- - - - - - ٠٫ ٠٠١ + + ١٠

اصلی نتایج .۵

شد. ارائه ناهموار سازی بهینه مسأله حل برای نایکنواخت خطی جستجوی روش بار اولین برای مقاله، این در
معرفی آرمیژو شرط از ناهمواری تعمیم کاهش، تندترین تقریب کاهشی جهت امتداد در گام طول انتخاب برای
به�دست نتایج از شد. داده نشان شده ارائه الگوریتم سراسری همگرایی و بیان مینیمم�سازی الگوریتم سپس شد.
کارهای در دارد. برتری کاهش تندترین تقریب روش بر نایکنواخت خطی جستجوی الگوریتم گفت می�توان آمده،
حدس شوند. ترکیب ناهموار اعتماد ناحیه الگوریتم و نایکنواخت خطی جستجوی الگوریتم که می�شود سعی آتی
جستجوی الگوریتم و ناهموار اعتماد ناحیه الگوریتم روش از کارآمدتر ترکیبی، پیشنهادی الگوریتم که می�شود زده

باشد. نایکنواخت خطی
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بازه�ای پارامترهای شامل سرمایه�گذاری سبد انتخاب مسأله در تصادفی برنامه�ریزی روش از استفاده

ایزدی∗ مرضیه
ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کاربردی، ریاضی گروه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

یعقوبی محمدعلی و
ایران کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشگاه کاربردی، ریاضی گروه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

پارامترهای با قطعیت عدم شرایط برخی تحت سرمایه�گذاری سبد بهینه انتخاب مسأله بیان به حاضر مقاله چکیده.
بالاترین معیارهای گرفتن نظر در به توجه با بازه�ای پارامترهای شامل مسأله مدل�سازی از بعد می�پردازد. بازه�ای
برنامه�ریزی مدل یک ادامه در می�شود. استفاده شده بریده نرمال توزیع از آن با برخورد برای ریسک کمترین و بازده
کرد. تبدیل ریاضی برنامه�ریزی مسأله یک به آن�را می�توان مناسب روشی به�کارگیری با که می�شود حاصل تصادفی
قطعیت. عدم برنامه�ریزی بازه�ای، بهینه�سازی سرمایه�گذاری، سبد بهینه انتخاب کلیدی: واژه�های

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مسأله بیان .١

شود باعث که به�نحوی مالی دارایی�های از ترکیب بهترین انتخاب از است عبارت سرمایه�گذاری سبد بهینه�سازی
که هستند معیارهایی بازده و ریسک شود. حداقل آن ریسک و حداکثر سرمایه�گذاری سبد بازده ممکن حد تا
اغلب بهینه دارایی مجموعه انتخاب می�کنند. مشخص را دارایی�ها مجموعه انتخاب از سرمایه�گذار مطلوبیت میزان
انتظار سرمایه�گذاران باشد، بیشتر دارایی مجموعه ریسک چه هر می�گیرد، صورت بازده و ریسک بین تبادل با
است. اختیار در سرمایه�گذاری برای (سهم) دارایی n کنید فرض ادامه در داشت. خواهند را بالاتری بازده دریافت
j−ام دارایی در باید که است، سرمایه کل از نسبتی میزان دهنده نشان xj (j = ١, . . . , n) تصمیم�گیری متغیر
j-امین انتظار مورد بازده می�باشد. دارایی j-امین بازده میزان دهنده نشان rj تصادفی متغیر شود. سرمایه�گذاری

بازده rjt و دوره�ها کل تعداد T آن در که می�شود، تعریف γj = E(rj) =
١
T

∑T
t=١ rjt به�صورت دارایی

پیش دقیق به�طور بتوان را دارایی�ها از بازده�ای که است دشوار معمولا عملی دیدگاه از است. t دوره در دارایی j-امین
به�صورت آن�ها بیان و هستند نامشخص دارایی�ها بازده سرمایه�گذاری سبد انتخاب مسأله در واقع، در کرد. بینی
واحد مقدار یک جای به را دارایی هر بازده مقدار می�توان مشکل این با برخورد برای نیست. دقیق واحد مقدار یک
برای مقاله این در .[۴ ،٢] گرفت نظر در شود، ظاهر آن در است ممکن دارایی بازده که مقادیری بازه به�صورت
است شده استفاده (پایانی) بسته قیمت پایین، قیمت بالا، قیمت باز، قیمت قیمت: شاخص چهار از بازه تعیین
به�عنوان دوره�ها بازده میانگین ماکزیمم و پایین کران به�عنوان شاخص چهار این در دوره�ها بازده میانگین مینیمم و
و پایین کران دهنده نشان γUj و γLj به�ترتیب j-ام دارایی برای است. شده گرفته نظر در بازه از بالایی کران
وزن�های با سرمایه�گذاری سبد انتظار مورد بازده بنابراین می�باشند. دارایی این بازده برای شده زده تخمین بازه بالای

می�آید: به�دست زیر به�صورت ،x سرمایه�گذاری

rp(x١, x٢, . . . , xn) = E[
n∑

j=١

rjxj ] =
n∑

j=١

[γLj , γ
U
j ]xj .

نظر مورد سرمایه�گذاری سبد انتخاب به�منظور ریسک اندازه�گیری مختلف معیارهای از سرمایه�گذاران امروزه
آن�ها است. شده استفاده یامازاکی و کونو مدل ریسک اندازه�گیری برای مقاله این در .[۶ ،١] می�کنند استفاده
انتخاب مسأله برای ساده�ای حل راه و بردند به�کار ریسک اندازه�گیری برای را انتظار مورد بازده از انحراف قدرمطلق
میانگین از انحراف قدرمطلق که است آن از حاکی یامازاکی و کونو مطالعات .[٣] دادند پیشنهاد سرمایه�گذاری سبد

سخنران ∗
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بازه�ای پارامترهای شامل سرمایه�گذاری سبد انتخاب مسأله در تصادفی برنامه�ریزی روش از استفاده

اندازه�گیری برای مناسبی معیار واریانس همانند باشد نرمال توزیع دارای rj تصادفی متغیر که شرط این تحت بازده
می�شود: نوشته زیر به�صورت ریسک تابع آن�ها مدل در لذا است. ریسک

E|
n∑

j=١

(rj − γj)xj | =
١
T

T∑
t=١

|
n∑

j=١

(rjt − γj)xj |.

بین xj |x|(چون = x و |
∑n

j=١(rjt − γj)xj | ≤
∑n

j=١ |(rjt − γj)||xj | این�که گرفتن نظر در با
می�آید: به�دست می�گیرد) مقدار یک و صفر

(١)
١
T

T∑
t=١

|
n∑

j=١

(rjt − γj)xj | ≤
١
T

T∑
t=١

n∑
j=١

|(rjt − γj)|xj =
n∑

j=١

١
T

T∑
t=١

|(rjt − γj)|xj .

مینیمم ریسک نتیجه در و ریسک از بالا کران یک واقع در شود مینیمم راست سمت عبارت (١) در اگر بنابراین
می�شود: گرفته نظر در زیر به�صورت [θLj , θUj ] راحتی برای ،γj ∈ [γLj , γ

U
j ] این�که به توجه با است. شده

[θLj , θ
U
j ] =

T∑
t=١

١
T
|(rjt − γj)| =

[
min

γj∈[γL
j ,γU

j ]

١
T

T∑
t=١

|(rjt − γj)|, max
γj∈[γL

j ,γU
j ]

١
T

T∑
t=١

|(rjt − γj)|

]
.

سبد می�توان می�شود، حداکثر بازده و حداقل ریسک آن در که هدفی دو بهینه�سازی مدل یک کمک به بنابراین
است: زیر به�صورت بهینه سرمایه�گذاری سبد انتخاب مدل کرد. انتخاب را بهینه سرمایه�گذاری

min


n∑

j=١

[θLj , θ
U
j ]xj ,−

n∑
j=١

[γLj , γ
U
j ]xj

(٢)

subject to

n∑
j=١

xj = ١, ٠ ≤ xj ≤ ١, j = ١, . . . , n,

باید سرمایه�گذاری سبد در موجود دارایی�های کل وزن�های مجموع که دارد این بر دلالت
∑n

j=١ xj = ١ آن در که
باشد. یک برابر

مسأله حل مراحل .٢

تصادفی متغیر کنید فرض بگیرید. نظر در را A = [AL, AU ] بازه احتمال. به بازه�ای محدودیت تبدیل .١.٢
دارای بازه یک در تصادفی متغیر چون است. σ معیار انحراف و µ میانگین با نرمال توزیع دارای بازه این در X
با که است آماری توزیع یک شده بریده نرمال توزیع می�شود. استفاده شده بریده نرمال توزیع از است نرمال توزیع
بریده نرمال تصادفی متغیر توزیع تابع می�آید. به�دست نرمال توزیع دارای تصادفی متغیر یک مقادیر کردن محدود

است: زیر به��صورت A بازه روی شده

FX(x, µ, σ,AL, AU ) =
Φ(ξ)− Φ(α)

Φ(β)− Φ(α)
,

تصادفی متغیر با بازه�ها است. نرمال توزیع تابع Φ و β = AU−µ
σ ،α = AL−µ

σ ،ξ = x−µ
σ آن در که

میانگین با نرمال توزیع دارای [AL, AU ] بازه Xدر تصادفی متغیر کنید فرض می�شوند. داده نمایش متناظرشان
p(µ − ٣σ ≤ X ≤ µ + ٣σ) ≈ ٠٫ ٩٩٧٣ ،٣σ قاعده بنابر این�صورت در است σ معیار انحراف و µ
[AL, AU ] = بنابراین و p(µ − ٣σ ≤ X ≤ µ + ٣σ) = ١ کنید فرض سهولت به��جهت است.
انحراف و AL+AU

٢ میانگین با شده بریده نرمال توزیع دارای بازه این با متناظر متغیرتصادفی .[µ−٣σ, µ+٣σ]
بازه دو بین رابطه و می�شوند داده نمایش لاتین کوچک حروف با تصادفی متغیرهای ادامه در است. A

U−AL

۶ معیار

١٠۵
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متغیرهای و B = [BL, BU ] ،A = [AL, AU ] بازه دو می�آید. به�دست متناظرشان متغیرهای از استفاده با
که بگیرید، نظر در را b ∼ N(m(B), (R(B)

٣ )٢) و a ∼ N(m(A), (R(A)
٣ )٢) با به�ترتیب متناظرشان

در .[٧] است شده تعریف بازه�ها بین مختلفی ترتیبی رابطه�های .R(A) = AU−AL

٢ و m(A) = AL+AU

٢
:[۵] می�گیرد قرار استفاده مورد شده تعریف مارکوف توسط که زیر رابطه مقاله این

A⊖B =

{ [
AL −BL, AU −BU

]
if AL −BL ≤ AU −BU ,[

AU −BU , AL −BL
]

if AL −BL > AU −BU ,
(٣)

m(A⊖B) = m(A)−m(B), R(A⊖B) = |R(A)−R(B)|.

توجه با بگیرید. نظر در را c ∼ N(m(C), (R(C)
٣ )٢) بازه این با متناظر متغیر و C = A⊖B بازه حال

می�شود. تعریف p(C ⩽ ٠) به�صورت رابطه احتمال میزان است. C ≤ ٠ با معادل ،A ≤ B (٣) رابطه به
c ∼ تصادفی متغیر و C = [٣, ٢] − [٢, ۵] = [−٣, ١] پس B = [٣, ٢] و A = [٢, ۵] اگر مثال برای
بنابراین است، C بازه در شده بریده نرمال توزیع دارای تصادفی متغیر چون است. آن با متناظر N(−١, ( ٢٣ )

٢)

،Φ(ξ) = ٠٫ ٩٣٣٢ ،β = ٣ ،α = −٣ ،ξ = ٣
٢ آن در که p(C ⩽ ٠) = Fc(٠) =

Φ(ξ)− Φ(α)

Φ(β)− Φ(α)
نتیجه در و ،Φ(β) = ٠٫ ٩٩٨٧ ،Φ(α) = ٠٫ ٠٠١٣

این است. برقرار ٠٫ ٩۴ احتمال با A ⩽ B بنابراین .p(C ⩽ ٠) =
٠٫ ٩٣٣٢− ٠٫ ٠٠١٣
٠٫ ٩٩٨٧− ٠٫ ٠٠١٣

= ٠٫ ٩۴
نامساوی مثال برای داد. توسعه جبری نامساوی�های به�فرم بازه�ای نامساوی�های برای می�توان هم�چنین را مفاهیم
نظر در را A = [١, ٣], B = [٢, ۴], D = [١, ۵], x١, x٢ ⩾ ٠ آن در که Ax١ + Bx٢ ⩽ D بازه�ای

بگیرید.

Z(x١, x٢) = (Ax١ +Bx٢)⊖D = [x١ + ٢x٢, ٣x١ + ۴x٢]⊖ [١, ۵].

مثال برای می�شود. گرفته نظر در λ ∈ [٠, ١] حداقل درجه با D و Ax١ +Bx٢ بین رابطه احتمال ادامه در
داریم: λ = ٠٫ ٩ ازای به

P (z(x١, x٢) ≤ ٠) ≥ ٠٫ ٩ ≡
Φ(
−m(Z(x١, x٢))

R(z(x١,x٢))
٣

)− Φ(α)

Φ(β)− Φ(α)
≥ ٠٫ ٩,

می�شود: نتیجه Φ(β) = ٠٫ ٩٩٨٧ و α = −β اینکه به توجه با .β = ٣ و α = −٣ آن در که

Φ

(
−(٢x١ + ٣x٢ − ٣)

|x١+x٢−٢|
٣

)
≥ ٠٫ ٨٩٨٩ ≡ −۶x١ − ۶x٢ + ٩

|x١ + x٢ − ٢|
≥ Φ−٠٫)١ ٨٩٨٩) = ١٫ ٢٧,

− ۶x١ − ۶x٢ + ٩ ≥ ١٫ ٢٧|x١ + x٢ − ٢|.

می�شود. مطلق قدر با همراه جبری عبارات با محدودیت یک به تبدیل بازه�ای محدودیت لذا

مسأله حل برای بازه�ای. خطی برنامه�ریزی مسأله یک به سرمایه�گذاری سبد بهینه�سازی مسأله تبدیل .٢.٢
یک سرمایه�گذار قبول مورد ریسک به توجه با که است این پیشنهاد یک هدف، تابع بودن معیاره دو به باتوجه (٢)

١٠۶



بازه�ای پارامترهای شامل سرمایه�گذاری سبد انتخاب مسأله در تصادفی برنامه�ریزی روش از استفاده

می�شود: نتیجه زیر به�صورت سرمایه�گذاری سبد بهینه�سازی مسأله بنابراین شود. گرفته نظر در آن برای بالا کران

min −
n∑

j=١

[γLj , γ
U
j ]xj(۴)

subject to
n∑

j=١

[θLj , θ
U
j ]xj ≤ [υL, υU ],

n∑
j=١

xj = ١, ٠ ≤ xj ≤ ١, j = ١, . . . , n,

باشد. داشته قرار ناحیه آن در ریسک دارد تمایل سرمایه�گذار که است بازه�ای [υL, υU ] آن در که
آن�ها متناظر تصادفی متغیرهای و بازه�ها می�شوند. تبدیل جبری نامساوی�های به بازه�ای نامساوی�های اکنون

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را

G(x١, . . . , xn) =
n∑

j=١

θjxj ⊖ υ, g ∼ N
(
m(G(x١, . . . , xn)),

R(G(x١, . . . , xn))

٣

)
,

m(G(x١, . . . , xn)) =
n∑

j=١

m(θj)xj −m(υ), R(G(x١, . . . , xn)) = |
n∑

j=١

R(θj)xj −R(υ)|.

را شدنی مجموعه و کرد تبدیل احتمال محدودیت�های به را بازه�ای محدودیت�های می�توان مناسب λ از استفاده با
گرفت: نظر در زیر به�صورت

Sλ = {(x١, x٢, . . . , xn)|P (G(X١, . . . , xn, v
L, vU ) ≤ ٠) ≥ λ,

n∑
j=١

xj = ١, ٠ ≤ xj ≤ ١, j = ١, . . . , n}.

نوشت: می�توان زیر به�صورت را احتمال محدودیت

P (G(x١, . . . , xn, υ
L, υU ) ≤ ٠) ≥ λ

≡ Φ

−m[G(x١, . . . , xn, v
L, vU )]

R([G(x١, . . . , xn, v
L, vU )]

٣

 ≥ (٢λ− ١)Φ(β) + (١− λ).

که آورد به�دست راست سمت عبارت برای پایین کران یک می�توان است کراندار متغیرهای حسب بر Φ(β) چون
می�شود: نتیجه تصادفی، متغیر معیار انحراف و میانگین جایگزینی با هم�چنین می�نامیم. λ̂ آن�را

n∑
j=١

m(θj)xj −m(v) + Φ−١(λ̂)

(
|(
∑n

j=١R(θj)xj)−R(v)|
٣

)
≤ ٠.
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به با معادل تصادفی متغیر شامل هدف تابع یک رساندن حداقل به شانس، محدودیت برنامه�ریزی روش در
نوشت: زیر به�صورت می�توان را (۴) مدل بنابراین است. آن معیار انحراف و میانگین مجموع رساندن حداقل

min −
n∑

j=١

m(γj)xj −
n∑

j=١

R(γj)

٣
xj(۵)

subject to

n∑
j=١

m(θj)xj −m(υ) + Φ−١(λ̂)

(
|(
∑n

j=١R(θj)xj)−R(v)|
٣

)
≤ ٠

n∑
j=١

xj = ١, ٠ ≤ xj ≤ ١, j = ١, . . . , n.

و چافست دارایی دو از پایانی قیمت قیمت، مینیمم قیمت، ماکزیمم باز، قیمت با متناظر بازده�های .١.٢ مثال
افزار نرم از استفاده با داده�ها (این بگیرید نظر در را ماه ٣۶ دوره یک برای ایران بورس بازار از خودرو ایران
از آمده به�دست داده�های فقط آن�ها، بودن دسترس قابل و ها داده زیاد حجم به�دلیل آمده�اند.) به�دست Tseclient
استفاده متلب افزار نرم از بازده�ها این از نیاز مورد داده�های آوردن به�دست برای شده�اند. ذکر ادامه در بازده�ها این
آن در کاری روز اولین قیمت منهای ماه آن در کاری روز آخرین قیمت ماه هر بازده آوردن به�دست برای است. شده
معاملاتی روزهای دارای که ماه�هایی فقط ماه ٣۶ بین از است. شده ماه آن در کاری روز اولین قیمت بر تقسیم ماه

است. شده گرفته نظر در بوده�اند،

[γLch, γ
U
ch] = [−٫ ٠٢۴, ٫ ٠٨١], [γLKh, γ

U
Kh] = [−٫ ٠٣۴, ٫ ٠۶۵],

m(γch) =٫ ٠٢٨ R(γch) =٫ ٠٠٣۵, m(γKh) =٫ ٠١۵ R(γKh) =٫ ٠٠٣
بالا داده�های به توجه با است. خودرو ایران دارایی با متناظر Khاندیس و چافست دارایی با متناظر chاندیس

می�آید. به�دست xKH = ٠٫ ٢١, xch = ٠٫ ٧٩ جواب (۵) مدل حل از بعد
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مصرفی انرژی حداقل�سازی با بدن ناحیه بیسیم شبکه�های از اطمینان قابل طراحی

ابیانه∗ عبداله عاطفه
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده

پناه رعایت علی محمد و
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده

زودهنگام تشخیص و بیمار پایش در خدمات کیفیت سطح افزایش بدن، ناحیه بیسیم شبکه�های در چکیده.
و چاهک گره به زیستی حسگر گره�های از اطلاعات اطمینان قابل و امن مسیریابی گرو در پرخطر بیماری�های
بدن ناحیه بیسیم شبکه�های از اطمینان قابل طراحی مسأله مقاله، این در بنابراین است. شبکه عمر طول افزایش
آن برای غیرخطی برنامه�ریزی مدل یک و است گرفته قرار بررسی مورد شبکه کل مصرفی انرژی حداقل�سازی با

است. شده پیشنهاد
بهینه�سازی مسأله انرژی، بدن، ناحیه بیسیم شبکه�های اطمینان، قابل طراحی کلیدی: واژه�های

غیرخطی.
.90C30, 78M50, 65Kxx :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

بیماری�های از بسیاری تشخیص و بیمار سلامت بر نظارت به�منظور که (WBAN) بدن ناحیه بیسیم شبکه�های
و پوشیدنی نوع دو در قیمت ارزان و سبک کم�توان، زیستی حسگرهای از متشکل یافته�اند، گسترش تهدید�آمیز
اسیدلاکتیک و قندخون قلب، ضربان بدن، دمای خون، فشار مانند بدن فیزیولوژیکی اطلاعات و می�باشند کاشتنی
حین در بیمار پایش امکان شبکه، این بیسیم ماهیت می�کنند. منتقل چاهک گره به را آن�ها و کرده دریافت را
جایگزین ،WBAN بنابراین است. آورده فراهم را بیمارستان محیط از خارج هم�چنین و روزانه فعالیت�های
طریق از WBAN در اطلاعات انتقال که آن�جایی از .[۶] است پیچیده مراقبتی تجهیزات برای مناسبی
رادیویی فرکانس الکترومغناطیسی معرضمیدان�های در که هنگامی انسان بدن می�شود، انجام رادیویی فرکانس�های
بین موانع وجود هم�چنین .[۶] می�شود سیگنال�ها شدن ضعیف به منجر و می�کند جذب را انرژی می�گیرد، قرار
دیگر سمت در چاهک و رله گره�های و بدن سمت یک در حسگر گره که بگیرید نظر در را (حالتی شبکه دستگاه�های
می�شوند مواجه تأخیر با شده ضعیف سیگنال�های می�کند. تشدید را سیگنال�ها تضعیف باشند) داشته قرار بیمار بدن
یا (رله گیرنده دستگاه دریافت توان که تأخیر از ناشی تداخل به است. شبکه در تداخل وقوع عوامل از یکی که
(حداقل طولانی مدت برای را شبکه اتصال عمیق محو می�شود. گفته عمیق محو پدیده �دهد، کاهش را چاهک)
لینک�های ثبات شبکه، توپولوژی تغییر و بیمار بدن حرکات در پویایی طرفی از .[۶] می�کند قطع ثانیه) میلی ١٠
مرگ به منجر است ممکن آن�ها رفتن بین از یا اطلاعات انتقال در تأخیر و ارتباط قطع می�برد؛ بین از را شبکه
کند، جلوگیری اطلاعات دادن دست از و تأخیر از که مسیری یافتن اطمینان، قابل مسیریابی رو این از شود. بیمار
از بسیاری در که است دیگری مهم مسأله مصرفی، انرژی می�آید. شمار به بدن ناحیه بیسیم شبکه�های چالش�های از
توسط اطلاعات دریافت و انتقال بدن، ناحیه بیسیم شبکه�های در است. شده پرداخته آن به [۴ ،١] جمله از مقالات
رادیویی فرکانس�های طریق از آن�ها ارتباط و شبکه اجزای بین فاصله افزایش و است همراه انرژی مصرف با گره�ها
صحیح خطی برنامه�ریزی مدل یک [٢] همکاران و الیاس می�دهد. افزایش را انرژی مصرف که است عواملی از
حالت�های به توجه با آن�ها دادند. ارائه بدن ناحیه بیسیم شبکه�های در انرژی مصرف حداقل�سازی برای (ILP )
بیسیم شبکه�های برای اطمینان قابل توپولوژی طراحی به رفتن راه و نشستن ایستادن، مانند بیمار بدن مختلف

سخنران ∗
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رفتن دست از سطح حداقل�سازی برای مدلی لینک�ها، عملکرد بهبود برای نویسندگان [۵] در پرداختند. بدن ناحیه
شبکه�های اطمینان قابلیت بهبود برای مدل�هایی [۶] در دادند. ارائه لینک� هر شکست احتمال به توجه با اطلاعات
اتلاف نظر از اطمینان قابلیت بهبود بیانگر نتایج، است. شده ارائه مصرفی انرژی حداقل�سازی با بدن ناحیه بیسیم

است. ١٣% تا مصرفی انرژی کاهش و ٩٠% تا بسته

�باشد، بدن حرکات از مستقل باید می�آید نظر به که بدن ناحیه بیسیم شبکه�های اطمینان قابلیت حال، هر به
داده�ها موفقیت�آمیز تحویل تضمین برای مقاله این در است. نشده پرداخته آن به جدی به�طور که است مهمی مسأله
برحسب پیوسته و پذیر مشتق غیرافزایشی، محدب، تابع یک به شبکه از لینک هر چاهک، گره به زیستی حسگر از
موفقیت احتمال و می�شود گفته اطمینان قابلیت تابع آن به که می�شود متناظر لینک آن از عبوری جریان میزان
مستقل احتمالات این که می�شود فرض این�جا در است. شده تعریف اطلاعات انتقال عملیات انجام در لینک هر
از شود داده تحویل چاهک گره� به موفقیت با زیستی حسگر هر اطلاعات اینکه احتمال بنابراین باشند؛ یکدیگر از
اطمینان قابلیت که است مسیری یافتن هدف می�شود. حاصل مسیر داخل لینک�های اطمینان قابلیت ضرب حاصل
حداقل�سازی اطلاعات، تحویل در مسیریابی بودن موفقیت�آمیز بر علاوه باشد. بیشتر آستانه حد پارامتر یک از آن
اطلاعات مستقیم انتقال در حسگر گره�های واقع در است. مقاله این در بررسی مورد دیگر موضوع انرژی، مصرف
که آن�جا از .[٧] می�شوند اطلاعات انتقال برای انرژی بالای مصرف متحمل زیاد، فاصله دلیل به چاهک گره به
شارژ یا تعویض و است شده داده تخصیص باطری به آن�ها در محدودی فضای هستند، کوچک بسیار حسگرها این
عمر طول هم�چنین و باطری�ها عمر طول انرژی، زیاد مصرف بنابراین .[٣] است غیرممکن تقریبا باطری�ها مجدد
مقاله این در انرژی، مصرف بهینه�سازی نتیجه در و شبکه اجزای بین فاصله کاهش به�منظور می�دهد. کاهش را شبکه
گره�های بعضی توسط اطلاعات انتقال آن در که است شده استفاده اطلاعات انتقال برای هاب چند مسیریابی از
و مسأله ریاضی مدل ارائه به ٢ بخش در است: زیر شرح به ادامه در مقاله ساختار می�شود. انجام رله نام به میانی

می�شود. پرداخته نتایج ارائه به ٣ بخش در

ریاضی مدل .٢

بیانگر V آن در که می�شود داده نمایش G(V,A) جهت�دار گراف یک صورت به مقاله این در بررسی مورد شبکه
چاهک گره نهایت در و R رله گره�های مجموعه ،B زیستی حسگر گره��های مجموعه شامل و است شبکه گره�های
به�ترتیب Ã و Â مجموعه�های آن در که است شبکه لینک�های مجموعه بیانگر A = Ã∪ Â هم�چنین می�باشد. s
بین جهت بدون و بیسیم لینک�های مجموعه و رله گره�های با متناظر جهت�دار و بیسیم لینک�های مجموعه معرف

یعنی: می�باشد، رله�ها-چاهک و حسگرها-رله�ها

Â ⊆ {(i, j)|i, j ∈ R} , Ã ⊆ {(b, i) ∪ (i, s)|b ∈ B, i ∈ R} .

زیر به�صورت F̃S و R̃S ،RS ،FS مجموعه�های ،sوچاهک b ∈ B زیستی حسگر ،i ∈ R رله هر برای
می�گردند. تعریف

FS(i) =
{
j : (i, j) ∈ Â

}
, RS(i) =

{
h : (h, i) ∈ Â

}
,

F̃ S(b) =
{
i : (b, i) ∈ Ã

}
, R̃S(s) =

{
i : (i, s) ∈ Ã

}
.

b ∈ B زیستی حسگرهای به می�توانند که است i ∈ R رله�های مجموعه بیانگر F̃S(b) فوق مجموعه�های در
در �شوند. داده تخصیص sچاهک به می�توانند که i ∈ R رله�های مجموعه بیانگر R̃S(s) و شوند داده تخصیص
مسأله این کردن مدل برای نمی�باشد. مجاز زیستی حسگرهای� بین اطلاعات ارسال که است شده فرض مسأله این

است. شده تعریف زیر محدودیت�های

اطلاعات می�تواند زیستی حسگر هر بدن، اساسی بافت�های از محافظت برای تخصیص. محدودیت�های .١.٢
چاهک گره برای مشابه، به�طور کند. منتقل است شده مستقر حسگر آن ارتباطی محدوده در که رله یک به تنها را خود
منظور بدین می�شود. منتقل آن به رله یک توسط اطلاعات تمامی و است شده گرفته نظر در ارتباطی محدوده نیز
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زیر به�صورت است رله به چاهک و رله به حسگر تخصیص متغیر بیانگر به�ترتیب که xis و xbi دودویی متغیر�های
می��گردند. تعریف

xbi =

{
١ شود داده تخصیص i رله به b زیستی حسگر اگر
٠ این�صورت غیر در ∀(b, i) ∈ Ã,

xis =

{
١ شود داده تخصیص sچاهک به i رله اگر
٠ این�صورت غیر در ∀(i, s) ∈ Ã.

می�شوند. بیان زیر به�صورت چاهک و حسگر گره�های برای تخصیص محدودیت�های ∑بنابراین
i∈F̃S(b)

xbi = ١, ∀b ∈ B,(١)

∑
i∈R̃S(s)

xis = (٢),١

xbi ≤ abiyi, ∀b ∈ B, i ∈ R,(٣)
xis ≤ eisyi, ∀i ∈ R.(۴)

اختصاص چاهک و حسگر گره هر به می�تواند رله یک تنها که هستند آن نشان�دهنده (٢) و (١) محدودیت�های
زیستی حسگرهای ارتباطی محدوده در که رله�هایی تنها که می�کنند بیان به�ترتیب (۴) و (٣) محدودیت��های یابد.
بین اتصال پارامترهای eis و abi پارامترهای شوند. داده تخصیص آن�ها به می�توانند شده�اند مستقر چاهک و

می�شوند. تعریف زیر به�صورت و هستند -چاهک رله و حسگر-رله

abi =

{
١, کند. برقرار b با بیسیم لینک یک بتواند و نصب b زیستی حسگر ارتباطی محدوده در i رله اگر
٠, این�صورت غیر در

eis =

{
١, کند. برقرار s با بیسیم لینک یک بتواند و نصب sچاهک ارتباطی محدوده در i رله اگر
٠. این�صورت غیر در

مسیر یک از زیستی حسگر هر اطلاعات که است شده فرض پیشنهادی مدل در جریان. تعادل محدودیت .٢.٢
چاهک به رله از و رله به رله از رله، به زیستی حسگرهای از اطلاعات ارسال هم�چنین شود، ارسال چاهک به واحد

می�شود: بیان زیر به�صورت جریان تعادل محدودیت� بنابراین گردد؛ انجام ∑می�تواند
j∈FS(i)

zbij −
∑

h∈RS(i)

zbhi = xbi − xis, ∀i ∈ R, b ∈ B.

زیستی حسگر اگر، است ١ برابر و (i, j) ∈ Âلینک هر با متناظر دودویی متغیر بیانگر zbij فوق، محدودیت در
است. ٠ برابر این�صورت غیر در و کند استفاده (i, j) بیسیم لینک از خود اطلاعات انتقال برای b

اطلاعات مجموع به�صورت (i, j) ∈ Â لینک هر از عبوری جریان میزان جریان. محاسبه محدودیت .٣.٢
گره اطلاعات تولید نرخ dsb(bit/s) دراین�جا می�شود. محاسبه لینک آن روی زیستی حسگر هر توسط شده تولید
محدودیت شکل به ،lij ،(i, j) ∈ Â لینک هر از عبوری جریان میزان بنابراین است، b ∈ B زیستی حسگر

می�گردد. بیان (۵)

lij =
∑
b∈B

dsbz
b
ij , ∀(i, j) ∈ Â.(۵)

١١١



پناه رعایت ع. م. و ابیانه عبداله ع.

است برابر (b, i) ∈ Ã بیسیم لینک�های از یک هر از عبوری بار میزان تخصیص، محدودیت�های به توجه با
به�طور b ∈ B هر برای آن�را می�توان و

∑
i∈R d

s
bxbi یعنی: زیستی حسگر هر توسط شده تولید اطلاعات نرخ با

به�صورت (i, s) ∈ Ã هر برای عبوری جریان میزان مشابه به�طور داد. قرار lbi = dsb پارامتر با برابر معادل
می�شود. محاسبه lis =

∑
b∈B

∑
i∈R d

s
bxis =

∑
b∈B d

s
b

محدود ظرفیت� دارای (i, j) لینک� که است شده فرض پیشنهادی، مدل در جریان. ظرفیت محدودیت .۴.٢
یعنی: باشد، لینک آن ظرفیت اندازه به حداکثر می�تواند لینک�ها از عبوری جریان میزان و می�باشد mij

٠ ≤ lij ≤ mij , ∀(i, j) ∈ Â.

غیرافزایشی یکتابع به�عنوان (i, j)لینک Reijبرای اطمینان قابلیت لینک. قابلیتاطمینان محدودیت .۵.٢
می�شود. تعریف زیر فرم به لینک آن از عبوری جریان میزان حسب بر و

Reij =
(mij − lij)٢

(mij)٢
, ∀(i, j) ∈ Â,(۶)

باید اطلاعات انتقال مسیر در موجود لینک�های اطمینان قابلیت حاصل�ضرب b ∈ B زیستی حسگر هر برای
یعنی: باشد، τb آستانه حد پارامتر اندازه به حداقل

αb. β.
∏

(i,j)∈Â

Re
zb
ij

ij ≤ τb, ∀b ∈ B.(٧)

هم�چنین است. b ∈ B زیستی حسگر هر برای آستانه حد پارامتر بیانگر ٠ ≤ τb ≤ ١ فوق، محدودیت�های در
i ∈ R رله به b ∈ B زیستی حسگر دهنده اتصال لینک�های اطمینان قابلیت بیانگر به�ترتیب β و αb پارامترهای

است. sچاهک به i ∈ R رله و

αb =
(mbi − dsb)٢xbi

(mbi)٢
, (∀(b, i) ∈ Ã),

β =
(mis −

∑
b∈B d

s
b)

٢xis

(mis)٢
, (∀(i, s) ∈ Ã).

استفاده با را (٧) محدودیت می�توان هستند. غیرخطی (٧) و (۶) محدودیت�های می�شود ملاحظه که همان�طور
کرد. بیان خطی محدودیت یک به�صورت زیر روش از

αbβ
∑

(i,j)∈Â

log(Reij)z
b
ij ≥ log(τb).

به زیستی حسگرهای� از اطلاعات انتقال برای مصرفی �انرژی حداقل�سازی هدف، مقاله این در هدف. تابع .۶.٢
یک انتقال برای مصرفی انرژی بیانگر است، شده گرفته نظر در زیر به�صورت که ،Eij پارامتر است. چاهک گره

است. (i, j) لینک روی j گره به i گره از اطلاعات واحد

Eij = ETXCIRC + ETXAMP (λij)δ
λij

ij ,

انتقال آمپلی�فایر انرژی بیانگر ETXAMP
پارامتر و انتقال انرژی بیانگر ETXCIRC

پارامتر فوق، عبارت در
(i, j) گره�های بین فاصله و مسیر رفت دست از ضریب پارامترهای بیانگر به�ترتیب δij و λij به�علاوه است؛

١١٢



مصرفی انرژی حداقل�سازی با بدن ناحیه بیسیم شبکه�های از اطمینان قابل طراحی

می�گردد. بیان زیر به�صورت هدف تابع نهایت در است.

∑
(b,i)∈Ã

dsbEbixbi +
∑
b∈B

dsb

 ∑
(i,j)∈Â

Eijz
b
ij +

∑
(i,s)∈Ã

Eisxis

 .

اصلی نتایج .٣

بررسی مورد انتقال انرژی حداقل�سازی با بدن ناحیه بیسیم شبکه�های از اطمینان قابل طراحی مسأله مقاله، این در
اطمینان حصول برای آن در که است شده آمیخته صحیح غیرخطی مدل به منجر مسأله مدل�بندی است. گرفته قرار
که دهد انجام گونه�ای به را مسیریابی است مستلزم شبکه اطلاعاتی، بسته�های شدن تلف یا تأخیر بدون ارسال در
آستانه حد پارامتر از بیشتر حسگر، هر توسط شده تولید داده�های انتقال مسیر در مستقر رله�های اطمینان قابلیت
غیرافزایشی تابع یک شبکه از لینک هر به منظور، این به باشد. نظر تحت بهداشتی مرکز یا پزشک تایید مورد
می�گردد. محاسبه مسیر�ها اطمینان قابلیت آن، اساس بر و می�شود متناظر لینک آن از عبوری جریان میزان برحسب
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بی�سیم حسگر شبکه�های در زمان-حافظه کنترل برای بهینه مدل یک

عسکری∗ جلال
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

خلیلی محمد و
ایران خمین، خمین، واحد اسلامی آزاد دانشگاه جوان، پژوهشگران باشگاه

فراوانی فواید کامپیوتری شبکه�های در که شده، ارائه شبکه مقداردهی کد نام به تکنیکی اخیر، دهه�های در چکیده.
روش به داده شبکه�ی یک در اطلاعات ارسال سنتی، دیدگاه گذاشتن کنار با شبکه وزن�دهی است. داشته همراه به
در دهند. انجام گذاری وزن شبکه، شده ارسال اطلاعات �روی بر می�دهد اجازه شبکه گره�های به دریافت-ارسال،
گره�ها دیگر داده�های با تا می�کنند، نگهداری خود حافظه� داخل در را دریافتی اطلاعات شبکه، گره���های تکنیک، این
گره�های برای را محدودیت این باید حسگر، نقاط حافظه و زمان محدودیت به توجه با نمایند. ارسال و کرده ترکیب
بی�سیم حسگر شبکه�های در حافظه و زمان میزان تحقیق، این در گرفت. نظر در بی�سیم حسگر شبکه�های در موجود
شده مدل بهینه�سازی مسئله یک به�صورت �و گرفته قرار بررسی مورد گره�ها نیاز مورد زمان روی بر هدفی تابع با
این در بهینه�سازی مسائل حل برای اما نمود، حل متمرکز به�صورت می�توان را شده ارائه بهینه�سازی مدل است.
برای را بهینه راه�حل مسئله، حل از بعد و نموده آوری جمع گره یک در را گره�ها تمام اطلاعات که است نیاز شکل
غیرممکن تقریباً و غیرعملی بزرگ، شبکه�های در شده ارائه مدل حل بنابراین نمود. ارسال شبکه گره�های سایر
با و گرادیان-نیوتن تصویر روش کمک به تحقیق این در ما نمی�باشد. بی�سیم حسگر شبکه برای مناسب و است
توزیع الگوریتم در پرداخته�ایم. مسئله حل برای تکراری و شده توزیع الگوریتم �یک به شبکه، جریان�های تفکیک

می�کند. گیری تصمیم خود همسایه گره�های اطلاعات اساس بر و محلی به�صورت گره هر پیشنهادی، شده
گراف. غیرخطی، سازی بهینه بی�سیم، حسگر شبکه کلیدی: واژه�های

.90C30, 90C35 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمات .١

حسگر شبکه گره�های است. شبکه پیرامونی محیط از شده حس داده�های جمع�آوری حسگر، شبکه�های اصلی وظیفه
با حسگرها، توسط شده جمع�آوری داده�های دارند. را اطلاعات ذخیره�سازی و پردازش جمع�آوری، وظیفه بی�سیم
هزینه�ها کاهش دنبال به حسگر شبكه�های در می�شوند. منتقل داخلی(چاهک) گره(ها) به حسگر گره�های دیگر کمک
انرژی با گره�های از استفاده دیگر، عبارت به هستند. روبرو منابع محدودیت با حسگر گره�های در معمولا و می�باشند
در موجود منابع از باید بنابراین می�شود. حسگر گره�های پیچیدگی و قیمت افزایش به منجر بیشتر باند پهنای و

.[۶] برد زمان حداقل در را بهره بیشترین بی�سیم حسگر شبکه�های
می�شود. ارتباطی شبکه�های کارآیی و بهره�وری افزایش باعث که است تکنیکی شبکه کدگذاری دیگر، سوی از
اطلاعات، ارسال بر علاوه بتوان، که می�شود فراهم امکان این ارتباطی شبکه�های در شبکه کدگذاری از استفاده با
ارسال سپس و کدگذاری میانی(داخلی) گره�های در اطلاعات بسته�های واقع در داد. قرار پردازش مورد را آن�ها
می�کنند فراهم را داده بسته�های مؤثرتر و بیشتر تحویل امکان می�کنند کار آن اساس بر که الگوریتم�هایی می�شوند،

.[۵ ،٢]
شبکه، در امنیت چون مزایایی از گوناگون، ارتباطی شبکه�های در تا می�شود سبب گره�ها گذاری کد تکنیک
شبکه، ترافیکی بار در تعادل ایجاد شبکه، در بالاتر گذردهی یا کارآیی� اطلاعات، دریافت و ارسال تاخیر کاهش
شبکه هزینه�های کاهش دریافت، و ارسال الگوریتم پیچیدگی کاهش دریافتی، داده�های در اطمینان قابلیت افزایش
توجه با شبکه کدگذاری بی�سیم، شبکه�های در شود. برخوردار شبکه مصرفی باند پهنای در توجهی قابل کاهش و
در گسترده�ای تحقیقات می�کند. شبکه نصیب نیز را بیشتری فواید بی�سیم، کانال�های همگانی پخش ویژگی به

سخنران ∗
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بی�سیم حسگر شبکه�های در بهینه مدل یک

مراجع به بیشتر مطالعه برای است، شده انجام آن�ها ترکیب و �شبکه کدگذاری بی�سیم، حسگر شبکه�های مورد
نمایید. مراجعه [٩ ،١٠ ،٣ ،۴]

مسئله فرمول�بندی .٢

زیرگرافی دقیق�تر طور به یا مسیر انتخاب و کدگذاری فاز دو به شبکه کدگذاری از استفاده با اطلاعات ارسال مسئله
.[۶] می�شود تقسیم مسیرها بهترین با

انجام جبر در متناهی میدان�های نظریه از استفاده با شبکه گره�های توسط که است کدگذاری نوع اول، مسئله
گره حافظه و خاص زمانی در بسته�ها که است شکل این به می�شود انجام گره هر توسط که کدگذاری عمل می�گردد.
خطی، کدگذاری در می�گردد. ارسال گره خروجی لینک�های به آن�ها از خطی ترکیب سپس و می�شود ذخیره میانی
ایجاد جدید بسته یک و ترکیب یکدیگر با خطی به�صورت گره هر توسط همسایه گره�های از دریافتی بسته�های

می�گردد. ارسال بعدی گره به که می�شود
کدگذاری اطلاعات ارسال برای استفاده مورد مسیرهای که است زیرگرافی انتخاب شبکه، کدگذاری در دوم مسئله
ایجاد زیرگراف طریق از بسته�ها ارسال مسیر زیرا است، مسیریابی مسئله همانند مسئله این می�شود. شامل را شده
جریانی مجازی، جریان می�شود. مطرح حقیقی و مجازی جریان نوع دو شبکه، کدگذاری در می�شود. انجام شده
مجازی جریان می�شود. بیان جداگانه به�صورت مقصد گره�های و مبدأ گره هر ازای به میانی، متغیر عنوان به که است
هر ازای به و شود داده عبور شبکه گره�های توسط باید عمل در که می�شود استفاده حقیقی جریان آوردن به�دست برای
و است حقیقی جریان می�کند، عبور شبکه گره�های از واقع در که جریانی دیگر، عبارت به می�شود. تعریف مبدأ گره
آنجایی�که از بی�سیم شبکه�های در .[٧ ،٣] می�شود استفاده مجازی جریان میانی متغیر از آن، آوردن به�دست برای�
و گرفته انجام محاسبات گره هر در ابتدا می�باشد، گره�ها در داده�ها ارسال انرژی از کمتر محاسبات برای لازم انرژی
ساختار یابد، انتقال مجاور گره�های به گره�ای توسط اطلاعات بیت هر اگر می�گردد. ارسال بعدی گره به داده�ها سپس
دیگری و اصلی داده به�عنوان یکی نماییم، ارسال اطلاعات گره، ٢ به لحظه یک در می�توانیم که است به�طوری شبکه
اگر به�عبارتی می�شود. ارسال بعدی گره به ذخیره داده اصلی، داده ارسال در موفقیت عدم صورت در است، ذخیره
می�دهد، انتقال را اطلاعات پشتیبان، داده برود، بین از بی�سیم به�صورت انتقال هنگام در اصلی داده لحظه هر در

می�گردند. منتقل گره�ها به ”XOR” به�صورت مبدأ گره از داده انتقال یعنی
NP-hard مسئله یک چندپخشی جریان�های برای شبکه کدگذاری از استفاده بدون بهینه زیرگراف انتخاب
مدل تحقیق این در ما می�شود. بیان بهینه�سازی مسئله یک به�صورت شبکه کدگذاری از استفاده با درحالی�که است،
شبکه در هزینه حداقل با چندپخشی جریان ارسال زیرگراف انتخاب مسئله مشابه، را شبکه در اطلاعات ارسال

می�گیریم. نظر در زیر بهینه�سازی مسئله به�صورت است، شده ارائه [۵] در که شبکه کدگذاری بر مبتنی باسیم

min f (z) =
∑

(i,Ji)∈A

f(z(i,Ji)) =
∑

(i,Ji)∈A

a(i,Ji)z(i,Ji)

s.t.

∀ i ∈ V, t ∈ T :
∑

{ j|(i,j)∈E}

g
(t)
(i,j) −

∑
{ j|(j,i)∈E}

g
(t)
(j,i) = δ

(t)
i

∀ i ∈ V, t ∈ T, j ∈ Ji : z(i,Ji) ≥ g
(t)
(i,j)

∀ i ∈ V, t ∈ T : g
(t)
(i,j) ≥ ٠

∀ i ∈ V : z(i,Ji) ≤ Ci,

است. آن روی حقیقی z(i,Ji)جریان و (i, j) لینک روی بر مجازی g(t)(i,j)جریان آن، در که
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نمادها. شرح .١ جدول

نماد توصيف
Ji i گره همسایه گره�های مجموعه
C(i) i گره ارسال ظرفیت حداکثر
T شبکه در چندپخشی جریان�های مقصد گره�های مجموعه

g
(t)
(i,j) می�شود ارسال t مقصد به (i, j) لینک روی بر i گره از که مجازی اطلاعاتی جریان

z(i,Ji) می�شود ارسال شبکه کدگذاری از بعد (i, Ji) لینک روی i گره از که واقعی اطلاعاتی جریان
Ai i گره دسترس در و موجود زمان میزان
TAi i گره در اطلاعات انتقال زمان حداکثر
C(i, j) (i, j) لینک ظرفیت حداکثر

می�شود تعریف زیر به�صورت و می�با�شد غیرخطی تابع یک z(i,Ji)

z(i,Ji) = max
t∈T,j∈Ji

{
g
(t)
(i,j)

}
= lim

m→∞

∑
t∈T

∑
∀j∈Ji

(
g
(t)
(i,j)

)m ١
m

,

کرده�ایم تبدیل پیوسته حالت به را هدف تابع lm نُرم از استفاده با می�باشد گسسته به�صورت هدف تابع چون واقع در
قبول قابل تقریبی m برای مقدار یک انتخاب با کنیم میل بینهایت مقدار به نمی�توانیم عمل در آن�جایی�که از و

به�صورت را هدف تابع یعنی می�سازیم، هدف تابع برای

∀ i ∈ V : z(i,Ji) =

∑
t∈T

∑
j∈Ji

(
g
(t)
(i,j)

)m ١
m

,

بقای قانون نمایش اول محدودیت می�شوند، تعریف این�گونه مسئله محدودیت�های همچنین می�گیریم. نظر در
مقصد و مبدأ گره�های جز به و است برقرار پخشی تک جریان همانند چندپخشی جریان�های در که است جریان
محدودیت در است. گره آن از خروجی جریان�های مجموع برابر گره یک در ورودی جریان�های مجموع جریان،
دوم مجموع و i مقصد به t ∈ T گره از خروجی چندپخشی جریان�های از است عبارت ابتدائی مجموع اول،
برابر خروجی جریان میزان s گره یا مبدأ گره�های برای است. R مقصد به t گره به ورودی چندپخشی جریان�های

است. −R چندپخشی جریان مقصد گره�های تمام برای و شود) ارسال باید که جریانی (مقدار R با

مسئله حل روش .٣

مسئله حل در می�باشد. مسئله (همزاد) دوگان از استفاده ریاضی، بهینه�سازی مسائل حل روش�های از یکی
لاگرانژ تابع کمک با را دوگان مسئله سپس و نوشته� را اصلی مسئله لاگرانژ تابع ابتدا دوگان، طریق از بهینه�سازی

می�شود. محاسبه
از است عبارت فوق مسئله لاگرانژ تابع

L (g, β, γ, φ) =
∑
i∈V

TAi

Ai
z(i,Ji) +

∑
i∈V

∑
t∈T

β
(t)
i W

(t)
i

+
∑
i∈V

∑
t∈T

∑
j∈Ji

γ
(t)
(i,j)[−g

(t)
(i,j)] +

∑
i∈V

φi

[
z(i,Ji) − Ci

]
,
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بی�سیم حسگر شبکه�های در بهینه مدل یک

از است عبارت آن لاگرانژین روی از دوگان مسئله که

min L (g, β, γ, φ)

s.t.

∀ i ∈ V, t ∈ T, j ∈ Ji : γ
(t)
(i,j) ≥ ٠, β(t)

i ≥ ٠, φi ≥ ٠,

که دهیم نشان f̂ با را پریمال بهینه�سازی مسئله بهینه مقدار و ĝ با را g بهینه�سازی متغیر بهینه مقدار اگر

می�شوند، نامیده لاگرانژین ضرایب که φi ≥ ٠ و β(t)
i ≥ ٠ و γ(t)(i,j) ≥ ٠ هر ازای به آن�گاه ،f(ĝ) = f̂

،φ و β و γ لاگرانژین ضرایب برای مقدار هر ازای به دیگر، عبارت به .L (ĝ, β, γ, φ) ≥ f̂ داشت خواهیم
محدب تابع یک دوگان تابع که آن�جا از می�کند. ارائه پریمال مسئله بهینه مقدار برای پایین کران یک دوگان تابع
یکتا جواب دارای و بوده محدب سازی بهینه مسئله یک دوگان مسئله است، محدب نیز مسئله شرایط و می�با�شد
اصلی مسئله بهینه نقطه هر باشد، داشته وجود

(
β̄, γ̄, φ̄

)
مانند دوگان بهینه نقطه یک اگر این�صورت، در است.

مسئله بهینه نقطه طریق از اصلی مسئله راه�حل به می�توان بنابراین بود. خواهد L (g, β, γ, φ) برای مینیمم یک
یافت. دست دوگان مسئله حل یا دوگان

λ[n] مرحله گام طول ،x[n] ∈ X شدنی فضای از نقطه یک nام مرحله در تصویرگرادیان-نیوتن، روش در
کاهشی جهت و گرفته�ایم) نظر در تحقیق این در گرادیان-نیوتن تصویر روش برای را گام�ها طول از مختلفی (انواع

رابطه از نتیجه نقطه و می�شود گرفته کار به s[n]

x̄[n+ ١] = x[n] + λ[n]s[n],

به x̄[n+١] نگاشت از استفاده با x[n+١] نقطه نهایت، در باشد. Xمتعلق به نیست نیازی که می�آید، به�دست
مقدار یک با حالت بهترین محاسبه برای عمل، در است. x̄[n+١] Xبه از نقطه نزدیکترین که می�آید Xبه�دست
می�کنیم حرکت L (g, β, γ, φ) تابع از گرادیانی تصویر جهت در و کرده شروع کند صدق دوگان شرایط در که شدنی
این می��نماییم. حفظ را آمده به�دست نقطه ماندن شدنی نیوتن، روش با می�شویم خارج بودن شدنی حالت از چون و

شود. حاصل بهینه جواب برای مناسب کافی به�اندازه تقریب یک تا می�کنیم تکرار را الگوریتم
انتقال هر در است، ثابت گره�ها ظرفیت چون که شود توجه موضوع این به کلی طور به روش همگرایی مورد در
در یعنی دارد، صفر به نزدیک و مثبت mمقداری مقدار به توجه با (z(i,Ji)) مسئله هدف تابع شبکه روی بر داده

به�صورت غیرخطی مسئله یک با عمل

min z(i,Ji) = h١(X)⇝ ٠
s.t.
h٢(X) = ٠
x ≥ ٠,

را مفيدی و کاهشی جهت h٢(X) تابع روی بر h١(X) گرادیان تصویر تکنیک با تحقیق این در ما که هستیم روبرو
h٢(X) = ٠ قید در شدنی نقاط روی بر نیوتن روش با شده، حاصل جواب تصحیح برای گام هر در و آورده به�دست

می�آوریم. به�دست بی�سیم شبکه روی بر داده�هایی ارسال در زمان بهترین با جوابی
غیرخطی بهینه�سازی مسائل حل مهم روش�های از شده استفاده تحقیق این در که نیوتن گرادیان تصویر الگوریتم
الگوریتم، این همگرایی می�باشد. مناسبی همگرایی دارای و گرفته قرار استفاده مورد فراوانی تحقیقات در و است
گام طول اندازه از استفاده پیشنهاد مختلفی تحقیقات در البته، می�باشد. وابسته مناسب گام طول اندازه انتخاب به

کرده�ایم. عمل اینگونه ما نیز تحقیق این در که است، شده ارائه متغیر
تدریج به و می�شود انتخاب گام طول اندازه برای متوسطی مقدار ابتدا کاهشی، متغیر گام طول اندازه در
شرط سه گام طول اندازه اگر که است شده اثبات می�کند. پیدا کاهش مسئله بهینه جواب به شدن نزدیک با

بعد یا و می�شود ختم بهینه نقطه به یا الگوریتم باشد، دارا را
∞∑
n=١

λ [n] =∞ و lim
n→∞

λ٢[n] = ٠, λ[n] > ٠
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متغیرهای بهینه مقدار ترتیب به β̂ و ĝ که شد، خواهد L
(
ĝ, β̂
)
به نزدیک UBi مقدار مرحله، محدودی تعداد از

[٨ ،١] مراجع در می�توانید را متغیر گام�های طول اندازه� و محدب بهینه�سازی همگرایی جزییات هستند. β و g
ببینید.

نتیجه این به دیگر مدل�های با آمده به�دست جواب�های بررسی و انتخابی مدل شبیه�سازی از پس پایان در
که امیدواریم می�باشد. هزینه�تر کم و تر سریع روش�ها برخی به نسبت زمان-حافظه کنترل الگوی این که رسیده�ایم
مسائل این�گونه برای کارا و مناسب راهکارهایی بتوانند و باشد محققین بیشتر تحقیقات برای زمینه�ای تحقیق این

نمایند. فراهم

مراجع

1. S. Boyd and L. Vandenberghe, Convex Optimization, Cambridge University Press, New York, 2004.
2. Y. Fan, Network Coding Based Information Security in Multi-Hop Wireless Networks, Ph. D. Thesis,

Electrical and Computer Engineering University of Waterloo Waterloo, Ontario, Canada, 2010.
3. C. Fragouli and E. Soljanin, Network Coding Applications, Now Publishers Inc., Boston, 2008.
4. J. Hao, H. Feng and G. Wu, Improving data transmission reliability with network coding in wireless
sensor network, 2010 Int. Conf. on Multimedia Information Networking and Security (MINES),
Nanjing, Jiangsu, 2010, 159-163. DOI: 10.1109/MINES.2010.42

5. T. Ho and D. S. Lun, Network Coding: An Introduction, Cambridge University Press, UK, 2008.
6. M. Khalily-Dermany, M. Shamsi and M. J. Najafi-Arani, A convex optimization model for topology
control in network-coding-based-wireless-sensor networks, Ad Hoc Networks 59 (2017) 1–11.

7. M. Khalily-Dermany and M. J. Nadjafi-Arani, Itinerary planning for mobile sinks in network-coding-
based wireless sensor networks, Comput. Commun. 111 (2017) 1–13.

8. M. Khalily-Dermany, A convex programming for range assignment to optimize lifetime in network-
coding-based-wireless-sensor networks, Int. J. Wireless Info. Networks 24 (2017) 470–475.

9. V. Pandit, J. H. Jun and D. P. Agrawal, Inherent security benefits of analog network coding for
the detection of byzantine attacks in multi-hop wireless networks, in: IEEE 8th Int. Conf. on Mobile
Adhoc and Sensor Systems (MASS), (2011) 697–702.

10. M. Xiao and T. Aulin, Optimal decoding and performance analysis of a noisy channel network with
network coding, IEEE Trans. Commun. 57 (5) (2009) 1402–1412.

askari@kashanu.ac.ir الکترونیکی: پست
md.khalili@gmail.com الکترونیکی: پست

١١٨

mailto:askari@kashanu.ac.ir
mailto:md.khalili@gmail.com


١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بازی نظریه به�کمک تامین زنجیره در متقاطع کارایی ارزیابی

قندی∗ فاطمه
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

علیائی داوطلب مصطفی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

زنجیره ناهماهنگی اصلی دلایل از یکی تامین، زنجیره در تصمیم�گیرندگان توسط ناقص اطلاعات داشتن چکیده.
کل هزینه آن پی در و می�دهد کاهش را انبار هزینه�های تقاضا و عرضه اطلاعات گذاری اشتراک به است. تامین
است. تاثیرگذار بسیار هدف، این به نیل در نیز، اطلاعات گذاری اشتراک چگونگی اما می�یابد. کاهش نیز زنجیره
رتبه�بندی و ارزیابی برای روش یک بازی نظریه و داده�ها پوششی تحلیل ترکیب به�کمک مقاله این در این�رو از

مي�دهیم. ارائه اطلاعات گذاری اشتراک مختلف روش�های
زنجیره بازی، نظریه نامطلوب، خروجی متقاطع، کارایی داده�ها، پوششی تحلیل کلیدی: واژه�های

تامین.
.90Bxx, 90B50 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

در که گردید بیان [١] همکارانش و چارنز توسط ،(CCR) مدل ارائه با ابتدا در ،(DEA) داده�ها پوششی تحلیل
خروجی، چند تولید برای ،(DMUs) گیرنده تصمیم واحدهای از مجموعه�ای نسبی کارایی ارزیابی به�منظور واقع
از گردد. معرفی کارا واحد عنوان به واحد چندین است ممکن روش، این به�کمک می�کند. مصرف را ورودی چند

شد. معرفی واحدها رتبه�بندی برای مختلفی روش�های این�رو،
وزن�های توسط مقایسه با را واحد یک عملکرد متقاطع، کارایی روش ارائه با [٨] همکارانش و سکستون

نمودند. ارزیابی واحدها، دیگر بهینه خروجی و ورودی
CCR مدل از روش این در استفاده مورد وزن�های چون که آن اول است. اساسی ضعف دو دارای مذکور روش
واحدها برای چندگانه متقاطع کارایی� امتیاز نتیجه در و گردند یکتا غیر وزن�ها این است ممکن می�آید، به�دست
ارائه را بدبینانه و خوشبینانه فرمول�های مشکل، این نمودن برطرف منظور به ،[٢] گرین و دویل می�آید. پدید
و ماکزیمم ترتیب به را DMUها سایر متقاطع کارایی ارزیابی، تحت واحد کارایی حفظ با مدل، دو این دادند.
واحدها، برای شده تولید متقاطع کارایی امتیاز که است این متقاطع کارایی روش ضعف دومین می�نماید. مینیمم
با [٩] و [٧] در مثال، به�عنوان است. گردیده پیشنهاد مدل�هایی نیز مشکل این رفع برای نیست. پاراتو بهینه
متقاطع کارایی امتیازهای پاراتویی غیر نمودن برطرف برای بازی، بازیکن�های عنوان به DMUها گرفتن نظر در

گردید. ارائه مدل�هایی بازی، نظریه به�کمک DMUها
منظور بدین و است سازمانی برون و درون روابط سازی یکپارچه نیازمند غالباً تامین، زنجیره یک مدیریت
عملکرد واقع در گردند. هماهنگ یکدیگر با زنجیره کل درون جریان�های و فعالیت�ها از مختلفی انواع است لازم
اطلاعات گذاری اشتراک به میان این در که بگیرد قرار تاثیر تحت می�تواند زیادی عوامل وسیله به تامین زنجیره
گیری تصمیم و هماهنگی و معامله طرفین بین اطلاعات گذاشتن اشتراک به زیرا است. آن�ها تعیین�کننده�ترین از
خدمات سطح و داده کاهش را محصولات قیمت نتیجه در و تولید هزینه�های می�تواند قبولی قابل حد تا تولید، جهت

بخشد. بهبود را مشتری به رسانی
زیر شرح به که دارد وجود تامین زنجیره در اطلاعات گذاشتن اشتراک به برای مختلفی سناریوهای این�رو از

است.
نمی�شود. گذاشته اشتراک به اطلاعاتی هیچ :N (١)

سخنران ∗
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ظرفیت. اطلاعات گذاری اشتراک :C (٢)
تقاضا. اطلاعات گذاری اشتراک :D (٣)
انبار. اطلاعات گذاری اشتراک :I (۴)

ظرفیت. و تقاضا اطلاعات گذاری اشتراک :D&C (۵)
انبار. و تقاضا اطلاعات گذاری اشتراک :D&I (۶)
انبار. و ظرفیت اطلاعات گذاری اشتراک :C&I (٧)

انبار. و تقاضا ظرفیت، اطلاعات کامل گذاری اشتراک :F (٨)
مختلف سناریوهای عملکرد بازی، یک بازیکنان به�عنوان مذکور سناریوهای گرفتن نظر در با بعد بخش در
کاربردی به�صورت را پیشنهادی روش عددی، مثال یک حل با ادامه در و می�نماییم ارزیابی را اطلاعات اشتراک

می�کنیم. بیان

بازی نظریه به�کمک سناریوها ارزیابی .٢

این�صورت در است. (y١j , . . . , ykj)صورت به گزینه هر برای شاخص k و گزینه n شامل مجموعه��ای کنیم فرض
آورد به�دست زیر مدل به�کمک می�توان را o واحد کارایی

zo =
k∑

r=١

uryro,

واحدها متقاطع کارایی امتیاز می�توان زیر مدل نوشتن با حال است. o = ١, . . . , n و r = ١, . . . , k آن در که
نمود محاسبه نیز را

max zoo =
k∑

r=١

uroyro(١)

s.t. zoj =
k∑

r=١

uroyrj ≤ ١, j = ١, . . . , n,

uro ≥ ٠.

oام واحد وزن�های از استفاده با j واحد متقاطع کارایی zoj و است خودش وزن�های به�کمک o واحد ارزیابی zoo
zoj مقادیر می�توان (١) مدل به�کمک می�شود. ارزیابی DMUo وزن�های از استفاده با DMU j یعنی است.
اصلی قطر در DMU هر خودارزیابی کارایی میزان نمود. مرتب ١ جدول مانند CEM یک در و محاسبه را
ستون، هر در و می�شوند سنجیده DMUo وزن�های به�کمک DMUها سایر سطر، هر در دارد. قرار ماتریس این

می�گیرند. قرار ارزیابی مورد DMUها سایر وزن�های از استفاده با DMUo

ارزیابی میانگین z̄o =
∑n

j=١
zjo
n می�شود. استفاده ستونی میانگین از واحدها رتبه�بندی و مقایسه جهت

است. DMUo از DMUها همه

متقاطع. کارایی ماتریس .١ جدول

n … ٣ ٢ ١ DMU
z١n … z١٣ z١٢ z١١ ١
z٢n … z٢٣ z٢٢ z٢١ ٢
z٣n … z٣٣ z٣٢ z٣١ ٣
...

...
...

...
...

...
znn … zn٣ zn٢ zn١ n
z̄n … z̄٣ z̄٢ z̄١ میانگین
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بازی نظریه به�کمک تامین زنجیره در متقاطع کارایی ارزیابی

واحدها برای شده محاسبه متقاطع کارایی امتیازهای است ممکن گردید، اشاره نیز قبل بخش در همان�طور�که
برای دادند. پیشنهاد را بدبینانه و خوشبینانه مدل دو مشکل این نمودن برطرف برای گرین و دویل باشند. غیریکتا

نوشت. زیر به�صورت را گرین و دویل خوشبینانه مدل می�توان شاخص، k با مفروض مجموعه

max
k∑

r=١

(uro

n∑
j=١,j ̸=o

yrj)(٢)

s.t. zoj =
k∑

r=١

uroyrj ≤ ١, j = ١, . . . , n, j ̸= o,

k∑
r=١

uroyro − zoo = ٠,

uro ≥ ٠.

می�گردد. حاصل گرین و دویل بدبینانه مدل فوق، مدل هدف تابع در max جای به min جای�گذاری با
اطلاعات می�گیریم. نظر در را S و s انبار دو و کارخانه یک کننده، توزیع یک فروشنده، سه با تامین زنجیره یک
۶ کل در مجزا، شاخص ٣ عنوان به کل هزینه�های گرفتن نظر در با است. آمده ٢ جدول� در زنجیره این به مربوط
گرفتن نظر در با است. شده داده نشان ٣ جدول در سناریو هر برای شاخص�ها این مقدار داشت. خواهیم شاخص

تامین. زنجیره اطلاعات .٢ جدول

کارخانه کننده توزیع ٣ فروشنده ٢ فروشنده ١ فروشنده انبار
٢٠٠ ١٣٠ ۴٠ ۴٠ ۴٠ انبار اولیه سطح
٨٣ ۶١ ٢١ ٢۴ ٢١ s انبار سیاست
١۵٣ ١٢٩ ٣٩ ۴٣ ٣٩ S انبار سیاست

شاخص�ها. شبیه�سازی نتایج .٣ جدول

سناریوها
F C&I D&I D&C I D C N شاخص�ها ردیف

٢۴/٧٩ ٩۵/٨ ۵۴/٠۵ ٢۶/٠٨٨ ١٠٩/٨۴ ٢٩/۴۴ ۶۶/١۵ ٢١٩/٧٨ کمبود هزینه�های ١
۴٧٩/٨٨ ٣٧١/١٣ ٢۶٢/١٢ ۴٠١/٢۵ ١٨٩/٩۴ ٢٣٣/٣۶ ٢٩٣/۶٣ ١٠٣/٠۶ نگهداری هزینه�های ٢
١٨٠ ١٨٠ ١٣٠ ١٨٠ ١٣٠ ١٣٠ ١٨٠ ١٣٠ سفارش هزینه ٣
٧٩/٣۵ ٧٢/٣۶ ٧٧/٠۴ ٧٩/١٣ ٧٢/١۶ ٧۵/٢۵ ٧٩/٢۶ ۶۵/٢٢ تکمیل نرخ ۴
٨١/٣ ٧۶/۴٢ ٧۴/۶۶ ٧٧/٢۶ ۶٨/٨۴ ٧٧/۴۴ ٧٢/۶٢ ۶١/٨٣ مشتری خدمات سطح ۵

١/٠۴۵١ ١/١٧۶٢ ١/٠٩۴٣ ١/٠۴٧۵ ١/١٩۶١ ١/٠۵۶٨ ١/١٢٠۵ ١/٣۵٩٣ (روز) سفارش چرخه زمان ۶

سناریوها، رتبه�بندی و ارزیابی جهت DEA مدل�های از استفاده برای گیرنده، تصمیم واحد ٨ عنوان به سناریو ٨
(هزینه�های کننده حداقل شاخص ۴ موجود، شاخص ۶ میان از گردد. تعیین خروجی و ورودی ابتدا است لازم
سطح و تکمیل (نرخ حداکثرکننده شاخص ٢ و سفارش) چرخه زمان و سفارش هزینه کمبود، هزینه نگهداری،

هستند. مشتری) خدمات
ورودی منابع از استفاده همیشه اما کند. تولید را خروجی بیشترین ورودی، حداقل با دارد DEAسعی مدل�های
خروجی�های مطلوب، خروجی�های بر علاوه که دارد وجود مواردی نمی�شود. مطلوب خروجی�های تولید به منجر
واضح و است صنعتی تولیدات در نامطلوب خروجی یک هوا آلودگی مثال، به�عنوان می�شود. تولید نیز نامطلوب
زمینه این در بسیاری روش�های تاکنون است. نامطلوب خروجی حداقل با تولید افزایش تولیدی، هر هدف که است

نمود. اشاره [۶] و [۵ ،۴ ،٣] به می�توان که است گردیده ارائه محققین توسط
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علیائی داوطلب م. و قندی ف.

کننده حداقل شاخص�های ،٣ جدول در مذکور سناریوهای رتبه�بندی و ارزیابی به�منظور ،[١٠] همکاران و مینگ
داده�های آن در که نامطلوب خروجی حل روش�های از یکی با سپس و گرفتند نظر در نامطلوب خروجی به�عنوان را
محاسبه (سناریوها) واحدها برای را �CCR کارایی می�شود، گرفته نظر در عکس صورت به نامطلوب خروجی�های
به�کمک ادامه در و کردند محاسبه را zoo همان یعنی واحدها CCR کارایی ،(١) مدل به�کمک آن از پس نمودند.

نمودند. محاسبه را واحدها متقاطع کارایی ،(٢) مدل گرین، و دویل روش
به�کمک و ادامه در نیست، پاراتو بهینه گرین و دویل روش توسط شده محاسبه متقاطع کارایی مقادیر که آن�جا از

می�بخشیم. بهبود را حاصل متقاطع�های کارایی امتیاز بازی، نظریه تکنیک
ماتریس سپس می�گیریم. نظر در بازی یک در بازیکن ٨ به�عنوان را نظر مورد سناریوی ٨ ابتدا کار این برای
می�نماییم. نرمالایز را ماتریسحاصل بعدی گام در می�دهیم. تشکیل ١ جدول مانند DMUرا ٨ این متقاطع کارایی
نرمالایز متقاطع�های کارایی اگر حال می�کنیم. تقسیم آن به مربوط سطر جمع به را جدول عدد هر که صورت این به
بپذیرد، بازی در می�تواند j بازیکن که را عایدی مقدار کمترین می�توان D(j) تابع به�کمک بنامیم، z′ij را شده

کرد. حساب

D(j) = min

n∑
d=١

wj
dz

′
dj

s.t.
n∑

d=١

wd = ١,

wd ≥ ٠ d = ١, . . . , n.

بازیکن هر برای ϕi(D) =
∑

S|i∈S⊂N
(s−١)!(n−s)!

n! {D(S)−D(S{i})} رابطه از شیپلی مقادیر سپس
است. S ائتلاف اعضای تعداد s آن در که می�گردد محاسبه i

خطی برنامه به�کمک و می�گیریم نظر در B = (B١, . . . , Bn) ∈ Rn بردار صورت به را شیپلی مقادیر این
می�نماییم. محاسبه را ω = (ω١, . . . , ωn) ∈ Rn بردار زیر

min p

s.t. ωz′j + s+j − s
−
j = Bj ,

ω١ + · · ·+ ωn = ١,

s+j ≤ p, s
−
j ≤ p, j = ١, . . . , n,

s+j ≥ ٠, s−j ≥ ٠, j = ١, . . . , n,
ωi ≥ ٠, i = ١, . . . , n.

رابطه از واحدها متقاطع�های کارایی فوق، فرمول از ∗ωها آمدن به�دست از پس
می�شود. محاسبه zcrossj =

∑n
d=١ ω

∗
dzdj , (j = ١, . . . , n)

عددی مثال .٣

کارایی پیشنهادی، روش کردن طی و بازی بازیکنان به�عنوان قبلی بخش در مذکور سناریوی ٨ گرفتن نظر در با
است. آمده ۴ جدول در که می�شود محاسبه سناریوها از یک هر متقاطع�های

متقاطع کارایی امتیاز واحدها تمامی پیشنهادی روش به�کمک که می�شود مشاهده جدول، داده�های به توجه با
حاصل متقاطع�های کارایی امتیاز که معناست بدان این می�کنند. کسب همکاران و مینگ روش به نسبت بالاتری
از می�گردد. مغلوب پیشنهادی، روش از حاصل متقاطع�های کارایی بردار توسط و نیستند پاراتو آن�ها، روش از
واحدها رتبه�بندی آن بر علاوه نیست. مفید چندان سناریوها رتبه�بندی در همکاران و مینگ روش از استفاده این�رو
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بازی نظریه به�کمک تامین زنجیره در متقاطع کارایی ارزیابی

حالی�که در هست ٨ رتبه دارای همکاران و مینگ روش به�کمک C&I سناریوی مثال به�عنوان می�کند. تغییر نیز
می�پذیرد. را ۴ رتبه پیشنهادی، روش با

سناریوها. رتبه�بندی .۴ جدول

بندی رتبه پیشنهادی روش به متقاطع کارایی بندی رتبه همکاران و مینگ روش به متقاطع کارایی سناریو
۵ ٠/٩٢٧۵ ۵ ٠/٧۶٩٩ N
۶ ٠/٩٢۵٢ ٧ ٠/۶٩٣٠ C
١ ١ ١ ٠/٩١٠۵ D
٧ ٠/٩١٨٧ ۶ ٠/٧۵۶۵ I
٢ ٠/٩۶٠٩ ٣ ٠/٨٢٢٠ D&C
٣ ٠/٩۵٧۶ ۴ ٠/٨٠٩٣ D&I
۴ ٠/٩۵۵١ ٨ ٠/۶۵٢٢ C&I
١ ١ ٢ ٠/٨٣٢۶ F
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متامرزی تحلیل چارچوب در بی�طرف متقاطع کارایی ارزیابی

علیائی داوطلب مصطفی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

دریکوندی∗ نجفوند مریم و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

با (DMU) تصمیم�گیری واحدهای عملکرد ارزیابی برای روش یک (DEA) داده�ها پوششی تحلیل چکیده.
خود به نسبت صرفاً را واحد هر عملکرد DEAمقدار سنتی مدل�های می�باشد. چندگانه خروجی�های و ورودی�ها
باشند، زیاد می�شوند شناخته کارا واحد به�عنوان که واحدهایی تعداد است ممکن نتیجه در و می�کند محاسبه واحد
پوششی تحلیل در متقاطع کارایی ارزیابی روش منظور بدین شد. قائل تمایز کارا واحدهای بین نمی�توان پس
به�صورت کارایی مقدار تا می�شود سنجیده واحدها سایر با هم و خود با هم واحد هر روش این در شد. معرفی داده�ها
اختلاف وجود امکان به�دلیل این بر علاوه باشد. انجام قابل نیز واحدها� میان رتبه�بندی و شود محاسبه منطقی�تر
توجه با کارایی مقدار تا شد، معرفی فرا�مرز تحلیل چارچوب در متقاطع کارایی تصمیم�گیری واحدهای بین تکنولوژی
چندگانه بهینه جواب است ممکن روش این با متقاطع کارایی تعیین در اما شود. محاسبه واحد هر مرتبط مرز به
خوشبینانه و بدبینانه ثانویه�ی اهداف بهینه جواب�های بودن یکتا غیر مشکل رفع به�منظور نتیجه در آید، وجود به
ارائه یکسان نتایج مختلف بدبینانه و خوشبینانه مختلف مدل دو که ندارد وجود تضمینی هیچ اما است. شده معرفی
این در بنابراین بپردازد. خوشبینانه و بدبینانه فرمول دشوار انتخاب به گیرنده تصمیم می�شود باعث امر این که دهد،
تکنولوژی اختلاف گرفتن نظر در با منطقی�تر متقاطع کارایی اندازه�گیری برای بی�طرف دیدگاه با ثانویه اهداف مقاله
از مجموعه�ای که است این پیشنهادی مدل مطلوب ویژگی می�شود. پیشنهاد یکتا نتیجه یک ارائه و واحدها بین
پیشنهادی روش تایید برای نهایت در می�کند. تعیین واحدها برای کمتر صفر تعداد با خروجی و ورودی وزن�های

می�کنیم. مقایسه مثال یک قالب در را مختلف مدل�های نتایج
فرا�مرز. تحلیل متقاطع، کارایی داده�ها، پوششی تحلیل کلیدی: واژه�های

.90Bxx, 90B50, 90C05 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

[١] کوپر و چارنز توسط تصمیم�گیری واحدهای عملکرد ارزیابی برای قدرتمندی ابزار به�عنوان داده�ها پوششی تحلیل
در می�کند. ارزیابی را تصمیم�گیری واحدهای نسبی کارایی پارامتری، غیر رویکرد یک DEAبه�عنوان شد. معرفی
محیط یک در DMUها ارزیابی که این�صورت به دارد وجود بدیهی ناکارایی نظریه�ی دو DEA سنتی مدل�های

می�گیرد. انجام [۵] مطلوب وزن�های با و متجانس
دارای واحدها همه می�کنیم فرض یعنی می�گیرد، انجام متجانس محیط یک در معمولاDEA در ارزیابی فرآیند
سطوح دارای است ممکن تصمیم�گیری واحدهای که کرد بیان [۶] ادونل اما باشند. مشترک تولید تکنولوژی یک
نمی�توانند تکنولوژی مختلف سطوح با DMUها که کرد نشان خاطر [٨] والهر باشند. تولید تکنولوژی از مختلفی
موضوع این به رسیدگی برای DEA روش به فرا�مرز تحلیل چارچوب بنابراین شوند. مقایسه مستقیم طور به
سپس و تقسیم گروه چندین به خود تولید تکنولوژی اساس بر DMUها فرا�مرز تحلیل مدل�های در شد. معرفی
کارایی اندازه�گیری برای فرا�مرز تحلیل از می�توان اگرچه می�شود. محاسبه خود گروه مرز به نسبت واحد هر کارایی
خروجی�های و ورودی�ها مطلوب وزن�های روش، این در اما کرد، استفاده DEA در تکنولوژی تفاوت با واحدها
همین به می�آید. به�دست DMU خودارزیابی کارایی ترتیب این به و می�گیریم نظر در را DMU خود به مربوط
این حل برای .[۴] شویم قائل تمایزی آن�ها بین نمی�توانیم و شود زیاد کارا واحدهای تعداد است ممکن دلیل
متقاطع کارایی روش در اما است. شده معرفی [٢] یانگ و چن توسط فرا�مرز در متقاطع کارایی روش مشکل،

سخنران ∗
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به�عنوان بهینه وزن�های بودن یکتا غیر نباشند. فرد به منحصر واحد هر برای شده تعیین بهین وزن�های است ممکن
انجام دلخواه به�صورت وزن�ها انتخاب می�شود باعث زیرا می�شود محسوب متقاطع کارایی روش برای نقص یک
بررسی مورد بدبینانه و خوشبینانه حالت در را ثانویه اهداف وزن�ها چندگانگی حل برای [٢] یانگ و چن شود.
حد تا را واحد�ها سایر کارایی ارزیابی، تحت واحد کارایی ماندن ثابت شرط تضمین با مدل دو این دادند. قرار
متفاوت هم با ثانویه اهداف مدل نوع انتخاب از حاصل نتایج است ممکن اما می�کنند. مینیمم یا ماکزیمم امکان
ممکن حالت این در این، بر علاوه می�دهد. به�دست متفاوت رتبه�بندی�های و نتایج نیز مدل انتخاب بنابراین و باشد
این در مشکل این رفع برای بنابراین شود. تحمیل خروجی و ورودی مؤلفه�های به زیادی صفر وزن�های تعداد است
این در این بر علاوه و شود ارزیابی منطقی�تر به�صورت واحد هر تا می�دهیم ارائه بی�طرف ثانویه�ی مدل یک مقاله
معرفی ٢ بخش در را فرا�مرز تحلیل و متقاطع کارایی روش�های ابتدا می�دهیم. کاهش را صفر وزن�های تعداد مدل

می�دهیم. قرار بررسی مورد را فرا�مرز چارچوب در متقاطع کارایی روش ٣ بخش در می�کنیم.

فرا�مرز روش و متقاطع کارایی بر مروری .٢

هر و دارد وجود ارزیابی برای تصمیم�گیری واحد n کنیم فرض متقاطع: کارایی •
yrj خروجی s تولید برای ،(i = ١, . . . ,m) xij ورودی m از (j = ١, . . . , n) DMUj

به�صورت را تصمیم�گیری واحد هر کارایی [١] همکاران و چارنز می�کند. استفاده ،(r = ١, . . . , s)
کرده�اند. معرفی زیر محور ورودی مدل

θdd = max
s∑

r=١

urdyrd

s.t.

m∑
i=١

vidxid = ١;

s∑
r=١

urdyrj −
m∑
i=١

vidxij ≤ ٠, j = ١, . . . , n;(١)

∀vid, urd ≥ ٠;

خروجی و ورودی مولفه�های به مربوط وزن�های به�ترتیب urd و vid و واحد هر کارایی θdd آن در که
اندازه�گیری مطلوب وزن�های با را خود کارایی تا می�دهد DMUاجازه هر به (١) مدل که آن�جا از است.
(v∗id, u

∗
rd) که کنیم فرض می�شود. گرفته نظر در خودارزیابی کارایی به�عنوان آن کارایی نتیجه کند،

DMUj هم�ارزیابی کارایی محاسبه برای [٧] همکاران و سکستون باشند. (١) مدل بهینه جواب�های
دادند. ارائه را زیر فرمول DMUd بهینه وزن�های با

(٢) θdj =

∑s
r=١ urdyyj∑m
i=١ vidxij

, (j = ١, . . . , n; j ̸= d).

است ممکن (١) مدل می�دهند. تشکیل را متقاطع کارایی ماتریس مجموع در هم�ارزیابی و خودارزیابی
ثانویه مدل�های است. شده ارائه ثانویه مدل�های مشکل این رفع برای باشد. چندگانه بهینه جواب دارای

.[٣] باشند بی�طرف یا بدبینانه خوشبینانه، حالت در می�توانند
بین تکنولوژی شکاف بررسی برای را فرامرز تحلیل روش [۶] همکاران و ادونل فرا�مرز: تحلیل روش •
به�صورت تصمیم�گیری واحد n تکنولوژی مجموعه آن�ها، مطالعه طبق دادند. ارائه مختلف DMUهای

با می�شود. تعریف DMUها فرا�مرز به�عنوان T مرز و T = {(x, y)| کند. تولید را y می�تواند x}
که شوند تقسیم گروه G در می�توانند آن�ها تکنولوژی سطح اساس بر تصمیم�گیری واحد n این�که فرض
گروه هر تولید امکان مجموعه بنابراین هستند. تکنولوژی مختلف مجموعه�های دارای مختلف گروه�های
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می�شود. تعریف (g = ١, . . . , G) T g = {(xg, yg)| کند. تولید را yg می�تواند xg} به�صورت
.T = T ١ ∪ T ٢ ∪ . . . TG پس می�باشد، g گروه به مربوط گروهی مرز T g مرز

کارایی و (ME) فرا�مرز کارایی به�صورت به�ترتیب مرز گروه و فرا�مرز به نسبت DMUd کارایی
محاسبه برای (١) مدل از استفاده هنگام که باشید داشته توجه می�شود. داده نشان (GE) مرز گروه
شکاف نسبت می�یابد. کاهش شده ارزیابی گروه در DMUها تعداد به n از DMUها تعداد GE

نزدیک�تر ١ MTRبه هرچه می�شود. تعریف .MTR =
ME

GE
≤ ١ به�صورت (MTR) تکنولوژی

است. کوچک�تر مرز گروه و فرا�مرز بین تکنولوژی شکاف باشد،

فرا�مرز تحلیل چارچوب در بی�طرف متقاطع کارایی روش .٣

آن از می�توان که می�شود معرفی [٢] یانگ و چن توسط شده معرفی فرا�مرز در متقاطع کارایی روش بخش این در
رفع برای را طرف بی مدل آن از پس کرد. استفاده واحدها مورد در دقیق�تری متقاطع کارایی تجزیه و محاسبه برای

می�کنیم. معرفی ثانویه اهداف مشکلات
که می�باشد مطلوبش وزن�های از استفاده به مجاز DMU هر (SMFA) فرا�مرز تحلیل روش اساس بر
CME با فرا�مرز به نسبت خودارزیابی کارایی روش این در بنابراین .[٩] شود کارایی مازاد به منجر است ممکن

می�شود. داده نشان CGE مرز گروه کارایی با مرز گروه به نسبت ارزیابی خود کارایی و
بعد CMFA اساس بر جدید روش متقاطع کارایی محیط در مختلف مرزهای بین رابطه علمی بررسی برای

.[٢] شد معرفی زیر به�صورت ارزیابی خود مدل یک تصمیم�گیری واحد هر CME آوردن به�دست از

θCGE
dd = max

s∑
r=١

urdyrd

s.t.
m∑
i=١

vidxid = ١;

s∑
r=١

urdyrj −
m∑
i=١

vidxij ≤ ٠, j = ١, . . . , k;(٣)

s∑
r=١

urdyrj − θCME∗
dj ∗

m∑
i=١

vidxij ≥ ٠, j = ١, . . . , k;

∀ vid, urd ≥ ٠.

کارایی ماتریس به منجر که باشد چندگانه جواب دارای است ممکن ،DEA مضربی مدل�های همانند (٣) مدل
بر را ثانویه اهداف [٢] یانگ و چن مشکل این کردن برطرف برای شد. خواهد متفاوتی فرا�مرز تحلیل با متقاطع
واحدها سایر حالت بدترین در را وزن�ها بهترین خوشبینانه مدل�های دادند. ارائه بدبینانه و خوشبینانه مدل اساس
می�دهند. اختصاص ارزیابی تحت واحد به واحدها، سایر حالت بهترین در را وزن�ها بدترین بدبینانه مدل�های و
واحد هر به را متفاوت رتبه�بندی�های و کارایی اندازه است ممکن بدبینانه یا خوشبینانه مدل�های از استفاده اما
در هم�چنین نمی�باشد. امکان�پذیر سادگی به وزن بهترین انتخاب برای روش نوع انتخاب بنابراین دهد. اختصاص
از که شود داده اختصاص خروجی یا و ورودی مؤلفه� زیادی تعداد به صفر وزن�های است ممکن مدل نوع دو این
می�کنیم. معرفی فرا�مرز تکنولوژی در را بی�طرف مدل مشکل، این رفع برای بنابراین نیست. مطلوب علمی نظر
صفر وزن�های تعداد بلکه می�کند، محاسبه منطقی�تر به�صورت را واحد هر متقاطع کارایی تنها نه پیشنهادی مدل
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می�کنیم. معرفی زیر به�صورت را بی�طرف ثانویه مدل این�صورت در می�یابد. کاهش ملاحظه�ای قابل به�صورت

max δ

s.t.
m∑
i=١

vidxid = ١;

s∑
r=١

urdyrd = θCGE∗
dd ;

s∑
r=١

urdyrj −
m∑
i=١

vidxij ≤ ٠, j = ١, . . . , k, j ̸= d;(۴)

s∑
r=١

urdyrj − θCME
dj ×

m∑
i=١

vidxij ≥ ٠, j = ١, . . . , k;

urdyrd − δ ≥ ٠, r = ١, . . . , s;
∀ uid, vid, δ ≥ ٠, i = ١, . . . ,m.

با واحد هر خروجی و ورودی وزن�های آوردن به�دست از بعد شود. حل مرتبه n یعنی واحد هر به�ازای باید (۴) مدل
به�دست زیر فرمول از واحد هر کارایی اندازه سپس و می�دهیم تشکیل را متقاطع کارایی ماتریس (٢) فرمول کمک

می�آید.

(۵) θ∗d =
١
n

n∑
j=١

θjd.

عددی مثال .۴

دو با واحد ۶ آن در که است، شده استفاده پیشنهادی CMFA تحلیلی روش دادن نشان برای عددی مثال یک
دو در واحدها می�گیرد. قرار بررسی مورد است، شده داده نشان ١ جدول در که همان�طور خروجی، یک و ورودی

دارند. قرار متفاوت تکنولوژی�های با گروه

عددی. مثال از کارایی داده�های ورودی�ها/خروجی .١ جدول

گروه DMU ورودی�ها خروجی θCCR
dd θCGE

dd

x١ x٢ y١
١ ١ ١٢ ٣١ ١٧ ١٫ ٠٠ ١٫ ٠٠
١ ٢ ١٧ ٢٩ ١۵ ٠٫ ٨٢ ٠٫ ٨٣
١ ٣ ١١ ٣۶ ١۶ ١٫ ٠٠ ١٫ ٠٠
٢ ۴ ١۵ ٣٨ ١٣ ٠٫ ۶٢ ٠٫ ٩١
٢ ۵ ١٧ ١٨ ١۴ ١٫ ٠٠ ١٫ ٠٠
٢ ۶ ١۶ ٢۶ ١۴ ٠٫ ٨۴ ١٫ ٠٠

به نسبت ارزیابی خود کارایی و فرا�مرز به نسبت خودارزیابی کارایی مقدار ١ جدول هفتم و ششم ستون�های در
شده�اند. بیان مرز گروه

پیشنهادی مدل و [٢] بدبینانه مدل� از استفاده با وزن��ها ٢ جدول در پیشنهادی روش کاربرد دادن نشان برای
ورودی مؤلفه ٣ برای [٢] بدبینانه مدل می�کنید مشاهده ٢ جدول در که همان�طور شده�اند. مقایسه و مشخص (۴)
کارایی اندازه در DMU۶ و DMU۵ دوم ورودی و DMU۴ اول ورودی یعنی است، داده اختصاص صفر وزن
اما می�دهیم. انجام را کارایی اندازه�گیری خروجی�ها و ورودی�ها سایر اساس بر صرفاً و نمی�شوند محاسبه مربوطه
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در خوبی به پیشنهادی روش مزیت داریم. صفر وزن یک فقط می�کنیم استفاده (۴) بی�طرف� مدل از که زمانی
است فرد به منحصر (٩ (ستون پیشنهادی روش در رتبه�بندی است. مشهود نیز روش دو کارایی�های اندازه مقایسه
قابل نیز خوشبینانه حالت در نتایج این دارد. وجود نیز تکراری رتبه بدبینانه دیدگاه در ۵ ستون به توجه با اما

هستند. مقایسه

بدبینانه. و بی�طرف مدل�های نتایج مقایسه جدول .٢ جدول

بدبینانه مدل مدل(۴)

DMU V١ V٢ U١ θ V١ V٢ U٢ θ

DMU١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۶ ١٫ (١)٠٠ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٩۵(٢)
DMU٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٧۶(٣) ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٨٨(۴)
DMU٣ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠۶ ٠٫ (٢)٩١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ۶ ٠٫ (٣)٩١
DMU۴ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ۴۶(۵) ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٩۶(١)
DMU۵ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ۴٩(۴) ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٧۵(۶)
DMU۶ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ۴٩(۴) ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٨۴(۵)
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

واقعیت تا رویا از ریاضی: یادگیری بر جدید چرتکه�های اثر

توکلی�مقدم∗ محمدرضا
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

گویا زهرا و
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

است شده چرتکه�هایی برای رنگارنگ تبلیغات از سرشار ایران، آموزشی بازار که است دهه یک از بیش چکیده.
جامعه در را خود جای سرعت به وسیع، تبلیغات طریق از مشتریان نظر جلب از پس و شد وارد مالزی از ابتدا که
مشتریان تا پرداختند یکدیگر با رقابت به دیگری، از پس یکی آموزشی مؤسسه�های آن، از بعد نمود. باز ایران
ریاضی آموزش با تداخلی و می�ماند باقی تجاری کالای یک حد در اگر چرتکه مسئله کنند. جلب را بیشتری
ولی نبود. پژوهشی موضوع یک به�عنوان آن بررسی برای دلیلی نمی�کرد، پیدا ریاضی یادگیری فرایند و مدرسه�ای
رسمی، پرورش و آموزش بخش�های از بعضی همکاریِ و یافت تازه�ای ابعاد تند، شیبی با «چرتکه»، پدیده به توجه
این هدف سبب بدین نمود. جلب حوزه این به هم را دانشگاهی پژوهشگران پای ملی، رسانه ریاضیات، خانه�های
گوناگون ابعاد از پدیده این مطالعه به نیاز اعلام و ایران در ریاضی جامعه اعضای برای موضوع این طرح مقاله،

است.
محاسباتی. سرعت ریاضی، یادگیری مدرسه�ای، ریاضی مغز، نیم�کره�های چرتکه، کلیدی: واژه�های

.97N99 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

بوده فروش و خرید و محاسباتی ابزار متداول�ترین اعشاری، ده�دهی/ مبنای در چرتکه دیرباز، از ایرانی فرهنگ در
مفهوم می�توان آن، از استفاده با که دارد یادگیری هم و ابزاری ارزش هم که است منحصربه�فردی ابداعات از یکی و
است حالی در این داد. آموزش بزرگ�سالی، تا کودکی از یادگیرندگان به را اصلی عمل چهار و مکانی ارزش عدد،
از کشورها بعضی در ارزان، و کیفیت با تکنولوژیِ به دانش�آموزان وسیع دسترسی وجود با و جدید دوران در که
«سرعت» و «دقت» افزایش بر تمرکز با آن نظایر و ٨ و ۵ مبناهای در چرتکه�هایی بر چشم�گیر توجه�ای ایران، جمله
«نابغه»گی مسیر چرتکه، که خانواده�ها نمودن متقاعد با تبلیغ�ها این است. شده مغز نیمکره دو تقویت و محاسباتی
خواستار جامعه از بخشی بار، این و داشته ایران در عمومی سطح در زیادی تأثیرگذاری می�کند، تسهیل را فرزندانشان
و شده باز مخاطب پر تلویزیونی برنامه�های بعضی به کودکان این پای دیگر طرف از شده�اند. آموزش�ها این توسعه
خود که داورانی می�شوند. پیروز هستند، داوران ذره�بین زیر سخت که ورزشی و هنری گروه�های با رقابت در اغلب،
تبلیغات، نوع این می�دهند. مثبت رای آن�ها به و هستند ناتوان و ضعیف محاسبات، و ریاضی در می�کنند اعلام
ریاضی فروکاسته�شدن خطر و اتفاقات این به نسبت است لازم آموزشی، جامعه و ریاضی جامعه که می�دهد نشان
در انجام�شده پژوهش�های پیشینه به اشاره با مقاله، این کنند. نگرانی ابراز خاص، محاسباتی مهارت�های به تنها

می�کند. ارائه مورد، این در را مقدماتی مطالعه یک نتایج ایران،

پژوهش پیشینه .٢

و دارد رشد به رو روندی ایران، در کودکان ریاضی یادگیری در غیرده�دهی چرتکه�های نقش مورد در پژوهش انجام
تجربی طراحی و کمی رویکرد با که است ریاضی» یادگیری اختلالات «درمان در چرتکه�ها این نقش بر اکثرشان، تمرکز
با شده شناسایی پژوهش ١۴ از نمونه، برای شده�اند. انجام شدید، یکنواختی و روشی دقت کمترین رعایت بدون و
دانش�آموزان ریاضی عملکرد «بهبود بر چرتکه» «آموزش مثبت «تأثیر» به راجع مورد ١٢ مقاله، این کلیدواژه�های

سخنران ∗
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میزان سنجش برای پس�آزمون و پیش�آزمون اجرای گواه، و آزمایش گروه دو مقایسه طریق از یادگیری» اختلال با
می�شود. اشاره آن�ها، از بعضی به که بود استنباطی آماریِ آزمون یک از استفاده و «تأثیر»

اختلال با دانش�آموزان عملکرد بهبود بر چرتکه با ذهنی محاسبه آموزشی راهبرد «تأثیر عنوان با پژوهشی نتیجه
مثبت تأثیر دانش�آموزان ریاضی عملکرد بر چرتکه، «آموزش که داده نشان ،[۴] ریاضی» مشکل با خاص یادگیری
پایه آموزان دانش تحصیلی عملکرد بر (چرتکه) یوسی�مس آموزش «اثربخشی پژوهش در همچنین است». داشته
گروه از بهتری عملکرد آزمایش، گروه دانش�آموزان که شد داده نشان ریاضی»، یادگیری اختلال دارای ابتدایی پنجم
ناتوانی کاهش در چرتکه از استفاده با ذهنی محاسبات آموزش «تأثیر ،[١٠] دیگری تحقیق در .[٩] داشته�اند کنترل
به آزمايش گروه آن، در که شد مطالعه خوی شهرستان در ابتدایی» سوم پایه دانش�آموزان ریاضی درس یادگیری
تأثیر نفع به نتايج و ديدند آموزش سنتی شیوه به کنترل گروه و چرتکه از استفاده با دقیقه�ای ۴٠ جلسه ٢۴ تعداد
شد اعلام آنان شمارشی مهارت�های بهبود و دانش�آموزان رياضی درس يادگیری ناتوانی کاهش در چرتکه مثبت
داد نشان دبستان»، کودکان ریاضی و خلاقیت دقت، در چرتکه آموزش «اثربخشی پژوهش این، بر علاوه .[١٠]
خلاقیت بر معناداری تأثیر اما داشته، مثبت اثر کودکان دقت در و شده ریاضی پیشرفت سبب چرتکه، آموزش که
دانش�آموزان ریاضی مسئله حل مهارت بر چرتکه�ای ذهنی آموزش «تأثیر بررسی دیگر، سوی از .[۵] است نداشته
مسئله حل در سرعت نظر از بودند، چرتکه آموزش تحت که دانش�آموزانی که رسید نتیجه این به ابتدایی» مقطع
ریاضی برعملکرد چرتکه آموزش «تأثیر راستا، همین در .[١] بودند موفق�تر عددي، محاسبه و تمرکز و دقت ریاضی،
آموزش که رسید نتیجه این به و گرفت قرار مطالعه اهواز»مورد شهرستان دختر دانش�آموزان در ریاضی انگیزش و
مشاهده چرتکه�ای گروه ضعف مواردی، در حتی و نداشت دانش�آموزان ریاضی عملکرد بر معناداری تأثیر چرتکه،

.[٨] است داشته دانش�آموزان ریاضی انگیزش بر غیرمعناداری، آماری نظر از ولی مثبت تأثیر اگرچه شد،

نتیجه این به تبریز»، شهر سال ١٢ تا ۵ کودکان ذهنی توسعه بر UCMAS روش به ریاضی آموزش «تأثیر
دانش�آموزان، منطقی�ریاضی هوش و عددی حافظه ریاضی، مسئله حل توانایی بر ،UCMAS آموزش که رسید
هیجانی هوش و خلاقیت بر چرتکه توسط ذهنی محاسبات آموزش تأثیر «بررسی در گذشته، این از .[٢] دارد تأثیر
مؤسسه یک اعضای از نفر ۴١ شامل آموزشی گروه دو که عصبی» شبکه�های روش به طبقه�بندی با دانش�آموزان
افزایش بر چرتکه، نوع آن از استفاده با آموزش که داد نشان ،[٣] کردند شرکت آن در شرقی آذربایجان در چرتکه
رابطه «بررسی قالب، همین با است. داشته تأثیر هیجانی، هوش و خلاقیت فراشناختی، مؤلفه�های از برخی میزان
سال در کرمان شهر ساله نه و هشت سنی گروه دو کودکان متمرکز توجه شاخص بهبود و چرتکه از استفاده بین
استفاده «تأثیر دیگری، منظر از .[٧] شد مشاهده کودکان، تمرکز افزایش در معناداری تأثیر و شد انجام «٩-٩٣۴
ارزیابی ابتدایی» مقطع دانش�آموزان نفس به� اعتماد و تمرکز و یادگیری بر UCMAS چرتکه�ای و ذهنی حساب از

.[۶] شد گزارش تأثیر بودن مثبت و

مقدماتی مطالعه یک گزارش .٣

مقاله اول نویسنده و شد طراحی پژوهشی دانش�آموزان، ریاضی یادگیری بر چرتکه تأثیر عمیق�تر شناخت منظور به
تا نمود درخواست بودند، دیده آموزش چرتکه با کار برای که دانش�آموزانی از است، هفتم پایه ریاضی معلم که
مقدماتی بخش اولیه نتایج مقاله، این در و است کیفی تحقیق این روش کنند. شرکت آن در تمایل، صورت در
از یکی چرتکه آموزش کلاس�های در قبل، سال�های در که دانش�آموز سه دعوت، این از پس می�شود. گزارش آن،
گرفته رضایت هم خانواده�هایشان از و شدند مطالعه این در شرکت داوطلب بودند، کرده شرکت مشهور مؤسسه�های
مصاحبه�ها این بود. میدانی یادداشت�های و الف) (پیوست نیمه�ساختاری مصاحبه� داده�ها جمع�آوری ابزار شد.
درخواست به مصاحبه�ها شد. انجام تصویری تماس طریق از و مجازی طور به کرونا، همه�گیری شرایط دلیل به
شرکت�کنندگان، پاسخ�های بر علاوه عوض، در و نشود ایجاد اضطراب آن�ها، در تا نشدند ضبط شرکت�کنندگان،

نمود. یادداشت نیز، را دیگر توجه مورد موارد مصاحبه�کننده
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یافته�ها .۴

می�شود. ارائه مقوله، سه در مصاحبه�ها، تحلیل و تجزیه اولیه نتایج بخش، این در

بوده زبان» «کلاس�های شبیه چرتکه کلاس�های شرکت�کننده، سه هر برای چرتکه. آموزش تأثیر اول: مقوله .١.۴
در شرکت�کنندگان انتظار همچنین، است. داشته غیرمدرسه�ای» و فوق�برنامه کلاس�های جنس از «جذابیت�هایی و
بود. حافظه» «تقویت و امتحان�ها» در اضطراب «کاهش تمرکز»، «افزایش محاسبات»، سریع «انجام کلاس�ها، این
کرد. بیشتر را «تحمل�شان» و کرده «صبورتر» را آن�ها چرتکه، آموزش ولی بود، نشده برآورده انتظار این حال، این با

به اعداد» نوشتن «ابتدا کلاس�ها، این در مصاحبه�شونده�ها از یکی چرتکه. آموزش چگونگی دوم: مقوله .٢.۴
این «دلیل و بودند» متفاوت مرسوم «نوشتن با که بود آموخته را خاصی» نگارش «شیوه به و انگلیسی» «زبان
به چرتکه، آموزش کلاس�های در می�گفت. چرتکه�ای» «اعداد آن�ها، به و بود سریع» نوشتن در سهولت تفاوت،
هم متنوعی» فلش�کارت�های و نوشتاری «شنیداری، کتاب�های و می�دادند» سریع نوشتن «تمرین�های دانش�آموزان
در وی شود»، بیشتر بچه�ها سرعت تا می�کردند ایجاد زمانی محدودیت تمرین�ها انجام «برای هم�چنین، داشتند.
وظیفه�ای هرکدام، که می�کردیم کار انگشت سه با فقط چرتکه، با کار «هنگام که کرد بیان آموزش نحوه توضیح
علاوه نیست». میله راست�ترین و �است چرتکه وسط در میله یک می�دهد نشان را یکان که میله�ای داشتند. مشخص
مجموع که است اعدادی معنای به که می�شود استفاده دوست» «اعداد نام به عبارتی از چرتکه، آموزش در این بر
کرده خسته را آن�ها شوند، سپرده خاطر به باید که فرمول�هایی» زیاد «تعداد که است حالی در این می�شود. ١٠ آن�ها،
جمع محاسبه چند چرتکه�اش، دادن نشان با آن�ها از یکی می�شدند. مسلط آن�ها بر زیاد» تکرار با «باید که زیرا بود،
برای فرمول�ها» «حفظ دهد. انجام نمی�توانست را بالاتر رقم�های با عملیات اما داد، انجام را یک�رقمی تفریق و
«روزی بوده مجبور که جایی تا می�شدند»، سخت�تر «فرمول�ها بالاتر»، «ترم�های و بوده�» سخت «خیلی نیز دیگری

بیفتد. «گریه» به سختی»، و خستگی شدت «از گاهی که می�شده سبب فشار، این و کند تمرین» ساعت سه دو

ندارد» ریاضی به ربطی «چرتکه دانش�آموزان، نظر از ریاضی. یادگیری و چرتکه آموزش سوم: مقوله .٣.۴
نظر از است. اعداد» از استفاده ریاضی، با چرتکه ارتباط «تنها حقیقت، در است. اعداد» با «بازی بیشتر، و
«حس ایشان، به که است «محاسبات» انجام در شدن «روان�تر» و «سرعت» افزایش چرتکه، اصلی کارایی آنان،
و «جمع انجام آمده، کمکشان به که جایی تنها و ندارد» ریاضی به ربطی محاسبات «این بود. داده خوشایندی»
مدرسه در ریاضی درسی کتاب�های و درس�ها و چرتکه آموزش بین که این بر افزون است. بوده طولانی» تفریق�های

می�دیدند. «تناقضی» نه و «شباهتی» نه

پایانی سخن .۵

چگونگی بررسی است. یافته افزایش بی�سابقه�ای شکل به ایران، در چرتکه آموزش مؤسسه�های تعداد اخیر، دهه در
افرادی توسط اغلب چین و ژاپن مالزی، از وارداتی گوناگون چرتکه�های آموزش رواج و مؤسسه�ها این شکل�گیری
یادگیری ارتقای به علاقه�مندان از بسیاری که یافته توسعه جایی تا ولی نداشته�اند، ریاضی با ارتباطی که شده انجام
شهری تبلیغات طریق از و مسیر این در است. کرده آن�ها از کردن حمایت و سرمایه�گذاری به قانع را کودکان ریاضی
«خانه�های بعضی کردند، موقت موافقت� مؤسسه�ها این تأسیس با آموزش�وپرورش، اداره�های از بسیاری رسانه�ای، و
چند از شد. آموزش�ها این تداوم ضامن خانواده�ها، استقبال و شدند آموزش�ها این انحصاری مجری ریاضیات»
به�عنوان که دانشگاهیانی تعداد و شد کشیده آموزش این به دانشگاهی ریاضی جامعه پای تدریج، به نیز قبل سال
چرتکه» «آموزش با ارتباط در پژوهشی و آموزشی طرح�های تیم عضو یا مؤسس هیئت عضو مدیره، هیئت عضو
نوع این مداخله به نسبت ریاضی جامعه به هشدار پژوهش، این هدف می�شود. بیشتر و بیشتر می�کنند، فعالیت

است. دانشگاهی و مدرسه�ای ریاضی یادگیری ارتقای در آموزش�ها
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نیمه�ساختاریافته مصاحبه الف: پیوست

را سریع» محاسبات و «چرتکه بداند، آن به راجع دارد دوست و نیست آشنا آموزش این با که کسی به .١
دهید. توضیح

کردید؟ شرکت دوره�ها این در مدت چه .٢
چیست؟ گرفتید، یاد کلاس�ها این در که چیزهایی مهم�ترین .٣
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

٩٨ تا ٨٧ سال از ایران ریاضی درسی کتاب�های متون بر �شده انجام تحقیقات بر فراتحلیلی

آرانی∗ فخرالدین فرح�ناز
ایران تهران، رفاه، غیردولتی-غیرانتفاعی دانشگاه

ساویزی بهناز و
ایران تهران، رفاه، غیردولتی-غیرانتفاعی دانشگاه

ایفا را مؤثری و برجسته نقش کتاب�ها این محتوای تنظیم مدرسه�ای، ریاضیات آموزش اهمیت به توجه با چکیده.
دانش�آموزان یادگیری و نموده تقویت را یکدیگر که باشند به�گونه�ای باید ریاضی درسی کتاب�های بنابراین، می�کنند.
تحلیل تحقیقات زیادی نسبتاً تعداد و است شده تالیف جدیدی درسی کتاب�های اخیر سال�های در دهند. افزایش را
اثر ١٠۵ فراتخلیص، نوع از کیفی فراتحلیل روش به پژوهش، این در است. پذیرفته صورت درسی کتب محتوای
«حل ریاضی، آموزش فرآیند حوزه در که می�دهد نشان نتایج شدند. بررسی و انتخاب ،٩٨ تا ٨٧ سال از مرتبط
ریاضی درسی کتب همچنین گرفته�اند. قرار تحلیل مورد بیشتر جبر» و «حساب� موضوع دانشی، حوزه در و مسئله»

است. گرفته قرار تحلیل مورد بیشتر نظام�جدید «ابتدایی»
فرایندی و دانشی جنبه�های مدرسه�ای، ریاضی درسی کتاب تحلیل�محتوا، فراتحلیل، کلیدی: واژه�های

ریاضی. آموزش
.97U20, 97U10, 97U99 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

تغییرات و تألیف سابقه رضایی مانی .[٣] بازمی�گردد دارالفنون تأسیس دوران به ایران در درسی کتاب�های تاریخچه
تا ١٣٨٧ سال از تقسیم�بندی این بخش آخرین می�نماید. تقسیم�بندی تاریخی دوره شش به را درسی کتاب�های
تغییرات آن متعاقب و درسی برنامه در زمانی عطف نقاط از یکی .[١] است شده گرفته نظر در مقاله تألیف زمان
آموزش�وپرورش» بنیادین تحول «سند جمله از آموزش�وپرورش بالادستی اسناد تدوین به مربوط درسی، کتاب�های
آماده ١٣٨٧ بهمن در ملی درسی برنامه��ی سند نگاشت اولین می�باشد. ١٣٨٠ دهه در ملی» درسی برنامه��ی «سند و
تلنگر پرلز، و تیمز بین�المللی آزمون�های نتایج سویی از .[٢] گرفت قرار نهایی تصویب مورد ١٣٨٨ آذرماه در و
هر میلادی ١٩٩۵ سال از ایران می�آیند. حساب به درسی کتاب�های و برنامه در تغییرات ایجاد برای انگیزه�ای و
شده�اند. ارزیابی جهانی متوسط از پایین�تر آزمون�ها نتایج هم بار هر و است کرده شرکت آزمون�ها این در سال چهار
همین به و بوده�اند اخیر سال ده حدوداً طی درسی کتاب�های تغییرات برای اصلی منشأ�های سر عوامل این مجموعه
ریاضی درسی کتاب�های روی انجام�شده تحقیقات بازبینی و مرور برای ساله» «ده زمانی مقطع پژوهش، این در دلیل
در انجام�شده اخیر سال ده پژوهش�های در (١ شود: داده پاسخ تحقیق اصلی پرسش چهار به تا شد گرفته نظر در
بیشتر ریاضی آموزش فرایندی جنبه�های از کدامیک تحصیلی، مقاطع در ریاضی درسی کتاب�های مورد در ایران،
در دانشی موضوعات چه ایران، در انجا�م�شده اخیر سال ده پژوهش�های در (٢ گرفته�اند؟ قرار تحلیل �و تجزیه مورد
مورد در �شده، انجام اخیر سال ده پژوهش�های در (٣ گرفته�اند؟ قرار بررسی مورد بیشتر ریاضی، درسی کتاب�های
مورد ریاضی محتوایی موضوعات و ریاضی آموزشی جنبه�های به�جز دیگری مؤلفه�های چه ریاضی درسی کتاب�های
بیشتر را تحصیلی مقاطع کدام ریاضی درسی کتاب�های ریاضی، آموزش پژوهشگران (۴ است؟ گرفته قرار بررسی

داده�اند؟ قرار تجزیه�وتحلیل مورد

سخنران ∗

١٣۴



٩٨ تا ٨٧ سال از ایران ریاضی درسی کتاب�های متون بر شده انجام تحقیقات بر فراتحلیلی

کیفی فراتحلیل .٢

می�شود: انجام منظور دو با اغلب که است اصلی و اولیه مطالعه تعدادی از ثانویه مطالعه یک کیفی فراتحلیل
تأثیرات ارزیابی ب) انجام�شده، پیش از مطالعات یافته�های از یکپارچه ولی مشروح تصویری ارائه� برای الف)
فراتحلیل از متنوعی رویکردهای (٢٠٠٩) تیمولاک . [۶] اولیه مطالعات یافته�های بر مختلف روش�شناسی�های
پسا- ویژگی�های بیشتر که می�کنند استفاده (٢٠٠۵) پونترتو «طبقه�بندی» ایده�ی از برخی می�کند: معرفی را کیفی
تفسیری- رویکردی اغلب دیگر گروه .[۴] می�پردازد اولیه مطالعات یافته�های خلاصه�سازی به و داشته گرایانه اثبات
می�دهند ارائه را قبل از ویژه�تر و فراگیرتر درکی و پرداخته پیشین مطالعات یافته�های تفسیر به که دارند سازنده�گرایی
و فراتخلیص فرامطالعه، نگاری، فراقوم می�کند: معرفی را کیفی فراتحلیل نوع چهار (٢٠٠٩ ) تیمولاک .[۴]
از خود رویکرد تمایز برای را فراتخلیص١ اصطلاح (٢٠٠٣) بارسلو و ساندلوفسکی .[۶] اساسی مبنایی نظریه�
می�کند. فراهم را اولیه مطالعات از خلاصه�ای و بوده توصیفی صرفاً آن�ها روش .[۵] گرفتند به�کار فراسنتز رویکرد
یافته�ها سپس می�شوند. استخراج یافته�ها تحقیق، اولیه پرسش�های بنابر اول مرحله در دارد. مرحله سه آن�ها روش
و اثر بسامد یکی می�شود: محاسبه اثر اندازه نوع دو نهایت در می�شوند. تجرید فرهشتی، عبارات و جملات به
اثر، شدت و می�دهد نشان مطالعات کل در را فرهشتی عبارت یک درصد یا میزان اثر، بسامد اثر. شدت دیگری

.[۴] می�کند بیان مطالعه یک در را فراتحلیل فرهشتی عبارات و یافته�ها کل توزیع میزان

تحقیق روش .٣

استخراج الف) است: زیر مراحل شامل که است کیفی-فراتخلیص فراتحلیل نوع از توصیفی تحقیق این روش
(به اثر اندازه محاسبه ث) چک�لیست تهیه ت) یافته�ها مجردسازی پ) دسته�بندی ب) اولیه مطالعات از یافته�ها
آماری جامعه نمودارها. و جداول تهیه و فراوانی�ها درصد محاسبات و کمی) مطالعات در اثر اندازه اصطلاح از تقلید
سه ریاضی درسی کتاب�های تحلیل درباره موجود علمی-پژوهشی مقالات و پایان�نامه�ها کلیه شامل حاضر پژوهش
جستجو پروتکل�های اساس بر می�باشد. ٩٨ تا ٨٧ سال�های زمانی بازه در و دبیرستان و راهنمایی ابتدایی، مقطع
گزارش ۴٠ (شامل علمی-پژوهشی مقاله و پایان�نامه صورت به پژوهش ١٠۵ مجموع، در شد، تهیه که منابعی از
مرتبط معتبر علمی پایگاه�های از پژوهش زیادی تعداد بین از دبیرستان) مقطع در گزارش ۶۵ و ابتدایی مقطع در
و دسته�بندی از بعد گردید. انتخاب و گردآوری ساله ده زمانی بازه در کشور مدارس ریاضی کتاب�های تحلیل با
قلمروی پژوهش، سال تحصیلی، مقطع پژوهش، نوع اثر، موضوع شامل: بند ١٢ شامل چک�لیست یک کدگذاری
تکنیک تحلیلی، نظریه داده�ها، جمع�آوری روش�های و ابزار تحقیق، رویکرد محتوا، تحلیل الگوی آموزشی، رشته
(حیطه تربیتی روان�شناسی (١ شامل: تحلیلی نظریه شد. تهیه دانشی جنبه�های و فرآیندی جنبه�های داده�ها، تحلیل
قومی- رویکردهای ملی، سند (برنامه درسی برنامه (٢ هرمان) مغزی ربع�های گاردنر، هوش خلاقیت، شناختی،
سطوح زمینه�مدار، نظریه مفهومی-رویه�ای، (دانش ریاضی آموزش نظریه�های (٣ تطبیقی) مطالعات فرهنگی،
و پیوندها ارتباطات، مدل�سازی، و مسئله حل شامل: فرآیندی جنبه�های است. دیگر جنبه�های (۴ کوچمن)
جبر، و حساب� اندازه�گیری، هندسه، عملیات، و عدد بر: مشتمل دانشی جنبه�های و بازنمایی و استدلال گفتمان،

است. احتمال و داده�ها تجزیه�وتحلیل
داده پایگاه�های منظم، و مختلف زمانی فواصل در (١ شد: انجام زیر اقدامات تحقیق، روایی بررسی به�منظور
کلیدواژه�های با جستجوها (٢ گرفت. قرار بازبینی مورد درسی کتاب�های محتوای تحلیل گزارشات ثبت به مربوط
فرد با چک�لیست در گنجانده�شده مقولات دسته�بندی مورد در (٣ شد. انجام نفر دو توسط موضوع، با مرتبط
تحقیق) گزارش ٢١) نهایی تحقیق�های گزارش کل از درصد ٢٠ تحقیق، پایایی به�منظور شد. مشورت متخصصی
داده�ها، استخراج لحاظ از دیگر بار تا گرفت قرار دیگری متخصص فرد اختیار در و شده انتخاب تصادفی به�طور

گیرند. قرار بررسی مورد چک��لیست، طبق طبقه�بندی و کدگذاری

فارسی ترجمه�های شاید است. شده برده به�کار تحقیق این در بار اولین meta-summary واژه ترجمه� عنوان به «فراتخلیص» ١عبارت

برگزید. بتوان عبارت این برای بهتری

١٣۵



ساویزی ب. و آرانی فخرالدین ف.

پژوهش دست�آوردهای .۴

پژوهش�های کل ٪٢٨ حدود پژوهش) ٢٩) ،١٣٩٧ سال در انجام�شده پژوهش�های تعداد که می�دهد نشان داده�ها این
(شکل١). است داده اختصاص خود به ریاضی، درسی کتاب تحلیل پیرامون را گذشته سال ده

برای (شکل٢) کیفی تحلیل از داده�ها تجزیه�وتحلیل برای (٪٨٨) پژوهشگران اکثر که می�دهد نشان یافته�ها
کرده�اند. استفاده خود مفروضات تبیین و عینی استدلالات ارائه

١ شکل

٢ شکل

٪۴٠ حدود بالایی آمار دارد زیادی تنوع آن�که به�دلیل دیگر» «جنبه�های نظر از درسی کتاب�های بررسی و تحلیل
روش از درسی کتب تحلیل برای محققان اکثریت گروه، این در گرچه .(٣ (شکل است. داده اختصاص خود به را
استفاده است مدارس ریاضی کتاب�های متن بودن فعال میزان بررسی برای روش یک که (٪٨١٫ ۵) رومی ویلیام

کرده�اند.

٣ شکل

و (٪۶۴٫ ٢٩) پرداخته مسئله» «حل به بیشتر فرایندی جنبه�های بین در که است آن پژوهش، یافته�های از
بیشتر پژوهشگران دانشی، موضوع ۵ بین از .(۴ (شکل است نگرفته قرار چندانی تحلیل مورد آن�ها مابقی

١٣۶



٩٨ تا ٨٧ سال از ایران ریاضی درسی کتاب�های متون بر شده انجام تحقیقات بر فراتحلیلی

است نگرفته قرار بررسی مورد عملیات» و «اعداد موضوع اساساً و کرده�اند تحلیل را جبر» و «حساب� موضوع
اکثر همچنین است. بوده فرایندی و دانشی جنبه�های پژوهش�ها، از ٪٣٨ از کمتر دیگر، به�عبارتی .(۵ �(شکل
(شکل داده�اند قرار بررسی �و تحلیل مورد را (٪۵٨) جدید نظام ابتدایی مقطع ریاضی درسی کتاب�های محققین،

.(۶

۶ شکل ۵ شکل ۴ شکل

پژوهش�های بین در هم و پژوهش) ١٠۵) پژوهش�ها کل بین در هم فرایندی، حوزه برای اثر اندازه مقدار بیشترین
کل بین در آن، مقدار کمترین و ٪۶۵٫ ۴ و ٪١۶٫ ٢ مقادیر با ترتیب به مسئله»، «حل به مربوط فرایندی، حوزه
به مربوط فرایندی، حوزه پژوهش�های بین در و ٪١٫ ٠ مقدار با ریاضی» گفتمان و «پیوندها به مربوط پژوهش�ها
پژوهش�ها کل بین در هم دانشی، حوزه برای اثر اندازه مقدار بیشترین همچنین است. ٪٣٫ ٨ مقدار با «ارتباطات»
٪۶٫ ٧ مقادیر با ترتیب به و جبر» �و «حساب به مربوط دانشی، حوزه پژوهش�های بین در هم و پژوهش) ١٠۵)
دانشی حوزه پژوهش�های بین در هم و پژوهش) ١٠۵) پژوهش�ها کل بین در هم آن، مقدار کمترین و ٪۵٠٫ ٠ و

است. ٪٧٫ ١ و ٪١٫ ٠ مقادیر با ترتیب به و عملیات» و «اعداد به مربوط

پژوهش نتایج .۵

کتاب�های محتوای تحلیل� تحقیقات در که است مواردی و موضوعات توصیف هدف، مطالعه، این در شد گفته چنانچه
مهم�ترین دوازده�بندی، چک�لیست با مطابق است. شده پرداخته آن�ها به تحصیلی مقاطع همه�ی در ریاضی درسی
شده انجام دبستان مقطع در ریاضی درسی کتاب�های تحلیل تحقیقات بیشترین آمد: به�دست شرح بدین نتایج
درصد با ترتیب به درسی» «برنامه�ریزی و ریاضی» «آموزش رشته قلمروهای در درسی کتاب�های مطالعات است.
عنوان (به کمی تحقیق عنوان مطالعه این در داشته���اند. قلمروها دیگر بین در را سهم بیشترین ٪٢٣ و ٪٣٠ فراوانی
توصیفی آمار به�کارگیری صرف و بوده�اند رد یا اثبات برای فرضیه�ای دارای که شده اطلاق تحقیقاتی به پارادیم) یک
کیفی نوع از و غیرکمی تحقیقات، (٪٨٨) اغلب فرض، این با است. نشده گرفته نظر در کمی تحقیقات عنوان به

بوده�اند.
چندین شامل هرکدام که شد گرفته نظر در تحقیق مورد موضوعات برای کلی مقوله چهار تحلیلی نظریه�های بند در
نظریه�های -٣ درسی برنامه -٢ تربیتی روان�شناسی -١ : است موارد این شامل اصلی مقولات می�باشند. زیرمقوله
رومی ویلیام روش نگنجیده�اند. بالا مقوله سه در که است تحقیقاتی شامل که دیگر جنبه�های -۴ ریاضی آموزش
روش داده�ها، دیگر با داده این فراوانی زیاد تفاوت دلیل به شد. گرفته نظر در دیگر» «جنبه�های مقوله خاصدر به�طور
نشد؛ گنجانده محتوا) بخش (در درسی برنامه��ی مقوله در و شده گرفته نظر در پرت داده یک به�عنوان رومی ویلیام
ریاضی آموزش نظریه�های و درسی برنامه��ی تربیتی، روان�شناسی می�زد. برهم را مقوله این در واقعی نتایج وزن زیرا
بلوم طبقه�بندی مانند شناختی حیطه�های تربیتی، روان�شناسی مقوله در بودند. فراوانی�ها بیشترین دارای ترتیب به
�مسئله «حل فرآیندی، جنبه�های لحاظ به داشتند. را سهم بیشترین عمودی ارتباطات حیطه برنامه�درسی، مقوله در و
و بالاترین جبر» و «حساب موضوع دانشی، جنبه�های لحاظ به و پایین�ترین� «ارتباطات» و بالاترین مدل�سازی» و

داشتند. را فراوانی پایین�ترین عملیات» و «عدد
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ساویزی ب. و آرانی فخرالدین ف.

مورد قدیم نظام کتاب�های از بیش می�شود شناخته جدیدالتّألیف کتاب�های عنوان به آن�چه اخیر، سال ده طی
خود به را تحقیقات میزان کمترین فنی�وحرفه�ای رشته�های ریاضی کتاب�های کل در و است گرفته قرار تحلیل

داده�اند. اختصاص
درسی، کتاب�های برای تحقیق مورد حیطه�های و روش�ها بین که است این برمی�آید تحقیق این نتایج از آن�چه
و مسئله «حل� مانند حیطه�ها از برخی و رومی ویلیام� مانند روش�ها برخی که به�طوری ندارد وجود چندانی تعادل
قرار تحقیق مورد حیطه�ها یا روش�ها دیگر از بیشتر زیاد تفاوت با جبر» و «حساب دانشی موضوع یا مدل�سازی»

گرفته�اند.
استفاده مورد است افتاده اتفاق زمینه این در تاکنون آن�چه از بازتابی عنوان به می�تواند تحقیق این نتایج
همچنین بپردازند. درسی کتاب�های تحلیل به شده تحقیق کمتر زمینه�های در تا گیرد قرار آینده پژوهشگران
بهره�مند درسی کتاب�های اصلاح برای تحقیق این در نتایج از برخی همسویی و اجماع از می�توانند برنامه�ریزان

شوند.
در دانش�آموز درگیری ضریب نمونه، برای اولیه) تحقیق پرسش�های بر (علاوه مطالعه این از همسو یافته�هایی
و ابتدایی ریاضی کتاب�های تحقیقات، از ٪۵۵٫ ۵ حدود که شد معلوم مطالعه این در است. درسی کتاب�های متن
حائز یافته کرده�اند. ارزیابی فعال حد از بیش را دوم و اول متوسطه ریاضی کتاب�های تحقیقات از ٪٣٣٫ ۵ حدود
را مدل�سازی و مسئله حل� به توجه میزان گرفته صورت مرتبط تحقیقات از ٪٩٢ حدود که است این دیگر اهمیت

گیرد. قرار درسی کتاب مؤلفان توجه مورد می�تواند نتایج این کرده�اند. ارزیابی کم» «بسیار یا «کم»
بر زیاد تاکید مانند تحقیق این نتایج برخی همبستگی یا همزمانی بررسی به معطوف می�تواند آینده تحقیقات
مجامع یا بیانیه�ها در ریاضی آموزش مرکزی هسته عنوان به مسئله حل� اعلام مانند جهانی رویکردهای با حل�مسأله،
یا بوده داخلی نیازهای بر مبتنی بیشتر رابطه این در تحقیق مورد موضوعات آیا نماید بررسی و بپردازد بین�المللی

است. گرفته قرار جهانی دیدگاه�های تأثیر تحت
و ریاضی درسی کتاب�های تحلیل �و تجزیه مورد در بیشتری تحقیقات آتی، سال�های در که داریم انتظار ما
کمک مؤلفان و آموزشی برنامه�ریزان به تحقیقات این انجام با شود. انجام شده پرداخته آن�ها به کمتر که موضوعاتی
داشته بیشتری کارایی که دهند ارتقاء و توسعه طوری را دانش�آموزان ریاضی درسی کتاب�های آن�ها تا شد خواهد

باشند.
طولانی�تر زمانی بازه یک برای ٣-٣-۶ نظام ریاضی درسی کتاب�های مورد در مشابهی تحقیق می�شود پیشنهاد
یا اصلاح به نسبت لزوم صورت در و گیرد قرار بررسی مورد دقیق�تر و بیشتر نتایج، همسویی تا شود انجام نیز

پذیرد. صورت مناسب برنامه�ریزی�های ریاضی، درسی کتاب�های تکمیل
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

عمومی دوره پایان در نهم پایه ریاضی درسی کتاب و برنامه مبهم جایگاه

قاسمی∗ حسام محمد
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

گویا زهرا و
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ریاضی درسی کتاب و برنامه ویژه جایگاه بر اجمالی مروری با و ملی درسی برنامه استناد به مقاله، این چکیده.
به دهم پایۀ ریاضی کتاب با آن مقایسه و ایران آموزشی جدید نظام در عمومی دورۀ پایانی سال عنوان به نهم پایه
این در است. پرداخته آن سازمان�دهی و اهداف در موجود تناقض�های به تخصصی، دورۀ یک شروع سال عنوان
درس آخرین به�عنوان نهم پایه ریاضی درسی کتاب و برنامه مبهم جایگاه بیان�گر که شد شناسایی مواردی مقایسه،
نبودن روشن ابهام، این عامل اصلی�ترین که است این مطالعه این اولیه نتیجه بود. عمومی دوره پایان در ریاضی

است. کتاب این تألیف و برنامه�ریزی به نظری-فلسفی رویکرد
ریاضی درسی کتاب ریاضی، درسی برنامه ملی، درسی برنامه عمومی، آموزش دورۀ کلیدی: واژه�های

نهم. پایۀ
.97Bxx :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

سال شش سال، نُه مدت به عمومی» «آموزش دوره دو از ایران آموزشی نظام ،(١٣٩١) ملی» درسی «برنامه در
پس (۴۶ (ص. است یافته تشکیل نیمه�تخصصی» «آموزش سال سه و متوسطه اول دوره سال سه و ابتدایی دوره
بنیادین تحول «سند در اصلی اجرایی رکن یک به�عنوان و شده معروف ۶-٣-٣ به که جدید آموزشی نظام اجرای از
-آموزش اول متوسطه ساله سه دوره از پایه آخرین عنوان به نهم پایه می�آید، حساب به ایران» در پرورش و آموزش
رئیس به خطاب آموزش�وپرورش وزیر طرف از ،٩١/١٢/٢٨ تاریخ در سبب بدین است. شده تعریف عمومی-
و «ابلاغ برای ،« ایران اسلامی جمهوری ملی درسی «برنامه نامه�ای طی آموزشی، برنامه�ریزی و پژوهش سازمان
این یادگیری» و تربیت حوزه�های تربیتی و درسی برنامه�های تولید «فرآیند به مربوط بخش در شد. ارسال اجرا»،
استانداردهای اهداف، (تعیین ویادگیری تربیت حوزه�های درسی برنامه راهنمای «تهیه قسمت و (۴۴ (ص. سند
ماه، شش ظرف که است مکلف آموزشی برنامه�ریزی و پژوهش «سازمان که است آمده یادگیری)»، نتایج و محتوا
با تربیت و تعلیم ساحت�های و دوم متوسطه و عمومی آموزش دوره�های تفکیک به را تحصیلی دوره�های اهداف
و بررسی جهت آن اعتباربخشی نتایج با همراه و تهیه پرورش و آموزش بنیادین تحول سند نظری مبانی از استفاده
برای سرعت، با و شد شروع برنامه�ریزی�ها کید، تأ این با کند». ارائه پرورش، و آموزش عالی شورای در تصویب
آغاز کتاب�ها تألیف کار مؤلفان، تعیین با و شد تهیه درسی برنامه ریاضی، جمله از یادگیری» «ساحت�های و دوره�ها
وارد نمی�خواهیم مجدداً ما و کنیم غفلت دیگر چیز�های از خیلی از شد باعث زمان «فشردگی تورانی، گفته به شد.
کرد مشغول خود به را ما مؤلفان و کارشناسان از خیلی نیز، تغییرات همین که چرا شویم، ۶-٣-٣ جریان یک
از عمده�ای بخش تعدیل و جرح با نمونه، برای که بود سبب بدین شاید کرد». اشغال را آن�ها مفید وقت تمام و
درسی کتاب متفاوت، قالبی در قبلی ١ هندسه از �بخش�هایی افزودن و دبیرستان اول پایه ریاضی کتاب محتوای
شده واقع عمل راهنمای ریاضی» یادگیری ساحت درسی «برنامه شکل�گیری، این �در گرفت. شکل نهم، پایه ریاضی
پیش�بینی پیچیده، موقعیت�های دقیق توصیف برای انسان توانمندسازی ریاضی، مهم «وجه شده، کید تأ آن در که
در ریاضی به�کارگیری توانایی بنابراین، است. اجتماعی اقتصادی، مادی-طبیعی، ممکن وضعیت�های کنترل و

سخنران ∗
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گویا ز. و قاسمی ح. م.

.(٣٣ ص. ،١٣٩١ ملی، درسی (برنامه می�باشد» ریاضی آموزش اساسی اهداف از انتزاعی، و روزمره مسائل حل
و رشد بستر ولی است، مجرد علمی ماهیت، نظر از «ریاضیات که است شده قید برنامه این در گذشته، این از
ریاضیات «در که شده حاصل نتیجه این سرعت به و است» پیرامونی محیط تحلیل و تجزیه و مشاهده آن، توسعه
تا کند کمک دانش�آموزان به و باشد پیرامونی محیط ریاضیات از برخاسته باید آموزشی فعالیت�های مدرسه�ای،
در ریاضی مفاهیم برای و کند درک و تحلیل و تجزیه مشاهده، خود پیرامونی محیط در را ریاضی گزاره�های و مفاهیم
ریاضیدانان عمل راهنمای -که آنان شهودی درک «امکان زیرا آورند»، به�دست گوناگون تعبیرهای پیرامونی محیط
انتزاعی، و روزمره مسائل حل در ریاضی به�کارگیری «توانایی این، بر علاوه .(٣۴ (ص. می�کند» تقویت را است-
موضوعات عمومی، آموزش دوره پایان «تا که حالی در .[١] (٣٣ (ص. می�باشد» ریاضی آموزش اساسی اهداف از
بر دوم متوسطه دورۀ در و می�شود سازمان�دهی مهارتی، و مفهومی شبکه�های از تلفیقی اساس بر حوزه این محتوایی
(ص. شد» خواهد ارائه کاربردی یا نظری جهت�گیری با محوری، موضوع�های قالب در تحصیلی، رشته�های حسب
در را ریاضی نقش تبیین ریاضی، ماهیت در دوگانه یک وجود به نسبت افراطی رویکرد این اتخاذ .[١] (٣۵

است. کرده مواجه مشکل با عمومی، آموزش

برنامۀ به متفاوت نگاه یک از برخورداری اهمیت نهم. پایه برای ریاضی درس از بین�المللی انتظارات .١.١
کتاب در پیش، قرن یک در (١٩١٨) کلارک و راگ است. تاریخی سابقه دارای دنیا، در نهم پایه در ریاضی درسی
روش به زمان، آن موجود برنامه به منتقدانه نگاهی و صراحت با ، نهم» پایۀ ریاضی بازسازی برای علمی «روش�های
بدون و طوطی�وار شکل به ریاضی یادگیری به دادن پایان خواستار مشخص، به�طور و تاختند آن ریاضی محتوای و
برای بیشتر فرصت�های از سرشار باید نهم، پایه ریاضی که کردند بیان آن�ها .[٧] شدند واقعی دنیای در کاربرد
«بازآرایی» برای تلاش آنان باشد. واقعی موقعیت�های در مسائل با رویارویی جهت دانش�آموزان، توانمندسازی
«دوباره�سازی» و �بنا» «تجدید خواهان و خوانده بی�ثمر دیدگاه، تغییر بدون را نهم ریاضی دوباره» «سازمان�دهی و
تحصیلی پیشرفت بین�المللی «برنامه هدف که یافت اهمیتی چنان رویکرد این نیز، معاصر دوره در شدند. برنامه
ریاضی»، «فرآیندهای جنبه چهار در عمومی دوره یا نهم پایه پایان در ریاضی» «سواد سنجش (پیزا)، دانش�آموزان»
اصلی تمرکز حقیقت، در .[۵] شد اعلام شناختی» «صلاحیت�های و معنادار» «زمینه�های ریاضی»، «محتوای
زندگی چالش�های با رویارویی برای اجباری، عمومی آموزش دوره از پس دانش�آموزان آمادگی میزان بر پیزا، مطالعه

آموخته�اند. مدرسه در که است ریاضیاتی کمک به واقعی مسائل حل و روزمره

مبنای «بر آن، تألیف که است آمده نهم پایه ریاضی کتاب پیش�گفتار در نهم. پایه ریاضی درسی کتاب .٢.١
در است. شده انجام متوسطه» اول دوره هشتم و هفتم پایه�های درسی تغییرکتاب�های ادامه در و ملی درسی برنامه
انجام توانایی بر بیشتر ریاضی درسی کتاب�های کید تأ «زمانی که شده داده توضیح کتاب نظریِ رویکرد توصیف
و تفکر قوه پرورش بر اصلی کید تأ هدف، این حفظ ضمن جدید رویکرد «در صورتی�که در است»، بوده محاسبات
مانند مراحلی «شامل کتاب این فعالیت�های که شده گفته همچنین .[٣] است» مسئله حل توانایی رشد و تعقل
مرتب� راه�حل، یک توضیح آزمایش، و حدس بررسی�کردن، استدلال�کردن، مسئله، حل کردن، کشف کردن، درک

.[٣] است» مختلف راه�حل�های مقایسه و راه�حل یک درباره قضاوت کردن،
شروع «مجموعه�ها» با کتاب کرد. دنبال نهم پایه کتاب در را نگاه این رد می�توان سختی به که است حالی در این
به توجه «با که است آمده (٧ (ص. فصل این در نمونه، برای است. گرفته مفروض را مجرد مباحث فهم و شده
باشد، دلخواه مجموعه�ای A اگر یعنی هست؛ خودش زیر�مجموعه مجموعه، هر که است واضح زیر�مجموعه، تعریف
سند در شده بیان اهداف با عمومی، دوره در ریاضی مفاهیم معرفی به رویکرد این .(٧ (ص. «A ⊆ A داریم:
زیاد تأمل جای ،(١٧ (ص. هم فصل این پایان در شده ارائه جمع�بندی همچنین ندارد. سازگاری ملی، درسی برنامه

است: شده استفاده محاوره�ای واژه�های از آن، بیان برای و است شده بنا تجرید بر آن اساس زیرا دارد
برده نام اشیا از دسته�ای) (یا گروهی عنوان به مجموعه از ریاضی، کتاب�های از بسیاری در
چیست؟! گروه بگوییم باید است، اشیا از گروهی مجموعه بگوییم اگر آن�که از غافل است. شده

کنیم؟ تعریف را گروه می�توانیم آیا
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عمومی دوره پایان در نهم پایه ریاضی درسی کتاب و برنامه مبهم جایگاه

همه در بگوییم: معاصر) (ریاضی�دان شوتز سیمورلیپ مانند آن�که جز نیست چاره�ای واقع در
نخستین جزء مجموعه دیگر، عبارت به است. بنیادی مفهوم یک مجموعه ریاضی، شاخه�های
دقیقی تعریف آن�ها برای که هندسه، در خط و نقطه چون مفاهیمی مانند نشده�هاست، تعریف

می�شناسیم. خود اثر با را آن�ها ولی نداریم

فهم ریاضی، جدی مفاهیم کردن نادقیق و ساده�سازی و مجرد اشیای کردن «جاندار» اصطلاح به برای تلاش
در دقت عدم مثال، برای می�کند. مواجه مانع با را دانش�آموزان درک و فهم شکل�گیری و می�کند سخت�تر را آن�ها
ابتدا در که موضوعی کردن معلوم برای قبلی، دانسته�های از استفاده و آوردن «دلیل معنای به «استدلال» تعریف
حاصل را دانستنی هر تحصلی، نگاهی با و می�برد سؤال زیر را حواس و شهود نقش بالقوه است»، بوده مجهول
غیرواقعی بیشتر شده، واقعی دنیای با که برخوردی همچنین می�داند. قبلی دانش بر مبتنی و علت-معلومی روابط
مورد موضوع .[۴] می�کنیم» پیدا نیاز استدلال به نیز روزمره کارهای از بسیاری در «حتی که شده بیان وقتی است
کارهایی «حتی» که شده داده هشدار و ندارد توجیه و دلیل به نیازی روزمره»، «کارهای انگار که است این مناقشه
تصور کند، ایجاد الفت دو این بین آن�که جای به واقعی، دنیای به رویکرد این هستند. «استدلال» نیازمند که هستند
بی�مقدمه پراکندگی، و بی�دقتی همین با می�کند. خدشه�دار واقعی، مسائل حل در ریاضی نقش از را دانش�آموزان
و اعتبار که هست کردن استدلال برای متفاوتی «راه�های که شده داده تذکر و است پرداخته اثبات به استدلال از
اثبات بدهد، نتیجه درستی به را موردنظر موضوع که استدلالی به نباشد. یکسان می�تواند آنها بودن اعتماد قابل

می�گوییم».
مخاطب ویژگی�های به و دارد زیادی مغایرت شده، طرح واقعی زندگی از که مثال�هایی با دقت، به توجه نوع این
مسئله�ای چنین سن، این در نوجوان دو برای که است ممکن چگونه مثلا است. نشده توجه نهم، پایه ریاضی ساله ١۵
از باقر بیسکویت دارد. سانتی�متر ٨ و ۴ ابعاد با شکل مستطیل بیسکویت یک «عباس که آید نظر به «واقعی»
دهید نشان خود ریاضی دانش از استفاده با است. سانتی�متر ۶ ضلع به شکل مربع و ضخامت همان به نوع، همان
پول مقداری کدام هر بهرام و سعید «حمید، که این یا .(٣۴ (ص. است؟» بیشتر یک کدام بیسکویت مقدار که
تومان ۵٠٠٠ برابر نیز بهرام و سعید پول�های مجموع و تومان ۵٠٠٠ برابر بهرام و حمید پول�های مجموع دارند.
نگاه نوع این .(۴١ (ص. دهید» توضیح را خود دلیل سعید؟ پول یا است بیشتر حمید پول شما نظر به است.
در ریشه تا است انتزاعی بیشتر واقعی، دنیای مسائل حل�کننده و طبیعی پدیده�های مدل�ساز عنوان به ریاضی به

کند. کمک ریاضی، سواد ارتقای به بتواند و باشد داشته محسوس و ملموس واقعیت�های

پایانی سخن .٢

و روابط که می�سازد مجردی دنیاهای ریاضی نظر، عالم در است. متفاوت مدل�سازی با نظریه�پردازی ماهیت
،(٢٠٠٧) مرشات گفته به که حالی در هستند. بی�ارتباط واقعی دنیای با اغلب، و نمادین�اند آن بازنمایی�هاي
واقعیت به تجرید از حرکت جهت آن، در که است ریاضی طریق از واقعی دنیای تبیین برای ابزاری مدل�سازی

.[۶] است تجرید به واقعیت از حرکت مسیر مدل�سازی، در صورتی�که در است.
برنامه سند در که رویکردی طبق و است عمومی آموزش سال نُه طول در ریاضی درس آخرین نهم، پایه ریاضی
پایه مهارت�های و مفاهیم با دانش�آموزان، که است این انتظار شده، بیان ریاضی کتاب این پیش�گفتار و درسی
حالی در کنند. پیدا محاسباتی و جبری ورزیدگی و شوند آشنا واقعی دنیای مسائل حل برای مدل�سازی و ریاضی
یا گسست این، بر افزون است. شده منتقل نهم پایۀ به قبلی، دبیرستان اول سال ریاضی محتوای تمام تقریباً که
تناقض و تزاحم وضعیتی، چنین در است. مشهود بعدی، و قبلی پایه�های با نهم ریاضی بین بی�برنامه، همپوشانی
کرده همراه زیادی معضلات با را آن یادگیری و تدریس ریاضی، درسی برنامه و ریاضی به فلسفی رویکردهای در
آموزش دوره به مربوط فلسفی و محتوایی ساختاری، تناقض�های رویارویی واقعی محل نهم، پایه واقع در است.
نظر در بزنگاه، این در تفاوت این و دارد فرق هم با ماهیت�شان که است متوسطه دوم نیمه�تخصصی دوره و عمومی

است. نشده گرفته
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گویا ز. و قاسمی ح. م.

نتیجه�گیری .٣

خاص شرایط از شدن دور و ایران جدید آموزشی نظام در نهم پایۀ استقرار از سال شش به نزدیک گذشت از پس
ریاضی درسی برنامه در بازنگری و اصلاح درسی، کتاب�های و برنامه�ها در تغییر انجام در تعجیل به�ویژه دوره آن
بعد دانش�آموزان و است عمومی آموزش دوره از سال آخرین نهم، پایه که این به توجه با است. ضروری نهم پایه
در متناسب سوادِ ایجاد برای خاص برنامه��ریزی نیازمند سبب، بدین و می�گذارند متفاوتی مسیرهای در پای آن، از
کتاب در بازنگری منظر، این از هستند. خویش شهروندی نقش ایفای برای ریاضی، سواد جمله از و دانش�آموزان
نیست. هم قبلی پایۀ هشت راستای در حتی و ندارد عمومی ماهیت که کتابی است لازم نهم پایه ریاضی درسی
طی ریاضی ایجادشده مهارت�های بر مبتنی ریاضی، جمله از نهم پایه درس�های که است این انتظار صورتی�که در
این درسی برنامه رویکرد و ندارد روشنی نظری فلسفی- مبنای نهم، پایه ریاضی کتاب باشد. قبل سال هشت
ریاضی این، بر علاوه نیست. برخوردار عمومی، دوره یک اهداف با متناسب لازم شفافیت و انسجام از کتاب،
به ورود برای دانش�آموزان تحصیلی هدایت در برجسته�ای نقش می�تواند عمومی، دوره پایان ریاضی به�خصوص و
باشد. داشته متوسطه، دوم دوره دیگر شاخه دو از یکی انتخاب یا آن در رشته� انتخاب و نظری نیمه�تخصصی دوره

می�کند. روشن�تر را نهم پایه ریاضی درسی کتاب و برنامه بازنگری به نیاز این�ها، همه
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

ایران در دانشگاهی ریاضی رشته بحران با مواجهه برای راهی «علوم-فناوری-مهندسی-ریاضی»:

محتشم∗ زهرا
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

گویا زهرا و
ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه ریاضی، دانشکده

چشم�گیر کاهش با متوسطه، دوم دوره نظری شاخه در فیزیک-ریاضی رشته ایران، در دهه یک از کمتر در چکیده.
انتظارِ از دور پدیده با ناگهان عالی، آموزش در علوم�پایه و ریاضی رشته�های آن، به�دنبال و شد مواجه ورودی�ها
سرعت، به و شد شروع شهرستان�ها دانشگاه�های از روند این شدند. روبرو خود شده اعلام ظرفیت�های نشدن تکمیل
سیاست�گذارانِ موقعیت، این در است. پذیرفته تأثیر کاهشی، روند این از نیز تهران دانشگاه�های در رشته�ها این
کنند. جلوگیری کاهش این از مختلف، کارهای و ساز ابداع با تا هستند تلاش در عالی، آموزش و عمومی آموزش
به�عنوان مهندسی-ریاضی» «علوم-فناوری- حوزه چهار تلفیقی رویکرد پژوهشی، یافته�های استناد به مقاله، این در

است. شده معرفی ایران، در دانشگاه�ها ریاضی گروه�های معنادار احیای برای راهکاری

«علوم- حوزه چهار تلفیقی رویکرد عالی، آموزش علوم��پایه، و ریاضی رشته�های کلیدی: واژه�های
فناوری-مهندسی-ریاضی».

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

تمايل چشمگیری، طور به و است داده دست از را خود سنتی جايگاه و موقعیت ايران، در رياضی رشته اخیر، دهه در
ايران، مانند رياضی رشته به اقبال جهانی، سطح در که است حالی در اين است. شده کم آن، در تحصیل ادامه به
که وجودی با ايران، در رياضی جامعه و رياضی جهانی جامعه حقیقت، در باشد. شده فرود دچار که نداشته فرازی
اشتراک به نقطه يک در متفاوت، جهت دو از و عمومی سطحی در ولی داشته��اند، را نخبگان جذب توانايی همیشه
دانشگاه در آن به وابسته رشته�های و رياضی رشته در تحصیل ادامه به دانش�آموزان علاقه�مندی عدم آن، و رسیده�اند
جمله از بین�المللی سازمان�های معنوی و مادی حمایت�های با وسیعی پروژه�های اخیر، دهه در سبب بدين است.
علوم» بین�المللی «شورای و بین�المللی» «اتحاديه آن، اصلی کمیسیون عنوان به «يونسکو» و متحد» ملل «سازمان

گردد. ارائه دانشگاه، در علوم�پایه و ریاضی ارتقای برای مناسبی راهکارهای تا است شده انجام

پیشینه .٢

هم از به�تدريج تحصلی، فلسفه تحت�تأثیر نوزدهم، قرن اواخر در دانشگاهی رشته�های شکل�گیری تاريخی، به�طور
از یکی به�عنوان که بود ریاضی رشته�ها، اين مهم�ترين از يکی يافتند. توسعه جدا، مسیر�های در و شدند منفک
سنت، همین تأثیر تحت حال، این با داشت. قرار فلسفه گروه�های در معمولا و می�شد محسوب لیبرال» هنر «هفت
مسئولیت دو کلاين، فلیکس گفته به که رشته�ای شد. دانشگاه در مستقل گروه يک به تبديل تنهايی، به نیز رياضی

بود. مدرسه در ریاضی تدریس برای معلمان آموزش ديگری، و نخبگان تربیت و جذب يکی که داشت اساسی
حل برای تلاش که کرد مطرح جهانی رياضی جامعه برای را مسئله ٢٣ بیستم، قرن شروع در هیلبرت همچنین
که جايی تا برد؛ جلو سرعت به مختلف، حوزه�های در را دنیا و انجامید رياضی در جديدی شاخه�های ايجاد به آن�ها،
قابل نوزدهم، قرن پایان تا تاريخ طول در رياضی توسعه با بیستم، قرن اول نیمه در رياضی پیشرفت میزان شد ادعا
زبان و بستر رياضی، که اين به توجه با و فناوری غافلگیرکننده سرعت با که است حالی در اين�ها است. مقايسه
مختلف، استعدادهای دارای افراد و گرفت قرار تازه�ای توجه مورد مختلف، منظرهای از معرفتی حوزه این بود، آن

سخنران ∗
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گویا ز. و محتشم ز.

بهره استعداد، با علاقه�مندانِ و نخبگان تربیت و جذب از دانشگاهی رياضی رشته دهه، چند تا و شدند آن جذب
بود. رشته�ها ساير توسعه در آن نقش داد، رخ رياضی برای اخیر دهه دو در که تازه�ای اتفاق این، بر افزون برد.
آن از و شوند موفق خود حوزه�های در رياضی، از استفاده با که می�خواستند متنوع، علاقه�های با افرادی نتیجه، در
راستا، اين در بودند. مستعدتر فناوری، و رياضی با تلفیق برای ماهیت�شان، دلیل به علوم�پايه و مهندسی میان،
بعدی پیشرفت�های و رسیده خود پیشرفت اوج به گرايشی، تفکیکِ در رياضی داد نشان که شد انجام مطالعه چند
که يافت اهمیت آن�قدر مسئله اين می�افتد. اتفاق حوزه�ها ساير با تلفیقشان و گرايش�ها اين بین مرزهای در آن،
نسبت بتوان دانش�آموزان، آموزش و جذب با تا شد انجام مدرسه در علوم و رياضی آموزش برای کلانی طرح�های
چهار اين در موجود دانشگاهی رشته�های همچنان، که است حالی در این نمود. اقدام دانشگاه در تحول ايجاد به
بین معنادار تلفیق برای روشنی رويکرد فاقد عالی، آموزش و هستند رشته�ای تفکیکِ سنت از متأثر بیشتر حوزه،

است. دانشگاهی حوزه چهار اين

پژوهش مسئله .٣

ورو�دی�ها تعداد شديد کاهش سبب دبیرستان، در فیزيک رياضی رشته به دانش�آموزان علاقه�مندیِ کاهش حقیقت در
را بحران اين اصلی ريشه�های که جانبه�ای همه� پژوهش�های هنوز است. شده ايران دانشگاه�های در رياضی، رشته به
علمی پیشرفت�های با همگام را خود آموزشی برنامه�های نیز دانشگاه�ها و است نشده انجام کند، شناسايی ايران در
جذب برای را موردنیاز مهارت�های نتوانسته�اند و نکرده�اند اصلاح جامعه، نیازهای برآوردن جهت در و امروز جهانِ
وضعیت نیابد، ملموسی تغییر رشته�ها اين به توجه اگر کنند. فراهم رياضی فارغ�التحصیلان زندگی شغلی فرصت�های
آينده در علوم�پايه رشته�های به گرايش کاهش روند ادامه صورت در و می�شود جدی آسیب�های دچار کشور علمی
فناوری، و صنعتی توسعه زيرا شد، خواهد مواجه نیز، صنعت در کارآمد انسانی نیروی شديد کمبود با کشور نزدیک،
اساس علوم�پايه، و رياضی پیشرفت که معناست بدان این است. علوم�پايه و رياضی در پژوهشی يافته�های گرو در
خود جايگاه حفظ برای توسعه�یافته کشورهای جهت، بدين و است کشوری هر در صنعتی توسعه و علمی ارتقای
علوم�پایه و رياضی آموزش پژوهش�های برای بزرگی سرمايه�گذاری�های کشورها، ساير با رقابت عرصه در ماندن و

کرده�اند.
است. کرده مواجه جدیدی نیازهای با را امروز صنعتی جوامع فناوری، و علوم در سریع تغییرات حاضر، حال در
سایر از بیش «علوم-فناوری-مهندسی-ریاضی»، حوزه�های است، فناوری بر مبتنی آن زیرساخت�های که دنیایی در
با که نخبگانی .[۵] دارند نقش اقتصادی، توسعه در و می�کنند پیدا توسعه یکدیگر، با متقابل ارتباط در و حوزه�ها
در کشورها آینده شکل�گیری در مهمی نقش شده�اند، مجهز حوزه�ها این با ارتباط در و ٢١ام قرن دانش و مهارت�ها
برای را لازم قابلیت�های که ماهر کار نیروی تربیت بنابراین .[۴] می�گیرند عهده به جهان رهبری و فناوری اقتصاد،
شمار به توسعه حال در و پیش�تاز جوامع اصلی دغدغه�های از یکی باشد، داشته مختلف بخش�های در نقش ایفای
سرمايه�گذاری�های کشورها، ساير با رقابت عرصه در ماندن و خود جايگاه حفظ برای کشورها جهت، بدين می�رود.
در ریاضی و علوم�پایه رشته�های از استقبال کاهش کرده�اند. علوم و رياضی آموزش پژوهش�های صرف را عظیمی
در انسانی نیروی بحران با را کشور نزدیک، آینده در زیرا است، کرده ایجاد شدیدی نگرانی مدارس، و دانشگاه�ها
انجام سیاست�گذاری کلان سطح در موضعی راه�حل�های حاضر، حال در که چند هر کرد. خواهد مواجه بخش�ها این
راهبردی «سند و ١٣٩٠ سال در کشور» علمی جامع نقشه «سند ساله»، ٢٠ چشم�انداز «سند تصویب به و شده
دو در هم�زمان تحصیل امکان ایجاد نظیر طرح�هایی نیز عالی آموزش سطح در شد. منجر [١] پایه» علوم توسعه
فارغ�التحصیلان مشکلات وجود، این با .[٢] است بوده ریاضی گروه�های در رشته�ای�ها بین� توسعه و مختلف رشته
بی�کاری و کار بازار موردنیاز مهارت�های نداشتن رشته�ها، این کیفی سطح آمدن پائین رشته�ها، این کار جویای

است. باقی همچنان کار، بازار نیاز مورد مهارت�های ایجاد در دانشگاه�ها ناتوانی و آن�ها بین گسترده

١۴۴



ایران در دانشگاهی ریاضی رشته بحران با مواجهه برای راهی «علوم-فناوری-مهندسی-ریاضی»:

یا جدید میان�رشته�ای�های قالب در را ریاضی و مهندسی فناوری، علوم�پایه، حوزه چهار می�تواند رویکرد، این
(٢٠١٢) زلمن بزند. پیوند ریاضی، کمک به واقعی دنیای مسئله�های حل هدف با نوآورانه و متنوع درس�های
.[۶] است توجه مورد اجتماعی و اقتصادی مسائل حل شده، تلفیقی رویکرد این از که تعبیرهایی در که دارد کید تأ

نتیجه�گیری و بحث .۴

توضیحی بدون سرعت با دوم، متوسطه در فیزیک ریاضی– رشته به ورودی دانش�آموزانِ تعداد سال، پنج از کمتر در
و نامتعادل چشمگیری طور به شده، شروع ١٣٩٠ سال از که روند این است. رسیده ٪٢٠ حدود به ٪٣٠ حدود از
همه�گیری دوران در مشکل این .[٣] است ایران در نظری متوسطه آموزش کردن دگرگون حال در و است نامناسب
برای ناباورانه�تری بازهم بحران�های شروع می�تواند بالقوه حضوری، آموزش بر مجازی آموزش غلبه و کووید-١٩
و خلاق ذهن�های پاسخگوی ریاضی، رشته به تک�ساحتی و سنتی نگاه زیرا باشد، دانشگاهی ریاضی رشته�های
به دانشجویان ورود دلایل با دانشگاه، در ریاضی انتزاعی و پیچیده ماهیت نیست. دانشجویان کنجکاو و نقاد
را کار بازار نیاز مورد مهارت�های دانشجویان، که است حالی در این نیست. همسو خاص، موارد در جز رشته این
زندگی عاشقانه و دارند استعداد و توانایی که نخبه اندکی تعداد جز به و دارند مبهمی شغلی آینده نمی�کنند، کسب
انحصار با و نمی�بینند روشنی آینده خود برای رشته، این دانش�آموختگان از بسیاری می�کنند، ریاضی وقف را خود
خیلی علاقه مورد که را معلمی دنیای به ورود امکان رجایی، شهید و فرهنگیان دانشگاه دو در ریاضی معلم تربیت
دیر این از بیش تا که است ضروری دانشگاه�ها، در ریاضی گروه�های واقع�بینی، با و نتیجه در ندارند. آن�هاست، از
چهار به تلفیقی رویکردی معرفی مقاله، این هدف بزنند. جدید ابتکارهای به دست و بردارند اساسی گام�های نشده،
کاهشی روند توقف و تحول ایجاد برای ریاضی، گروه�های محوریت با ریاضی و مهندسی فناوری، علوم�پایه، حوزه
می�تواند دانشگاهی، حوزه�های سایر مشارکت با نوآورانه تلفیقی رشته�های تأسیس بود. ریاضی رشته به ورودی�ها
مورد نیروی�کار و باشد ریاضی رشته�های دانش�آموختگان برای امیدبخش شغلی آینده و کارآمد نیروهای تربیت به

کند. تأمین جهانی اقتصاد رقابتی فضای در را کشور نیاز
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

پوچ�ساز زیرمدول�های گراف از تعمیمی

بیرانوند∗ رضا
ایران ، آباد خرم لرستان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

صفرآبادی فرضی احداله و
ایران ، آباد خرم لرستان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

گراف این ویژگی�های بررسی به و کرده معرفی را پوچ�ساز زیرمدول�های گراف� از تعمیمی مقاله این در چکیده.
می�شوند. مقایسه پوچ�ساز زیرمدول�های گراف� با گراف این ویژگی�های همچنین می�پردازیم.

دوبخشی، گراف قوی، پوچ�ساز زیرمدول�های گراف پوچ�ساز، زیرمدول�های گراف کلیدی: واژه�های
مدول. یکنواخت بعد

.05C78, 16D10, 13C13 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

و حلقه یک R کنید فرض می�شوند. فرض یکانی مدول�ها همه�ی و یکدار و جابه�جایی حلقه�ها همه مقاله، این در
ایده�آل هم�چنین می�بریم. به�کار Mباشد، زیرمدول یک N که زمانی را N ≤M نماد باشد. مدول -RیکM
ناصفر هرگاه گوییم ناپذیر تجزیه را مدول یک می�دهیم. نشان (N : M) نماد با را {r ∈ R | Mr ⊆ N}
N هرگاه گوییم اساسی را N ≤ M نوشت. ناصفرش زیرمدول دو مستقیم جمع صورت به را آن نتوان و بوده
X ⊆ M برای .N ≤e M می�نویسیم حالت این در باشد، داشته ناصفر Mاشتراک از ناصفر زیرمدول هر با
.annR(X) = {r ∈ R | Xr = ٠} عبارتی به می�دهیم، نشان annR(X) نماد با را R در X پوچ�ساز
زیرمدول�های از مستقیم�ها جمع تعداد سوپریمم را آن و داده نشان u.dimM نماد با Mرا مدول یکنواخت بعد
منبع از برگرفته می�گیرد قرار استفاده مورد مقاله این در که گراف نظریه مفاهیم و تعریف�ها می�گیریم. نظر در M

است. [٧]
حلقه یک صفر مقسوم�علیه گراف تاریخچه به گذرا اشاره�ای پوچ�ساز زیرمدول�های گراف تعریف به ورود از قبل
آن رئوس که است ساده گراف یک R صفر مقسوم�علیه گراف باشد. حلقه یک R کنید فرض داشت. خواهیم
xy = ٠ هرگاه گوییم مجاور را y و xرأس دو و است صفر همانی عضو منهای R صفر مقسوم�علیه�های مجموعه
ناصفری ایده�آل هرگاه گوییم پوچ�ساز ایده�آل یک را R حلقه�ی از I ایده�آل یک ببینید). را [٢ ،١] نمونه (برای
با را R پوچ�ساز ایده�آل�های همه�ی مجموعه�ی هم�چنین .IJ = ٠ که طوری به باشد داشته وجود R در J مانند
می�دهیم نمایش AG(R) نماد با را آن که R حلقه به وابسته پوچ�ساز ایده�آل گراف می�دهیم. نشان A(R) نماد
مجاورند آن در J و I رأس دو و است A∗(R) := A(R) \ {٠} آن رئوس مجموعه که ساده است گرافی
شکل چند به مدول به حلقه از پوچ�ساز ایده�آل گراف و صفر مقسوم�علیه گراف اخیر، سال�های در .IJ = ٠ هرگاه
گراف نویسنده�ها [۵] مرجع در کرد. اشاره [٨ ،۵] مراجع به می�توان مثال برای است. شده داده تعمیم متفاوت
AG(M) نماد با را آن که گراف این کرده�اند: تعریف زیر صورت Mبه مدول یک برای را پوچ�ساز زیرمدول�های
ناصفری زیرمدول که Nاست مانند ناصفری زیرمدول�های از متشکل آن رئوس که ساده است گرافی می�دهیم نشان
هرگاه مجاورند K و N رأس دو و M(N : M)(K : M) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود K مانند

ببینید. را [۵ ،۴] مراجع بیشتر اطلاعات M(Nبرای :M)(K :M) = ٠

سخنران ∗

١۴٧



صفرآبادی فرضی ا. و بیرانوند ر.

است AG(M) و AG(R) گراف دو از تعمیمی که قوی پوچ�ساز زیرمدول�های گراف مفهوم مقاله، این در
نشان SAG(M) نماد با را آن که قوی پوچ�ساز زیرمدول�های گراف ،M R-مدول یک برای می�دهیم. ارائه را
ناصفری زیرمدول هرگاه است رأس یک آن در N ≤ M ناصفر زیرمدول یک که ساده است گرافی می�دهیم
دو همچنین، .K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود M از K مانند
،M = R اگر که است واضح .K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ هرگاه مجاورند K و N رأس
در .SAG(M) = AG(M) آن�گاه باشد، ضربی مدول یک M اگر و SAG(M) = AG(R) آن�گاه
گراف یک برای می�گیرد. قرار بررسی مورد SAG(M) گرافی خواص با M جبری خواص بین ارتباط این�جا
SAG(M) که می�کنیم ثابت می�دهیم. نشان diam(G) و gr(G) نمادهای با ترتیب به را آن قطر و کمر G
کمر آن�گاه باشد، دور یک شامل SAG(M) اگر هم�چنین .٣ مساوی یا کمتر قطر با است همبند گراف یک
،M مانند متناهی تولید با وفادار ضربی R-مدول یک برای که می�دهیم نشان است. ۴ مساوی یا کمتر گراف
SAG(M) خواص باشد، کاهش�یافته مدول یک که M زمانی .AG(M) = SAG(M) ∼= AG(R)
یک SAG(M) که طوری به باشد کاهش�یافته مدول یک M اگر می�کنیم ثابت نمونه برای می�شود. بررسی
با است کامل دوبخشی گراف یک SAG(M) آن�گاه نباشد، رأس یک M آن در که باشد دوبخشی گراف

.diam(SAG(M)) = ٢

اصلی نتایج .٢

دارد. اختصاص مقاله، این اصلی نتایج اثبات و بیان به بخش این

مجاورند SAG(M)گراف در Kیا Nو آن�گاه باشند، گرافAG(M)مجاور Kدر Nو رأس دو اگر .١.٢ لم
ویژه به است. متصل SAG(M) در K و N رأس دو هر به که دارد وجود N ∩ K از ناصفری زیرمدول یا

است. برابر SAG(M) گراف رأس�های مجموعه با AG(M) گراف رأس�های مجموعه

چون .N ∩ K ̸= ٠ صورت این در نباشند. مجاور SAG(M) در K و N کنید فرض اثبات.
و M(N ∩ K : M)(K : M) = ٠ داشت خواهیم ،M(N : M)(K : M) = ٠

دهد: رخ می�تواند زیر حالت�های اکنون .M(N ∩K :M)(N :M) = ٠
.K(N∩K :M) = ٠ N(N∩Kو :M) = ٠ صورت این در .M(N∩K :M) = ٠ اول: حالت
است. متصل SAG(M) Kدر به هم Nو به Nهم ∩K ،N ∩K ̸= K Nو ∩K ̸= N فرض به بنا چون
که K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ صورت این در .M(N ∩K : M) ∈ {N,K} دوم: حالت
M(Nهم ∩K : M) صورت این در .M(N ∩K : M) /∈ {٠, N,K} سوم: حالت است. تناقض یک
□ است. متصل SAG(M) در K به هم و N به

یک شامل SAG(M) اگر هم�چنین است. ٣ مساوی یا کمتر قطر با همبند گراف یک SAG(M) .٢.٢ قضیه
است. ۴ مساوی یا کمتر گراف کمر آن�گاه باشد، دور

باشیم Mداشته از N ناصفر زیرمدول هر برای هرگاه می�شود نامیده Mاول یکR-مدول

annR(M) = annR(N)

.

Mمعادل�اند: یکR-مدول برای زیر جملات .٣.٢ گزاره
است. تهی SAG(M) گراف (١)

نیست. رأس Mیک و است رادیکال ایده�آل یک annR(M) است، Mیکنواخت (٢)
نیست. رأس Mیک و اول ایده�آل یک annR(M) (٣)

نیست. رأس Mیک و اول مدول Mیک (۴)

١۴٨



پوچ�ساز زیرمدول�های گراف از تعمیمی

N ناصفر زیرمدول�های همه برای صورت این در باشد. تهی SAG(M) کنید فرض .(٢) ⇐ (١) اثبات.
فرض حال است. یکنواخت R-مدول یک M که می�دهد نتیجه این .N ∩ K ̸= ٠ داریم M از K و
چون .MJ ̸= ٠ و MI ̸= ٠ اما IJ ⊆ annR(M) که طوری به باشند R از ایده�آل دو J و I کنید

است. تناقض یک که باشند رأس MIبایستی MIو ،MI(MJ :M) ⊆MIJ = ٠
وجود K مانند رأسی صورت این در باشد. SAG(M) در رأس یک N کنید فرض .(١) ⇐ (٢)
در .N(N : M) = ٠ آن�گاه ،N = K اگر .K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ که دارد
که جایی L(L : M) = ٠ این�رو از و N ∩K ̸= ٠ است، یکنواخت M چون و N ̸= K غیر�این�صورت
حال .L(L : M) = ٠ به�طوری�که دارد وجود L ≤ N رأس یک حالتی هر در بنابراین .L = N ∩ K
است، رادیکال annR(M) چون و M(L : M)٢ = M(L : M)(L : M) ⊆ L(L : M) = ٠

است. تناقض که است رأس Mیک که می�دهد نتیجه این .M(L :M) = ٠
است. (٢)⇐ (١) اثبات مشابه .(٣)⇐ (١)

دارد وجود K مانند رأسی صورت این در باشد. SAG(M) در رأس یک N کنید فرض .(١) ⇐ (٣)
این�رو از و N(N : M) = ٠ آن�گاه ،N = K اگر .K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ که
چون صورت هر در .M(N : M)(K : M) = ٠ آن�گاه ،N ̸= K اگر .M(N : M)(N : M) = ٠
است رأس Mیک بنابراین و .M(N :M) = ٠ M(Kیا :M) = ٠ است اول ایده�آل یک annR(M)

است. تناقض که
اگر است. R از ایده�آل یک I Mو از ناصفر زیرمدول یک N جایی�که NI = ٠ کنید فرض .(۴)⇐ (١)
MI = ٠ بنابراین است. تناقض (١) به بنا که است رأس یک N این�رو از MI(Nو :M) = ٠MI ̸= ٠

است. اول MیکR-مدول نتیجه در و
وجود K مانند رأسی صورت این در باشد. SAG(M) در رأس یک N کنید فرض .(١) ⇐ (۴)
یا M(K : M) = ٠ داریم است، اول M چون .K(N : M) = ٠ یا N(K : M) = ٠ که دارد
آن�گاه ،N = K اگر که داریم توجه است. تناقض که است رأس یک M بنابراین .M(N : M) = ٠
□ است. تناقض یک M(Kکه :M) = ٠ داریم است، Mاول چون دوباره و N(N :M) = ٠

حال این با بگیریم. نظر در Q-مدول عنوان به را Q که زمانی است تهی SAG(Q) گراف .(١) .۴.٢ مثال
،٠ ̸= H ≨ Q هر برای زیرا بگیریم، نظر در Z-مدول عنوان به را Q وقتی است کامل گراف یک SAG(Q)

.(H :Z Q) = ٠ داریم
می�دهیم قرار مطلب این دیدن برای است. رأس یک ناصفر سره زیرمدول هر Z-مدول عنوان به Zn در .(٢)
N = pβ١

١ · · · p
βt

t Zn ناصفر سره زیرمدول هر برای هستند. متمایز اول اعداد piها که جایی n = pα١
١ · · · p

αt
t

.١ ≤ i ≤ t ،βi + γi = αi با K = pγ١
١ · · · p

γt

t Zn جایی�که N(K : Zn) = ٠ داریم
داریم ٠ ̸= N ⪇M هر برای است. اول عدد یک p که Mجایی = Zp⊕Zp Rو = Z کنید فرض .(٣)
SAG(M) بنابراین .K(N : M) = ٠ ،M از K ناصفر زیرمدول هر برای این�رو از و (N : M) = pZ

ببینید. را [٩] مرجع بیشتر اطلاعات برای است. رأس p+ ٢ با کامل گراف یک
نشان degA(K) و degS(K) با ترتیب به را AG(M)گراف و SAG(M)گراف Kدر رأس یک درجه

می�گیریم. نظر در Z-مدول یک عنوان به Mرا زیر مثال در می�دهیم.

N٢ و N١ آن�گاه .N٢ = (١, ١)Z و N١ = (٠) ⊕ Z۴ ،M = Z٢ ⊕ Z۴ کنید فرض .(١) .۵.٢ مثال
هم با SAG(M) و AG(M) گراف دو بنابراین نیستند. مجاور SAG(M) در اما مجاورند AG(M) در

متفاوت�اند.
که جایی K = (⊕n

i=١Zp) ⊕ (⊕m−١
i=١ Zq) و M = (⊕n

i=١Zp) ⊕ (⊕m
i=١Zq) کنید فرض .(٢)

.degA(K) − degS(K) = n(⊕n
i=١Zp) − ٢ داریم صورت این در هستند. متمایز اول اعداد q و p

داشت خواهیم آن�گاه ،K = Zp ⊕ Zp ⊕ (⊕m−١
i=١ Zq) و M = Zp ⊕ Zp ⊕ (⊕m

i=١Zq) اگر ویژه به
می�باشد. ⊕n

i=١Zp زیرمدول�های تعداد n(⊕n
i=١Zp) این�جا در .degA(K)− degS(K) = p+ ١

١۴٩



صفرآبادی فرضی ا. و بیرانوند ر.

در�این�صورت .K = (⊕n
i=١Z٢)⊕ (⊕m−١

i=١ Zq) Mو = (⊕n
i=١Z٢)⊕ (⊕m

i=١Zq) کنید فرض .(٣)
. degA(K)− degS(K) = ٢n+١ − n− ٣ داشت خواهیم

،N١ = ٢Z١۶ جایی�که N٢−N٣−N١است، ستاره گراف SAG(Z١۶) = AG(Z١۶)گرافZ١۶ در .(۴)
.N٣ = ٨Z١۶ و N٢ = ۴Z١۶

.K = (⊕٢
i=١Z٢)⊕Z٣ Nو = Z٢⊕)⊕٢

i=١Z٣) ،M = (⊕٢
i=١Z٢⊕)⊕(٢

i=١Z٣) فرضکنید .(۵)
نیستند. مجاور SAG(M) در اما مجاورند AG(M) در K و N وضوح به

یا باشد تهی SAG(M) گراف ،M R-مدول هر برای اگر تنها و اگر است میدان R حلقه .۶.٢ گزاره
باشد. ناتهی کامل گراف یک SAG(M)

Mλ = Σi∈IλSi قراردهیم اگر باشد. متناهی تولید با ساده نیم R-مدول یک M = ⊕ISi کنید فرض
Mλیک هر Mو = ⊕λMλ آن�گاه باشد، ماکزیمال i, j ∈ Iλ هر برای Si

∼= Sj شرط با Iλ ⊆ I جایی�که
می�شود. Mنامیده همگن مولفه

بوده ساده همگنش مولفه�های به�طوری�که باشد متناهی تولید با ساده نیم MیکR-مدول کنید فرض .٧.٢ گزاره
.N ∩K = ٠ اگر تنها و اگر Kمجاورند و N در�این�صورت Mباشند. از زیرمدول دو N,K می�کنیم فرض و

ساده زیرمدول�های ها Si Mجایی�که = ⊕ISi می�کنیم فرض بنابراین است. بدیهی اثبات قسمت یک اثبات.
،[٩.۴ گزاره ،٣] به بنا .N ∩ K ̸= ٠ می�کنیم فرض باشند. مجاور N,K و باشند M در غیریکریخت
.M/K ∼= ⊕I\I٢Si و K ∼= ⊕I٢Si ،N ∼= ⊕I١Si به�طوری�که دارند وجود I از I٢ و I١ زیرمجموعه�های

در�این�صورت .N(K :M) = ٠ می�کنیم فرض مسئله کلیت از کاستن بدون مجاورند، K و N چون
توجه .ΠI\I٢annR(Si) ⊆ ∩I\I٢annR(Si) = (K : M) ⊆ annR(N) = ∩I١annR(Si)

،j ∈ I١ هر برای بنابراین است. R از (ماکزیمال) اول ایده�آل یک annR(Si) ،i ∈ I هر برای که داریم
.annR(Sij ) = annR(Sj) این�رو از و annR(Sij ) ⊆ annR(Sj) به�طوری�که دارد وجود ij ∈ I \ I٢
N ∩K دیگر طرف از است. ساده R-مدول یک Si ،i ∈ I هر برای زیرا ،Sij

∼= Sj که می�دهد نتیجه این
.T ∼= Sα

∼= Sβ که دارند وجود β ∈ I٢ و α ∈ I١ ،[٩.۴ گزاره ،٣] به بنا باز است. T مانند ساده یک شامل
تناقض یک که Siα

∼= Sβ داریم بنابراین .Siα
∼= Sα به�طوری�که دارد وجود iα ∈ I \ I٢ ،α ∈ I١ چون

□ است.

باشند، ساده همگنش مولفه�های به�طوری�که باشد متناهی تولید با ساده نیم R-مدول یک M اگر .٨.٢ نتیجه
آن�گاه

SAG(M) = AG(M).

رأس�ها روی (DCC) ACC شرط دارای SAG(M) آن�گاه باشد، اول غیر MیکR-مدول اگر .٩.٢ قضیه
باشد. (آرتینی) Mنوتری اگر تنها و اگر است

در�این�صورت .u.dim(M) ≥ ٢ به�طوری�که باشد MیکR-مدول کنید فرض .١٠.٢ گزاره

gr(SAG(M)) = ٣⇐⇒ gr(AG(M)) = ٣.
برقرارند: زیر جملات .١١.٢ گزاره

ویژه به است. رأس یک M یا است تهی SAG(M) آن�گاه باشد، اول R-مدول یک M اگر (١)
.diam(SAG(M)) ≤ ٢

M از ناصفر سره زیرمدول هر یا است تهی SAG(M) آن�گاه باشد، ساده نیم R-مدول یک M اگر (٢)
است. رأس یک

کامل گراف یک SAG(M) یا است تهی SAG(M) آن�گاه باشد، اول ساده نیم MیکR-مدول اگر (٣)
است. رأس Mیک و است

هر یا است کامل گراف یک SAG(M) آن�گاه باشد، ساده غیر همگن ساده نیم R-مدول یک M اگر (۴)
است. رأس Mیک از ناصفر زیرمدول

١۵٠



پوچ�ساز زیرمدول�های گراف از تعمیمی

آن�گاه .|J | ≥ ٢ و |I| ≥ ٢ به�طوری�که M = (⊕IZ٢) ⊕ (⊕JZ٣) و R = Z دهیم قرار اگر
(۴) قسمت بالا گزاره در بودن همگن شرط بنابراین نیستند. مجاور ولی هستند رأس ⊕IZ٢ و (⊕IZ٢)⊕ Z٣

نیست. درست نیز (٣) قسمت عکس می�دهد نشان زیر مثال هم�چنین است. لازم

و M/H ∼= M ،M از H زیرمدول هر برای چون Z-مدول عنوان به M = Zp∞ در .١٢.٢ مثال
.K(H :M) = ٠ ،M Kاز زیرمدول هر برای این�رو از و (H :M) = ٠ داشت خواهیم annZ(M) = ٠

است. رأس Mیک و است کامل گراف یک SAG(M) بنابراین

SAG(M) اگر .M /∈ V (SAG(M)) و باشد کاهش�یافته مدول -R یک M کنید فرض .١٣.٢ قضیه
.u.dimM = ٢ و است کامل دوبخشی گراف یک SAG(M) آن�گاه باشد، دوبخشی گراف یک

است. مثلث یک شامل SAG(M) آن�گاه باشد، فرد طول به دور یک شامل SAG(M) اگر .١۴.٢ لم

وجود ٢k+ ١ طول به دور یک ٢n+ ١ ≥ ۵ طول به دور هر برای که می�دهیم نشان استقرا از استفاده با اثبات.
باشد. ٢n + ١ طول به دور یک N١ −N٢ − · · · −N٢n+١ −N١ که کنید فرض .k < n آن در که دارد
قرار غیر�این�صورت در نمی�ماند. اثبات برای چیزی آن�گاه باشند، مجاور نیستند متوالی که Nj و Ni راس دو اگر
L ̸= Ni ،١ ≤ i ≤ ٢n+ ١ هر برای که دید می�توان سادگی به این�صورت در .٠ ̸= L = N١ ∩N٣ می�دهیم
را N٢n+١ − L−N۴ −N۵ − · · · −N٢n+١ دور بنابراین است. متصل N٢n+١ به هم و N۴ به هم L و
□ است. نظر مورد دور همان که داریم

سپاس�گزاری

و مقالات ارزیابی بابت محترم داوران و کنفرانس برگزاری کمیته از را خود سپاس�گزاری مراتب مقاله نویسندگان
می�دارند. اعلام سازنده، نظرات ارائه
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متناهی گروه�های تزویج رده جابجایی گراف درباره مطالبی

سلحشور∗ محمدعلی
ایران سوادکوه، اسلامی، آزاد دانشگاه سوادکوه، واحد ریاضیات، گروه

با را آن که G تزویج رده جابجایی گراف است. Z(G) مرکز با ناآبلی متناهی گروه یک G کنید فرض چکیده.
دو است. G غیرمرکزی تزویج رده�های آن رأس�های مجموعه که می�باشد ساده گرافی می�دهیم، نشان Γ(G) نماد
در .�ab = ba که طوری به شوند یافت b ∈ B و a ∈ A عنصر دو هرگاه مجاورند، B و A متمایز رأس
متناهی گروه�های و متناهی CA-گروه�های پوچ�توان، گروه�های تزویج رده جابجایی گراف بیان ما هدف مقاله، این

می�باشد. اول عددی p و
∣∣ G
Z(G)

∣∣= p٢ یا p٣ آن در که است G ناآبلی
تزویج. رده جابجایی گراف توانا، تزویج، رده ساز، مرکز گروه، مرکز کلیدی: واژه�های

.20C15, 20D15, 20D60 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

بین خوبی همبستگی آن�ها از برخی که است شده داده نسبت گروه یک به متنوعی گراف�های اخیر سال پنجاه در
G کنید فرض است. گروه یک جابجایی گراف گراف�ها، این از یکی داده�اند. نشان گروه ساختار و گرافی ساختار
گرافی می�دهیم C(G,X)نشان نماد با که Xرا Gروی جابجایی گراف است. آن از Xزیرمجموعه�ای و گروه یک
جابجایی گراف�های .xy = yx که مجاورند وقتی X از y و x متمایز رأس دو و X رأس�های مجموعه با است
٢٠٠٩ سال .[١] شد مطرح متناهی ساده گروه�های رده�بندی با رابطه در فولر و بروئر توسط بار نخستین برای
.[٢] کردند معرفی را تزویج رده�های جابجایی گراف نام به جابجایی گراف نوع یک ماج و لونگوباردی هرزوگ،
است گرافی می�دهیم، نشان Γ(G) نماد با که را G تزویج رده�های جابجایی گراف آن�گاه باشد، گروه یک G اگر
که مجاورند وقتی B و A مانند متمایز رأس دو و هستند G غیربدیهی تزویج رده�های آن رأس�های مجموعه که
،G ناآبلی گروه�های برای که دادند نشان آن�ها .ab = ba که طوری به شوند یافت b ∈ B و a ∈ A عنصر دو
همکارانش و عرفانیان باشد. یکریخت Q٨ یا D٨ ،S٣ گروه�های از یکی با G اگر فقط و اگر است تهی Γ گراف
و باشند غیرمرکزی تزویج رده�های رأس�ها، مجموعه که گرفتند نظر در حالتی برای را گروه جابجایی گراف [٣] در

است. مثلث فاقد جابجایی�شان گراف که پرداختند متناهی گروه�های رده�بندی به
آن�گاه ،x ∈ G اگر می�دهیم. نشان Z با را آن مرکز که است متناهی گروه یک G رساله، این سرتاسر در
هرگاه می�نامیم یکp-گروه را G گروه هستند. G در x تزویج رده و مرکزساز نشان�دهنده ترتیب به xG و CG(x)

عنصر هر مرکزساز هرگاه گویند، یکCA−گروه Gرا گروه باشد. p اول عدد از توانی آن غیرهمانی عضو هر مرتبه
،D٢n دووجهی گروه باشد. اول عدد یک p و طبیعی عددی دو m و n کنید فرض باشد. آبلی ،G غیرمرکزی
زیر نمایش�های با G(p,m, n) گروه و V٨n گروه ،U(n,m) گروه ،T۴n دودوری گروه ،SD٨n دووجهی نیم گروه

می�شوند: داده نشان

D٢n = ⟨a, b | an = b٢ = ١, b−١ab = a−١⟩,
SD٨n = ⟨a, b | a۴n = b٢ = ١, bab = a٢n−١⟩,
T۴n = ⟨a, b | a٢n = ١, an = b٢, b−١ab = a−١⟩,

U(n,m) = ⟨a, b | a٢n = bm = ١, a−١ba = b−١⟩,

سخنران ∗
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V٨n = ⟨a, b | a٢n = b۴ = ١, ba = a−١b−١, b−١a = a−١b⟩,

G(p,m, n) = ⟨a, b, c | ap
m

= bp
n

= cp = ١, [a, b] = c, [a, c] = [b, c] = ١⟩.

ذکر قابل هستند. pm+n+١ و ٨n ، ٢nm ،۴n ،٨n ،٢n مرتبه�های از ترتیب به فوق گروه�های که دید می�توان
.U(n,٣) = U۶n خاص حالت در که است

هستند مثبت صحیح عدد دو n و m کنید فرض می�پردازیم. G[n] و Gn(m) گروه دو معرفی به ادامه در
در و بوده آن مولدهای b و an ،. . . ،a١ که است گروهی ،Gn(m) ٢−گروه .n ≥ ٣ و m ≥ ٢ که طوری به

می�کنند: صدق زیر روابط

a٢١ = ١, a٢
m

٢ = ١, a۴i = ١, (٣ ≤ i ≤ n),
a٢n−١ = b٢, [ai, aj ] = ١, (١ ≤ i < j ≤ n),
[a١, b] = ١, [an, b] = a١, [ai−١, b] = a٢i , (٣ ≤ i ≤ n).

است z و u ،y ،x مولد چهار دارای که است گروهی G[n] ٢−گروه .k = ٢n−١ و n ≥ ٣ کنید فرض همچنین
می�کنند. صدق زیر روابط در که

x٢
n

= y٢ = z٢ = u٢ = [x, z] = [x, u] = [u, z] = [y, z] = ١, yxy = xk+١, yuy = uz.

متناهی گروه��های و متناهی CA-گروه�های پوچ�توان، گروه�های تزویج رده� جابجایی گراف بررسی و بیان ما هدف
در مقاله این در شده ارائه نتایج می�باشد. اول عددی p و بوده p٣ یا p٢ با برابر

∣∣ G
Z(G)

∣∣ آن در که است G ناآبلی
.[۶ ،۵ ،۴] شده�اند گزارش نویسنده دکتری رساله

اصلی نتایج .٢

قضایای بیان به سپس و کرده محاسبه را است شده بیان قبل بخش در که گروه�هایی تزویج رده جابجایی گراف ابتدا
می�پردازیم. آن از آمده به�دست نتایج همچنین و تحقیق از حاصل اصلی

از: عبارتند V٨n و U(n,m) ،T۴n ،SD٨n ،D٢n گروه�های تزویج رده جابجایی گراف .١.٢ قضیه

Γ(D٢n) =


Kn−١

٢
∪K١ ٢ ∤ n

Kn
٢ −١ ∪K٢ ٢ | n و ٢ ∤ n

٢
Kn

٢ −١ ∪ ٢K١ ٢ | n٢

,

Γ(T۴n) =

{
Kn−١ ∪ ٢K١ زوج n
Kn−١ ∪K٢ فرد n

, Γ(U(n,m)) =

{
٢Kn ∪Kn(m

٢ −١) زوج m
Kn ∪Kn(m−١

٢ ) فرد m
,

Γ(V٨n) =

{
K٢n−٢ ∪ ٢K٢ زوج n
K٢n−١ ∪ ٢K١ فرد n

, Γ(SD٨n) =

{
K٢n−١ ∪ ٢K١ زوج n
K٢n−٢ ∪K۴ فرد n

.

صورت این در هستند. طبیعی عدد دو m,n و اول عدد p کنید فرض .٢.٢ قضیه

Γ(G(p,m, n)) = Kpm−١(pn−pn−١) ∪Kpn−١(pm−pm−١) ∪ (pn − pn−١)Kpm−n(pn−pn−١).

صورت این در .n ≥ ٣ و m ≥ ٢ که هستند طبیعی عدد دو n و m کنید فرض .٣.٢ قضیه

Γ(Gn(m)) = ٢n−١K٢m−١ ∪K(٢n−١−١)٢n+m−٣ .

،G = G[n] و k = ٢n−١ اگر .n ≥ ٣ که طوری به است مثبت صحیح عدد یک n کنید فرض .۴.٢ قضیه
آن�گاه

Γ(G) = K٣k ∪ ٢K k
٢
∪ kK١.
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تعریف زیر صورت به را ∆٢(G,H) و ∆١(G,H) گراف�های هستند. ناآبلی گروه دو H و G کنید فرض
می�کنیم.

V (∆١(G,H)) =
{
(x, y)G×H | xG ∈ V (Γ(G)) و y ∈ Z(H)

}
,

E(∆١(G,H)) =
{
(x, y)G×H(a, b)G×H | x = a یا xGaG ∈ E(Γ(G))

}
,

V (∆٢(G,H)) =
{
(x, y)G×H | yH ∈ V (Γ(H)) و x ∈ Z(G)

}
,

E(∆٢(G,H)) =
{
(x, y)G×H(a, b)G×H | y = b یا yHbH ∈ E(Γ(H))

}
.

قابل .∆٣ = ∆٣(G,H) = Γ(G) ⊠ Γ(H) و ∆٢ = ∆٢(G,H) ،∆١ = ∆١(G,H) می�دهیم قرار
اجتماع واقع در قوی حاصل�ضرب دیگر، عبارت به می�باشد. گراف دو بین قوی حاصل�ضرب ⊠همان که است ذکر

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را B و A مجموعه دو همچنین است. تانسوری و دکارتی حاصل�ضرب دو

A =

{
(x, y)G×H(a, b)G×H

∣∣∣∣ (x, y)G×H ∈ V (∆٣), (a, b)G×H ∈ V (∆١),(
x = a ∨ xGaG ∈ E(Γ(G))

) }
,

B =

{
(x, y)G×H(a, b)G×H

∣∣∣∣ (x, y)G×H ∈ V (∆٣), (a, b)G×H ∈ V (∆٢),(
y = b ∨ yHbH ∈ E(Γ(H))

) }
.

می�کنیم. تعریف زیر صورت به شده معرفی گراف سه روی را ⊎ عمگر حال

V (∆٣ ⊎ (∆١ +∆٢)) = V (∆٣) ∪ V (∆١ +∆٢),

E(∆٣ ⊎ (∆١ +∆٢)) = E(∆٣) ∪ E(∆١ +∆٢) ∪A ∪B.

می�دهد. نشان را ناآبلی گروه دو مستقیم حاصل�ضرب تزویج رده� جابجایی گراف ساختار زیر قضیه

برابر G ×H تزویج رده� جابجایی گراف در�این�صورت هستند. ناآبلی گروه دو H و G کنید فرض .۵.٢ قضیه
با: است

Γ(G×H) = ∆٣(G,H) ⊎ [∆١(G,H) + ∆٢(G,H)].

آن�گاه ،Γ(H) =
∪
j∈J

m′
jKn′

j
و Γ(G) =

∪
i∈I

miKni که باشند p−گروه� دو H و G اگر .۶.٢ نتیجه

Γ(G×H) =

∪
i∈I
j∈J

mim
′
jKnin′

j

 ⊎
∪

i∈I

miKni|Z(H)| +
∪
j∈J

m′
jKn′

j |Z(G)|

 .

آن�گاه Γ(G) =
∪
i∈I

miKni که طوری به باشد یکp−گروه� G و آبلی گروه یک H اگر .٧.٢ نتیجه

Γ(G×H) =
∪
i∈I

miKni|H|.

آن در که می�کنیم محاسبه را Z مرکز با G مانند ناآبلی گروه�های تمام تزویج رده� جابجایی گراف زیر قضیه در
.|GZ | = p٢

این در است. اول عددی p و
∣∣G
Z

∣∣ = p٢ که طوری به است Z مرکز با ناآبلی گروهی G کنید فرض .٨.٢ قضیه
صورت

Γ(G) = (p+ ١)Kn,

.p | |Z| و n = (p−١)|Z|
p آن در که

١۵۴
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که طوری به می�دهد نشان را Z مرکز با G مانند ناآبلی گروه�های تمام تزویج رده� جابجایی گراف زیر قضیه
.|GZ | = p٣

صورت این در ،|GZ | = p٣ که طوری به است Z مرکز با ناآبلی گروهی G و اول عدد p کنید فرض .٩.٢ قضیه
است. زیر حالت�های از یکی G تزویج رده� جابجایی گراف

آن�گاه باشد، آبلی G
Z اگر الف)

Γ(G) = Km ∪ p٢Kn یا (p٢ + p+ ١)Kn,

.n = (p−١)|Z|
p٢ و m = (p١−٢)|Z|

p آن در که
آن�گاه باشد، ناآبلی G

Z اگر ب)

Γ(G) = Km∪kpKn١ ∪ (p−k)Kn٢ یا (kp+١)Kn١ ∪ (p+١−k)Kn٢ یا (p٢+p+١)Kn١

.٠ ≤ k ≤ p و n٢ = (p−١)|Z|
p ،n١ = (p−١)|Z|

p٢ ،m = (p١−٢)|Z|
p آن در که

می�کنیم. بررسی را پوچ�توان گروه�های و p−گروه�ها تزویج رده� جابجایی گراف ادامه در

و اول عددی p آن در که |Z(G)| = pn−٢ و pn مرتبه از ناآبلی p-گروه یک G کنید فرض .١٠.٢ نتیجه
با: است برابر G تزویج رده� جابجایی گراف صورت این در . n ≥ ٣

Γ(G) = (p+ ١)Kpn−٣(p−١).

و اول عدد p آن در که |Z(G)| = pn−٣ و pn مرتبه از ناآبلی p-گروه یک G کنید فرض .١١.٢ نتیجه
است: زیر حالت�های از یکی با برابر G تزویج رده� جابجایی گراف در�این�صورت .n ≥ ۴

آن�گاه باشد، آبلی G
Z اگر الف)

Kpn−۴(p١−٢) ∪ p٢Kpn−۵(p−١) یا (p٢ + p+ ١)Kpn−۵(p−١).

یا Kpn−۴(p١−٢) ∪ kpKpn−۵(p−١) ∪ (p− k)Kpn−۴(p−١) آن�گاه باشد، ناآبلی G
Z اگر ب)

(kp+ ١)Kpn−۵(p−١) ∪ (p+ ١− k)Kpn−۴(p−١) یا (p٢ + p+ ١)Kpn−۵(p−١),

.٠ ≤ k ≤ p آن در که

صورت این در است. اول عددی p آن در که است p٣ مرتبه از ناآبلی p-گروه یک G کنید فرض .١٢.٢ قضیه
.Γ(G) = (p+ ١)Kp−١

حکم (١٠.٢) نتیجه طبق بنابراین .|Z(G)| = p پس است، p٣ مرتبه از ناآبلی p-گروه یک G چون اثبات.
□ است. ثابت

صورت این در است. اول عددی p آن در که است p۴ مرتبه از ناآبلی یکp-گروه G کنید فرض .١٣.٢ قضیه
Γ(G) = K(p١−٢) ∪ pK(p−١) یا (p+ ١)Kp(p−١).

آن�گاه ،|Z(G)| = p٢ اگر .|Z(G)| = p یا p٢ پس است، p۴ مرتبه از ناآبلی p-گروه یک G چون اثبات.
آن�گاه ،|Z(G)| = p اگر اما .Γ(G) = (p + ١)Kp(p−١) ،n = ۴ دادن قرار با و (١٠.٢) نتیجه بنابر
بنابراین .k = ٠ که است وقتی بیفتد اتفاق است ممکن که حالتی تنها (١١.٢) نتیجه بنابر لذا ،n = ۴ چون
□ است. ثابت حکم و Γ(G) = K(p١−٢) ∪ pK(p−١)

می�دهد. نشان را پوچ�توان گروه�های تمامی تزویج رده�های جابجایی گراف ساختار زیر، قضیه

هیچ شامل اول عوامل به n تجزیه در که طوری به است n مرتبه از پوچ�توان گروهی G کنید فرض .١۴.٢ قضیه
از دنباله�ای به�صورت نمایش قابل G متمایز تزویج رده�های جابجایی گراف در�این�صورت نباشد. p۵ مرتبه از توانی

است. ⊎ عملگر و قوی حاصل�ضرب مجموع، اجتماع، اعمال به�وسیله شده ساخته کامل گراف�های
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قضیه�های بنابر پس است. خودش زیرگروه�های p−سیلو مستقیم حاصل�ضرب پوچ�توان گروه هر که می�دانیم اثبات.
□ است. ثابت حکم (٧.٢) و (۶.٢) ،(١٣.٢) ،(١٢.٢)

را ∼ هم�ارزی رابطه .Cent(G) = {CG(x) | x ∈ G} می�دهیم قرار باشد. گروه یک G کنید فرض
CG(x) اگر تنها و اگر CG(x) ∼ CG(y) که می�کنیم تعریف این�صورت به Cent(G) \ {G} مجموعه روی
نظر در می�کند. افراز را Cent(G) \ {G} مجموعه ،∼ رابطه که است واضح باشند. مزدوج G در CG(y) و

می�گیریم:

A(G) =
Cent(G) \ {G}

∼
=

{
CG(x)

∼
| CG(x) ∈ Cent(G) \ {G}

}
<

تمام تزویج رده جابجایی گراف ساختار آخر قضیه در .CG(x)
∼ =

{
g−١CG(x)g | g ∈ G

}
آن در که

هرگاه می�نامیم، CA-گروه را گروهی که می�کنیم یادآوری می�دهیم. قرار مطالعه مورد را متناهی CA-گروه�های
باشد. آبلی آن غیرمرکزی عنصر هر مرکزساز

در�این�صورت است. CA-گروه ،G کنید فرض .١۵.٢ قضیه

Γ(G) =
∪

CG(x)

∼ ∈A(G)

KnCG(x)
∼

,

.nCG(x)

∼
= |CG(x)|−|Z(G)|

[NG(CG(x)):CG(x)] آن در که
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

ساده تقریباً گروه�های به آن تعمیم� و هوپرت حدس

شیرژیان∗ فرخ
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ایرانمنش علی و
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

تحویل�ناپذیر سرشت�های درجات مجموعه به�وسیله ناآبلی ساده گروه�های که می�کند بیان هوپرت حدس چکیده.
بررسی ضمن ابتدا مقاله، این در می�شوند. مشخص یکتا به�طور آبلی، گروه یک در مستقیم ضرب تقریب با خود،
بررسی ساده تقریباً گروه�های به را آن تعمیم� کوچک، بعد با خطی ساده گروه�های از جدیدی رده برای حدس این
چالش�های از یکی که می�پردازیم تحویل�ناپذیر سرشت�های بر خودریختی�ها گروه عمل بررسی به سپس، می�نمائیم.

می�باشد. دلخواه بزرگی به بعد از گروه�های برای حدس این بررسی در اساسی
سرشت. درجه هوپرت، حدس لی، نوع گروه�های ساده، تقریباً گرو�ه�های کلیدی: واژه�های

.20C15 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

(مختلط) سرشت�های درجه تمام مجموعه� cd(G) = {χ(١) : χ ∈ Irr(G)} و متناهی گروه Gیک کنید فرض
باشد. G گروه تحویل�ناپذیر

گروه یک خواص یا ساختار شناسایی امکان بررسی متناهی، گروه�های نمایش نظریه در بنیادی مسائل از یکی
که می�گردد مشخص به�سادگی اگرچه می�باشد. گروه آن به وابسته تحویل�ناپذیر سرشت�های درجات مجموعه طریق از
نمی�گردد. مشخص خود تحویل�ناپذیر سرشت�های درجات مجموعه به�وسیله لزوماًًً کلی، حالت در متناهی، گروه یک
در را زیر حدس هوپرت ٢٠٠٠ سال در واقع در می�رسد. نظر به متفاوت شرایط ساده به نزدیک گروه�های برای اما

می�دارد: بیان خود تحویل�ناپذیر سرشت�های درجات مجموعه با ناآبلی ساده گروه یک ساختار ارتباط مورد�
در .cd(G) = cd(S) که باشد متناهی گروه یک G و ناآبلی ساده گروه یک S کنیم فرض هوپرت: حدس

.G ∼= S ×A که است موجود چنان A آبلی گروه این�صورت
اثبات متناهی ساده گروه�های از مختلفی رده�های برای مورد به مورد به�صورت تاکنون هوپرت حدس اگرچه
ساده گرو�ه�های از نامتناهی خانواده کمی تعداد برای تنها و است باز مسئله�ای هنوز کلی حالت در اما است، گردیده
حدس این اثبات اساسی گام پنج مرور ضمن مقاله، این در چهار). حداکثر بعد (تا است گردیده اثبات لی نوع از
این در و پرداخته ساده تقریباً گروه�های به مذکور حدس اخیر تعمیم�های بررسی به ،PSL۵(q) ساده گروه برای
ارائه را دلخواه بزرگی به رتبه از گروه�های برای حدس اثبات پایانی گام تأیید پیرامون خود اخیر نتایج از یکی حین،

نمود. خواهیم

اصلی نتایج .٢

اثبات جهت شده انجام گام�های اجمالی مروری با ابتدا در نمود. خواهیم بیان را خود اصلی نتایج بخش، این در
متناهی گروهی G کنیم فرض بنابراین .[٢] �می�داریم بیان را S = PSL۵(q) ساده گروه برای هوپرت حدس

داشت: خواهیم این�صورت در .cd(G) = cd(PSL۵(q)) که باشد
.(G′ = G

′′
(درواقع است شبه�تام گروهی G -١

.G′/M ∼= PSL۵(q) آن�گاه باشد G/M گروه از ناآبلی اصلی عامل یک G′/M اگر -٢

سخنران ∗
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.M = ١ داشت خواهیم هستند پایا G′ عمل Mتحت خطی سرشت�های تمام این�که فرض با -٣
است. یکریخت PSL۵(q) با G/CG(G

′) خارج�قسمتی گروه -۴

تحویل�ناپذیر سرشت�های درجه مجموعه با را لی نوع از ساده تقریباً گروه�های ارتباط هستیم علاقه�مند ادامه در
گردید. مطرح [١] در زیر حدس راستا، این در نمائیم. بررسی آن�ها

که باشد لی نوع از ساده تقریباً گروه یک H و متناهی گروه یک G کنیم فرض [١.١ حدس ،١] .١.٢ حدس
.G/A ∼= H که است موجود چنان G از A آبلی و نرمال زیرگروه این�صورت در .cd(G) = cd(H)

ادامه در می�دهد. ارائه لی نوع از ساده تقریباً گروه�های برای هوپرت حدس از تعمیمی فوق حدس به�وضوح
کنیم. می بیان هوپرت حدس با را حدس این تمایزات برخی

به�صورت لزوماًً ١.٢ حدس در G گروه که دادیم نشان مثال�ها، از نامتناهی رده ساخت با [١] در ابتدا، در
ساده گروه یک H اگر که کنید توجه همچنین است. بهینه حدس نتیجه� بنابراین و نیست A و H مستقیم ضرب
تنها و اگر حدس یک هوپرت حدس بنابراین و cd(H ×A) = cd(H) آن�گاه� آبلی، گروه یک A و باشد ناآبلی
برقرار لزوماًً ساده تقریباً گروه�های برای ١.٢ حدس عکس که دادیم نشان مثال ساخت با ،[١] در اما است. اگر

نمودیم. اثبات PGU٣(q
٢) و PGL٣(q) ساده تقریباً گروه�های برای را حدس این همچنین، نمی�باشد.

که به�طوری باشد متناهی گروهی G و اول عدد یک از توانی q کنیم فرض [١.۴ قضیه ،١] .٢.٢ قضیه
که است موجود G از A آبلی نرمال زیرگروه این�صورت در .cd(G) = cd(PGL٣(q))

.G/A ∼= PGL٣(q)

که به�طوری باشد متناهی گروهی G و اول عدد یک از توانی q کنیم فرض [١.۵ قضیه ،١] .٣.٢ قضیه
است موجود A ≤ G آبلی نرمال زیرگروه این�صورت در .cd(G) = cd(PGU٣(q

٢))
.G/A ∼= PGU٣(q

٢) که

ساده، تقریباً گروه�های به آن تعمیم نیز و هوپرت حدس اثبات پایانی گام تأیید برای ابزارها مهم�ترین از یکی
فراهم را ابزاری زیر گزاره در می�باشد. ساده تقریباً گروه�های تحویل�ناپذیر سرشت�های درجات مقایسه و تحلیل
از تصویری خاص خطی گروه�های تحویل�ناپذیر سرشت�های بر خودریختی�ها عمل بتوان آن کمک به تا می�آوریم

نمود. تحلیل را دلخواه بزرگی به ابعاد

نیم�ساده عنصر هر ازای به این�صورت در باشد. G∗ = PGLn(q) و G = SLn(q) کنیم فرض .۴.٢ گزاره
داشت خواهیم �z ∈ H١(F,Z(G)) هر و C◦

G∗(s) از λ تک�توان سرشت هر ،s ∈ G∗

σχs,λ,ω٠
s,λ(z)

= χσ∗−١(s),σ∗(λ),ω٠
s,λ(σ(z))

,

می�باشد. آن دوگان σ∗ و F فروبنیوس نگاشت با جابجاشونده خودریختی یک σ آن در که
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

PMV-جبرها در یافته توسعه ٠-ایده��ال�های از نتایجی

صامت محمد
ایران بم، بم، عالی آموزش مجتمع نرم، محاسبات و ریاضی دانشکده

فروزش∗ فرشته و
ایران بم، بم، عالی آموزش مجتمع نرم، محاسبات و ریاضی دانشکده

از پاره�ای ��� بررسی به و کرده معرفی را PMV-جبرها در یافته توسعه ٠-ایده��ال�های ابتدا مقاله، این در چکیده.
که B ⊆ A به نسبت پایدار ٠-ایده��ال�های از متشکل S(B) کلاس می�دهیم نشان می�پردازیم. آن�ها ویژگی�های

می�دهد. مشبکه یک تشکیل ،١ ∈ B

پایدار. ایده��ال یافته، توسعه ٠-ایده��ال ٠-ایده��ال، PMV-جبر، کلیدی: واژه�های
.06D35, 06B10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�نیاز�ها و مقدمه .١

چند جبری ساختار یک آن�ها واقع در .[١] شدند معرفی ١٩۵٨ سال در چانگ بوسیله MV-جبرها، بار اولین
(.) عمل آن�ها .[٢] شدند معرفی بار اولین نولا دی و درانسکی توسط PMV-جبرها هستند. لوکاسویچ ارزشی
جزئی جمع این به نسبت راست و چپ از (.) به�قسمی�که کردند تعریف را MV-جبرها برای (+) جزئی جمع و
مطالعه مورد را آن�ها خواص از برخی و ٠-ایده��ال�ها مقاله، این در نامیدند. PMV-جبر را آن و باشد شرکت�پذیر
از برخی بررسی به و می�کنیم معرفی را PMV-جبرها در یافته توسعه ٠-ایده��ال�های ادامه، در و می�دهیم قرار
B ⊆ A به نسبت پایدار ٠-ایده��ال�های از متشکل S(B)کلاس می�دهیم نشان پایان در می�پردازیم. آن�ها خواص

می�دهد. مشبکه یک تشکیل ،١ ∈ B که

(٢, ١, ٠) نوع از آن روی شده تعریف عمل�های به�ترتیب Mکه = (M,⊕, ٠) جبری ساختار [١] .١.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در a, b ∈M هر برای اگر می�نامیم. MV-جبر یک را باشند

باشد. جابجایی تکواره یک (M,⊕, ٠) .١
.(a∗)∗ = a .٢

.a∗ ⊕ a = ٠∗ .٣
.(a∗ ⊕ b)∗ ⊕ b = (b∗ ⊕ a)∗ ⊕ a .۴

دوتایی عمل . و MV-جبر یک (A,⊕, ., ٠) هرگاه می�نامیم، PMV-جبر یک (A,⊕, ., ٠) .٢.١ تعریف
می�کند: صدق زیر خاصیت در به�طوری�که باشد A روی شرکت�پذیر

(x+y).z = x.z+y.z, z.(x+y) = z.x+z.y و z.x+z.y و x.z+y.z آن�گاه شود تعریف ،x+y اگر
است: زیر به�صورت A MV-جبر روی + که

فرض .x+ y := x⊕ y حالت این در و x ≤ y∗ اگر تنها و اگر می�شود تعریف x+ y ،x, y ∈ A هر برای
.e.x = x.e ،x ∈ A هر برای اگر گویند، ضرب برای یکه را e ∈ A عضو یک باشد، PMV-جبر یک A کنید

باشد. داشته ضرب برای یکه عضو یک اگر گویند یکانی را A PMV-جبر

-PMV همریختی را h آن�گاه باشد، h(a.b) = h(a).h(b) اگر باشد. MV-جبری همریختی h کنید فرض
می�نامیم. جبری

باشد، b ∈ A و a ∈ I اگر به�طوری�که می�نامیم، ٠-ایده��ال را A PMV-جبر از I ایده��ال [٢] .٣.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Idp(A) با را A همه ٠-ایده��ال�های مجموعه .a, b ∈ I آن�گاه

سخنران ∗
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اول ٠-ایده��ال یک را P این�صورت در باشد. PMV-جبر از ٠-ایده��ال یک کنید P فرض [٣] .۴.١ تعریف
اگر می�نامیم،
.P ̸= A .١

.a, b ∈ A هر برای b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه a · b ∈ P اگر .٢

داریم: a, b ∈ A هر برای آن�گاه باشد، PMV-جبر یک A اگر [٢] .۵.١ لم
.a.٠ = ٠ = ٠.a .١

.c.a ≤ c.b و a.c ≤ b.c ،c ∈ A هر برای آن�گاه a ≤ b اگر .٢
.a.(x⊕ y) ≤ a.x⊕ a.y .٣

PMV-جبرها در یافته توسعه ٠-ایده��ال�های از نتایجی .٢

باشد. PMV-جبر یک A کنید فرض

B به مربوط I یافته توسعه ٠-ایده��ال . باشد B ⊆ A و باشد A از ٠-ایده��ال یک I کنید فرض .١.٢ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را

EI(B) = {x ∈ A | x.b ∈ I, ∀b ∈ B} .

می�دهیم. نمایش EI(a) به�صورت را EI({a}) قرارداد:

شوند: تعریف زیر به�صورت A روی ′′.′′ و ′′⊕′′ عمل�های و A = {٠, ١, ٢, ٣} کنید فرض .٢.٢ مثال

٣ ٢ ١ ٠ ∗
٠ ١ ٢ ٣

٣ ٢ ١ ٠ .

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ١
٢ ٢ ٠ ٠ ٢
٣ ٢ ١ ٠ ٣

٣ ٢ ١ ٠ ⊕
٣ ٢ ١ ٠ ٠
٣ ٣ ١ ١ ١
٣ ٢ ٣ ٢ ٢
٣ ٣ ٣ ٣ ٣

و EI({١}) = {١, ٣, ٠, ٢} و است A از ٠-ایده��ال یک I = {٠, ١} داد نشان می�توان به�سادگی
.EI({٢, ٣}) = {٠, ١}

است A از ٠-ایده��ال یک EI(B) آن�گاه باشد. B ⊆ A و باشد A از ٠-ایده��ال یک I کنید فرض .٣.٢ قضیه
.I ⊆ EI(B) آن�گاه باشد، PMV-جبریکانی یک A اگر و

لذا .x, y ∈ EI(B) کنید فرض .٠ ∈ EI(B) رو این از ،b ∈ B هر برای ،٠.b = ٠ ∈ I داریم اثبات.
می�آوریم: به�دست ،(٣) قسمت ۵.١ لم به بنا .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ B و y.b ∈ B داشت خواهیم

هر برای ،b.(x ⊕ b) ∈ I می�گیریم نتیجه است، ٠-ایده��ال یک I چون .b.(x ⊕ y) ≤ b.x ⊕ b.y ∈ I

.x⊕ b ∈ EI(B) نتیجه در .b ∈ B
هر برای ،(٢) قسمت ۵.١ لم به بنا زیرا x ∈ EI(B) وضوح به . y ∈ EI(B) و x ≤ y کنید فرض حال
کنید فرض .b ∈ B هر برای x.b ∈ I لذا ،b ∈ B هر برای ،y.b ∈ A چون و x.b ≤ y.b داریم b ∈ B
برای ،a, b ∈ I لذا ، a ∈ eI(B) چون .a.r و r.a ∈ eI(B) می�دهیم نشان .a ∈ EI(B) و r ∈ A
به .r.a ∈ EI(B) بنابراین b ∈ B هر برای ،(r.a).b = r.(a.b) ∈ I و ٠-ایده��ال ،I چون و b ∈ B هر
کنید فرض همچنین، می�باشد. A از ٠-ایده��ال یک EI(B)بنابراین .a.r ∈ EI(B) می�شود ثابت همین�ترتیب
برای ،x.b ∈ I می�آوریم به�دست است. ٠-ایده��ال یک I و b ∈ B هر برای ،x.b ≤ x.١ = x چون .x ∈ I
□ .I ⊆ EI(B) یعنی x ∈ EI(B) نتیجه در .b ∈ B هر

.I = EI(B) اگر گوییم پایدار B ⊆ A به نسبت را I ٠-ایده��ال یک .۴.٢ تعریف
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داریم این�صورت در باشد، I = {٠, ١} اگر بگیرید. نظر در را ٢.٢ مثال .۵.٢ مثال

EI({٢, ٣}) = {٠, ١} = I,

است. پایدار B = {٢, ٣} به نسبت I = {٠, ١} لذا و

عبارات این�صورت در .B ⊆ A و باشند A یکانی PMV-جبر ٠-ایده��ال�های و I, J کنید فرض .۶.٢ قضیه
برقرارند: زیر

.B ⊆ I اگر تنها و EI(B)اگر = A (١)
.EI(B) = A آن�گاه باشد، a ∈ EI(B) و متناهی مرتبه دارای a ∈ A اگر (٢)

.EI(B) ⊆ EJ (B) آن�گاه ،I ⊆ J اگر (٣)
.a⊕ b ∈ EI(B) آن�گاه ،a, b ∈ EI(B) اگر (۴)

.B ⊆ EI(EI(B)) (۵)
.EI(B)→ EJ (B) ⊆ I → EJ(B) (۶)

.EI→J(B) ⊆ EI→EI(B)(B) (٧)
است. پایدار B به نسبت I آن�گاه ،١ ∈ B اگر (٨)

.EI(C) ⊆ EI(B) آن�گاه ،B ⊆ C اگر (٩)

هر برای ،b = ١ .b ∈ I داشت خواهیم لذا و ١ ∈ EI(B) نتیجه در .EI(B) = A کنید فرض (١) اثبات.
.B ⊆ I بنابراین .b ∈ B

.x.b ≤ b ∈ B ⊆ I داریم B ⊆ I چون ،b ∈ B و x ∈ A هر برای .B ⊆ I کنید فرض برعکس،
نتیجه در و A ⊆ EI(B) می�آوریم به�دست x ∈ EI(B) بنابراین .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ I نتیجه در

.A = EI(B)
فرض .m.a = ١ به�قسمی�که است mموجود ∈ N نتیجه در باشد. متناهی مرتبه دارای a ∈ A کنید فرض (٢)
هر برای .b = ١.b ∈ I رو این از .١ = m.a ∈ EI(B) می�شود نتیجه ،٣.٢ قضیه از .a ∈ EI(B) کنید

.A = EI(B) می�آوریم به�دست ،(١) قسمت به بنا .B ⊆ I و b ∈ B
.x ∈ EJ (B) رو این از .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ I ⊆ J آن�گاه .x ∈ EI(B) و I ⊆ J کنید فرض (٣)
لم به بنا ،y ∈ B هر برای .b.y ∈ I و x ∈ B هر برای ،a.x ∈ I آن�گاه a, b ∈ EI(B) کنید فرض (۴)
.(a⊕ b) ∈ EI(B) بنابراین .c ∈ B هر برای .(a⊕ b).c ≤ (a.c)⊕ (b.c) ∈ I داریم (٣) قسمت ۵.١

.x ∈ EI(EI(B)) درنتیجه .x.y = y.x ∈ I آن�گاه .y ∈ EI(B) و x ∈ B کنید فرض (۵)
.(x] ∩ I ⊆ (x] ∩ EI(B) ⊆ EJ (B) داشت خواهیم لذا .x ∈ EI(B) → EJ (B) کنید فرض (۶)

.x ∈ I → EI→J (B) بنابراین
[x,B]∩I ⊆ می�شود نتیجه پس .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ I → J آن�گاه .x ∈ EI→J(B) کنید فرض (٧)

.x ∈ EI→EI(B)(B) لذا x.b ∈ I → EI(B) این�رو از .J ⊆ EJ (B)
به بنا همچنین و EI(B) ⊆ I درنتیجه .x = x.١ ∈ I بنابراین .x ∈ EI(B) و ١ ∈ B کنید فرض (٨)

است. پایدار B به نسبت I و I = EI(B) داشت خواهیم لذا و I ⊆ EI(B) ٣.٢ قضیه
.c ∈ B هر برای x.c ∈ I نتیجه در و c ∈ C هر برای ،x.c ∈ I آن�گاه x ∈ EI(C) و B ⊆ C اگر (٩)
□ .x ∈ EI(B) بنابراین

٠-ایده��ال یک EI(B) این�صورت در باشد، A یکانی PMV-جبر از اول ٠-ایده��ال یک I اگر .٧.٢ قضیه
است. اول

برای a.(b.x) = (a.b).x ∈ I رو این از .a.b ∈ EI(B) و باشد اول ٠-ایده��ال یک I کنید فرض اثبات.
.b.x ∈ I یا a.x ≤ a.١ = a ∈ I سپس .b.x ∈ I و a ∈ I است، اول ٠-ایده��ال یک I چون .x ∈ B هر
□ است. A از اول ٠-ایده��ال یک EI(B) بنابراین .b ∈ EI(B) یا a ∈ EI(B) بنابراین
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فروزش ف. و صامت م.

هر برای ∼I رابطه آن�گاه باشد، A از ٠-ایده��ال یک I ⊆ A و PMV-جبر یک A اگر [٣] .٨.٢ نکته
می�شود: تعریف زیر به�صورت x, y ∈ A

x ∼I y ⇔ d(x, y) ∈ I.

α ∈ A هر برای است. همنهشتی یک PMV-جبر عمل�های به توجه با ∼I رابطه

x ∼I y ⇔ α.x ∼I α.y.

است. x ∈ A از همنهشتی کلاس یک که A
I قسمتی خارج PMV-جبر از [x]I عضو برای طبیعی ساختار

به�طوری�که A
I = {xI : x ∈ I} با است برابر که می�دهیم نمایش A

I با را A همنهشتی رده�های مجموعه
که می�شود ثابت x ∈ I ⇔ x

I = ٠
I گرفت نتیجه می�توان آسانی به است. x

I = {y ∈ A : x ∼I y}
است. PMV-جبر یک x

I ⊕
y
I = x⊕y

I , x
I .

y
I = x.y

I , (
x
I )

∗ = x∗

I عمل�های با (AI ,⊕, ., ∗, ٠)

برقرارند: زیر عبارات آن�گاه باشد، A از سره ٠-ایده��ال یک I کنید فرض .٩.٢ قضیه
.B ⊆ A برای ،E [٠]

I
(BI ) =

EI(B)
B (١)

.B
(

A
EI(B(A))

)
=

B(A)

EI(B(A))
(٢)

داریم ،EI(B) تعریف به بنا (١) اثبات.

x

I
.
b

I
=

٠
I
⇔ x.b ∈ I

⇔ x ∈ EI(B)

⇔ x

I
∈ EI(B).

داریم (٢)

B(A)

EI(B(A))
= { e

EI(B(A))
: e ∈ B(A)} = { e

EI(B(A))
: e ∨ e∗ = ١}

= { e

EI(B(A))
:

e

EI(B(A))
∨
(

e

EI(B(A))

)∗

=
١

EI(B(A))
} = B(

A

EI(B(A))
).

□

آن�گاه باشد. ١ ∈ B ⊆ A به�قسمی�که A یکانی PMV-جبر از ٠-ایده��ال یک I کنید فرض .١٠.٢ لم
است. I شامل B به نسبت پایدار ٠-ایده��ال کوچکترین ،EI(B)

.EI(B) ⊆ EEI(B)(B) (١) داریم ،٣.٢ قضیه به بنا اثبات.
برای ،(x.b).b

′ ∈ I لذا .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ EI(B) آن�گاه .x ∈ EEI(B)(B) کنید فرض برعکس،
برای ،x.b ∈ I نتیجه در x.b = x.(b.١) = (x.b).b

′ ∈ I بنابراین دهید. قرار b′ = ١ حال .b
′ ∈ B هر

.EEI(B)(B) ⊆ EI(B) (٢) بنابراین .x ∈ EI(B) داشت خواهیم لذا .b ∈ B هر
نسبت پایدار ٠-ایده��ال یک J کنید فرض حال .EEI(B)(B) = EI(B) می�گیریم نتیجه (٢) و (١) رابطه از
□ .EI(B) ⊆ EJ(B) = J شود می� نتیجه ،(٣) قسمت ۶.٢ قضیه از .I ⊆ J به�قسمی�که باشد B به

آن�گاه B,C ⊆ A و باشد A یکانی PMV-جبر از ٠-ایده��ال یک I کنید فرض .١١.٢ قضیه
.EI(B) = EI((B]) این�صورت در باشد، ٠-ایده��ال یک B اگر (١)

.EEI(B)(C) = EEI(C)(B) (٢)
.(B] ∩ EI((B]) = (B] آن�گاه ،B ⊆ I اگر (٣)
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کنید فرض .EI((B]) ⊆ EI(B) داریم ،(٩) قسمت ۶.٢ قضیه از استفاده با ،B ⊆ (B] چون (١) اثبات.
b١, ..., bn ∈ B ،c١, ..., cm ∈ B همچنین .b ∈ B هر برای ،x.b ∈ I آن�گاه .z ∈ (B] و x ∈ EI(B)

به�قسمی�که α١, ..., αm ∈ A و
z ≤ b١ ⊕ · · · ⊕ bn ⊕ α١.c١ ⊕ · · · ⊕ αm.cm,

می�شود: نتیجه (٣) قسمت ۵.١ لم به بنا

x.z ≤ x.(b١ ⊕ · · · ⊕ bn ⊕ α١.c١ ⊕ · · · ⊕ αm.cm)

≤ (x.b١)⊕ · · · ⊕ (x.bn)⊕ (x.α١.c١)⊕ · · · ⊕ (x.αm.cm).

،x.bi ∈ I چون همچنین .x.(αi.ci) ∈ I لذا و i ∈ I هر برای αi.ci ∈ B است ٠-ایده��ال یک B چون
.x ∈ Ei((B]) بنابراین .x.z ∈ I می�گیریم نتیجه

□ است. برقرار وضوح به (٣) و (٢)

.S(B) = {EI(B) : I ∈ Id(A)}دهید قرار است. Bپایدار به EI(B)نسبت ،١٠.٢ لم به بنا .١٢.٢ نکته
عمل�های EI(B), EJ (B) ∈ S(B) عضو دو هر برای است. S(B) در B به نسبت پایدار ٠-ایده��ال هر لذا

می�شوند: تعریف زیر به�صورت ⊔,⊓
EI(B) ⊓ EJ (B) = EI∧J (B),

EI(B) ⊔ EJ (B) = EI∨J (B),

به است. S(B) در {EI∧J (B), EI∨J(B)} (سوپریمم) اینفیمم ،(EI∨J(B)) EI∧J(B) به�طوری�که
و EI(B) سوپریمم EI∨J(B) می�دهیم نشان .EI(B) ⊓ EJ(B) = EI∧J(B) داد نشان می�توان آسانی

می�گیریم نتیجه ،(٣) قسمت ۶.٢ قضیه به بنا است. S(B) در EJ (B)

EI(B), EJ (B) ⊆ EI∨J(B).

ثابت .EI(B), EJ(B) ⊆ Ek(B) به�قسمی�که Ek(B) ،B به نسبت پایدار ٠-ایده��ال هر برای کنید فرض
.b ∈ B هر برای ،x.b ∈ I ∨ J آن�گاه .x ∈ EI∨J (B) کنید فرض .EI∨J (B) ⊆ Ek(B) می�کنیم
x.b ∈ EI(B) ∨ داشت خواهیم لذا .a ∈ I ⊆ EI(B) ،c ∈ J ⊆ EJ(B) برای ،x.b ≤ a ⊕ c پس
.x ∈ EEk(B)(B) = Ek(B) می�گیریم نتیجه ١٠.٢ لم به بنا .b ∈ B هر برای ،EJ(B) ⊆ Ek(B)

یک (S(B),⊓,⊔) بنابراین است. S(B) در {EI(B), EJ (B)} سوپریمم EI∨J(B) دیگر به�عبارت
است. مشبکه
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

کاما بدون کدهای هم�ارزی رده�های

فیاضی∗ فریبا
ایران قم، قم، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

اشرفی علی�رضا و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

در سوالاتی به پاسخ جهت بار اولین که هستند خطا و آزمون کدهای از خاصی نوع کاما بدون کدهای چکیده.
هستند. بدیهی پایدارساز فاقد کاما بدون کدهای که کرد خواهیم ثابت مقاله این در شدند. طرح زیست�شناسی

کرد. خواهیم ارائه خصوص این در نتایجی و بررسی را کاما بدون کدهای هم�ارزی رده به�علاوه
پایدارساز. مدار، دوری، کاما، بدون کدهای کلیدی: واژه�های

.94A45 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

ژنتیک آغاز در است. جدید پروتئین�های ساخت برای نیاز مورد اطلاعات تمامی بردارنده�ی در ای ان دی مولکول
از قبل شد. پیشنهاد نظر مورد قالب�های هماهنگ�سازی و ژنتیکی کد اجرای برای هم�زمان حل راه یک مولکولی،
.[٢] است کاما بدون خصوصیات حاوی کد یک که کرد فرض کریک استاندارد، ژنتیک کد واقعی ساختار کشف
بودند خطا و آزمون کدهای از خاصی نوع کدها، این زیرا گرفت قرار کد نظریه متخصصین توجه مورد کدهایی چنین
سه با ژنتیکی کدهای دارد. وجود اسید آمینو ٢٠ کدون، ۶۴ از موجود زیرمجموعه در کاما، بدون کدهای در .[۴]
روی SΣ متقارن گروه .Σ = {T (U), C,A,G} کنیم فرض می�شوند. ساخته نوکلئوتید اسید پایه�های از حرف

شود: می تعریف زیر به�صورت Σ

SΣ = {π : Σ→ Σ | است. دوسویی π},

از منظور است. یکریخت S۴ با گروه این است. توابع روی ترکیب عمل ◦ آن در که است گروه یک (SΣ, ◦)

πAGTC : (A, T,C,G)→ (G,A, T,C),

دوسویی نگاشت هر .π(A) = G, π(T ) = A, π(C) = T, π(G) = C آن در که است نگاشتی
در می�دهیم. نشان π با نیز آن�را که کند می القا کدون�ها مجموعه روی را دیگری نگاشت π : Σ → Σ

نام�گذاری و تعیین زیر به�صورت نوکلئوتیدها اسید انتقال�های از نگاشت چهار [۵] و [٣] در .π : Σ٣ → Σواقع٣
شده�اند:

i = I(or id) : (A, T,C,G)→ (A, T,C,G),

c = SW : (A, T,C,G)→ (T,A,G,C),

p = Y R : (A, T,C,G)→ (G,C, T,A),

r = KM : (A, T,C,G)→ (C,G,A, T ),

آمینو- نگاشت چهارمی و پیرامیدین-پورین نگاشت سومی متمم، نگاشت دومی همانی، نگاشت اولی آن�ها در که
است. کیتو

سخنران ∗
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کاما بدون کدهای

به�صورت را نوکلئوتیدها از مجموعه سه می�توان لذا و نیست یکسان ژن�ها از قالب سه در نوکلئوتید ۶۴ توزیع
.[١] نمود مشخص X٢ و X١، X٠

X٠ = {AAC,AAT,ACC,ATC,ATT,CAG,CTC,CTG,GAA,GAC,
GAG,GAT,GCC,GGC,GGT,GTA,GTC,GTT, TAC, TTC};

X١ = {AAG,ACA,ACG,ACT,AGC,AGG,ATA,ATG,CCA,CCG,
GCG,GTG, TAG, TCA, TCC, TCG, TCT, TGC, TTA, TTG};

X٢ = {AGA,AGT,CAA,CAC,CAT,CCT,CGA,CGC,CGG,CGT,
CTA,CTT,GCA,GCT,GGA, TAA, TAT, TGA, TGG, TGT}.

است: زیر به�صورت Ni ∈ Σ آن در W٠که = N٠N١N٢ نوکلئوتید تری جایگشت

P (W٠) =W١ = N١N٢N٠, P (P (w٠)) = P (W١) =W٢ = N٢N٠N١.

.P (ACG) = CGA,P (P (ACG) = P (CGA) = GAC مثال به�عنوان
می�آیند. به�دست X٠ روی جایگشت توسط X٢ و X١ که کردند ثابت [١] در میشل و آرکوس

P (X٠) = X١, P (X١) = X٢.

x′١, x
′
٢, . . . , x

′
m و x١, x٢, . . . , xn هر برای هرگاه می�شود نامیده کد یک S ⊆ Sn

Σ مجموعه از کلمه یک
هر ازای به xi = x′i و n = m آن�گاه x١x٢ . . . xn = x′١x

′
٢ . . . x

′
m اگر ،n,m ≥ ١ به�ازای و S در

کلمه هر اگر گوییم حرفی سه مستدیر کد یک را X کدون�های مجموعه .X ⊆ Σ٣ کنیم فرض .i = ١, . . . , n
سه مستدیر کد باشد. داشته X کلمات از تجزیه یک حداکثر است شده نوشته مستدیر به�صورت که Σ حروف از
نباشد. حرفی سه مستدیر کد X ∪ {x} ،x /∈ X و x ∈ Σ٣ هر برای هرگاه شود می نامیده ماکسیمال حرفی
٢٠ شامل دقیقاً هرگاه است ماکسیمال حرفی سه مستدیر کد گفت می�توان حرفی ۴ یا ٣ کلمات برای هم�چنین
سه مستدیر کد ٢٠ شامل X٢ = P (X١) و X١ = P (X٠) ،X٠ مجموعه�های .|X| = ٢٠ یعنی باشد کدون

هم�چنین: هستند. ماکسیمال حرفی

C(X٠) = X٠, C(X١) = X٢, C(X٢) = X١.

و x١ . . . xn عضو دو برای اگر است کاما بدون کد یک X باشد. دلخواه کد یک X ⊆ Σ کنیم فرض
باشیم: داشته X از y١ . . . yn

xi . . . xny١ . . . yi−١ /∈ X,∀i ∈ {٢, . . . , n}.

می�رسد به�نظر و هستند کاما بدون کدهای از محدود مدل یک شد، اشاره قبلا که همان�طور مستدیر، کدهای
به ،GAP به�زبان کامپیوتری برنامه�هایی طراحی با مقاله این در .[١] دارند قالب�ها خواندن در کلیدی نقش که
ان دی پایه�های حالتی�که در را حدس�ها این ما می�رسیم. کاما بدون کدهای هم�ارزی رده�های خصوص در حدس�هایی
دهیم، گسترش را ای ان دی پایه�های که کلی حالت در ولی کرده�ایم ثابت محاسباتی شیوه�ای با کنیم، اختیار را ای
برای ما نرسیده�ایم. کلی حالت اثبات به هنوز موارد برخی در ولی می�مانند باقی درست حالات برخی در احکام این
افزار نرم با ما محاسبات تمام می�دهیم. ارجاع [۶] راتمن معروف کتاب به را خواننده مقاله، این جبری مفاهیم

.[٧] است یافته انجام GAP

اصلی نتایج .٢

و G = ٣ ،C = ٢ ،A = ١ می�دهیم: قرار ژنتیکی پایه حروف بنابر و Σ = {١, ٢, ٣, ۴} کنیم فرض
نامیده کاما بدون کد یک ها کدون Xاز مجموعه نماد بنابراین می�دهیم. نشان [a, b, c] با را کدون یک . T = ۴
کدون�هایی شامل کاما بدون کدهای لذا .[b, c, x], [c, x, y] ̸∈ X آن�گاه [a, b, c], [x, y, z] ∈ X اگر می�شود
ساخت. موجود کدون ۶۴ از کدون ۶٠ توسط می�توان را کاما بدون کدهای بنابراین نیستند. [a, a, a] به�صورت

.[b, c, a], [c, a, b] ̸∈ X آن�گاه [a, b, c] ∈ X اگر باشد. کاما بدون کد یک X کنیم فرض .١.٢ لم
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اشرفی ر. ع. و فیاضی ف.

کاما بدون کدهای که می�دهد نشان ١.٢ لم می�شوند. نامیده دوری [c, a, b] و [b, c, a] ،[a, b, c] کدون�های
کدون�های شامل دسته ٢٠ به که دارد وجود دوری غیر کدون ۶٠ دیگر به�عبارت هستند. دوری کدون�های فاقد
چنین و است ٢٠ کاما بدون کدهای مرتبه ماکسیمم بنابراین کنید. مشاهده را ١ جدول می�شوند. دسته�بندی دوری

می�نامند. کاما بدون ماکسیمم کدهای را کدهایی

کدون�ها. دسته�بندی .١ جدول

R١ = {[١, ٢, ٣], [٢, ٣, ١], [٣, ١, ٢]} R٢ = {[١, ٣, ٢], [٣, ٢, ١], [٢, ١, ٣]}
R٣ = {[١, ٢, ۴], [٢, ۴, ١], [۴, ١, ٢]} R۴ = {[١, ۴, ٢], [۴, ٢, ١], [٢, ١, ۴]}
R۵ = {[١, ٣, ۴], [٣, ۴, ١], [۴, ١, ٣]} R۶ = {[١, ۴, ٣], [۴, ٣, ١], [٣, ١, ۴]}
R٧ = {[٢, ٣, ۴], [٣, ۴, ٢], [۴, ٢, ٣]} R٨ = {[٢, ۴, ٣], [۴, ٣, ٢], [٣, ٢, ۴]}
S١ = {[١, ١, ٢], [١, ٢, ١], [٢, ١, ١]} S٢ = {[١, ١, ٣], [١, ٣, ١], [٣, ١, ١]}
S٣ = {[١, ١, ۴], [١, ۴, ١], [۴, ١, ١]} S۴ = {[٢, ٢, ١], [٢, ١, ٢], [١, ٢, ٢]}
S۵ = {[٢, ٢, ٣], [٢, ٣, ٢], [٣, ٢, ٢]} S۶ = {[٢, ٢, ۴], [٢, ۴, ٢], [۴, ٢, ٢]}
S٧ = {[٣, ٣, ١], [٣, ١, ٣], [١, ٣, ٣]} S٨ = {[٣, ٣, ٢], [٣, ٢, ٣], [٢, ٣, ٣]}
S٩ = {[٣, ٣, ۴], [٣, ۴, ٣], [۴, ٣, ٣]} S١٠ = {[۴, ۴, ١], [۴, ١, ۴], [١, ۴, ۴]}
S١١ = {[۴, ۴, ٢], [۴, ٢, ۴], [٢, ۴, ۴]} S١٢ = {[۴, ۴, ٣], [۴, ٣, ۴], [٣, ۴, ۴]}

P با به�ترتیب را ماکسیمال کامای بدون کدهای همه مجموعه و دوری غیر کدون�های همه مجموعه مقاله این در
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت و می�دهیم Mنشان با Mرا متمم .M ⊆ P کنیم فرض می�دهیم. Mنشان و

M = {[۴− a, ۴− b, ۴− c] | [a, b, c] ∈M}.

.M =M این بر علاوه است. کاما بدون Mنیز آن�گاه باشد کاما بدون Mکد اگر .٢.٢ لم

است. ماکسیمال کامای بدون Mکد اگر فقط و اگر است ماکسیمال کامای بدون Mکد .٣.٢ نتیجه

داریم: ١ جدول بنابر آن�گاه .W٢ = {S١, . . . , S١٢} و W١ = {R١, . . . , R٨} می�کنیم تعریف
،p = (١, ٢)(٣, ۴) ،r = (١, ٣)(٢, ۴) ،c = (١, ۴)(٢, ٣) می�دهیم قرار علاوه�بر�این .W٢ ∪ W١ = P
و πACTG = (١, ٢, ۴, ٣)} ،πAGTC = (١, ٣, ۴, ٢) ،πCG = (٢, ٣) ،πAT = (١, ۴)
با و است گروه توابع ترکیب عمل تحت L به�وضوح .L = {c, r, p, πAT , πCG, πAGTC , πACTG}
دهید قرار .g ∈ L و باشد ماکسیمال کامای بدون کد A کنیم فرض است. یکریخت هشت مرتبه از دووجهی گروه
.αg = (ag, bg, cg) داریم و α = (a, b, c) آن در که AL = {Ag | g ∈ L} و Ag = {αg | α ∈ A}
قضیه بنابر به�وضوح است. عمل این تحت مدارها تمام محاسبه ما هدف کند. می عمل M روی L آن�گاه

می�کند. عاد را هشت |AL| و ٨ = |L| = |AL| × |LA| مدار-پایدارساز،
فاقد L گروه عمل تحت کاما بدون کدهای می�دهیم نشان است، مقاله این نتیجه مهم�ترین که زیر قضیه در

هستند. بدیهی پایدارساز

.|AL| ̸= ١ آن�گاه باشد، ماکسیمال کامای بدون کد A اگر .۴.٢ قضیه

.|AL| ̸= ١ داریم A کامای بدون کد هر برای .۵.٢ نتیجه

می�باشد. ٨ و ۴ ،٢ مرتبه از ماکسیمال حرفی سه کامای بدون کدهای هم�ارزی رده�های می�دهیم نشان زیر مثال در

حرفی سه کامای بدون کدهای روی L عمل باشد. ژنتیکی الفبای Σ = {A,C,G, T} کنید فرض .۶.٢ مثال
می�کند. القا ٨ و ۴ ،٢ متفاوت مرتبه�های از هم�ارزی رده�های ماکسیمال،
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کاما بدون کدهای

برای (١)
X١ = {AAC,AAG,AAT,CAC,CAG,CAT,CCT,CGC,CGT,GAC,

GAG,GAT,GGC,GGT, TAC, TAG, TAT, TCT, TGC, TGT},
است. ٨ مرتبه از هم�ارزی رده

برای (٢)
X٢ = {ATC,ATG,ATT,CAA,CAC,CAG,CGC,CGG,CTC,CTG,CTT,

GAA,GAC,GAG,GTC,GTG,GTT, TAA, TAC, TAG},
است. ۴ مرتبه از هم�ارزی رده

برای (٣)
X٣ = {AAC,AAG,AAT,CAC,CAG,CAT,CGG,CTA,CTC,CTG,

GAC,GAG,GAT,GCC,GTA,GTC,GTG, TTA, TTC, TTG},
است. ٢ مرتبه از هم�ارزی رده
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متناهی گروهی از نرمال زیرگروه یک بر مبتنی توان گراف

محمدی∗ ملک نسرین
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

زیرگروه بر مبتنی توان گراف این�صورت در باشد. آن از نرمالی زیرگروه H و گروه یک G کنید فرض چکیده.
(G − H) ∪ {e} رئوس مجموعه با گرافی می�دهیم، نشان ΓH(G) با آن�را که G گروه از H نرمال
که باشند داشته وجود n,m طبیعی اعداد هرگاه مجاورند گراف این در y و x متمایز رأس دو که است
دوبخشی شامل گراف اين ويژگی�های برخی بررسی مقاله اين هدف .yH = xnH یا xH = ymH

دورها تعداد حسب بر گراف�ها اين از رده�بندی یک به�علاوه ما است. شدن شكافته دوبار و شدن شكافته بودن،
داد. خواهيم ارائه

گراف توان، گراف متناهی، گروهی از نرمال زیرگروه یک بر مبتنی توان گراف کلیدی: واژه�های
یالی. گراف شده، شکافته

.05C65, 05C31, 05E30 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

چنین که به�طوری است گرفته قرار توجه مورد که است زیادی سال�های متناهی گروه�های از گراف�ها ساختن
نمونه اولین می�شوند. محسوب متناهی گروه�های نظریه در شاخه�ها پرکاربردترین و زیباترین از یکی ساختارهایی
گراف�هاست از جدیدی نمایش توان گراف گرفت. صورت نوزدهم قرن اواخر در کیلی توسط مطالعاتی چنین از
به�صورت [٧] در کلارف و کوین توسط نیم�گروه�ها برای بار اولین گراف این است. شده تعریف گروه�ها به�وسیله که
تعریف را نیم�گروه�ها جهت�دار غیر توان گراف [۵] در سن و قوش ، چاکرابارتی بعد سال چند شد. معرفی جهت�دار
در برا و بیهونیا کرده�اند. ارائه [۴] در جهت�دار غیر توان گراف درباره جالبی نتایج قوش و کمرون پیتر اخیراً کردند.
،H نرمال گروه زیر بر مبتنی توان گراف به را Γ(G) غیرجهت�دار توان گراف [٩] ردمون از ایده�ای اساس بر [٢]
ویژگی�های از برخی و گراف این [١] در کامل�تر به�صورت و داده�اند نشان ΓH(G) با را گراف این و داده�اند تعمیم

کردند. بررسی آن�را

بر مبتنی توان گراف این�صورت در باشد. آن از نرمالی زیرگروه H و گروه یک G کنید فرض [١] .١.١ تعریف
رئوس مجموعه با گرافی می�دهیم، نشان ΓH(G) با آن�را که G گروه از H نرمال زیرگروه
اعداد هرگاه مجاورند گراف این در y و x متمایز رأس دو که است V (ΓH(G)) = (G − H) ∪ {e}

.yH = xnH یا xH = ymH که باشند داشته وجود n,m طبیعی
رئوس مجموعه با است گرافی Γ(G) جهت�دار غیر توان گراف این�صورت در است. گروه یک G کنیم فرض
یا x = yn به�طوری�که باشند موجود n و m طبیعی اعداد اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو و G

.Γe(G) = Γ(G) ،H = {e} دادن قرار با .y = xm

گرافی می�دهیم نشان Γ١ ⊠ Γ٢ با که Γو٢ Γ١ �قوی حاصل�ضرب باشند. دلخواه گراف دو Γو٢ Γ١ کنید فرض
آن: در که است

V (Γ١ ⊠ Γ٢) = V (Γ١)× V (Γ٢), E(Γ١ ⊠ Γ٢) = E(Γ١□Γ٢) ∪ E(Γ١ × Γ٢).

زیر به�صورت آن�را یال�های و رئوس مجموعه می�دهیم نشان Γ١ ∪Γ٢ نماد با که Γو٢ Γ١ مجزای اجتماع هم�چنین
می�کنیم تعریف

V (Γ١ ∪ Γ٢) = V (Γ١) ∪ V (Γ٢), E(Γ١ ∪ Γ٢) = E(Γ١) ∪ E(Γ٢).

سخنران ∗
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متناهی گروهی از نرمال زیرگروه یک بر مبتنی توان گراف

نشان lKn با را هستند n مرتبه کامل گراف با یکریخت همگی که Γl, . . . ,Γ٢,Γ١ گراف�های مجزای اجتماع
می�دهیم.

این�صورت در .[G : H] = n و m مرتبه با H ⊴G و دلخواه گروهی G کنید فرض [١] .٢.١ قضیه
از عضو یک با aH از عضو یک و باشند G در H متمایز و غیرهمانی همدسته دو bH و aH اگر (١)

است. مجاور bH همدسته عضو هر با aH همدسته عضو هر آن�گاه باشد مجاور ΓH(G) در bH
توان گراف یال�های تعداد t که است K٢m با یکریخت زیرگراف t − n + ١ شامل ΓH(G) گراف (٢)

می�باشد. Γ(
G

H
)

aH یا aH = bH صورتی�که در مجاورند b و a آن�گاه باشند ΓH(G) در متمایز رأس دو b و a اگر (٣)

باشند. مجاور Γ(
G

H
) توان گراف در bH و

یکریخت Γ(
G

H
) توان گراف با یک هر که است القایی زیرگراف |H|[G:H]−١ شامل ΓH(G) گراف (۴)

هستند.
باشد. دوری یکp-گروه

G

H
اگر تنها و اگر است کامل ΓH(G) (۵)

.Γ∗
H(G) ∼= Γ∗(

G

H
)⊠K|H| (۶)

نیست. درخت یا دوبخشی ΓH(G) گراف (٧)

طبیعی عدد r و اول عدد p که
G

H
∼= Zpr و H نرمال زیرگروه با دلخواه گروه یک G کنید فرض .٣.١ نتیجه

.ΓH(G) ∼= K|H|(pr−١)+١ دراین�صورت است.

باشد. کامل گرافی ∆ روی S القایی زیرگراف هرگاه می�نامیم خوشه یک ∆ گراف رئوس از S مجموعه زیر
می�دهند. خوشه تشکیل ΓH(G) گراف در همدسته هر عناصر بنابراین

دو اجتماع به�صورت را V بتوان اگر باشد. V رئوس مجموعه با گراف یک ∆ کنید فرض [۶] .۴.١ تعریف
را ∆ آن�گاه باشد مستقل مجموعه یک I و خوشه یک C به�طوری�که نمود بیان I و C رئوس از مجزا مجموعه�ی

می�نامیم. شده شکافته گراف یک

S زیرمجموعه�ی یک پایدار مجموعه یک بگیرید. نظر در را ∆ = (V,E) غیرجهت�دار گراف یک .۵.١ تعریف
هرگاه می�شود نامیده شده شکافته دوبار ∆ گراف این�صورت در نمی�باشد. ∆ از یالی هیچ شامل که است V از
دوبخشی گراف یک Y ∪Z که نمود افراز چنان Z و Y ،X پایدار زیرمجموعه سه به را V رئوس مجموعه بتوان

باشد. کامل

شکافته بار دو k-بار را ∆ گراف این�صورت در باشد. دلخواه گرافی ∆ = (V,E) کنید فرض .۶.١ تعریف
k حداکثر دارای ∆[V \X] القایی زیرگراف به�طوری�که باشد X پایدار مجموعه یک دارای هرگاه می�نامیم شده

باشند. کامل دوبخشی گراف�های مؤلفه�ها و باشد همبندی مؤلفه

داده نشان L(Γ) نماد با که Γ یالی گراف این�صورت در باشد. ساده گراف یک Γ کنید فرض .٧.١ تعریف
رأس یک Γ در یال به�عنوان اگر تنها و اگر مجاورند آن رأس دو و V (L(Γ)) = E(Γ) که است گرافی می�شود،

باشند. داشته مشترک

اصلی نتایج .٢

و می�پردازیم G
H قسمتی خارج گروه توان گراف و ΓH(G) گراف بین موجود روابط بررسی به بخش این در

می�کنیم. بیان ΓH(G) گراف یودن یالی و بودن بخشی دو شدن، شکافته دوبار شدن، شکافته برای لازم شرایط

اگر تنها و اگر است شده شکافته ΓH(G) گراف دراین�صورت .H ⊴G و گروه یک G کنید فرض .١.٢ قضیه
باشد. کامل گرافی ΓH(G)

١۶٩



محمدی ملک ن.

ΓH(G)گراف این�صورت در باشد. آن از غیربدیهی سره نرمال Hزیرگروه و گروه Gیک کنید فرض .٢.٢ قضیه
.GH ∼= Z٢ × · · · × Z٢ و |H| = ٢ اگر تنها و اگر است شده شکافته دوبار

.[G : H] = n به�طوری�که باشد آن غیربدیهی و سره نرمال زیرگروه H و گروه یک G کنید فرض .٣.٢ قضیه

باشد. شده شکافته دوبار اگر تنها و اگر است شده شکافته بار دو −n-بار ١ گرافی ΓH(G) گراف این�صورت در

گراف این�صورت در باشد. G از غیربدیهی و سره نرمال Hزیرگروهی و دلخواه گروهی G کنید فرض .۴.٢ قضیه
.GH ∼= Z٢ × · · · × Z٢ و |H| = ٢ اگر تنها و اگر است دوبخشی Γ∗

H(G)

گروه یک G اگر است. p اول عدد آن بدیهی غیر عضو هر مرتبه�ی که است آبلی گروهی مقدماتی آبلی گروه یک
است. شده تکرار بار n ،Zp که G ∼= Zp × Zp × · · · × Zp آن�گاه باشد، pn مرتبه از مقدماتی آبلی

است. صحیح عدد n و اول عدد p که pn مرتبه از مقدماتی آبلی گروهی G کنید فرض [٨ قضیه ،٨] .۵.٢ قضیه

.l =
pn − ١
p− ١

که Γ(G) ∼= K١ + lKp−١ این�صورت در

اعداد q و p این�که فرض با این�صورت در باشد. آن نرمال Hزیرگروه و دلخواه گروهی G کنید فرض .۶.٢ قضیه
(p < q) و هستند اول

G
H اگر تنها و اگر ΓH(G) ∼= K١ + (qK(p−١)|H| ∪K(q−١)|H|) آن�گاه [G : H] = pq اگر (١)

نباشد. دوری
می�باشد. کامل گراف�های از اجتماعی Γ∗

H(G) آن�گاه است pm مرتبه از مقدماتی آبلی گروه یک G
H اگر (٢)

این�صورت در باشد. آن غیربدیهی سره نرمال زیرگروه H و گروه یک G کنید فرض .٧.٢ قضیه
باشد. کامل گرافی اگر تنها و اگر است گراف یک یالی گراف ΓH(G) گراف (١)

باشند. کامل آن همبندی مؤلفه هر اگر تنها و اگر است گرافی یک یالی گراف Γ∗
H(G) (٢)

که می�آید به�دست c = c(∆) = m− n+ ١ رابطه از استفاده با ∆ دلخواه گراف در مستقل دورهای تعداد
c = ٠, ١, ٢, ٣, ۴ دور�های تعداد با گراف�های کلی به�طور .[٣] رئوس∆است تعداد و یال� تعداد به�ترتیب n mو

می�نامیم. دور چهار و دور سه دور، دو دور، تک درخت، به�ترتیب را

این�صورت در باشد. آن غیربدیهی و سره نرمال زیرگروه H و گروه یک G کنید فرض .٨.٢ قضیه
.Z۴ یا Z٢ × Z٢ با یکریخت G اگر تنها و اگر است دور تک گرافی ΓH(G) (١)

نیست. دور چهار یا دور دو گرافی هیچ�گاه ΓH(G) گراف (٢)
.|H| = ٣ و G

H
∼= Z٢ یا |H| = ٢ و G

H
∼= Z٢×Z٢ اگر تنها و اگر است دور سه گرافی ΓH(G) (٣)

می�دهیم. نشان diam(Γ) نماد با و می�نامیم گراف قطر را Γ گراف رئوس بین فاصله بیشترین

تنها و اگر است ٢ حداکثر ΓH(G) گراف قطر این�صورت در .H ⊴G و گروه یک G کنید فرض .٩.٢ قضیه
.diam(Γ∗

H(G)) = diam(Γ∗(GH )) هم�چنین نباشد. دوری یکp-گروه G
H اگر

گراف دراین�صورت باشد. آن از غیربدیهی و سره نرمال زیرگروه H و دلخواه گروهی G کنید فرض .١٠.٢ قضیه
باشد. منظم Γ∗(GH ) گراف اگر تنها و اگر است منظم Γ∗

H(G)

اقدام دست در نتایج .٣

داوری لذا و نشده ارسال چاپ برای هنوز چون و است يافته انجام تازگی به كه می�كنيم ارائه را نتایجی بخش اين در
دكتری رساله در آن�ها اثبات همراه نتايج اين تمام كرديم. فهرست بخش اين در را آن�ها است، نكرده مطالعه را آن

شد. خواهد درج اينجانب
این�صورت در . H ⊴G و متناهی گروه یک G کنید فرض

١٧٠



متناهی گروهی از نرمال زیرگروه یک بر مبتنی توان گراف

ΓH(G) گراف در deg(a) = deg(b) آن�گاه < aH >=< bH > و a, b ∈ G − H اگر (١)
است.

هستند. درجه هم ΓH(G) گراف در G
H گروه مرتبه هم عناصر تمام (٢)

.g ∈ G هر برای deg(b) = deg(g−١bg) آن�گاه b ∈ G−H اگر (٣)
است. G گروه تزویج کلاس�های با برابر حداکثر ΓH(G) گراف در درجه هم غیر دو به دو رئوس تعداد (۴)
و x ̸= y اگر تنها و اگر d(x, y) = ١ آن�گاه باشند اول مرتبه�های از x, y ∈ G − H اگر (۵)

.< xH >=< yH >
مؤلفه�های تعداد کلی به�طور باشد. همبند Γ∗(GH ) گراف اگر تنها و اگر است همبند Γ∗

H(G) گراف (۶)
برابرند. Γ∗(GH ) و Γ∗

H(G) گراف�های همبندی
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

چینی باقیمانده� قضیه� از استفاده با هم به وابسته گروهی چند آستانه�ای راز تسهیم

جوهری∗ سعید
ایران اصفهان، اصفهان، دانشگاه آمار، و ریاضی دانشکده

شده، داده گسترش گروهی چند آستانه�ای راز تسهیم به چندسطحی راز تسهیم مفهوم ابتدا مقاله این در چکیده.
یک طرح این در است. شده ارائه چینی باقیمانده� قضیه� اساس بر هم به وابسته گروهی چند راز تسهیم طرح سپس
هنگامی این، بر علاوه است. مختلف گروه�های راز بازسازی در شرکت به مجاز محرمانه سهم یک تنها با سهام�دار
کنندگان شرکت از یک هر که صورتی در فقط می�کنند، همکاری گروه یک در راز بازسازی برای کافی سهامداران که

است. بازسازی قابل راز باشند، معتبر سهام و
راز تسهیم گروهی، چند راز تسهیم سطحی، چند راز تسهیم چینی، باقیمانده� قضیه� کلیدی: واژه�های

هم. به وابسته گروهی چند
.11T71, 14H52 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

می�توانند بالاتر سطوح سهام می�کند. توزیع مختلفی سطح�های در را سهام سطحی، چند آستانه�ای راز تسهیم یکطرح
قرار استفاده مورد بالاتر سطح�های در نمی�توانند پایین سطوح سهام اما بگیرند، قرار استفاده مورد پایین�تر سطح در
و (IP) غیرقانونی مشارکت حملات مقابل در و است محدود چندسطحی راز تسهیم برنامه�های حال این با گیرند،

می�کنیم. معرفی را مفهوم چند ادامه در است. پذیر آسیب (SC) سهم تسخیر

تسهیم طرح طرح، یک زیر شرایط کردن برآورده صورت در چندگروهی). آستانه�ای راز تسهیم (طرح ١.١ تعریف
می�شود: نامیده گروهی چند آستانه�ای راز

هر دارد. وجود طرح در j = ١, ٢, . . . , g که Gj گروه g و i = ١, ٢, . . . , n که Ui سهام�دار n (١
است. j = ١, ٢, . . . , g که tj آستانه� مقدار دارای گروه

نگه گروه این در را سهم یک فقط و می�شود داده اختصاص Gj گروه یک به ابتدا در Ui سهام�دار یک (٢
است. Gj در بومی سهام�دار یک Ui اساس بر و می�زنیم صدا Ui خانگی گروه را Gj جایی�که می�دارد.
را j ̸= k که دیگری Gk گروه راز بازسازی عملیات در شرکت اجازه است ممکن Ui دیگر به�عبارت

می�شود. نامیده Gk گروه در مهاجر سهام�دار Ui حالت این در باشد. داشته
به قادر سهام�دار tj از بیشتر یا tj غیربومی) چه و بومی (چه سهام�دار Nj تعداد با Gj گروه هر در (٣

بود. نخواهند راز بازسازی به قادر باشند، tj از کمتر سهام�داران که زمانی و هستند راز بازسازی

می�شوند. خوانده کننده مشارکت می�کنند شرکت راز بازسازی در که هنگامی سهام�داران .(IP (حمله� ٢.١ تعریف
همراه راز بازسازی در و معتبر سهم یک بدون اما است قانونی سهام�دار یک می�کند وانمود دشمن یک IP حمله� در

می�کند. شرکت دیگر قانونی سهام�دار t از بیشتر یا t

اشتباهی سهم می�تواند دشمن کنند، جمع ائتلاف در همزمان به�طور را سهام سهام�داران همه باشد قرار اگر (١)
محاسبه را اصلی راز می�تواند کرد، دریافت را معتبر سهام همه� دشمن وقتی کند. ارسال دیگران برای را
برای را اشتباه سهام است ممکن زیرا آورند به�دست را صحیح راز نمی�توانند دیگر سهام�داران اما کند.
ممکن دیگران که حالی در می�آورد، به�دست را صحیحی راز دشمن حالت این در کنند. استفاده ارزیابی

آورند. به�دست را اشتباهی موارد است

سخنران ∗
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جوهری س.

دشمن کنند، منتشر همزمان را خود سهام کنندگان شرکت همه� باشد نداشته نیاز راز تسهیم یک اگر (٢)
داشتن با کند. بازسازی را راز که زمانی تا باشد، دیگران از معتبر سهام دریافت منتظر می�تواند همچنان
این در کند. منتشر دیگران برای را آن و کند جعل را معتبر سهم یک می�تواند دشمن سهم، t حداقل
حمله� مانند حمله این مدل کند. کشف دیگران به توجه بدون را معتبر سهم یا راز می�تواند دشمن روش

است. رمزنگاری در فعال

گرفتن با دارد قصد اما کند، شرکت راز بازسازی در نمی�تواند دشمن یک SC حمله� در .(SC (حمله� ٣.١ تعریف
در است. رمزنگاری در فعال غیر حمله� مثل حمله این مدل آورد. به�دست را راز قانونی، کنندگان شرکت از سهام
m اگر می�کنند. تبادل را سهام راز بازسازی عملیات طول در کنندگان شرکت از جفت هر آستانه�ای راز تسهیم
شرکت�کنندگان پیام t هر راز، آوردن به�دست از قبل دارد نیاز تنها دشمن کنند، بازسازی را راز سهامدار (m ≥ t)
گروهی چند راز تسهیم یا آستانه�ای راز تسهیم طرح یک اگر بنابراین می�شود. شامل را سهمی کدام هر که بگیرد را
بود. خواهد SC حمله� از جلوگیری به قادر بگیرد، رمز کشف از قبل را mپیام تمام باید دشمن کند حاصل اطمینان

طرح را، گروهی چند راز تسهیم طرح یک هم). به وابسته چندگروهی آستانه�ای راز تسهیم (طرح ۴.١ تعریف
کند: برآورده را زیر شرایط هرگاه گوییم، هم به وابسته گروهی چند راز تسهیم

است. tj گروه آستانه� و دارد وجود مهاجر) چه بومی (چه سهام�دار Nj تعداد Gj گروه هر (١)
سهام�دار tj از کمتر با راز و کنند بازسازی را راز می�توانند سهام�دار tj از بیشتر یا tj هر Gj گروه هر در (٢)

نمی�شود. بازسازی
در تنها می�کنند، همکاری راز بازسازی برای سهام�دار (tj ≤ m ≤ Nj) m بار هر ،Gj گروه هر در (٣)
است. بازسازی قابل راز کند، شرکت راز بازسازی در خود معتبر سهم با واقعا آن�ها از کدام هر صورتی�که

اصلی نتایج .٢

هم به وابسته چندگروهی راز تسهیم طرح یک [٢] میاو و هرن سطحی چند راز تسهیم طرح از الهام با بخش این در
سهامدار کننده، توزیع نهاد سه شامل پیشنهادی طرح است. SC و IP حملات شکستن به قادر که است شده ارائه

است. دشمن و
طرح این بنابراین می�کند. حفاظت دشمن برای شدن افشا برابر در راز از راز، تسهیم هسته� تابع امنیتی: اهداف
فوق�الذکر، حمله� مدل در آورد. به�دست گروهی هیچ در را راز نمی�تواند معتبر، سهم بدون دشمن یک که می�کند تضمین
شرح [٣] مارتین توسط که است رازی تسهیم آزاد تقلب به شبیه این دارد. را زیر اهداف به دستیابی هدف ما طرح

است. شده داده
همه� سهام این�که شرط به کنند بازسازی را راز می�توانند سهام�دار ti از بیشتر یا ti هر ،Gj گروه هر در (١)
بود. نخواهند راز بازسازی به قادر سهام�دار ti از کمتر ائتلاف هر که است حالی در این باشد. معتبر آن�ها
m)پیام − ١) حداکثر آوردن به�دست با نمی�تواند نکند، شرکت راز بازسازی عملیات در که کسی هر (٢)
به�عبارت کند. بازسازی را راز هستند، Gj گروه راز بازسازی حال در سهام�دار (m ≥ tj)m که زمانی

باشد. مقاوم SC حملات برابر در باید دیگر
زمانی تنها آن�ها می�کنند، همکاری Gj گروه در راز بازسازی برای کننده شرکت (m ≥ tj)m زمانی�که (٣)
اگر دیگر به�عبارت باشد. داشته معتبری سهم سهام�داران، از یک هر که آورند به�دست را راز می�توانند
تضمین این آورد. به�دست را راز نمی�تواند کس هیچ باشند، نداشته معتبری سهم کنندگان شرکت از برخی

دهد. شکست را IP حمله� می�تواند طرح این که می�کند

نمادها تعریف

می�کنیم. تعریف است آمده زیر جدول در که را مهم علائم از برخی ابتدا طرح، این تشریح از قبل
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نمادها. از برخی معرفی .١ جدول

مفهوم نماد
i-ام گروه Gi

Gi گروه در سهام�داران کل تعداد Ni

Gi گروه در بومی سهام�داران تعداد ni

Gi گروه آستانه� ti
Gi گروه در بومی سهام�دار k-امین U i

k

اصلی راز s
Gi خانگی گروه در U i

k سهام�دار خصوصی سهم sik
Gi گروه در U i

k برای بومی پیمانه� pik
می�شود. استفاده Gj گروه در که U i

k برای مهاجر سهم sjk,i
می�شود. استفاده Gj گروه در که U i

k برای مهاجر پیمانه� pjk,i
sjk,i و s

i
k بین عمومی تفاضل ∆sjk,i

اصلی طرح
سهم یک سهام�دار هر می�شوند. تقسیم i = ١, ٢, . . . , g که Gi گروه g در سهام�داران ما، پیشنهادی طرح در
Gi در سهام�داران کلیه� و بومی سهام�داران تعداد به�عنوان به�ترتیب Ni و ni می�دارد. نگه خود خانگی گروه در را
بین واضحی رابطه� هیچ ١ ≤ ti ≤ Ni و ١ ≤ ni ≤ Ni و است ti آستانه� Giدارای گروه هر می�شوند. تعریف
به�صورت کنند، شرکت راز بازسازی در اگر Gi گروه از مهاجر سهام�دار یا بومی سهام�دار یک ندارد. وجود ti و ni
که کرد بازسازی را راز می�توان صورتی در پایه، راز تسهیم طرح از استفاده با می�شوند. نامیده کننده شرکت یکسان

باشند. Gi گروه در شرکت�کننده ti از بیشتر یا ti
می�شود ارائه آثموس-بلوم راز تسهیم طرح اساس بر هم به وابسته گروهی چند راز تسهیم طرح بعد، قسمت در

است. سهم بازسازی .٣ و سهم از حفاظت .٢ سهم تولید .١ به�صورت مرحله� سه شامل که
برای می�کند. تعریف راز فضای به�عنوان را Zp٠ و می�کند انتخاب p٠ اول عدد یک توزیع�کننده سهم: تولید (١
pi١ < pi٢ < · · · < piNi

متباین دو به دو اول صحیح اعداد از دنباله�ای کننده توزیع ،Gi گروه هر
که به�طوری می�کند انتخاب

(p٠)
٢piNi−ti+٢p

i
Ni−ti+٣ · · · piNi

< pi١p
i
٢ · · · piti ,

و p٠ مربع (p٠)٢ و k = ١, ٢, . . . , Ni که gcd(p٠, pik) = ١ و Ni(p٠)
٣ < pi١(p٠ − ١) و

به�عنوان را نظیر pi و می�کند انتخاب Ni از صحیح عدد ni ابتدا توزیع�کننده است. p٠ مکعب (p٠)٣

پیمانه� به�عنوان را اول اعداد دیگر اساس، این بر می�دهد. اختصاص بومی سهامدار هر به بومی پیمانه�
شدن فاش از جلوگیری منظور به می�گیرد. قرار استفاده مورد گروه در مهاجر سهامداران برای مهاجر،
گروه در که پیمانه�ای از کوچکتر پیمانه�ای باید ،Gi گروه در مهاجر سهام�داران سهام، به مربوط اطلاعات
طوری را αi تصادفی صحیح عدد و s ∈ Zp٠ راز کننده توزیع سپس باشند. داشته دارند، خود خانگی

که

piNi−ti+٢p
i
Ni−ti+٣ · · · piNi

< yi = s+ αip٠ < pi١p
i
٢ · · · piti/p٠,

ti-آستانه�ای برد در yi مقدار شود مطمئن تا می�کند انتخاب

(piNi−ti+٢p
i
Ni−ti+٣ · · · piNi

, pi١p
i
٢ · · · piti/p٠)

U i
k سهام�دار برای را آن و کرده محاسبه را sik = yi mod pik کننده توزیع نهایت در می�افتد.

است. Gi در بومی سهام�دار یک U i
k بنابراین می�فرستد. محرمانه به�صورت
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را i ̸= j که Gj گروه در راز بازسازی در شرکت � اجازه� باشد، Gi گروه از بومی سهام�دار یک U i
k اگر

توزیع دقیق به�طور کند. ایجاد سهام�داران برای را Gj به مربوط اضافی اطلاعات باید کننده توزیع دارد.
به�طوری�که می�کند انتخاب α تصادفی صحیح عدد یک کننده

pjNj−tj+٢p
j
Nj−tj+٣ · · · p

j
Nj

< yj = s+ αjip٠ < pj١p
j
٢ · · · p

j
tj/p٠,

دنباله از pjk,i جایی�که می�کند، محاسبه را ∆sjk,i = (s + αjp٠ − sik) mod pjk,i مقدار و
را pjk,i و ∆sjk,i کننده توزیع سپس است. شده انتخاب pjk,i < pkj

i با pj١, p
j
٢, . . . , p

j
Nj

به�عنوان Gj گروه راز بازسازی عملیات در U i
k که زمانی مشخص به�طور می�سازد. عمومی به�صورت

از و مهاجر پیمانه� به�عنوان pjk,i از می�کند، شرکت مهاجر سهام�دار

sjk,i = (sik +∆sjk,i) = (s+ αjp٠) mod pjk,i,

می�کند. استفاده Gj گروه در جدید سهم به�عنوان
مورد در اطلاعاتی هیچ می�کند، منتشر را ∆sjk,i عمومی مقادیر از برخی کننده توزیع اگرچه .١ تذکر

که است این آن دلیل و شود گرفته آن از نمی�تواند s راز

∆sjk,i = (s+ αjp٠ − sik) mod pjk,i

=
(
s+ αjp٠ − (s+ αip٠)

)
mod pjk,i

= (s+ αjp٠ − s− αip٠ + βpik) mod pjk,i

=
(
(αj − αi)p٠ + βpik

)
mod pjk,i,(١)

این که نمی�آید، به�دست (١) معادله از s راز مشخص به�طور است. تصادفی صحیح عدد یک β جایی�که
نمی�کند. فاش s راز مورد در را اطلاعاتی هیچ ∆sjk,i که است معنی بدان

از بعضی از می�کند. انتخاب Gj گروه در را زیادی پیمانه�های کننده توزیع ما، طرح در .٢ تذکر
pik,j > با pik,j وجود که می�کند تضمین و می�کند استفاده مهاجر سهام�داران سهام محاسبه برای آن�ها
مورد در را اطلاعاتی هیچ ∆sjk,i عمومی اطلاعات که می�کند تضمین این است. پذیر امکان pik
در می�دارد نگه خصوصی به�صورت را سهم یک فقط سهام�دار یک رو این از نمی�کند. فاش sjk,i
[∆sjk,i,∆s

j
k,i+p

i
k] بازه می�خواهد دشمن می�شوند. ساخته عمومی به�صورت pik,j و δs

j
k,i حالی�که

برای باید مهاجر سهم وجود این با آورد. به�دست Gj گروه در sjk,i جدید سهم مورد در mod pjk,i

[∆sjk,i,∆s
j
k,i + pik] mod pjk,i داریم، نگه p

j
k,i > pik اگر شود. تمام [٠, pjk,i) دشمن

پیمانه� بنابراین می�کند. محدودتر را sjk,i بازه� دشمن دیگر به�عبارت بود. خواهد [٠, pjk,i) زیربازه�
ممکن که است این مشکل تنها دقیق�تر به�طور باشد. pjk,i مهاجر پیمانه� از بزرگتر باید pik بومی
بازه� در مقدار این این�که احتمال نباشد. Zpj

k,i
بازه� در یکنواخت توزیع دارای sjk,i مقدار است

احتمال و است ⌈pik/p
j
k,i⌉/pik باشد [∆sjk,i,∆s

j
k,i + (pik − ١) mod pjk,i] mod pjk,i

نمی�تواند عمومی اطلاعات از استفاده با دشمن این�صورت در حتی است. ⌊pik/p
j
k,i⌋/pik مقادیر دیگر
کند. کشف را sjk,i برد

به�عنوان کنند. شرکت Gi گروه در راز بازسازی سهام�دار (ti ≤ m ≤ Ni)m کنید فرض سهم: از حفاظت (٢
Gi در sjk,i = sjk +∆sjk,i جدید سهم Gj خانگی گروه در sjk سهم با U j

k بین مهاجر سهام�دار یک
در بومی چه و مهاجر چه کنندگان شرکت از یک هر حالت این در می�کند. محاسبه راز بازسازی از قبل
smk

سهم با می�کنیم نام�گذاری Umk
را mشرکت�کننده از یک هر دوباره ما راحتی برای دارند. Giسهم

یک ،Umk
مثال به�عنوان کننده شرکت هر راز بازسازی از قبل .k = ١, ٢, . . . ,m که pmk

پیمانه� و
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تصادفی مؤلفه

smk
=

(
smk

(
N

pmk

)
αmk

+ rmk

(
N

pmk

)
p٠

)
mod N,

است تصادفی صحیح عدد یک
(
N

pmk

)
αmk

mod pmk
= ١ و N =

m∏
k=١

pmk
که می�سازد

است. شده انتخاب Zp٠ در Umk
توسط که

تصادفی مؤلفه� یک Umk
مثال به�عنوان سهام�دار هر SC و IP حملات برابر در دفاع برای .٣ تذکر

از قبل کنندگان شرکت تمام پیمانه� و rmk
∈ Zp٠ تصادفی صحیح عدد و smk

آن سهم با s∗mk

یکی که هستند تابع دو به�عنوان s∗mk
تصادفی مؤلفه� سرورهای مشخص به�طور می�سازد. راز بازسازی

مؤلفه که است آن علت می�کند. وصل هم به را سهام�داران همه� دیگری و می�کند محافظت smk
سهم از

بنابراین و است پیمانه�ها تمام Nمحصول شامل s∗mk
مثال به�عنوان شرکت�کنندگان از یک هر تصادفی

کرد. جدا s∗mk
مؤلفه� از نمی�توان rmk

تصادفی عدد دانستن بدون را smk
سهم

شرکت�کننده (m− ١) دیگر برای s∗mk
مؤلفه� ،Umk

مثال به�عنوان شرکت�کنندگان از یک هر راز: بازسازی (٣
محاسبه� با را راز Umk

مؤلفه�ها، تمامی دریافت با می�کنند. ارسال امن کانال طریق از

s =
m∑

k=١

s∗mk
mod N mod p٠,

طرح که زیرا نمی�شود بندی طبقه راز دیگر شد، بازسازی گروه یک در راز این�که از پس می�آورد. به�دست
است. واحد راز تسهیم طرح یک

آزمایی راستی
کنند، بازسازی Gi گروه در را راز بتوانند شرکت�کننده (tj ≤ m ≤ Nj)m اگر پیشنهادی طرح در

که �است معنی بدین این

s =
m∑

k=١

s∗mk
mod N mod p٠.

را معادله ما کلیت، دادن دست از بدون pm١ < pm٢ < · · · < pmm کنیم فرض دهید اجازه حال
می�کنیم. اثبات مرحله ٢ در

اول: مرحله� اثبات.

yi +

m∑
k=١

rmk
(N/pmk

)p٠ < N.

داریم منظور این برای

yi +

m∑
k=١

rmk
(N/pmk

)p٠ < yi +

m∑
k=١

p٢٠N

pmk

< yi +mp٢٠N/pm١

< yi +Nip
٢
٠N/pm١

< yi + (p٠)− ١N/p٠

<
N

p٠
+ (p٠ − ١)N/p٠

< N.
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.rmk
∈ Zp٠ :١ تذکر

است. Gi در پیمانه کوچک�ترین pi١ جایی�که در .pm١ ≥ pi١ :٢ تذکر
،Nip

٣
٠ < pi١(p٠)− ١ :٣ تذکر
.yi < (pi١p

i
٢ · · · pti)/p٠

دوم: مرحله�
m∑

k=١

s∗mk
mod N mod p٠ = s.

داریم منظور این برای

m∑
k=١

s∗mk
mod N mod p٠

=

{
m∑

k=١
(smk (N/pmk )αmk + rmk (N/pmk )p٠) mod N

}
mod p٠

=

{(
m∑

k=١
smk

(
N

pmk

)
αmk mod N +

m∑
k=١

rmk

(
N

pmk

)
p٠

)
mod N

}
mod p٠

=

{
(yi +

m∑
k=١

rmi (
N

pmk

)p٠) mod N

}
mod p٠

=

(
s+ αp٠ +

m∑
k=١

rmi (N/pmk )p٠

)
mod p٠

= s.

□

پژوهش دستاوردهای .٣

مقاوم SC و IP حملات به نسبت تنها نه که شده ارائه هم به وابسته گروهی چند راز تسهیم طرح یک مقاله این در
است. پذیر انعطاف بسیار بلکه است
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال

کاشی∗ رضایی مریم
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

بهرامیان مجتبی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

با گیرنده و می�فرستد گیرنده برای را پیامی فرستنده آن در که است پروتکلی اطلاع بی انتقال پروتکل یک چکیده.
بی�اطلاع نه یا کرده دریافت را پیام گیرنده این�که به نسبت فرستنده حالی�که در می�کند، دریافت را پیام ثابتی احتمال
بیضوی خم�های یافته�ی تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال پروتکل یک بیان به مقاله این در می�ماند.
است. شده بنا یافته تعمیم ژاکوبین گروه روی گسسته لگاریتم مسأله�ی سختی بر پروتکل این امنیت می�پردازیم.

بیضوی. خم�های یافته، تعمیم ژاکوبین بی�اطلاع، انتقال کلیدی: واژه�های
.11T71, 14H52 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

انتقال مورد در کوتاه مقدمه�ای سپس می�شویم، آشنا یافته تعمیم ژاکوبین و بیضوی خم�های با ابتدا بخش این در
می�کنیم. بیان بی�اطلاع

و طبیعی عدد یک n آن در که باشد، q = pn مرتبه�ی از متناهی میدان Fq کنید فرض بیضوی. خم�های .١.١
شکل به معادله�ای با شده تعریف خم یک Fq میدان روی E بیضوی خم است. ٣ و ٢ با مخالف اول عدد یک p

y٢ = x٣ + ax+ b,

می�شود: تعریف زیر شکل به E از Fq-گویا نقاط مجموعه .۴a٣ + ٢٧b٢ ̸= ٠ و a, b ∈ Fq آن در که است

E(Fq) = {(x, y) ∈ Fq × Fq | y٢ = x٣ + ax+ b} ∪ {O},

Oتشکیل همانی عنصر با آبلی گروه یک زیر عمل با E خم روی نقاط است. E خم بی�نهایت در Oنقطه آن در که
می�دهیم قرار .P١, P٢ ̸= O که باشند E از نقاطی P٢ = (x٢, y٢) و P١ = (x١, y١) کنید فرض می�دهد.

که P١ + P٢ = P٣ = (x٣, y٣)

.P٣ = O بنابراین P٢ = −P١ آن�گاه y١ ̸= y٢ و x١ = x٢ اگر (١)
آن در که y٣ = m(x١ − x٣) − y١ و x٣ = m٢ − x٢ − x١ آن�گاه x١ ̸= x٢ اگر (٢)

.m = (y٢ − y١)/(x٢ − x١)
آن در که y٣ = m(x١ − x٣) − y١ و x٣ = m٢ − ٣x١ آن�گاه y١ ̸= ٠ و P١ = P٢ اگر (٣)

.m = (٣x١٢ + a)/(٢y١)
.P٣ = O آن�گاه y١ = ٠ و P١ = P٢ اگر (۴)

.P +O = O + P = P ،E از P نقطه هر برای (۵)
که است D =

∑
P∈E nP (P ) شکل به (P ) نمادهای از خطی ترکیب یک E روی D بخش�یاب

بخش�یاب مجموع و درجه هستند. ناصفر ها nP از متناهی تعداد تنها و nP ∈ Z ،P نقطه هر برای آن در
.sum(D) =

∑
P∈E(Fq)

nPP و deg(D) =
∑

P∈E(Fq)
nP از عبارتند ترتیب Dبه =

∑
P∈E nP (P )

می�شود. نامیده D محمل ،Supp(D) = {P ∈ E|nP ̸= ٠} مجموعه به�علاوه

سخنران ∗
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می�شود. داده Div(E)نمایش نماد با که می�دهد تشکیل آزاد آبلی گروه Eیک خم بخش�یاب�های همه مجموعه
می�دهیم: قرار D٢ =

∑
P∈E n

′

P (P ) و D١ =
∑

P∈E nP (P ) برای واقع در

D١ +D٢ =
∑
P∈E

(nP + n
′

P )(P ).

بخش�یاب می�شود. داده نمایش Div٠(E) نماد با صفر درجه از بخش�یاب�ها همه شامل Div(E) زیرگروه
و D بخش�یاب دو .nP > ٠ ،P ∈ Supp(D) هر برای هرگاه می�شود نامیده مثبت D =

∑
P nP (P )

هرگاه گوییم متباین را D′

Supp(D) ∩ Supp(D
′
) = ∅.

حلقه�ی باشد. y٢ = x٣ + ax + b وایرشتراس معادله با بیضوی خم یک E کنید فرض
،Fq(E) آن، کسرهای میدان که است صحیح دامنه�ی یک Fq[E] = Fq[X]/⟨y٢ − x٣ − ax − b⟩

،P ∈ E(Fq) هر برای می�شود. نامیده E تابعی میدان

MP = {f ∈ Fq[E] | f(P ) = ٠},

است. Fq[E] از ماکسیمال ایده�آل یک

می�شود: تعریف زیر شکل به P در f مرتبه�ی .f ∈ Fq[E] و P ∈ E کنید فرض

ordP (f) = sup{d ∈ Z | f ∈Md
P }.

اگر داد. گسترش Fq(E) به می�توان را ordP ،ord(f/g) = ord(f) − ord(g) تعریف از استفاده با
مجموعه می�شود. نامیده اصلی بخش�یاب div(f) =

∑
P∈E ordP (f)(P ) بخش�یاب آن�گاه ،f ∈ Fq(E)

می�نامیم خطی هم�ارز ′Dرا Dو بخش�یاب دو می�دهیم. نمایش Princ(E) نماد با را اصلی بخش�یاب�های همه
نمایش D ∼ D′ نماد با را رابطه این .D − D′

= div(f) باشیم داشته f ∈ Fq(E)∗ یک برای هرگاه
فرمایید. مراجعه [٧ ،٣] به می�توانید بیضوی خم�های زمینه در بیشتر مطالعه�ی برای می�دهیم.

،y٢ = x٣ + ax + b معادله با Fq روی بیضوی خم یک E کنید فرض یافته. تعمیم ژاکوبین .٢.١
′Dمتباین Dو بخش�یاب�های فرضکنید باشد. آن محمل Sm و مثبت بخش�یاب mیک =

∑
P∈E mP (P )

،D ∼m D′ می�نویسیم و هستند هم�ارز m پیمانه�ی به دیگر عبارت به یا m-هم�ارز ،D′ و D می�گوییم باشند.
و باشند خطی هم�ارز D′ و D اگر

∀P ∈ Sm, ordP (١− f) ≥ mP .

با را m با متباین E روی بخش�یاب�ها مجموعه می�دهیم. نمایش [D]m با Dرا بخش�یاب کلاسm-هم�ارزی
متباین و صفر درجه از بخش�یاب�های تمام Divm(E)شامل زیرگروه همچنین می�دهیم. Divm(E)نمایش نماد

می�کنیم: تعریف می�دهیم. نمایش Div٠m(E) نماد با را m با

Princm(E) = [o]m = {div(f)|f ∈ Fq(E)
∗
, ∀P ∈ Sm, ordP (١− f) ≥ mP }.

در می�دهیم. نمایش Pic٠m(E) نماد با را آن و گرفته نظر در را
Div٠m(E)

Princm(E)
قسمتی خارج گروه حال،

جبری گروه دارد. وجود Pic٠m(E) با یکریخت Jm جبری گروه یک m پیمانه�ی هر برای که است شده اثبات [۶]
می�شود. نامیده m پیمانه�ی به نسبت یافته تعمیم ژاکوبین Jm

Mو آن در که باشد پیمانه یک m = (M) + (N) بخش�یاب و بیضوی خم یک E کنید فرض .١.١ قضیه
است، (k, P صورت( به نمایش قابل Jm از عنصر هر صورت این در هستند، E از متمایز و متناهی نقطه Nدو
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بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال

P١, P٢,±(P١ +P٢) /∈ که (k١, P١), (k٢, P٢) ∈ Jm برای به�علاوه و P ∈ E(Fq) و k ∈ F∗
q آن در که

می�شود: تعریف Jm روی زیر عمل ،{M,N}
(١) (k١, P١) + (k٢, P٢) = (k١k٢cm(P١, P٢), P١ + P٢),

cm : E × E −→ F∗
q آن در که

cm(P١, P٢) =
lP١,P٢(M)

lP١+P٢,O(M)

lP١+P٢,O(N)

lP١,P٢(N)
,

P نقطه در خم بر مماس خط lP,P ،P = Q اگر که کنید توجه است. Q و P از گذرنده خط معادله lP,Q و
واقع: در است. آبلی گروه یک Jm شده تعریف عمل با است.

است. Jm همانی عنصر (١,O) (١)
.cm(P١, P٢) = cm(P٢, P١) زیرا است، آبلی Jm (٢)

.−(k, P ) = ( ١k
lP ,O(N)
lP ,O(M) ,−P ) از است عبارت (k, P ) ∈ Jm عنصر قرینه�ی (٣)

دید می�توان راحتی به باشد. n(١, P ) اول مؤلفه�ی αn(P ) کنید فرض n مثبت و صحیح عدد ازای به اینک

αn(P ) = cm(P, P )cm(P, ٢P ) . . . cm(P, (n− ١)P ),

صحیح عدد دو هر برای همچنین .n(k, P ) = (knαn(P ), nP ) داریم ،(k, P ) ∈ Jm هر برای به�علاوه و
،n و m مثبت و

.αm+n(P ) = αm(P )αn(P )cm(mP,nP ) الف)
.αmn(P ) = αn(P )

mαm(nP ) = αm(P )nαn(mP ) ب)

مراجعه [٢ ،١] به می�توانید یافته تعمیم ژاکوبین مورد در بیشتر اطلاعات و قضیه اثبات مشاهده�ی برای اثبات.
□ فرمایید.

برای وسیع به�طور که می�رود شمار به رمزنگاری در مهم ابزارهای از یکی بی�اطلاع انتقال بی�اطلاع. انتقال .٣.١
پیامی فرستنده یک بی�اطلاع، انتقال طرح یک در می�رود. کار به محرمانه محاسبات در امن پروتکل یک طراحی
حالی در می�کند، دریافت یک و صفر بین ثابت احتمال یک با را پیام گیرنده، به�طوری�که می�فرستد گیرنده یک به را

می��ماند. بی�اطلاع نه یا کرده دریافت را پیام گیرنده این�که به نسبت فرستنده که
طرف دو بین پیام�ها اطلاعات تبادل مسأله حل برای ١٩٨١ سال در [۵] رابین توسط بی�اطلاع انتقال ایده�
پیشنهاد رابین توسط که طرحی شد. معرفی پیام دوطرفه مبادله بدون و معتمد سوم طرف به نیاز بدون غیرمعتمد

است. شده بنا RSA رمز سیستم پایه بر شد داده
کرد. معرفی بیضوی خم رمزنگاری از استفاده با بی�اطلاع انتقال پروتکل یک [۴] پاراک ،٢٠٠٧ سال در

بر که می�دهیم ارائه بیضوی خم یک یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال پروتکل یک مقاله این در
نیاز پاراک سیستم برخلاف سیستم این در است. شده بنا یافته تعمیم ژاکوبین روی گسسته لگاریتم سختی مبنای

نیست. خم از نقطه یک به پیام تبدیل به

اصلی نتایج .٢

باب و آلیس طرف دو بین nB و nA خصوصی کلیدهای مبادله برای الگوریتم یک ارائه هدف، قسمت این در
انتقال برای الگوریتم یک واقع در است. اطلاعات هم�زمان مبادله بدون و اعتماد مورد سوم طرف به نیاز بدون
می�کنیم بیان بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با باب به آلیس سوی از nA محرمانه کلید بی�اطلاع

کند. استفاده آلیس به خود خصوصی کلید انتقال برای روش همین از می�تواند نیز باب که

اول عدد یک p و q = pn که Fq میدان روی E : y٢ = x٣+ ax+ b بیضوی خم روی باب و آلیس ابتدا
متمایز نقطه دو N و M آن در که m = (M) + (N) بخش�یاب و است (p ≈ ٢١۶٠) بزرگ کافی اندازه به
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روی P٢ و P١ نقطه دو اول مؤلفه را آن و می�کنند انتخاب را x ∈ Fq سپس می�رسند. توافق به هستند خم از
آلیس حال .M,N /∈ ⟨P١⟩ که باشد گونه�ای به باید x انتخاب .P١ = −P٢ صورت این در می�دهند قرار خم
همین به نیز باب و می�نامیم PA را آن که می�کند انتخاب محرمانه صورت به را یکی P٢ و P١ نقطه دو بین از
می�دهیم. نمایش ١Fq نماد با را Fq میدان در ضرب عمل به نسبت همانی عنصر می�کند. انتخاب را PB صورت
مراحل باب و آلیس کند. ارسال باب برای nA < p آن در که را nA محرمانه کلید بخواهد آلیس کنید فرض حال

می�دهند: انجام nA بی�اطلاع انتقال برای را زیر
،nB < p که ،nB خصوصی کلید از استفاده با باب (١)

nB(١, PB) = (αnB
(PB), nBPB),

کند. می ارسال آلیس برای و کرده محاسبه را
و MA = nA١Fq +KA سپس کرده، محاسبه را KA = αnB (PB)

nAαnA(nBPB) آلیس (٢)
می�فرستد. باب برای را nA(١, PA) = (αnA

(PA), nAPA)
به�دست را MB = MA − KB و کرده محاسبه را KB = αnA(PA)

nBαnB (nAPA) باب (٣)
می�کند. دریافت را آلیس خصوصی کلید ١

٢ احتمال با باب ١.٢ تذکر طبق حال می�آورد.

دارد: وجود حالت دو الگوریتم این مرحله آخرین در .١.٢ نکته
.PA = PB (١)

را آلیس پیام باب و MB = nA١Fq نتیجه در و KA = KB ،١.١ قضیه طبق صورت این در
می�کند. دریافت
.PA = −PB (٢)

نمی�کند. دریافت را آلیس پیام باب MBو ̸= nA١Fq نتیجه در و KA ̸= KB صورت این در

برای نه. یا کرده دریافت را آلیس خصوصی کلید آیا که کند بررسی باید باب الگوریتم، از آخر مرحله در .٢.٢ نکته
و αc(P١) باب صورت این در است، آورده به�دست آخر مرحله در باب که باشد مقداری c کنید فرض کار این
این به می�تواند باب باشد، αnA

(PA) با برابر عدد دو این از یکی که صورتی در می�کند. محاسبه را αc(P٢)

را آلیس خصوصی کلید باب این�صورت غیر در است، کرده دریافت را آلیس کلید و c = nA که برسد اطمینان
است. نکرده دریافت

غیر�این�صورت در زیرا نباشد، دو P١ مرتبه که برسند توافق به طوری باید x روی باب و آلیس .٣.٢ نکته
می�کند. دریافت را آلیس پیام همواره باب و P١ = −P٢

می�کنیم. بیان الگوریتم بهتر فهم برای ساده مثالی ادامه در

،M = (۴, ۵٠) ،F٩٧ میدان بر E : y٢ = x٣ + ٢x + ٣ خم روی باب و آلیس کنید فرض .۴.٢ مثال
بی�اطلاع انتقال روش به را nA = ۶۴ بخواهد آلیس کنید فرض باشند، رسیده توافق به x = ١ Nو = (١٢, ٣)
باب و PA = P١ آلیس کنید فرض .P٢ = (١,−۵۴) و P١ = (١, ۵۴) که کنید توجه کند. ارسال باب برای

می�کنند. اجرا را زیر مراحل باب و آلیس باشند کرده انتخاب را PB = P١

nB(١, PB) = ١)٨١, (١, ۵۴)) = (٧٧, (۴٩, ٣۴)) = و کرده انتخاب را nB = ٨١ باب (١)
فرستد. می آلیس برای و کند می محاسبه را (αnB (PB), nBPB)

و کرده محاسبه را KA = αnB
(PB)

nAαnA
(nBPB) = ٧٧۶۴ × ۶٩ = ۶٩ ∈ F٩٧ آلیس (٢)

MA = nA١F٩٧ +KA = ۶۴+ ۶٩ = ٣۶, nA(١, PA) = ۶۴(١, (١, ۵۴)) = (٨٨, (٧۴, ٢٠)),
می�فرستد. باب برای را

و کند می محاسبه را KB = αnA(PA)
nBαnB (nAPA) = ٨٨٨١ × ۵۵ = ۶٩ باب (٣)

nA١F٩٧ =MA −KB = ٣۶− ۶٩ = ۶۴,

می�آورد. به�دست را
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بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال

پژوهش دست�آورد�های .٣

که کردیم، ارائه بیضوی خم�های یافته�ی تعمیم ژاکوبین از استفاده با بی�اطلاع انتقال برای الگوریتم یک مقاله این در
است. شده بنا یافته تعمیم ژاکوبین روی گسسته لگاریتم مسأله سختی بر آن امنیت
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مشبکه-مبنا رمزنگاری در دیفی-هلمن کلید تبادل پروتکل

شرفی∗ جواد
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

دقیق حسن و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سخت ی مسأله یک بر مبتنی کم اجرای دورهای تعداد با تعاملی غیر کلید توافق پروتکل یک مقاله این در چکیده.
و تلفیق مکانیزم از استفاده بدون پروتکل ساختار کنیم. می ارائه حلقه�ای) خطای با یادگیری (مسأله�ی ای مشبکه
خطا بردارهای شدن نزدیکتر با که این�صورت به است؛ شده طراحی طرفین خطای بردارهای دادن ارتباط با فقط
در بالا مرتبه�ی بیت�های از استفاده طرح، این در رفته به�کار نوین ایده�ی می�یابد. افزایش پروتکل موفقیت احتمال
پارامترها طول افزایش البته و محاسبات پیچیدگی کاهش به منجر که است طرفین توسط شده محاسبه کلیدهای
طرح، این در پیشنهادی پارامترهای مجموعه می�شود. موجود) مبنای مشبکه کلید توافق پروتکل�های به (نسبت
در آن از استفاده پروتکل، ساختار به توجه با و می�کنند تأمین را بایتی کیلو ۴٨ پیام یک با بیتی ٢۵۶ امنیتی سطح
حالت در واقع در می�شود. پیشنهاد اینترنت به دسترسی بودن محدود مواقع در هم�چنین و ترکیبی رمزهای سامانه
بود. خواهد صفر پروتکل این پیاده�سازی برای نیاز مورد اجراهای دور تعداد ثابت، عمومی کلید یک برای ایده�آل،

خطا. با یادگیری مسأله�ی مشبکه-مبنا، رمزنگاری کلید، توافق الگوریتم کلیدی: واژه�های
.11T71, 81P94, 94A60 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

می�شوند، محافظت عمومی کلید رمزنگاری وسیله�ی به اینترنتی ارتباطات میلیاردها روز هر امروزی، مدرن دنیای در
رمزنگاری از ،TLS مانند امن، ارتباطی پروتکل�های همه�ی در باشند. امن مختلف حملات برابر در است لازم که
برای ارتباطی کانال�های در که می�شود، استفاده کلید“ ”توافق نام به رمزنگاری اولیه�ی یک ایجاد برای عمومی کلید
مانند رمزنگاری اولیه�های سایر در شده حاصل مشترک کلید می�شود. استفاده مشترک کلید یک روی طرفین توافق
پروتکل یعنی کلید توافق اولیه�ی معروف�ترین و اولین می�شود. برده به�کار اصالت احراز کدهای یا متقارن رمزنگاری
Z∗
p ضربی گروه شامل پروتکل، این در عمومی پارامترهای شد. معرفی میلادی ١٩٧۶ سال در [۵] دیفی-هلمن

است. p پیمانه�ی به g واحد اولیه�ی ریشه�ی یک با همراه اول) عدد یک p)

.[۵] دیفی-هلمن کلید توافق پروتکل .١ جدول

بابک آرش
b ∈ {٠, ١, . . . , p− ١} a ∈ {٠, ١, . . . , p− ١}

B = gb(mod p) A = ga(mod p)
←−A

B −→
s = Ab(mod p) s = Ba(mod p)

یک حل سختی بر مبتنی دیفی-هلمن)، پروتکل جمله (از عمومی کلید رمز سامانه�های اکثر امنیت طرفی از
مشخص گروه یک در گسسته لگاریتم محاسبه�ی یا بزرگ، صحیح عدد یک تجزیه�ی مانند ریاضی سخت مسأله�ی

است.

سخنران ∗
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در می�شوند؛ اجرا زیرنمایی یا نمایی زمان در طرح�ها، این به شده شناخته کلاسیک حملات بهترین مقابل، در
به�عنوان می�کنند. حل کلاسیک رایانه�های از سریع�تر بسیار را مسأله�ها این از برخی کوانتومی، رایانه�های حالی�که
چندجمله�ای زمان در گسسته لگاریتم محاسبه�ی و بزرگ صحیح اعداد تجزیه�ی ،[٩] شور الگوریتم از استفاده با مثال
همین بر شد. خواهند شکسته مسأله�ها این بر مبتنی عمومی کلید رمز سامانه�های همه�ی نتیجه در می�گیرند، صورت
حوزه�ی ایجاد به منجر که داشته�اند جایگزین رمزنگاری طرح�های کردن پیدا برای وسیعی تحقیقات رمزنگاران اساس،
سخت مسائل از متعددی کلاس�های هم�اکنون است. شده پساکوانتومی“ ”رمزنگاری نام به رمزنگاری در جدیدی
مسائل این کنند. تامین کوانتومی کامپیوترهای مقابل در را رمزنگاری ساختارهای امنیت می�توانند که دارند وجود
خم�های آیزوجنی مربعی، فرم�های کدگذاری، نظریه�ی چکیده�ساز، توابع قبیل از ها حوزه از متنوعی طیف سخت
کاندیدای امیدوارکننده�ترین از یکی مبنا مشبکه رمزنگاری بین این در می�دهد. پوشش را مشبکه نظریه�ی و بیضوی
ساختارهای از آمده به�دست قوی نظری امنیتی تضمین از گرفته نشأت این که است بوده پساکوانتومی رمزنگاری

می�باشد. مشبکه سخت مسائل بر مبتنی
حالت به حالت بدترین کاهش�های (مانند ویژه�ای مشبکه�ای مسائل [١] آی�تای میلادی، ٩٠ دهه�ی اواخر در
ساختن برای مشبکه�ها از می�توان که داد نشان و کرد مطرح رمزنگاری برای جالبی خواص با همراه متوسط)
نشده ارائه مشبکه�ای سخت مسائل از کارآمد حل برای کوانتومی الگوریتم هیچ تاکنون کرد. استفاده رمز سامانه�های
است. شده تبدیل پساکوانتومی رمزنگاری زمینه�ی در اصلی کاندیدهای از یکی به مشبکه-مبنا رمزنگاری لذا است،
و آی�تای توسط بود مشبکه سخت مسائل از حالت بدترین مبنای بر آن�ها امنیت که رمزنگاری ساختارهای اولین
شدند. داده بهبود اساسی طور به ساختارها و مطالعات این بعدی سال�های در شد. منتشر [٣ ،٢] آی�تای-دی�ورک
با و تعریف را LWE یا (learning with errors) خطا با یادگیری مسئله�ی ٢٠٠۵ سال در [٨] ریگو ویژه به
در کرد. اثبات را آن سختی کوانتومی، الگوریتم�های مقابل در مشبکه سخت مسائل از حالت بدترین سختی فرض
Ring) حلقه�ای خطای با یادگیری مسأله�ی [۶] ریگو و پایکرت لوباشفسکی، ٢٠١٠ سال در ریگو، نتایج ادامه�ی

کردند. معرفی کوچکتر مراتب به کلیدهای ایجاد جهت را RLWE یا (Learning With Errors
گاوسی) گسسته�ی توزیع معمولا) Z روی χ خطای توزیع یک و n و q مثبت صحیح اعداد با LWE مسأله�ی

می�شود. تعریف تصمیم�گیری و جستجو نسخه�ی دو در و شده پارامترسازی

Zn
q × Zq روی As,χ خطای با یادگیری توزیع ،s ∈ Zn

q مخفی بردار یک برای [۴ بخش ،٧] .١.١ تعریف
(a, b =< s, a > خروجی و e ← χ انتخاب تصادفی)، یکنواخت (به�صورت a ∈ Zn

q بردار یک انتخاب با
است). a و s بردارهای داخلی ضرب < s, a > نماد از (منظور می�شود نمونه�سازی +emod q)

خطای با یادگیری توزیع از (ai, bi) ∈ Zn
q × Zq مستقل نمونه�ی m کنید فرض [۴ بخش ،٧] .٢.١ تعریف

با یادگیری مسأله�ی داریم. اختیار در است) ثابت نمونه�ها همه�ی برای (که s ∈ Zn
q مخفی بردار یک برای As,χ

است. s مخفی بردار کردن پیدا جستجو، نسخه�ی در خطا

m برای که می�شود تعریف صورت بدین تصمیم�گیری مدل در خطا با یادگیری مسأله�ی [۴ بخش ،٧] .٣.١ تعریف
As,χ خطای با یادگیری توزیع یک از نمونه�ها این آیا که کنید مشخص ،(ai, bi) ∈ Zn

q × Zq مستقل نمونه�ی
هستند. یکنواخت توزیع دارای یا شده�اند حاصل (s ثابت مخفی بردار یک (برای

حلقه�ی پیمانه، به�عنوان q مثبت صحیح عدد یک ،Z روی n درجه�ی از R حلقه�ی یک با RLWE مسأله�ی
دایره�بر حلقه�ی یک R معمولا می�شود. پارامترسازی R روی χ خطای توزیع یک و Rq = R/qR قسمتی خارج
R کانونی نشاندن در گاوسی گسسته�ی توزیع از نوعی χ و (٢ از توانی n برای R = Z[X]

Xn+١ خاص حالت (در ١

.[۶] می�شود گرفته نظر در q به نسبت ١ > α خطای نرخ با

با R × Rq روی As,χ حلقه�ای خطای با یادگیری توزیع مخفی) (عنصر s ∈ Rq یک برای [۶] .۴.١ تعریف
(a, b = a.s + e mod q) خروجی و e ← χ انتخاب تصادفی)، یکنواخت (به�صورت a ∈ Rq انتخاب

است). R حلقه�ی روی ضرب عمل a.s (ضرب می�شود نمونه�سازی

١Cyclotomic
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در می�شود؛ تعریف گیری تصمیم و جستجو مدل دو در نیز مسأله این از حلقه�ای نسخه�ی ، LWE با مشابه
هدف شده�اند، نمونه�سازی s مخفی عنصر یک برای As,χ توزیع یک با که (ai, bi) mنمونه�ی برای جستجو مدل
خروجی (ai, bi) نمونه�های بین تفاوت دادن تشخیص RLWE مسأله�ی از تصمیم�گیری مدل است. s کردن پیدا

.[۶] است یکنواخت توزیع دارای نمونه�های با As,χ توزیع از

پیشنهادی کلید توافق طرح .٢

پیچیدگی کاهش و کدگذاری روش یا تلفیق مکانیزم مرحله�ی حذف پیشنهادی توافق طرح در رفته به�کار ایده�ی
حلقه�ها�ی و q پیمانه�ی مشبکه�)، بعد (به�عنوان n شامل طرح این در استفاده مورد پارامترهای است. محاسباتی
نمونه�سازی تصادفی یکنواخت به�طور a ∈ Rq چندجمله�ای طرح، این در است. Rq =

Zq [x]
xn+١ و R = Z[x]

xn+١

یک از را {s′, e′} و {s, e} ترتیب به خود� خطای چندجمله�ای�های و خصوصی کلیدهای بابک و آرش می�شود،
کلیدهای ترتیب به بابک و آرش سپس می�کنند. نمونه�سازی σ پارامتر با Rq روی χ گسسته�ی گاوسی توزیع
آرش آخر مرحله�ی در می�کنند. ارسال یکدیگر برای و کرده محاسبه را b′ := a.s′ + e′ و b := a.s+ e عمومی
به�عنوان را (b− e′).s′ و (b′ − e).s ترتیب به مقادیر از اهمیت) پر بیت�های (یا بالا مرتبه�ی بیت�های بابک و
محاسبه�ی با رابطه (در است شده ارائه ٢ جدول در پیشنهادی الگوریتم کلی ساختار می�گیرند. نظر در مشترک کلید

داد). خواهیم توضیح ١.٢ بخش در γ پارامتر

پیشنهادی. کلید توافق طرح .٢ جدول

بابک آرش
a ∈ Rq a ∈ Rq

s′, e′ ←χ Rq s, e←χ Rq

b′ := a.s′ + e′ b := a.s+ e
←−b

−→b′

w′ = (b− e′).s′ w = (b′ − e).s
µ = Highbits(w′, ٢γ) µ = Highbits(w, ٢γ)

است. w′ و w ضرائب از �ها بیت بالاترین تمام شامل بردار µ .١.٢ نکته

باشند: برابر یکدیگر با w′ و w از ضریب� هر بیت بالاترین که است این به وابسته ٢ پروتکل درستی

max{||e′′.s′||∞, ||e′′.s||∞} ≤ که طوری به باشد ٢ از توانی γکمترین ، ⌈log q⌉ = ℓ+١ فرضکنید .٢.٢ لم
در نظیر ضریب از ℓ-اُم بیت با w در ضریب یک از ℓ-اُم بیت اینکه احتمال آنگاه . ⌈log( qγ )⌉ = k + ١ و γ

است. ١− ١
٢k با برابر حداقل باشند، برابر هم با w′

می�توان می�کند، کار مستقل طور به چندجمله�ای یک از ضریب هر روی Highbits تابع که آن�جا از اثبات.
چندجمله�ای یک از ضریب هر لم، فرضیه�های به توجه با گرفت. نظر در صحیح عدد به�صورت را چندجمله�ای�ها
ضرائب دارای همگی s′ و s ،e′′ چندجمله�ای�های طرفی از است. بیت ℓ طول به حداکثر Rq =

Zq [x]
xn+١ در دلخواه

و w در ضریب هر از انتهایی بیت log(γ) روی فقط e′′ بنابراین و هستند γ بالای کران با کران�دار و کوچک
بعدی بیت k− ١ اکنون . هستند) log(γ) طول به حداکثر e′′.s′ و e′′.s دیگر بیان (به داشت خواهد تأثیر w′

بیت�ها این از یکی حداقل اگر بگیرید. نظر در را a.s.s′ از −ℓ-اُم) ١ بیت تا log(γ)-اُم + ١ بیت�های (یعنی
به توجه با و داشت نخواهد a.s.s′ از ℓ-اُم بیت روی تأثیری e′′.s′ و −e′′.s با a.s.s′ جمع آنگاه باشد صفر
یکدیگر با w′ و w از ℓ-اُم بیت که می�شود نتیجه ،w′ = a.s.s′ + e′′.s′ و w = a.s′.s − e′′.s روابط
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بیت�های تمامی که است این ،w′ و w ℓ-اُم بیت�های نبودن برابر برای ممکن حالت تنها بنابراین هستند. برابر
e′′.s′ و e′′.s از بیت) (آخرین log(γ)-اُم بیت و ،١ با برابر a.s.s′ از ℓ-اُم) − ١ بیت تا log(γ)-اُم + ١

است. ١
٢k−١ .

١
٢ = ١

٢k با برابر حالتی چنین وقوع احتمال باشند. یکدیگر مخالف
□

دارای ٢ کلید تبادل پروتکل تصمیم�گیری، مدل در حلقه�ای خطای با یادگیری مسأله�ی سختی فرض با .٣.٢ قضیه
است. ( IND-CPA ) انتخابی اصلی متن حمله�ی برابر در امنیت

و e تصادفی مقادیر به ترتیب به مقادیر این و می�کند، دریافت را b′ و b مقادیر مهاجم ٢ پروتکل در اثبات.
تصادفی نمونه�ی یک به نسبت (b, b′) دوتایی بنابراین هستند. وابسته ( χ گاوسی گسسته�ی توزیع (با e′

مبتنی ٢ پروتکل امنیت دیگر، بیان به . [۴.١ لم اثبات ،٣] ر.ک. است، تمایز قابل غیر (u, v) ∈ Rq × Rq

است. تصمیم�گیری مدل در حلقه�ای خطای با یادگیری مسأله�ی سختی بر
□

طراحی برنامه�ی از پیشنهادی پارامترهای مجموعه به نظیر امنیتی سطح تخمین برای پارامترها. انتخاب .١.٢
بودن سخت از امنیتی سطح که کرده�ایم استفاده ( [١٠] Sage افزار نرم با شده (نوشته ٢ [۴] آلبرت توسط شده
با یادگیری مسأله�ی به مختلف حملات (شامل پارامترها از متفاوتی انتخاب�های برای خطا با یادگیری مسأله�ی

است. شده ارائه ۴ و ٣ جدول�های در آزمون این نتایج می�کند. محاسبه را ( خطا

مشبکه کارآی حمله�های برابر در بیت) حسب (بر امنیتی سطح تخمین نتایج .٣ جدول
و n = ٢١۴ با q پیمانه�ی یافتن برای [۴] همکاران و آلبرت نتایج از استفاده با مبنا

.σ = ٣٫ ١٩٢

دوگان حمله�ی کدگشایی حمله�ی uSVP حمله�ی ⌈log(q)⌉
۵٧٠١.١ ۶١٢٩.٧ ۵۴٠٧.٩ ۶٠
۵٠٨١.٢ ۵٣٨٣.٢ ۴٨٢٢.٨ ۶۵
۴۵٧١.٠ ۴٧۶٩.١ ۴٣٣۴.٣ ٧٠
۴١٢۴.۴ ۴٢٧٠.٧ ٣٩٢٠.٣ ٧۵
٣٧۴٩.۴ ٣٨۴٨.۵ ٣۵۶۴.٠ ٨٠
٣۴۴۶.۴ ٣۴٩١.٣ ٣٢۵۶.۵ ٨۵
٣١۴٩.٠ ٣١٨۴.۵ ٢٩٨٩.۴ ٩٠
٢٨٩٠.٢ ٢٩٣۴.٩ ٢٧۵٧.٣ ٩۵
٢۶۶٧.۶ ٢۶٩۵.۵ ٢۵۵٠.٠ ١٠٠
٢۴٨٠.١ ٢۴٨٩.٠ ٢٣۶۵.٣ ١٠۵
٢٣٠۵.۶ ٢٣١٢.٣ ٢٢٠٢.۶ ١١٠
٢١۶٠.۶ ٢١۴٧.٧ ٢٠۵٧.۴ ١١۵
٢٠١۶.٠ ٢٠٠٠.۶ ١٩٢۵.۶ ١٢٠
١٨٨۵.٩ ١٨٧٠.٧ ١٨٠۴.١ ١٢۵
١٧٧٢.۴ ١٧۵٢.۵ ١۶٩٧.٩ ١٣٠

٢ https://bitbucket.org/malb/lwe-estimator/commits/c5763b2

١٨٧
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دقیق ح. و شرفی ج.

مبنا مشبکه کارآی حمله�های برابر در بیت) حسب (بر امنیتی سطح تخمین نتایج .۴ جدول
⌈log(q)⌉ = ٩٩ با n مشبکه�ی بعد یافتن برای [۴] همکاران و آلبرت نتایج از استفاده با

.σ = ۶٫ ٣٨۴ و

دوگان حمله�ی کدگشایی حمله�ی uSVP حمله�ی n

۶۶٩٧.۴ ۶٩۶٣.٩ ۶۴١۴.٢ ٣٠٠١١
٣٧٣١.١ ٣٧٧٩.٠ ٣۵۵٠.١ ٢٠٠١١
١٢٢۴.۵ ١٢۴٧.٨ ١٢١٩.٨ ١٠٠٠٧
٨۶۶.٩ ٨۶٢.۶ ٨۴٩.١ ٨٠٠٩
۶٩٣.٢ ۶٩٠.٩ ۶٧٨.٣ ٧٠٠١
۵٣۴.٩ ۵٣٣.٩ ۵٢٢.٧ ۶٠٠٧
٣٨۵.٨ ٣٨٩.٩ ٣٨٠.١ ۵٠٠٣
٢۵٩.٠ ٢۶٢.٢ ٢۵۴.٧ ۴٠٠١
١۵۵.١ ١۵۴.٩ ١۴٩.٨ ٣٠٠١
٧٢.٩ ٧١.٩ ۶٩.۵ ٢٠٠٣
۴٧.۶ ۴۶.۴ ٣١.٨ ١٠٠٩
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سخنرانی�ها

رشته�ای بین ریاضیات



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

Ψ−هادامارد عملگر از استفاده با ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله پایداری

آدریانی∗ رضائی صفورا
ایران تهران، ایران، صنعت و علم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

نژاد عیدی زهرا
ایران تهران، ایران، صنعت و علم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سعادتی رضا و
ایران تهران، ایران، صنعت و علم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

معادله یک Ψ−هادامارد، کسری مشتق و Ψ−هادامارد کسری انتگرال از استفاده با مقاله، این در چکیده.
معادله برای را هایرز-اولام پایداری آلترناتیو، قضیه از استفاده با و می�دهیم ارائه ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل

می�دهیم. قرار بررسی مورد باناخ، فضای در ولترا کسری انتگرال معادله و ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل

ولترا، کسری انتگرال معادله ولترا، کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله آلترناتیو، قضیه کلیدی: واژه�های
هایرز-اولام. پایداری Ψ−هادامارد، مشتق�پذیر تابع

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

و (FC) کسری حسابان است، متمرکز آن بر ریاضیات علمی-تحقیقاتی جامعه که زمینه�هایی از یکی امروزه،
کسری، حسابان می�گیرد. قرار بحث مورد باناخ فضای در عمدتاً که می�باشد محض ریاضیات در آن کاربردهای
است. صحیح مرتبه از انتگرال و مشتق برای تعمیمی که دلخواه مرتبه از انتگرال�گیری و مشتق�گیری برای است نامی
فیزیکی، مهندسی، پدیده�های از بسیاری مدل�سازی برای قدرتمند ابزار یک عنوان به کسری، دیفرانسیل توابع
سال�های در متعددی تحقیقات موضوع، اهمیت به توجه با گرفت. قرار زیادی دانشمندان توجه مورد داروسازی

گردید. ارائه کسری مشتقات با دستگاه�هایی پایداری بررسی زمینه در اخیر
گرفته نشأت گروه�ها روی همریختی�های پایداری مورد در اولام، سؤال یک از تابعی معادلات پایداری مسأله�ی
توسط هایرز، نتیجه و شد حل هایرز توسط باناخ فضای روی تقریبی جمعی نگاشت�های برای مسأله این است.

یافت. تعمیم راسیاس
زیر کسری دیفرانسیل معادلات جو�اب�های هایرز-اولام پایداری و یکتایی وجود، بررسی به بخش، این در

می�پردازیم
HDµx(p) = ρ(p, x(p),H Dµx(p)),

x(١) = x١,

آن در که است تابعی ρ : I × R× R→ R و µ > ٠ مرتبه از هادامارد کسری مشتق ،HDµx(p) آن در که
.P > ١ برای p ∈ I = [١, P ] و x١ ∈ R

µ > ٠ آن در که HC
a′+ Dµ,λ;Ψ

Ψ(p) w(p) کاپوتو نوع از Ψ−هادامارد کسری مشتق و آلترناتیو قضیه از استفاده با
می�پردازیم زیر ولترای کسری انتگرو-دیفرانسیل معادلات جواب هایرز-اولام پایداری بررسی به ،λ > ٠ و

HDµ,λw(p) = ρ(p, u(p)) +
∫ p

٠ k(p, γ, w(p))dγ,

I١−α
٠+ w(٠) = ε,

سخنران ∗

١٩٠



ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله پایداری

K(p, γ, w) ،J×R روی w و p متغیرهای به نسبت پیوسته تابع یک ρ(p, w) و p ∈ J = [٠, P ] آن در که
انتگرال I١−α

٠+ w(٠) و دلخواه ثابت یک ε ،J × R × R روی w و γ ،p متغیرهای به نسبت پیوسته تابعی
است. (α = µ+ λ(١− µ)) ٠ ≤ α ≤ ١ با Ψ−هادامارد کسری

کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله جواب�های هایرز-اولام پایداری بررسی به که هستیم علاقه�مند مقاله، این در
بپردازیم زیر ولترای

HCDµ,λ;Ψ
٠+ v(p) = η(p, v(p)) +

∫ p

٠
K(p, γ, v(γ))dγ,(١)

و λ > ٠ ،µ > ٠ که به�طوری است کاپوتو نوع از Ψ−هادامارد کسری مشتق ،HCDµ,λ;Ψ
a+ v(p) آن در که

و هستند پیوسته توابعی v : [٠, P ] → Y و K : [٠, P ]× [٠, P ]× Y → Y ،η : [٠, P ]× Y → Y
است. باناخ فضای یک Y

پیش�نیازها .٢

Ψ−هادامارد کسری مشتق و Ψ−هادامارد کسری انتگرال که می��پردازیم توابعی فضای معرفی به ابتدا بخش، این در
می�دهیم. ارائه اصلی، نتایج آوردن به�دست برای را مهمی قضیه�ی همچنین و می��شوند تعریف آن روی کاپوتو، نوع از

می�کنیم. معرفی را آلترناتیو قضیه و هایرز-اولام-راسیاس و هایرز-اولام پایداری مفهوم سرانجام،

حقیقی خط روی نامتناهی) (یا متناهی بازه یک (a′, b′)(−∞ ≤ a′ < b′ ≤ ∞) کنید فرض .١.٢ تعریف
که باشد (a′, b′] روی صعودی و مثبت یکنواخت تابع یک Ψ(p) کنید فرض همچنین .µ > ٠ و باشد، R
نشان d

dpΨ(p) = Ψ′(p)به�صورت را (a′, b′) بازه روی Ψ(p) اول (مشتق است Ψ′(p) پیوسته مشتق دارای
تابع به نسبت را ρ(p) مفروض تابع از ،λ > ٠ پارامتر و µ > ٠ مرتبه با هادامارد کسری انتگرال می�دهیم).

می�کنیم تعریف زیر به�صورت ،[a′, b′] روی Ψ(p)

H
a′Iµ;λΨ(p)ρ(p) =

١
Γ(µ)

∫ p

a′
Qµ

Ψ(p, γ)ρ(γ)dγ,

.Qµ
Ψ(p, γ) :=

(
Ψ(γ)
Ψ(p)

)λ(
log Ψ(p)

Ψ(γ)

)µ−١
Ψ′(γ)
Ψ(γ) آن در که

Ψ(p)−هادامارد مشتق از استفاده با کسری انتگرو-دیفرانسیل معادلات از کلاسی پایداری بررسی مقاله این هدف
می�پردازیم. کسری عملگرهای چنین معرفی به بنابراین است، کاپوتو نوع از

که است بازه�ای J = [a′, b′] کنید فرض همچنین .n − ١ < µ < n و n∈N کنید فرض .٢.٢ تعریف
و صعودی Ψ ،p ∈ J هر برای که هستند تابعی دو Ψ ∈ Cn[a′, b′] و ρ و −∞ ≤ a′ < b′ ≤ ∞
λ > ٠ پارامتر و µ > ٠ مرتبه با ρ تابع از کاپوتو نوع از Ψ−هادامارد کسری مشتق است. Ψ′(p) ̸= ٠

[٣] می�شود تعریف زیر به�صورت
HC
a′ Dµ,λ

Ψ(p)ρ(p) =
HIn−µ,λ

Ψ(p)
HC
a′ Dn,λ

Ψ(p)ρ(p).

آن در که

HC
a′ Dn,λ

Ψ(p)ρ(p) = Ψ(p)−λ

(
Ψ(p)

Ψ′(p)
.
d

dp

)n[
Ψ(p)λρ(p)

]
.

داریم باشد، مفروض مشتق�پذیر تابع یک v(p) HCDµ,λ;Ψ∥∥∥∥اگر
٠+ v(p)− η(p, v(p))−

∫ p

٠
K(p, γ, v(γ))dγ

∥∥∥∥ ≤ Ω(p),

١٩١



سعادتی ر. و نژاد عیدی ز. آدریانی، رضائی ص.

داریم B > ٠ برای �که به�طوری دارد وجود (١) معادله از u(p) جواب و ،p ∈ [٠, P ] و Ω(p) > ٠ آن در که

∥v(p)− u(p)∥ ≤ BΩ(p),

است. هایرز-اولام پایداری دارای (١) معادله گوییم بنابراین

هرگاه گوییم، Y روی یافته تعمیم متریک فضای یک را δ : Y × Y → [٠,∞] .٣.٢ تعریف
v؛ = u اگر تنها و اگر ،δ(v, u) = ٠ .١

,δ(v؛ u) = δ(u, v) ،v, u ∈ Y هر برای .٢
.δ(v, z) ≤ δ(v, u) + δ(u, z) ،v, u, z ∈ Y هر برای .٣

که کنید فرض همچنین است. تعمیم�یافته متریک فضای یک (Y, δ) کنید فرض آلترناتیو] ،١] .۴.٢ قضیه
داشته وجود نامنفی صحیح k اگر است. L < ١ لیپ�شیتس ضریب با اکید انقباضی عملگر یک Λ : Y→Y

است: برقرار زیر شرایط آن�گاه ،d(Λk+١v,Λkv) < ١ ،v ∈ Y برای �که به�طوری باشد
است. همگرا Λ از v∗ ثابت نقطه به {Λnv} دنباله .١

در Λ از یکتا ثابت نقطه یک v∗ .٢

Y ∗ = {u ∈ Y ; d(Λkv, u) <∞},

است.
.δ(u, v∗) ≤ ١

١−Ld(Λu, u) آن�گاه ،u ∈ Y
∗ اگر .٣

آن�گاه ،λ > ٠ و µ > ٠ ،ρ ∈ C١[a′, b′] اگر [٢] .۵.٢ قضیه
HCDµ,λ;Ψ

٠+
HIµ;Ψ٠+ ρ(p) = ρ(p).

می�کنیم. بررسی را (١) معادله هایرز-اولام پایداری ،۴.٢ قضیه از استفاده با مقاله، این در

اصلی نتایج .٣

داریم، که باشند مثبتی ثابت�های P و L,L١, L٢ و باناخ فضای یک Y کنید فرض .١.٣ قضیه

٠ < L١ + (L١ + L٢ + L٢L)L < ١

پیوسته Ω : [٠, P ]→ (٠,∞) و K : [٠, P ]× [٠, P ]×Y → Y ،η : [٠, P ]×Y → Y کنید فرض .
باشیم داشته v, u ∈ Y و γ, p ∈ [٠, P ] هر برای و باشند

∥η(p, v)− η(p, u)∥ ≤ L١ ∥v − u∥ ,
∥K(p, γ, v(γ))−K(p, γ, u(γ))∥ ≤ L٢ ∥v − u∥ ,

و

١
Γ(µ)

∫ p

٠
Qµ

Ψ(p, γ)Ω(γ)dγ ≤ LΩ(p).

می�کند صدق زیر شرط در ،p ∈ [٠, P ] برای که باشد مشتق�پذیر تابع یک ρ : [٠, P ]→ Y HCDµ,λ;Ψ∥∥∥∥اگر
٠+ ρ(p)− η(p, ρ(p))−

∫ p

٠
K(p, γ, ρ(γ))dγ

∥∥∥∥ ≤ Ω(p),

١٩٢



ولترا کسری انتگرو-دیفرانسیل معادله پایداری

داریم ،p ∈ [٠, P ] هر برای �که به�طوری دارد وجود ρ٠ : [٠, P ]→ Y یکتای مشتق�پذیر تابع HCDµ,λ;Ψ∥∥∥آن�گاه
٠+ ρ(p)− HCDµ,λ;Ψ

٠+ ρ٠(p)
∥∥∥+ ∥ρ(p)− ρ٠(p)∥

≤ ١+ L

١− L١ + (L١ + L٢ + L٢L)L
Ω(p).

به�صورت را E مجموعه ابتدا اثبات.
E = {v : [٠, P ]→ Y, است. دیفرانسیل�پذیر v},

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را δ : E × E → [٠,∞] نگاشت سپس می�گیریم. نظر در

δ(v, u) = inf{B ∈ [٠,∞] :
∥∥∥HCDµ,λ;Ψ

٠+
v(p) −HC Dµ,λ;Ψ

٠+
u(p)

∥∥∥ + ∥v(p) − u(p)∥ ≤ BΩ(p), p ∈ [٠, P ]}.

را Λ : E → E نگاشت ادامه در است. یافته تعمیم کامل متریک فضای یک (E, δ) که می�دهیم نشان و
به�صورت

Λ(v(p)) = HIµ;Ψ٠+ η(p, v(p)) + HIµ;Ψ٠+

[ ∫ p

٠
K(p, γ, v(γ))dγ

]
.

،δ(Λρ, ρ) < ∞ که می�دهیم نشان سپس است. انقباضی نگاشت یک Λ که می�دهیم نشان و می�گیریم نظر در
یعنی است، ρ٠ نام به یکتایی ثابت نقطه دارای Λ نگاشت بنابراین است. برقرار ۴.٢ قضیه شرایط تمام لذا

که به�طوری Λρ٠ = ρ٠

HCDµ,λ;Ψ
٠+ ρ٠(p) = η(p, ρ٠(p)) +

∫ p

٠
K(p, γ, ρ٠(γ))dγ.

و

δ(ρ, ρ٠)≤
١

١− [L١ + (L٢ + L١ + L٢L)L]
δ(Λρ, ρ)≤ ١+ L

١− [L١ + (L٢ + L١ + L٢L)L]
.

□
داریم که باشند مثبتی های ثابت T و L,L١, L٢ و باناخ فضای یک Y که کنید فرض .٢.٣ قضیه
K : [٠, P ] × [٠, P ] × Y → Y و η : [٠, P ]×Y−→Y کنید فرض .٠ < (L١ + L٢)L < ١

که به�طوری باشند پیوسته�ای توابع Ω : [٠, P ]→ (٠,∞) و

∥η(p, v)− η(p, u)∥ ≤ L١ ∥v − u∥ ,
∥K(p, γ, v)−K(p, γ, u)∥ ≤ L٢ ∥v − u∥ ,

و
١

Γ(µ)

∫ p

٠
Qµ

Ψ(p, γ)Ω(γ)dγ ≤ LΩ(p).

که باشد پیوسته تابع یک ρ : [٠, P ]→ Y اگر v, u ∈ Y و γ, p ∈ [٠, P ] هر −ρ(p)∥∥∥∥برای η(p, ρ(p))− ١
Γ(µ)

∫ p

٠
Qµ

Ψ(p, γ)K(p, γ, ρ(γ))dγ
∥∥∥∥ ≤ Ω(p),(٢)

�که به�طوری دارد وجود ρ٠ : [٠, P ]→ Y یکتای پیوسته تابع آن�گاه ،p ∈ [٠, P ]

ρ٠(p) = η(p, ρ(p)) +
١

Γ(µ)

∫ p

٠
Qµ

Ψ(p, γ)K(p, γ, ρ(γ))dγ,

و

∥ρ(p)− ρ٠(p)∥≤
١

١− (L١ + L٢)L
Ω(p).
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سپس می�گیریم. نظر در E = {v : [٠, P ] → Y, است. پیوسته v}, به�صورت را E مجموعه ابتدا اثبات.
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را δ : E × E → [٠,∞] نگاشت

δ(v, u) = inf{B ∈ [٠,∞] : ∥v(p)− u(p)∥ ≤ BΩ(p), p ∈ [٠, P ]}.
سپس است. کامل یافته تعمیم متریک فضای یک (E, δ) فضای که می�دهیم نشان ابتدا قبل قضیه ایده همانند

می�گیریم نظر در E روی را Λ نگاشت

Λ(v(p)) = η(p, v(p)) +
١

Γ(µ)

[ ∫ p

٠
Qµ

ΨK(p, γ, v(γ))dγ
]
.

٠ < (L١ + که δ(Λv,Λu)≤(L١ + L٢)Lδ(v, u) داریم u, v∈E هر برای که داد نشان می�توان ادامه در
به�دست ما (٢) معادله از همچنین است. انقباضی نگاشت یک Λ که می�دهد نشان این و L٢)L < ١
مجموعه در ρ٠ فرد به منحصر ثابت نقطه یک دارای Λ ۴.٢ قضیه بنابر لذا .δ(Λρ, ρ)≤١≤∞ که می�آوریم
□ می�باشد. E∗ = {u∈E; δ(Λρ, u) <∞}
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

و هم�مکانی طیفی روش با سینه سرطان عود از برگرفته غیرخطی آزاد، مرز PDE سیستم عددی حل
محدود تفاضلات

مطهری∗ مرضیه
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

اصلاحچی محمدرضا و
ایران تهران، ، مدرس تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

آزاد مرزی با جزیی دیفرانسیل کوپل سیستم یک حل برای کارآمد روش یک ارائه مقاله این اصلی هدف چکیده.
میان کمی رابطه� و می�باشد سینه سرطان بازگشت ریاضی مدل یک از برگرفته سیستم این می�باشد. غیرخطی و
معادلات سیستم بر مبتنی ریاضی مدل این می�کند. بررسی را تومور شعاع و سینه سرطان در گذار تاثیر عوامل
سهموی معادله� یک بیضوی، معادله� شش شامل که است کرده معرفی آزاد مرزی با غیرخطی کوپل جزیی مشتقات

است. معمولی دیفرانسیل معادله یک و
روش طیفی، روش�های سهموی، بیضوی، آزاد، مرز غیرخطی، ، PDEs سیستم کلیدی: واژه�های

هم�مکانی.
.65M70, 65M12, 65M06 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

همچنین و می�شود بیماری این به مبتلا زن میلیون ١.٢ سال هر است. زنان میان در سرطان شایع�ترین سینه سرطان
زن ۶٢٧٠٠٠ می�شود زده تخمین ٢٠١٨ سال در است. زنان بین در سرطان از ناشی میر و مرگ تعداد بیشترین
.[٣] زنان) بین در سرطان میرهای و مرگ کل از ١۵٪ (تقریباً داده�اند دست از را خود جان سینه سرطان اثر در
شده ایجاد تومور در uPAR عامل غلظت و رشد حال در تومور قطر بین کمی رابطه برقراری منظور به مدل این
(سرطانی، سلول�های و PAI-١ و uPAR ،uPA مانند پلاسمینوژن مهارکننده و کننده فعال شامل مدل این است.
مرحله�ای اولیه، مراحل سینه سرطان تومور درمان از پس که است شده فرض مدل این در است. فیبروبلاست�ها)
از کوچکی ناحیه و مانده زنده مکان همان در سرطانی سلول�های از برخی نشده�اند، درگیر هنوز لنفاوی گره�های که
عود را بازگشت نوع این می�کند. رشد به شروع سرطان کروی�، شکل حفظ ضمن و می�کنند اشغال را R٠ شعاع
و متقارن شعاع با تومور در (PDE) جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات سیستم توسط مدل می�گویند. محلی
فرض �چنین است. بیمار به وابسته پارامتر R٠ = R(٠) اولیه شعاع است. شده داده شرح R(t) رشد حال در
با R(t) شعاع تومور، سلول�های تکثیر زمان از باشد. ثابت بافت از نقطه هر در سلول�ها کل تراکم که است شده
به�طور است. وابسته زمان به که هستند حرکت حال در u سرعت با سلول�ها و است افزایش حال در زمان گذشت
آن�ها اختصار و مدل متغیرهای نام ١ جدول در هستند. (r, t) از توابعی و متقارن� شعاعی به�صورت متغیرها کلی

است. شده آورده

سخنران ∗
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است. g
cm٣ واحد در تراکم و غلظت مدل؛ متغیرهای .١ جدول

غیرفعال uPA غلظت uiP (r, t) uPAR غلظت uPR(r, t)
PAI-١ غلظت PA(r, t) فعال uPA غلظت uaP (r, t)

سرطانی سلول�های چگالی C(r, t) فیبروبلاست چگالی f(r, t)
سلول سرعت u(r, t) t زمان در تومور شعاع R(t)

می�باشد: زیر شرح به [۴] سینه سرطان بازگشت مدل

∂uPR

∂t
−DuPR

∆uPR = λuPR
M + λuPRCC︸ ︷︷ ︸
production

−duPR
uPR︸ ︷︷ ︸

degradation

, for ٠ < r < R(t), t > ٠,

(١)

∂uPR

∂n
= ٠, at r = R(t) and r = ٠, t > ٠, uPR(r, ٠) = uPR٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.

(٢)
∂uiP
∂t
−DuP

∆uiP = λuff︸ ︷︷ ︸
production

−dui
p
uip︸ ︷︷ ︸

degradation

for ٠ < r < R(t), t > ٠,

∂uiP
∂n

= ٠, at r = R(t) and r = ٠, t > ٠, uiP (r, ٠) = uiP ٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.

∂uaP
∂t
−DuP∆u

a
P = λuu

i
P

(
uPR

KuPR
+ uPR

)
M︸ ︷︷ ︸

production

−dua
P
uaP︸ ︷︷ ︸

degradation

for ٠ < r < R(t), t > ٠,

(٣)
∂uaP
∂n

= ٠, at r = R(t) and r = ٠, t > ٠, uaP (r, ٠) = uaP ٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.

∂PA

∂t
−DPA

∆PA = λPCC + λPff + λPMM︸ ︷︷ ︸
production

−dPA
PA︸ ︷︷ ︸

degradation

for ٠ < r < R(t), t > ٠,

(۴)
∂PA

∂n
= ٠, at r = R(t) and r = ٠, t > ٠, PA(r, ٠) = PA٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.

(۵)
∂f

∂t
+∇.(uf)−Df∆f = Af + λfCf

C

KC + C︸ ︷︷ ︸
proliferation

−dff︸ ︷︷ ︸
death

for ٠ < r < R(t), t > ٠,

∂f

∂n
= ٠, at r = R(t) and r = ٠, t > ٠, f(r, ٠) = f٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.

∂C

∂t
+∇.(uC)−DC∆C =

(
λC (w) + λCf

f

Kf + f
+ λCuP

ua
P

KPA
+ PA

uPR

KuPR + uPR

)
C

(
١−

C

C٠

)
︸ ︷︷ ︸

proliferation

−dCC︸ ︷︷ ︸
death

for ٠ < r < R(t), t > ٠,

(۶)
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λp (w) = λp
w

wh
, w < wh and λp (w) = λp, wh ≤ w,

∂C

∂n
= ٠, at r = R(t),

and r = ٠, t > ٠, C(r, ٠) = C٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠.
(٧) f + C = const = ١,

(٨) ∇.u =
∑

(RHS of (۵), (۶)) ٠ < r < R(t), t > ٠, u (٠, t) = ٠, t > ٠,

u = u (r, t) er.

(٩)
dR(t)

dt
= u (R (t) , t) = uer, t > ٠, R(t) = r.

،f = ٠٫ ٠۶ می�گیریم، نظر در g
cm٣ واحد در فیبروبلاست و سرطانی سلول�های برای را ذیل اولیه شرایط

شبیه نتایج بر هفته چند از بعد اولیه شرایط است. شده گرفته نظر در صفر متغیرها باقی اولیه مقدار و C = ٠٫ ۴
دارد. تومور رشد و تکثیر در مهمی نقش R(٠) کم بسیار مقدار حال، این با نمی�گذارد. تأثیر سازی

است. X انتشار ضریب DX کنید. فرض مدل متغیر دو عنوان به را Y و X ضرایب، کلی توصیف برای

است. X تکثیر یا سازی فعال نرخ λX است. Y توسط X تخریب نرخ dXY است. X تخریب نرخ dX
از پرهیز برای ادامه در است. X اشباع نیمه ضریب KX است. Y توسط X تکثیر یا سازی فعال نرخ λXY

مختصات از استفاده به�جای مدل سادگی، برای می�دهیم نشان معادله یک بر تنها را فوق معادله حل مراحل تکرار
می�کنیم: بازنویسی زیر شرح به را (۶) و کرده استفاده کروی مختصات از استوانه�ای

∂uPR

∂t
−DuPR

١
r٢

∂

∂r

(
r٢
∂uPR

∂r

)
= λuPRMM+λuPRCC−duPRuPR, ٠ < r < R (t) , t > ٠,

(١٠)
∂uPR

∂r
(r, t) = ٠ at r = ٠, t > ٠,

∂uPR

∂r
(r, t) = ٠, at r = R(t), t > ٠,

uPR(r, ٠) = uPR٠(r) for ٠ ≤ r ≤ R٠, t = ٠,

ایجاد مشکلاتی آن�ها روی بر کلاسیک عددی روش�های اعمال در می�تواند مدل متحرک یا آزاد مرزی معادله
به آزاد مرز تبدیل روش�ها این از یکی آمد. فائق مشکلات این بر می�توان مناسب تکنیک�های به�کارگیری با کند.

.[١] می�شود ممکن ذیل متغیر تغییر با که {(r, t) | 0 ≤ r ≤ 1, t ≥ 0} است: ثابت دامنه�ای

r =
r

R (t)
, τ =

∫ t

٠

ds

R٢(s)
, , uPR (ρ, t) =uPR (r, t) , uiP (r, t) =uiP (r, t) ,

uaP (r, t) =u
a
P (r, t), PA (ρ, t) =PA (r, t) , f(r, t) =f(r, t), C (ρ, t) =C (r, t) ,

u(r, τ) = R(t)u(r, t), η(τ) = R(t).

می�شود: تبدیل ثابت دامنه یک در مسئله� یک به (١٠) آزاد مرز مسئله
∂uPR

∂τ
− r̂û(١, τ)∂uPR

∂r̂
−DuPR

١
r̂٢

∂

∂r̂

(
r̂٢
∂uPR

∂r̂

)
= η٢guPR(uPR, C), ٠ < r̂ < ١, τ > (١١),٠

∂uPR

∂r̂
(٠, τ) = ٠, τ > ٠ ∂uPR

∂r̂
(١, τ) = ٠, τ > ٠ uPR (r̂, ٠) = uPR٠, ٠ < r̂ < ١.

guPR(uPR, C) = λuPRCC − duPRuPR

می�شود. حل عددی به�صورت ٠ ≤ τ ≤ T و ٠ ≤ ṙ ≤ ١ برای (١١) مسئله��ی بخش، این در
زمانی گام�های t∗ := T

M که به�طوری است زمانی شبکه�بندی گره�های ti := it∗ (i = ٠, ١, . . . ,M)

حل طیفی هم�مکانی و تفاضلات-محدود روش از استفاده با را مسئله است. مثبت صحیح عدد Mیک و می�باشد
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گسسته�سازی فرمول کرده�ایم. استفاده را (BDF٢/EP٢) دوم مرتبه طرح زمانی مشتق گسسته�سازی برای می�کنیم.
است: ذیل به�صورت u(r, t) خاص تابع یک زمانی مشتق تقریب برای

(١٢) ∂u

∂t
(r, tn+١) =

un+١ − un +
un−١−un

٣
٢h
٣

+ et.

می�رود: به�کار غیرخطی عوامل خطی�سازی برای زیر تقریبی فرمول

(١٣) u(r, tn+١) = ٢u(r, tn)− u(r, tn−١) + eu.

می�کنیم: گسسته (١٣) و (١٢) به توجه با را (١١) معادله .un(r) = u(r, tn) می�کنیم فرض ادامه، در

uPRn+١ − uPRn +
uPRn−١−uPRn

٣
٢t∗
٣

− r(٢un(١)− un−(١)١)
∂uPRn+١

∂r

−DuPR

١
r٢
∂

∂r

(
r٢
∂uPRn+١

∂r

)
= η٢n+١ (٢guPR(uPRn, Cn)− guPR(uPRn−١, Cn−١))− euPR

t ,

٠ < r < ١, τ > ٠,

(١۴)

∂uPRn+(٠)١
∂r

= ٠, τ > ٠,

∂uPRn+(١)١
∂r

= ٠, τ > ٠,

uPR٠(r) = uPR٠, ٠ < r < ١,

به {pj(r)}∞i=٠ از هم�مکانی، روش در می�کنیم. استفاده هم�مکانی طیفی روش از (١۴) مسئله تقریب برای
می�کنیم: استفاده زیر به�صورت کوششی تابع عنوان

span{p٠(r), p١(r), . . . , pk(r)} = {u ∈ span{١, r, r٢, . . . , rk+٢}, ∂u
∂r

∣∣
r=٠ = ٠, ∂u

∂r

∣∣
r=١ = ٠}.

می�زنیم: تقریب uPR
N
n+١ با را uPRn+١ سپس

uPR
N
n+١(r) =

N∑
i=٠

couPR

n+١
i pi(r).

ماتریس�های به منجر باید مرزی شرایط نمودن برطرف بر علاوه عددی حل در کوششی توابع مناسب انتخاب
جهت همین به نشود. وضعی بد موجب عملگرها ماتریس از آمده به�دست حالت عدد که به�طوری �شوند نیز پایدار
کنید فرض کرده�ایم. انتخاب کند، صدق آن در مرزی شرایط که به�گونه�ای را لژاندر چندجمله�ای�های از ترکیبی ما
با دوم درجه� دیفرانسیل معادله� یک جواب پایه�های ساختن برای و ���باشد n درجه از لژاندر جمله�ای چند Ln(x)

:[٢] داریم نقطه دو در مرزی شرایط

pn(x) = Ln(x) + anLn+١(x) + bnLn+٢(x), ٠ ≤ n,

ارضا را (∂pn

∂r (±١) = ٠, ∀٠ ≤ n) مسئله مرزی شرایط که می�شوند تعیین به�گونه�ای bn و an ثابت آن در که
داریم: اختیار در که لژاندر جمله�ای چند ویژگی�های به توجه با کنند.

∂pn
∂r

(±١) = ∂Ln

∂r
(±١) + an

∂Ln+١

∂r
(±١) + bn

∂pn+٢

∂r
(±١)

=
١
٢
(±١)n−١n(n+ ١) + an

١
٢
(±١)n(n+ ١)(n+ ٢) + bn

١
٢
(±١)n+١(n+ ٢)(n+ ٣),
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داشت: خواهیم مجهولی دو معادله دو دستگاه این حل از

an = ٠, bn = − n(n+ ١)
(n+ ٢)(n+ ٣)

.

داریم: نتیجه در

pn(x) = Ln(x)−
n(n+ ١)

(n+ ٢)(n+ ٣)
Ln+٢(x) ٠ ≤ n.

آن در که

pi(r) = Li(r)−
i(i+ ١)

(i+ ٢)(i+ ٣)
Ln+٢(r), i = ٠, . . . , N.

نسبی خطای چپ سمت و N=٢٠ و MI=١٠٠٠ نسبی خطای راست سمت .١ شکل
.N=۴٠ و MI=١٠٠٠٠

اصلی نتایج .٢

روش�های دیگر به نسبت عددی نتایج دقت بردن بالا مفروض، مدل برای مزبور عددی حل روش انتخاب مزیت
MATLAB ٢٠١٧a از استفاده با برنامه�ها می�باشد. cpu کاهشزمان نتیجه در و کاهشمحاسباتعددی مرسوم،

و N=۴٠ و MI= ١٠, . . . , ١٠٠٠٠٠ با نسبی خطای ماکزیمم راست سمت .٢ شکل
.N= ۴, ۵, . . . , ١۵ و MI=١٠٠٠٠٠ با نسبی خطای ماکزیمم چپ سمت

١٩٩
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.MI= ١٠, ١٠٠, . . . , ١٠٠٠٠٠٠ و N=۴٠ نسبی خطای .٢ جدول

r-e M=١٠ M=١٠٠ M=١٠٠٠ M=١٠٠٠٠ M=١٠٠٠٠٠
uPR ٠/٠٢٢١۶ ٠/٠٠٠٢١ ٢/١٢٠۵٨e-٠۶ ٢/١١٨٣٩e-٠٨ ٢/١١٨١۵e-١٠

.N= ١٠, ٢٠, . . . , ١٠٠ و ١٠٠٠٠٠ MI= نسبی خطای .٣ جدول

r-e N=۴ N=۵ N=۶ N=٧ N=٨ N=٩
uPR ٧/٢١e-٠۶ ۶/۴٨e-١٠ ۵/٨۴e-١٠ ٢/١١e-١٠ ٢/٠٠e-١٠ ٢/١۵e-١٠
r-e N=١٠ N=١١ N=١٢ N=١٣ N=١۴ N=١۵
uPR ٢/٠٧e-١٠ ٢/١٢e-١٠ ٢/١۴e-١٠ ٢/٠٧e-١٠ ٢/١۴e-١٠ ٢/١٢e-١٠

است. شده انجام فیزیکی) هسته ۴ گیگاهرتز، ٢٫ ۵٠) Intel Core i۵ پردازنده با رایانه و
توابع که به�طوری می�سازیم مسئله�ای (٩)-(١) معادلات از استفاده با مثال برای ابتدا در

uPR = ١٠−۶(x١)٢− x)٢x٢ sin٢(t)), R =
et

٢٠
, ua

P = ٨−١٠(cos٢(πx)t٢(t+ ١)),

ui
P = ١٠−۶(cos٢(πx)t٢ sin٢(t)), PA = ٧−١٠(cos٢(πx)(t+ ١)), E = ٣−١٠(cos٢(πx)t٢),

f = ٢−١٠(x١)٢− x)٢(t+ ١)), C = ٢−١٠(x١)٢− x)٢(t+ ٢(١), u = ٧−١٠(x١)٢− x)٢t٢).

MI و N کنید توجه هستند. توابع نسبی خطای ماکزیم نمایش ١ شکل �باشند. معادلات این تحلیلی جواب
برای راست سمت ٢ شکل است. نسبی خطای نماینده r-e و زمانی گام هم�مکانی، نقاط تعداد نماینده ترتیب به
حضور در مکانی نسبی خطای ماکزیمم باشید داشته توجه است. شده ترسیم زمان گسسته�سازی خطای نمایش
برای بنابراین می�دهد، نشان خود از کمتری رشد می�کند ایجاد O(h٢) مرتبه در خطایی که محدود تفاضلات روش
تغییرات دقیق�تر ملاحظه برای ٢ جدول چپ). سمت ٢ (شکل می�دهیم قرار (M=١٠٠٠٠٠) خطا بهتر نمایش
است. شده آورده مکان گسسته�سازی تغییرات بهتر� بررسی برای ٣ جدول و است شده آورده زمان گسسته�سازی

است. شده خودداری آن�ها آوردن از محدودیت دلیل به و شده�اند زده تقریب قرار همین به نیز متغیرها باقی
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ریاضی مدلی با مغزی تومور شیمی�درمانی بهینه الگوی

یوسف�نژاد∗ محسن
ایران شیراز، شیراز، دانشگاه ریاضی، گروه علوم، دانشکده

محمدی عباس سید و
ایران یاسوج، یاسوج، دانشگاه ریاضی، گروه علوم، دانشکده

نظر در مغزی تومور سلول�های رشد از جلوگیری برای شیمی�درمانی بهینه الگوی تعیین مسئله مقاله این در چکیده.
جواب وجود می�شود. مطالعه آن با مرتبط بهینه�سازی مسئله و کنش-انتشار مدل یک منظور بدین می�شود. گرفته

شد. خواهد ثابت بهینه�سازی مسئله برای
بهینه. الگوی مغز، تومور کنش-انتشار، معادله کلیدی: واژه�های
.35K57, 49J20, 35Q92 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

عنوان به می�شود. جهان در بسیاری مرگ باعث ساله هر که است بیماری�هایی خطرناک�ترین از یکی مغزی تومور
مبتلایان در می�شوند. پخش مغز طریق از پراکنده به�طور که هستند تهاجمی بسیار مغزی تومورهای گلیوماها مثال،
.[١] است ماه ١٢ تا ۶ بین زندگی به امید است، موسوم چندشکلی١ گلیوبلاستومای به که گلیوم درجه بالاترین به
سرطانی، بافت برداشت و بیماران جراحی عمل از پس اساسی درمان یک تومور، وضعیت به توجه با
برای و می�گیرند قرار جراحی عمل تحت ابتدا درمانی اهداف برای بیماران بیشتر واقع، در است. شیمی�درمانی

.[٢] می�شود گرفته نظر در رادیودرمانی و شیمی�درمانی بیماران، این در تومور پیشرفت از جلوگیری
گلیوم رشد در مختلف پارامترهای چگونگی بهتر درک برای می�توان مناسب ابزاری عنوان به ریاضی مدل�های از
بیماری رشد در موثر عوامل تحلیل و تجزیه در می�تواند شبیه�سازی بیماری، پیشرفت پیش�بینی بر علاوه کرد. استفاده

.[٣ ،٢] باشد مفید بسیار جراحی، عمل از بعد آن کنترل و
علاوه مدل این شد. خواهد استفاده تومور چگالی تغییرات بررسی برای کنش-انتشار مدل یک از مقاله این در
را u(x, t) منظور، بدین می�کند. توصیف نیز را تومور سلول�های تکثیر و انتشار شیمی�درمانی، تحولی اثرات بر
در می�گیریم. نظر در است، مغز معرف که Ω ⊂ RN ناحیه در و t زمان و x مکان در تومور سلول�های چگالی
گرفت نظر در زیر روش به توان می را شیمی�درمانی کردن لحاظ با تومور سلول�های چگالی تغییرات صورت این

ut −∇ · (D(x)∇u) = ρ (١− u)u− C(t)u, (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
∂u

∂n
= ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× (٠, T ),

u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω,

(١)

روی بر شیمی�درمانی توزیع چگونگی دهنده�ی نشان C(t) و تومور پخش ضریب D(x) تومور، تکثیر نرخ ρ که
شیمی�درمانی الگوی متناظر (١) معادله جواب نمایش برای uC(x, t) نماد از است. t زمان در نظر مورد بافت

می�کنیم. استفاده C(t)
می�شوند گرفته نظر در زیر به�صورت شیمی�درمانی الگوهای از قبول قابل مجموعه پزشکی، واقعیت�های مبنای بر

M =

{
C(t) ∈ L∞(٠, T ) | ٠ ≤ C(t) ≤ A,

∫ T

٠
C(t) dt = B

}
,

سخنران ∗

Glioblastoma Multiforme١
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و شیمی�درمانی در تجویزی داروی مقدار برای بالا کران متناظر ترتیب به مثبت و حقیقی اعدادی B و A آن در که
هستند. روند، این در دارو کل

جمعیت اندازه بر شیمی�درمانی زمان�بندی و اجرا نحوه به�عبارتی یا الگو که می�دهند نشان بالینی تجربیات
کردن کندتر برای مطلوب شیمی�درمانی الگوهای تعیین ما هدف دقیق�تر، به�طور است. موثر بسیار تومور سلول�های
سلول�های جمعیت اندازه آن در که بیابیم را بهینه شیمی�درمانی الگوی می�خواهیم واقع، در است. تومور جمعیت رشد
شیمی الگو�های تمامی مجموعه بر را زیر تابعک منظور بدین باشد. کمینه شیمی�درمانی اجرای پایان از پس تومور

می�گیریم نظر در درمانی

J (C) :=
∫ T

٠

∫
Ω

uC(x, t)dxdt,

یافتن هدف به�عبارتی پس است. مغز در شیمی�درمانی دوره طول در تومور سلول�های جمعیت کل نشان�دهنده که
سازی کمینه مسئله برای پاسخی

min
C∈M

J (C),(٢)

است.

جواب وجود .٢

عددی الگوریتم یک توسعه برای J تابعک ویژگی�های از برخی و (٢) مسئله برای جواب وجود بخش، این در
شده�اند. ثابت [۴] مقاله در نتایج این تمامی شد. خواهند بررسی مسئله، این حل برای

می�کنیم. بیان را کمینه�ساز وجود قضیه نخست،

برای C∗ ∈M بهینه جواب .٠ ≤ u٠(x) ∈ L٢(Ω) ∩H١(Ω) و ٠ < T <∞ کنید فرض .١.٢ قضیه
دارد. وجود (٢) مسئله

نگاشت دهیم نشان است کافی منظور بدین است. پذیر مشتق J تابعک می�کنیم ثابت

L : C ∈M→ uC(x, t),(٣)

است. پذیر مشتق C به نسبت

که Cϵ = C + ϵη کنید فرض باشد. (١) مسئله از آن متناظر جواب uC و C ∈M کنید فرض .٢.٢ قضیه
تابع است. پذیر مشتق زیر مفهوم به (٣) نگاشت است. η ∈ L∞(٠, T ) و ϵ > ٠

ψϵ =
uCϵ − uC

ϵ
,

که دارد وجود ψ ∈ L٠)٢, T ;H١(Ω)) تابع آن�گاه بگیرید. نظر در را

ψϵ ⇀ ψ,

می�کند صدق زیر مسئله در ψ و
ψt −∇ · (D(x)∇ψ)− (ρ− ٢ρu− C(t))ψ = −ηu, (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
∂w

∂n
= ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× (٠, T ),

w(x, ٠) = ٠, x ∈ Ω.

نیاز متناظر الحاقی مسئله به بهینه�ساز، یافتن جهت عددی شبیه�سازی�های و هدف تابع مشتق محاسبه برای
می�شود. بیان زیر به�صورت که داریم

که w = wC ∈ L٠)٢, T ;H١(Ω)) تابع .u = uC و C ∈ M کنید فرض .٣.٢ قضیه
مسئله در که چنان دارد وجود wt ∈ L٠)٢, T ;H١(Ω)∗)

٢٠٢
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wt +∇ · (D(x)∇w) + (ρ− ٢ρu− C(t))w = ١ (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
∂w

∂n
= ٠ (x, t) ∈ ∂Ω× (٠, T ),

w(x, ٠) = ٠ x ∈ Ω,

می�کند. صدق
همچنین، نمود. محاسبه خاص حالات برخی در را کمینه�ساز می�توان شده، بیان ریاضی ابزارهای از استفاده با
که می�دهند نشان دو هر عددی و تحلیلی نتایج کرد. ارا�ئه کلی حالت در کمینه�ساز محاسبه برای عددی الگوریتم یک
دوره یک با و شده آغاز ممکن تجویزی داروی مقدار بالاترین با درمان، از دوره یک در شیمی�درمانی بهینه الگوی

.[۴] می�یابد پایان استراحت
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عروقی قلبی بیماری�های خطر ارزیابی برای وب بر مبتنی فازی استنتاج سیستم به�کارگیری

دستجردی∗ حیدری رسول
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

بر مبتنی پزشکی استنباط قوانین از عروقی قلبی خطر ارزیابی برای وب بر مبتنی فازی استنتاج ابزار چکیده.
متخصصان به ابزار این بیمار، بالینی داده�های کردن وارد با می�کند. استفاده عضویت طبقه�بندی برای شواهد
پیش�بینی برای ابزار این از می�توان بعداً آورند. به�دست را عروقی قلبی خطر پیش�بینی تا می�دهد اجازه بهداشت

کرد. استفاده جسمی و شناختی بیماری شرایط جمله از خطرات دیگر انواع
فازی. منطق شواهد، بر مبتنی پزشکی عروقی، قلبی ریسک ارزیابی کلیدی: واژه�های

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

سلامتی تهدید یک و است متحده ایالات در میر و مرگ اصلی دلایل از یکی سنتی طور به عروقی قلبی بیماری
مربوط تغییرات ایجاد با که است پیشگیری قابل بسیار بیماری یک حال، این با می�آید. حساب به جمعیت در
تا می�توان کلسترول سطح و کمر دور مانند بیمار اصلاح قابل عوامل و بدنی فعالیت و رژیم در زندگی سبک به
روی بر بالینی معتبر مطالعات با است. شده مشاهده سنتی به�طور عوامل این که کرد جلوگیری آن بروز از حدودی
نیست مؤثر همیشه عروقی قلبی بیماری از جلوگیری در دارو بر مبتنی مدیریت روش�های مبتلایان از زیادی جمعیت
به آن به ابتلا خطر هم�چنین و عروقی قلبی بیماری سنتی درمان است. گران و طولانی روندی می�رسد نظر به و
مدیریت به�منظور بنابراین، دارد. بستگی بیماری خطر با ارتباط و ارزیابی برای دشوار عوامل و متغیرها تعداد
از پیشگیری برای مناسب برنامه�ی یک باید سال، در عروقی و قلبی بیماری حوادث تعداد رساندن حداقل به و
بهداشت عمومی ارتقاء آماری، نظر از کرد. ارزیابی عروقی قلبی بیماری تشدید یا ابتلا خطر از جلوگیری و بیماری
را آن�ها از یک هر اما است، مؤثر عروقی قلبی بیماری حوادث تعداد کاهش در بیماری برنامه�های از پیشگیری و
پزشکی سوابق است. نشده ارزیابی یا شناخته خطر عوامل و شرایط معمولا داد. قرار هدف نمی�توان کلی به�طور
از که است این کارآمدتر رویکرد یک نمی�شود. انجام به�راحتی فرد هر برای دقیق سلامتی برنامه�های و الکترونیکی

کرد. استفاده تشدید یا بیماری خطرات و حالات ارزیابی برای پزشکی و آنلاین انفورماتیک ابزارهای
استفاده شواهد بر مبتنی داروهای و محاسباتی ابزارهای از است، شده داده شرح کار این در که ما رویکرد
جنس بدن، کلی شاخص سن، خون، فشار آوردن به�دست مانند مناسب اقدامات و دانش این از استفاده با می�کند.
آورد به�دست نتایجی و داده قرار الگوریتمی در را ورودی�ها این تا کرد طراحی را سیستمی می�توان رفتاری، عوامل و
به�صورت سلامتی از گاهی آ برای را الگوریتم این ما سپس کند. پیشگیری عروقی قلبی بیماری به ابتلا خطر از تا
داده، مجموعه یک از نقشه همچنین و پزشکی دانش پایگاه یک از استفاده با که می�دهیم قرار دسترس در آنلاین
بیماری�ها سایر خطر سطح استنباط برای را ابزار می�توان سپس می�سازد. میسر را خطر نمره سطح به دسترسی

کرد. تقویت

کلی اساس .٢

اساسی نقش بیماری شرایط و سلامتی حالت�های از طبقه�ای به بیماران طبقه�بندی در قطعیت عدم تشخیصفازی:
در ”بالا“، کلمه مثال عنوان به دارد. وجود پزشکی تشخیص در ذهنیت و طبیعی تنوع زبانی، قطعیت عدم دارد.
فشار اندازه�گیری در بنابراین دارد متفاوتی پیامدهای بیمار، پزشکی سوابق به بسته خون، فشار گیری اندازه زمینه

سخنران ∗
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زمينه به بسته عمل مختلف دوره�های و معانی به نسبت متفاوتی تفسیر می�توان ناچیز، آماری اطمینان عدم با خون،
است. آماری غیر قطعیت عدم به رسیدگی برای ایده�آلی روش فازی، نظریه�ی مقاله، این در داشت. بالينی

مانند پزشکی مختلف زمینه�های در آماری، غیر ابهام�های به رسیدگی در آن توانایی به�دلیل فازی طبقه�بندی
افرادی عروقی، قلبی بیماری ارزیابی برای فازی مجموعه�های از استفاده در است. شده گنجانیده قلب بر نظارت
آنتونیو خوزه .[١] داده�اند انجام پژوهش�هایی کرونر عروق بیماری تشخیص در رائو گوویندا و رائو اسوارا مانند
طبقه�بندی سیستم روش از استفاده با عروقی قلبی بیماری�های پزشکی تشخیص برای را رویکردی همکاران و سانز

.[٢] دادند ارائه پویا قوانین با بازه مقدار با فازی قانون بر مبتنی
طبقه�بندی امکان جهت را جدیدی روش سال١٩۶۵ در لطفی�زاده توسط شده معرفی فازی منطق فازی: منطق
لیوان یک فازی، منطق نظر از روش�ها معرفی از قبل .[٣] می�کند فراهم آماری، غیر ابهام عدم هنگام در داده�ها
٠ عدد را خالی آب لیوان یک می�شود نامیده دیجیتالی روش یک که آن�چه در بگیرید نظر در نمونه به�عنوان را آب
واقع، در نیست، این�طور همیشه که دریافت می�توان انسان تفسیر از این�حال، با می�دهد. نسبت ١ عدد را پر و
مشخص تابع دو با را لیوان در موجود آب مقدار که می�دهد را اجازه این ما به فازی منطق است. چنین به�ندرت
کمترین ٠ که ،١ تا ٠ از درجه با مختلف درجات طبقه�بندی با ”عضوی” به�عنوان را شیشه می�توانیم سپس کنیم

ببینیم. است، عضویت میزان بالاترین ١ و عضویت میزان
برد. کار به دارد وجود طبقه�بندی فرایند در ابهام هنگامی�که بهداشتی مراقبت�های در می�توان را فازی روش
قائل پیر و جوان بین تمایزی وجه از می�توان ”جوان“، و ”پیر“ عنوان به بیمار طبقه�بندی از پس مثال، به�طور
منحنی می�تواند فازی فشارخون، یا سن مانند عواملی به�کارگیری هنگام می�برد. بین از را ناظر ابهام بنابراین شد،
شرایط دیگر بیماری�های برای می�تواند که کرده�ایم ایجاد چارچوبی فعلی کار در این�حال، با آورد. به�وجود را هموارتری
تشخیص سیستم از استفاده چگونگی زیر صفحات نمی�شود. محدود عروقی قلبی بیماری به فقط و شود اعمال
متلب، برنامه در ریاضی نمودارهای و مدل�ها به�کارگیری با هم�چنین و می�کند تشریح را فازی بر مبتنی قلب بیماری

می�دهد. توضیح را فازی استنتاج سیستم استدلال نحوه
به ١ تا ٠ از دامنه در ورودی نقشه�برداری برای استفاده مورد توابع یا عضویت توابع عضویت: توابع
گوسین و ذوزنقه�ای مثلثی، توابع آن�ها متداول�ترین می�شوند. طبقه�بندی شکل نظر از مختلف طبقه�بندی�های
فقط و می�گذارد تأثیر عضویت میزان بر مستقیم به�طور که است، ثابت شیب یک دارای مثلثی تابع یک هستند.
کامل مقادیر دارای که هستند مثلثی توابع شبیه ذوزنقه توابع می�گیرد. به�خود را یک تا صفر فاصله در نقطه یک
گرفته قرار ما استفاده مورد فازی بر مبتنی قلب بیماری تشخیص سیستم توسط که گوسین توابع می�باشد. درجه�ای

است: زیر به�صورت توابع این ریاضی فرمول می�باشد. متفاوت دامنه�ی و توابع انحنای به�دلیل است

U(x) = e
−
١
٢
(
x− c
σ

)٢

,

برای میانگین مقدار نمایانگر c و است x ورودی مقدار اساس بر U عضویت درجه�ی نشانگر U(x) جایی�که
توزیع توابع است. معیار انحراف دادن نشان برای مقداری هم�چنین و ١ از �کامل درجه�ی یا گوسین تابع ماکزیمم
طبیعت در اجتماعی و فیزیکی فرآیندهای از بسیاری به�عنوان تغییرات دادن نشان برای مناسبی انتخاب گوسین
می�شود شناخته فازی به�عنوان که فرآیندی برای را ١ تا ٠ از مقداری دامنه��ی ما تابع، این از استفاده با هستند.
جنسیت، بدن، شاخصکلی سن، جمله از عوامل فقط ما عروقی قلبی بیماری خطر محاسبه�ی برای . می�دهیم نسبت

داد. خواهیم قرار بحث مورد را دارو مصرف و خون فشار
از می�کند. استفاده ورودی فیلد به�عنوان سن از فازی بر مبتنی قلب بیماری تشخیصی برای شده طراحی سیستم
بیماری پیشرفت و پیش�بینی در مهمی عامل زیرا است، شده استفاده قلبی بیماری بیماری�های تشخیص برای سن
به�طور خون فشار می�یابد، افزایش فرد سن زمانی�که داده�اند نشان بالینی داده�های و مطالعات است. عروقی قلبی
می�گیریم. درنظر خود فازی سیستم در را آن ما بنابراین، می�یابد. افزایش خونی رگ�های شدن تنگ به�دلیل طبیعی
فازی مجموعه�ی چهار به زبانی متغیر به�عنوان پیر بسیار و پیر میانسال، جوان، عناوین سن، ورودی متغیر مورد در
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توسط فازی مجموعه�ی یک به ورودی از دقیق نقشه�ی که است شده داده اختصاص عضویت توابع یک هر توسط
است. شده داده نشان زیر جدول

سن. فازی محدوده�ی نقشه�ی .١ جدول

Input Range Linguistic term

Age

< ٣٩ Young
٣٢− ۴٧ Mid-Age
٣٩− ۵٩ Old
> ۵١ Very Old

بیمار وزن و قد از مستقیمی محاسبه�ی به�صورت که است بدن کلی شاخص دیگر ورودی بدن: کلی شاخص
است: زیر به�صورت

BMI =
M(Kg)
H٢(m)٢

,

به�عنوان را عضویت توابع و می�شود اندازه�گیری متر برحسب ارتفاع H و کیلوگرم برحسب بیمار Mوزن جایی�که
به�عنوان خونی رگ�های موثر شدن باریک پیامدهای مطمئناً می�کند. طبقه�بندی چاق یا وزن اضافه طبیعی، کم�وزن،
با صرفاً نمی�توان را فرد یک قلبی بیماری�های وجود خطر البته، می�گیرد. قرار اخیر دسته�ی دو در چربی شدن لخته
آوردن به�دست برای مختلف بیماران بین مقایسه نقطه�ی یک فقط این بنابراین داد، پیوند بدن کلی شاخص محاسبه

است: زیر شرح به بالا در شده گفته زبانی متغیرهای است. رابطه

.BMI فازی محدوده�ی نقشه�ی .٢ جدول

Input Range Linguistic term

BMI

< ٢٢ Underweight
١٧− ٢٨ Normal
٢۴− ٣٢ Overweight
> ٢٨ Obese

یک احتمالی قلبی بیماری خطر محاسبه�ی در پارامترها از دیگر یکی به�عنوان را جنسیت هم�چنین ما جنسیت:
به�خصوص قلبی بیماری یک به فرد ابتلای احتمال در جنسیت که کرد ثابت می�توان آماری نظر از گنجانده�ایم. بیمار
است. متفاوت مقدار دو شامل به�سادگی زیرا ندارد، عضویت تابع به نیازی جنسیت دارد. تأثیر کمتر سن با افراد در
داده نمایش یک مقدار با نر و صفر مقدار با ماده باشد، داشته تعلق موارد این از یکی به می�تواند فقط شخص
در جنسیت نقش دیدن به�منظور نمی�شود. داده اختصاص عضویت از درجه�ای یا محدوده هیچ بنابراین می�شود.
این از مجموعه�ای قلبی های بیماری خطر ارزیابی برای شده استفاده قوانین در BMI و سن فشارخون، با رابطه

دهیم. می ارائه را موارد
دقیق�تر ارزیابی برای است. قلبی بیماری�های تشخیص در عوامل مهم�ترین از یکی بعدی ورودی خون: فشار
دارو جمله از مختلفی عوامل با هنگامی�که را بیمار استراحت حال در قلب شرایط خون فشار قلبی، بیماری خطر
اصطلاح چهار به سن همانند خون فشار فازی، سیستم در می�گوید. ما به را می�شود مخلوط بدن کلی شاخص یا
شرح به مربوطه دامنه�های و شرایط است. عضویت تابع یک به مربوط یک هر که می�شود تقسیم مختلف زبانی

است: زیر
است ترتیب �این به و است مرتبط عضویت توابع به نیز خروجی فازی، سیستم یک در قلبی: بیماری خطر
محدوده�ی در عضویت مختلف درجات با است ممکن کاربر می�آوریم. دست به ورودی از را دقیق�تری نتیجه که
شود. همراه ریسک سطح با می�شود نامیده واضح خروجی که آن�چه محاسبه�ی در و بگیرد قرار مختلف ریسک�های

است: زیر شرح به آن�ها به مربوط دامنه�ی و خطرات توصیف برای زبانی متغیرهای
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خون. فشار فازی محدوده�ی نقشه�ی .٣ جدول

Input Range Linguistic term

Blood Pressure

< ١٣۶ Low
١٢٧− ١۵٣ Medium
١۴٣− ١٧٢ High
> ١۵٣ Very High

قلب. بیماری خطر فازی محدوده�ی نقشه�ی .۴ جدول

Input Range Linguistic term

Risk

< ۴۴ Healthy
١۵− ۶۴ Mild
۴٢− ٨٣ Moderate
۶۵− ١١١ Severe
> ٨۴ Very Severe

اصلی نتایج .٣

ایجاد برای اصلی نقطه�ی به�عنوان شده تعیین قانون یک به مسئله�ای نوع هر برای فازی رویکرد خروجی: و قوانین
قانون ٢٧ کل در فازی بر مبتنی قلبی بیماری�های تشخیص سیستم در دارد. نیاز خروجی و ورودی بین رابطه�ای
١باشد محدوده�ی در ١ ورودی ”اگر است: زیر شکل به قانون ساختار داریم. خروجی و ورودی از گروهی شامل

است.����“ ٣ محدوده�ی در خروجی دراین�صورت باشد ٢ محدوده�ی در ٢ ورودی و/یا
اصطلاح یک دارای غیره، و دارو خون، فشار سن، الذکر فوق ورودی�های از یک هر نحو): سوم(قانون فرمول
ورودی براساس ما خروجی هر و می�شود استفاده توصیف برای که است غیره و شدید وزن اضافه جوان، مانند زبانی
باشیم. موضوع این نگران بودن خروجی تک به نسبت نیست لازم که می�آید به�دست می�کنیم، انتخاب خود که
محاسبه�ی نحوه�ی در حتی و کرد استنباط می�توان منطقی که همان�طور نیستند، تعویض قابل AND و OR کلمات
اولویت براساس است، شده ساخته OR و AND از استفاده با که قوانینی دارد وجود تفاوت سیستم در قاعده
درحالی�که حداکثر تابع یک از می�شود استفاده OR از زمانی�که می�باشد، اصلی تمایز دارای سیستم از هدف و فنی
این کشف برای دهید اجازه می�شود. استفاده فردی عملکرد از حاصل بازده محاسبه�ی برای مینیمم تابع از AND
ورودی و ٠٫ ٧ درجه�ی با ١ دامنه�ی به متعلق ١ ورودی اگر کنیم. استفاده بالا مثال از عضویت درجه�ی نظر از معنی
و می�شود فعال مینیمم تابع شود، استفاده قانون در ”و“ تعیین�کننده و باشد ٠٫ ٨ درجه�ی با ٢ دامنه�ی به متعلق ٢
میزان بالاترین از ، OR از استفاده صورت در می�شود. استفاده ٠٫ ٧ یعنی عضویت میزان پایین�ترین مورد این در
استفاده است آن به متعلق خروجی این�که بیان برای درجه این از سپس می�شود. گرفته به�کار ٠٫ ٨ یعنی عضویت
قوانین می�رود. به�کار ٠٫ ٨ ”یا“ از استفاده صورت در ، ٠٫ ٧ درجه با ٣ دامنه ،“ و ” از استفاده صورت در می�شود
زیر در متلب فازی استنتاج سیستم از آنی تصویر به�صورت فازی بر مبتنی قلبی بیماری تشخیصی سیستم در مندرج
وزن با متناسب خط هر انتهای در پرانتز در عدد یک شامل و شده آورده بالا در آن ارا�ئه نحوه��ی است. شده آورده
می�شود. کمتر می�کند ایفا بازده محاسبه�ی در قانون که نقشی از باشد�، کمتر وزن مقدار هرچه می�باشد. مرتبط قانون
پایه�گذاری و پردازش خیر، یا است شده برآورده قوانین این الزامات آیا این�که مورد در فردی قاعده�ی هر از پس
می�آوریم. به�دست خروجی عضویت ازتابع�های یک هر در را عضویت میزان از وسیعی طیف ما که می�گیرد صورت
این با مقابله برای کند. فراهم را خروجی مشابه عملکرد در عضویت از مختلفی میزان است ممکن قانون دو
با یا و کنیم انتخاب ماکزیمم یا مینیمم از می�خواهیم ما آیا که می�دهد اجازه ما به فازی منطق قوانین، در اختلاف
حداکثر از سیستم این در کرد. کار خروجی�ها از یک هر نهایی درجه�ی محاسبه�ی برای دیگر روش�های به�کارگیری
اکنون می�کند. حفظ را عضویت میزان حداکثر که می�کنیم استفاده عضویت عملکردهای از یک هر با مرتبط عملکرد
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پایان در آن�چه یا نهایی خروجی ارزیابی برای دیگر معادله به داریم، درجه�ای خروجی در عضویت تابع هر برای که
است: زیر شرح به مرحله این در استفاده مورد فرمول داریم. نیاز می�شود نامیده سازی فازی مرحله�ی عنوان به

y =

∑n
i=١ ciMi∑n
i=١Mi

.

n-n توابع برای می�آید. به�دست قوانین از عضویت درجه�ی همان یا Mi واضح): چهارم(خروجی فرمول
ادامه صورت به�همین و ملایم حالت همان یا دوم تابع برای ٢ و است بودن سالم به مربوط تابع اولین برای ١ بودن
میزان که مقداری دیگر، به�عبارت یا می�شود استفاده عضویت تابع ایجاد برای ١ فرمول در که است c مقدار ci دارد،

است. قلبی بیماری خطر نهایی میزان همان یا واضح خروجی ، y و است ١ آن در عضویت

پژوهش دست�آورد�های .۴

به سیستم این که کرد ایجاد را فازی رویکرد یک می�توان متلب، فازی استنتاج سیستم از استفاده با وب: اجرای
توسط شده انجام محاسبات انواع و کنیم مشاهده به�وضوح را خروجی و ورودی بین رابطه�ی دهد می امکان ما
مفید عضویت تابع دادن نشان در که گرافیکی مدل�های کنیم. اصلاح را خروجی درجه�ی از برداری نقشه و قوانین
تشخیصی سیستم برای وب رویکرد در می�کند. عمل بعدی سه و بعدی دو نمودارهای از گروه یک به�عنوان است
استفاده توسعه برای Apache سرور یک هم�چنین و PHP نویسی برنامه زبان از ما فازی بر مبتنی قلب بیماری
تابع چندین و PHP فرم کننده کنترل یک به�همراه ورودی به دست�یابی برای که HTML ساده فرم یک کرده�ایم.
دسترس در به�راحتی سایت وب تا است شده ریزی برنامه واضح خروجی و قوانین عضویت، درجه�ی ایجاد برای

گیرد. قرار بیماران
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

فازی انتگرال�های برای دیاز-متکالف نامساوی

کریم�زاده∗ محمدرضا
ایران مراغه، مراغه، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

دارابی بیاض و
ایران مراغه، مراغه، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

دلخواه بازه روی کلاسیک آنالیز در قبلا که دیاز-متکالف انتگرالی نامساوی فازی حالت مقاله، این در چکیده.
بازه روی را نامساوی این فازی حالت سپس و کرده رد فازی انتگرال�های برای مثالی با را است، شده اثبات X

می�کنیم. مطرح [٠, ١]
دیاز-متکالف. نامساوی انتگرالی، نامساوی سوگینو، انتگرال کلیدی: واژه�های

.03E72, 26E50 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمات .١

فازی» «مجموعه�های نام به مقاله�ای در ١٩۶۵ سال در عسگرزاده لطفی پروفسور توسط بار اولین فازی نظریه
متریک، فضاهای زمینه در آنالیز شاخه�ی جمله از علوم، همه�ی در نظریه این کوتاه مدتی از پس گردید. معرفی
در سوگینو توسط فازی انتگرال و اندازه نظریه کرد. پیدا ورود توپولوژیکی برداری فضاهای و نرم�دار فضاهای
و ویژگی�ها است. شده معرفی ١٩٧۴ سال در آن کاربردهای و فازی انتگرال نظریه عنوان تحت او دکتری رساله
،١٩٨٠ سال در آدامز و رالسکو میان، این در است. شده بررسی زیادی مولفان وسیله به سوگینو انتگرال کاربرد
و فازی انتگرال پیوستگی همکارانش و رومن-فلورس کرده�اند. بیان را فازی انتگرال با معادل تعریف چندین
اندازه�های بررسی به فازی اندازه تئوری کتاب در کلیر، و وانگ کرده�اند. تعریف را فازی اندازه�های H−پیوستگی
و دارابی توسط فازی انتگرالی نامساوی�های از برخی روی مطالعه اخیراً پرداخته�اند. فازی انتگرال نظریه و فازی

است. گرفته صورت همکاران
می�پردازیم. اندازه نظریه از شده شناخته نتایج و تعاریف برخی بیان به ادامه در

تابع یک µ : Σ → [٠,∞] و X مجموعه روی σ−جبر یک Σ ناتهی، مجموعه یک X کنیم فرض
باشد. Σ روی یافته توسعه مقدار حقیقی نامنفی، مجموعه�ای

اگر: تنها و اگر می�شود نامیده (X,Σ) روی فازی اندازه�ی یک µ : Σ→ [٠,∞] مجموعه�ای تابع .١.١ تعریف
،(∅ در صفر به کردن (میل µ(∅) = ٠ این�صورت در ∅ ∈ Σ اگر (١)

(یکنوایی)، µ(E) ≤ µ(F ) این�صورت در ،E ⊆ F و F ∈ Σ و E ∈ Σ اگر (٢)

lim
n
µ(En) = µ(

∞∪
i=١

En) این�صورت در ،
∪∞

n=١En ∈ Σ و E١ ⊆ E٢ ⊆ ... ،{En} ⊂ Σ (٣)

پایین)، از (پیوستگی
این�صورت در ،

∩∞
n=١En ∈ Σ و µ(E١) <∞ ،E١ ⊇ E٢ ⊇ ... ،{En} ⊂ Σ (۴)

بالا). از (پیوستگی lim
n
µ(En) = µ(

∞∩
n=١

En)

می�نامند. فازی اندازه فضای یک را (X,Σ, µ) سه�تایی این�صورت در
با را f α−برش باشد، X روی شده تعریف مثبت حقیقی تابع یک f اگر

Lαf = {x ∈ X : f(x) ≥ α} = {f ≥ α},

سخنران ∗
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فازی انتگرال�های برای دیاز-متکالف نامساوی

می�دهیم. نشان
.Lβf ⊆ Lαf آن�گاه باشد، α ≤ β اگر

می�دهیم. نشان Fµ(X) نماد با را f نامنفی µ−اندازه�پذیر توابع تمام مجموعه

فازی انتگرال ،A ∈ Σ و f ∈ Fµ(X) اگر باشد. (X,Σ) روی فازی اندازه یک µ کنید فرض .٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به µ فازی اندازه به نسبت A روی f

−
∫
A

fdµ =
∨
α≥٠

[α ∧ µ (A ∩ {f ≥ α})] .

می�دهند. نشان را [٠,∞[ روی inf و sup عملگرهای ترتیب به ∧ و ∨ وقتی
آن�گاه باشد، A = X اگر

−
∫
A

fdµ =
∨
α≥٠

[α ∧ µ ({f ≥ α})] .

می�پردازیم. فازی انتگرال مهم ویژگی چند بیان به ادامه در

برقرارند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. فازی اندازه µ و A,B ∈ Σ کنید فرض .٣.١ قضیه

.−
∫
A
fdµ ≤ µ(A) ،f ∈ Fµ(X) هر برای (١)

.−
∫
A
fdµ = ٠ ،f ∈ Fµ(X) هر برای آن�گاه µ(A) = ٠ اگر (٢)
.µ(A ∩ {x|f(x) > ٠}) = ٠ آن�گاه −

∫
A
fdµ = ٠ اگر (٣)

.−
∫
A
f١dµ ≤ −

∫
A
f٢dµ آن�گاه ،f١ ≤ f٢ اگر (۴)

.−
∫
A
fdµ = −

∫
f.χAdµ آن�گاه باشد، A مشخصه�ی تابع χA اگر (۵)

.−
∫
A
adµ = a ∧ µ(A) ،a ∈ [٠,∞) ثابت هر برای (۶)

،a ∈ [٠,∞) ثابت هر برای (٧)

−
∫
A

(f + a)dµ ≤ −
∫
A

fdµ+−
∫
A

adµ.

آن�گاه ،A ⊃ B اگر (٨)

−
∫
A

fdµ ≥ −
∫
B

fdµ.

اصلی نتایج .٢

می�پردازیم. فازی انتگرال�های برای دیاز-متکالف نامساوی بیان به قسمت این در
،f, g ∈ L٢(X,µ) و احتمال فضای یک (X,µ) کنید فرض دیاز-متکالف: نامساوی کلاسیک حالت

آن�گاه ،mg ≤ f ≤Mg و ٠ < m < M∫
X

f٢dµ ·
∫
X

g٢dµ ≤ (M +m)٢

۴Mm

(∫
X

(f · g) dµ
)٢

. (١)

مثالی با ادامه در را مطلب این نمی�باشد. برقرار فازی انتگرال�های برای کلاسیک، حالت در فوق نامساوی
می�دهیم. نشان
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کریم�زاده ر. م. و دارابی ب.

ساده محاسبه یک با این�صورت در باشند. ٠ ≤ f

g
≤ ١ و g(x) = x ،f(x) =

x

٢
کنیم فرض .١.٢ مثال

داریم:

−
∫ ١

٠
fdµ = ٠٫ ٣٣, −

∫ ١

٠
f٢dµ = ٠٫ ١٨, −

∫ ١

٠
gdµ = ٠٫ ۵,

−
∫ ١

٠
g٢dµ = ٠٫ ۶١٨,

(
−
∫ ١

٠
(f · g)dµ

)٢

= ٠٫ ٠٧٢.

می�آوریم: دست به m =
١
٢
Mو = ١ انتخاب با حال

−
∫ ١

٠
f٢dµ · −

∫ ١

٠
g٢dµ ≰

(M +m)٢

۴Mm

(
−
∫ ١

٠
(f · g) dµ

)٢

.

می�پردازیم. دیاز-متکالف نامساوی فازی حالت بیان به ادامه در

،٠ < m < M ،f, g : [٠, ١] → [٠, ١] کنید فرض دیاز-متکالف): نامساوی فازی (حالت .٢.٢ قضیه
نامساوی این�صورت در باشد. لبگ اندازه µ و mg ≤ g ≤Mg

−
∫ ١

٠
f٢dµ · −

∫ ١

٠
g٢dµ ≤ (M +m)٢

۴Mm
−
∫ ١

٠
(f · g)٢ dµ,

است. برقرار
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

گراف�ها سایدل ماتریس طیف پیرامون

∗ حکیمی�نژاد† مرجان
ایران تهران، رجایی، شهید دبیر تربیت دانشگاه علوم، دانشکده

قربانی مجتبی و
ایران تهران، رجایی، شهید دبیر تربیت دانشگاه علوم، دانشکده

مقادیر مجموعه این�صورت در است. A(G) مجاورت ماتریس با رأسی n ساده گراف G می�کنیم فرض چکیده.
است واحد ماتریس J و همانی ماتریس I آن در که S(G) = J − I − ٢A(G) سایدل ماتریس ویژه
فرض با و پرداخته گراف�ها سایدل طیف مطالعه به داریم قصد مقاله این در می�نامیم. سایدل ماتریس طیف را
است، سایدل ماتریس در r تکرار ضریب با ویژه مقدار یک دارای رأسی n گراف�های مجموعه G(n, r) این�که

کنیم. رده�بندی سایدل ماتریس طیف اساس بر را (١ ≤ i ≤ ٣) ،G(n, n− i) به متعلق گراف�های
سوئچینگ. سایدل سایدل، ماتریس طیف سایدل، ماتریس کلیدی: واژه�های

.05C50, 05C35 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

G گراف مجاورت ماتریس ویژه مقادیر است. A(G) مجاورت ماتریس با رأسی n ساده گراف G می�کنیم فرض
برابر رئوس مجموعه آن در که است گرافی خطی، گراف می�کنیم. مرتب λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn به�صورت را
مشترک رأس یک در ،G در آن�ها متناظر یال�های هرگاه مجاورند، هم با رأس دو و گرافGاست یال�های مجموعه
را n مرتبه از کامل دوبخشی و ستاره دور، مسیر، تهی، کامل، گراف گوییم. G گراف مکمل را G گراف باشند.
یک حذف از که گرافی می��دهیم. نشان (n١ + n٢ = n) Kn١,n٢ و Sn و Cn ،Pn ،Kn ،Kn با به�ترتیب
جایگزین از ،G⊛ Jm گراف می�دهیم. نشان K−

n١,n٢
با را شود حاصل کامل دوبخشی گراف از کامل جورسازی

اگر تنها و اگر می�شوند متصل هم به خوشه دو هر آن در که می�آید به�دست رأسی m خوشه با G از رأس هر کردن
یا�ل�های و رئوس مجموعه با گراف دو G٢ و G١ می�کنیم فرض باشند. مجاور هم با G در آن�ها با متناظر رئوس
هم کنار از که است گرافی می�دهیم، نشان G١ ∪G٢ علامت با که گراف دو اجتماع این�صورت در هستند. مجزا
به را G گراف از کپی m اجتماع همچنین، می�شود. حاصل یال�ها و رأس�ها انطباق بدون گراف دو دادن قرار

یعنی می�دهیم، نشان mG وسیله

mG = G ∪ · · · ∪G︸ ︷︷ ︸
mبار

.

−١ ١یا درایه�ها بقیه و صفر آن اصلی قطر روی درایه�های که است (١±,٠)-ماتریس یک ،S سایدل ماتریس
نام�های به ترکیبیات و هندسه زمینه در ریاضیدانانی توسط سایدل، ماتریس ١٩۶۶ سال در بار اولین برای هستند.
گراف با متناظر سایدل ماتریس ،[٣] در همکارانش و سوتکوویچ ١٩٨٠ سال در شد. مطرح سایدل و لینت وان
نظریه� به آن ورود ساز زمینه و کردند معرفی زیر به�صورت مجاورت ماتریس شده اصلاح ماتریس عنوان با را G

شدند. گراف�ها طیف

شهید دبیر تربیت دانشگاه در و قربانی مجتبی دکتر آقای راهنمایی تحت که است اینجانب دکتری رساله از قسمتی گزارش مقاله این †

.[١] است شده انجام رجایی
سخنران ∗
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گراف�ها سایدل ماتریس طیف پیرامون

متقارن ماتریس یک ،S(G) سایدل ماتریس این�صورت در است. رأسی n گراف G می�کنیم فرض .١.١ تعریف
از: عبارتند آن درایه�های و می�شود تعریف S(G) = J − I − ٢A(G) به�صورت که است n مرتبه� از

Sij =

 −١ باشند مجاور vjو vi ،i ̸= j
١ نباشند مجاور vjو vi ،i ̸= j
٠ i = j

,

است. واحد ماتریس J و همانی ماتریس I ،١ ≤ i, j ≤ n آن در که

µ١ ≥ µ٢ ≥ · · · ≥ µn به�صورت را آن�ها و داده نشان SpecS(G) با را G گراف سایدل طیف ادامه، در
و می�گوییم ماتریس رتبه S مربعی ماتریس از خطی مستقل ستون�های) (یا سطرهای تعداد به می�کنیم. مرتب
S(G) = به�صورت G گراف سایدل ماتریس می�شود، مشاهده به�سادگی می�دهیم. نشان rank(S) با آن�را
سایدل ماتریس S اگر بنابراین است. نمایش قابل نیز S(G) = A(Kn) − ٢A(G) و A(G) − A(G)
در مهمی نقش سایدل ماتریس است. S(G) = −S(G) آن�گاه باشد، G گراف سایدل ماتریس S و G گراف
ماتریس�های اصلی خاصیت دارد. منظم قویاً گراف�های به�خصوص و منظم گراف�های طیفی ویژگی�های مطالعه

می�شود. تعریف زیر به�صورت که می�آید به�دست گراف سوئچینگ فرایند توصیف از سایدل،

F٢ = و F١ مجموعه دو به را V (G) رئوس مجموعه است. n مرتبه از گرافی G می�کنیم فرض .٢.١ تعریف
تمام ابتدا بسازید: این�گونه را G′ گراف مجموعه، دو این گرفتن نظر در با کنید. افراز دلخواه به�طور V (G) \ F١

F٢ و F١ میان سپس و کرده حذف هستند، G گراف یال�های مجموعه به متعلق که را F٢ و F١ میان یال�های
سایدل را G′ و G گراف�های این�صورت در کنید. اضافه را نیستند Gگراف یال�های مجموعه به متعلق یال�هایی�که

می�نامند. F١ با متناظر یکدیگر سوئچینگ

.[۶] هستند، هم�طیف S(G′) و S(G) ماتریس�های آن�گاه باشد، G گراف سوئچینگ سایدل G′ گراف اگر

می�شوند. نامیده سوئیچینگ کلاس�های آن، ارزی هم کلاس�های و است ارزی هم رابطه سوئیچینگیک سایدل ویژگی

اصلی نتایج .٢

می�پردازیم. سایدل ماتریس طیف ویژگی�های مطالعه به بخش این در

هستند: برقرار زیر روابط این�صورت در است. n مرتبه از G گراف می�کنیم فرض [٢] .١.٢ لم

،
n∑

i=١

µi = ٠ (١

.
n∑

i=١

µ٢i = n(n− ١) (٢

این�صورت در است. n مرتبه از k-منظم گرافی G می�کنیم فرض [۵] .٢.٢ لم

SpecS(G) = {n− ١− ٢k,−١− ٢λ٢, . . . ,−١− ٢λn},

هستند. G ویژه مقادیر k ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn آن در که

µn ویژه مقدار کوچک�ترین دارای n ≥ ٢ مرتبه از S سایدل ماتریس و d ≥ ١ می�کنیم فرض [۵] .٣.٢ قضیه
این�صورت در .µ٢n ≥ d+ ٢ می�کنیم فرض هم�چنین، است. n− d ≥ ١ تکرار ضریب با

n ≤ d(µ٢n − ١)
µ٢n − d

,

باشد. {[µn]
n−d, [µn

d (n− d)]d} طیف دارای S اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
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است: زیر طیف با n مرتبه از سایدل ماتریس S می�کنیم فرض [۴] .۴.٢ قضیه

{[µ١]n−a, [µ٢]
b, [µ٣]

a−b},

است. غیرممکن b = n− a = a− b این�صورت در .١ ≤ b ≤ a− ١ و ٢ ≤ a ≤ n− ١ آن در که

است. صحیح ویژه مقدار یک دارای متمایز ویژه مقدار سه با سایدل ماتریس هر [۴] .۵.٢ نتیجه

a آن در که است {[µ١]a, [µ٢]b, [µ٣]١} طیف با n مرتبه از S سایدل ماتریس می�کنیم فرض [۵] .۶.٢ قضیه
مجاورت طیف با منظم (قویاً) گراف یک شامل S سوئچینگ دسته این�صورت در هستند. مثبت صحیح اعداد b و

است: زیر

SpesS(G) =
{[−١− µ١

٢

]a
,
[−١− µ٢

٢

]b
,
[n− ١− µ٣

٢

]١}
.

رأسی n گراف�های مجموعه G(n, r) می�کنیم فرض تکراری. سایدل ویژه مقدار یک با گراف�ها تعیین .١.٢
به متعلق گراف�های داریم قصد بخش، این در است. سایدل ماتریس در r تکرار ضریب با ویژه مقدار یک دارای
موضوع این است، ذکر شایان کنیم. رده�بندی سایدل ماتریس طیف اساس بر را (١ ≤ i ≤ ٣) ،G(n, n − i)

است. اهمیت حائز طیف�شان توسط مجموعه این به متعلق گراف�های به�فردی منحصر تعیین در
می�کنیم. مشخص را G(n, n− ٢) و G(n, n− ١) مجموعه�های به متعلق گراف�های زیر، قضیه در

هستند: برقرار زیر شرایط این�صورت در است. n مرتبه از گرافی G می�کنیم فرض [٧] .٧.٢ قضیه
داریم: ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای (١

G(n, n− ١) = {Kn,Kn,Kn١,n٢ ,Kn١ ∪Kn٢},

است. n١ + n٢ = n آن در که
داریم: ،n ≥ ٣ صحیح عدد هر برای (٢

G(n, n− ٢) = {K٣,K٣, P٣,K٢ ∪K١}.

سایدل متمایز ویژه مقدار چهار حداکثر دارای ،G(n, n − ٣) به متعلق G گراف هر دید، می�توان به�سادگی
می�شود: بندی تقسیم زیر دسته سه به سایدل ویژه مقادیر تکرار مرتبه و تعداد لحاظ از بنابراین، است.

G١(n, n− ٣) =
{
G ∈ G(n, n− ٣)

∣∣ SpecS(G) = {[α]n−٣, [β]٣}
}
,

G٢(n, n− ٣) =
{
G ∈ G(n, n− ٣)

∣∣ SpecS(G) = {[α]n−٣, [β]٢, [γ]١}
}
,

G٣(n, n− ٣) =
{
G ∈ G(n, n− ٣)

∣∣ SpecS(G) = {[α]n−٣, [β]١, [γ]١, [ρ]١}
}
,

rank(S(G)) = n − ١ اگر است. n ≥ ۶ مرتبه از G ∈ G(n, n − ٣) می�کنیم فرض [٧] .٨.٢ قضیه
است. تهی G(n, n− ٣) آن�گاه

این�صورت در است. n ≥ ۴ مرتبه از G ∈ G١(n, n− ٣) می�کنیم فرض [٧] .٩.٢ قضیه

G١(n, n− ٣) = {K۴,K۴, C۴, S۴, ٢K٢,K٣ ∪K١, C۵ ∪K١,H١,H٢, H٣},

است. شده رسم ١ شکل در (١ ≤ i ≤ ٣) ،Hi آن در که

{[α]n−٣, [β]٢, [γ]١} سایدل طیف با n ≥ ۴ مرتبه از G٢(n, n−٣) به متعلق گرافی هیچ [٧] .١٠.٢ قضیه
می�کنند: صدق زیر شرایط در α, β, γ آن در که ندارد وجود

.α < β < ٠ < γ یا β < α < ٠ < γ یا γ < ٠ < β < α یا γ < ٠ < α < β (١
.γ < β < ٠ < α یا α < ٠ < β < γ (٢
.α < γ < ٠ < β یا β < ٠ < γ < α (٣
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.G١(n, n− ٣) مجموعه به متعلق گراف�های از تعدادی .١ شکل

.α < ٠ < γ < β یا β < γ < ٠ < α (۴

این�صورت در است. n ≥ ۴ مرتبه از منظم همبند G ∈ G٢(n, n− ٣) گراف می�کنیم فرض [٧] .١١.٢ قضیه
هستند: برقرار زیر شرایط

(n
۶≡ ٠) ،K−

٣,٣ ⊛ Jn
۶
و (n

٣≡ ٠) ،Kn
٣ ,

n
٣ ,

n
٣
گراف�های از یکی با G آن�گاه ،γ < α < β اگر (١

است. یکریخت
است. (n

۶≡ ٠) ،K−
٣,٣ ⊛ Jn

۶
گراف با G آن�گاه ،β < α < γ اگر (٢

هستند: برقرار زیر شرایط این�صورت در است. مرتبه از G ∈ G٣(n, n− ٣) کنید فرض [٧] .١٢.٢ قضیه
کند. صدق زیر شرایط از یکی در هرگاه ندارد وجود G٣(n, n− ٣) به متعلق گرافی هیچ (١

α < β < γ < ٠ < ρ یا β < α < γ < ٠ < ρ یا β < γ < α < ٠ < ρ یا
ρ < ٠ < γ < β < α یا ρ < ٠ < γ < α < β یا ρ < ٠ < α < γ < β یا
α < β < ٠ < γ < ρ یا ρ < γ < ٠ < β < α.

mK٢ گراف با ارز هم سایدل G آن�گاه ،ρ < γ < β < ٠ < α یا α < ٠ < β < γ < ρ اگر (٢
است. (K٨ خطی گراف (مکمل T (٨) یا (m ≥ ٢)
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گراف�ها برچسب�گذاری براساس بازی�هایی

خمسه∗ امیر
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه ریاضی، دانشکده

قاصدیان مهیار و
ایران تهران، خوارزمی، دانشگاه ریاضی، دانشکده

به�طور است. بازی�ها نظریه و گسسته ریاضیات در مهم موضوعات از یکی ترکیبیاتی بازی�های مطالعه چکیده.
توجه مورد کمتر که است زمینه این در جذاب موضوعات از یکی گراف�ها چسب�گذاری با مرتبط بازی�های خاص،
نتیجه چند ارائه و گراف�ها برچسب�گذاری با مرتبط بازی چند معرفی یادداشت این در ما هدف است. گرفته قرار
می�شود. ارائه گراف�ها برچسب�گذاری با ارتباط در تحقیقاتی جذاب مسئله چندین به�علاوه، است. آن�ها درباره اولیه

جادویی. رأس برچسب�گذاری دل�پذیر، برچسب�گذاری ترکیبیاتی، بازی�های کلیدی: واژه�های
.05C78, 05C57 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

برچسب�گذاری، یک باشد. E یال�های مجموعه و V رأس�های مجموعه با گراف یک G = (V,E) کنیم فرض
L = {١, . . . , s} مجموعه معمولا است. L یعنی برچسب�ها مجموعه به مشخص مجموعه از ϕ مانند نگاشتی
رأسی، برچسب�گذاری ϕ : V −→ L نمونه به�عنوان می�شود. گرفته نظر در برچسب�ها به�عنوان

گراف یال�های و رأس�ها برچسب�گذاری ϕ : (V ∪ E) −→ L و یالی برچسب�گذاری ϕ : E −→ L

دل�پذیر برچسب�گذاری آن�ها معروفترین از یکی که باشند خاصیت�هایی دارای باید برچسب�گذاری�ها معمولا است.
مانند گرافGنگاشتی برای دل�پذیر برچسب�گذاری یک می�باشد. گراف رأس�های برچسب�گذاری از مثالی که است
برچسب مختلف رأس�های که به�طوری است {٠, . . . , |E|} برچسب�ها مجموعه به گراف رأس�های مجموعه از ϕ

و باشند داشته متمایز

{|ϕ(u)− ϕ(v)| : u, v ∈ V (G)} = {١, . . . , |E|}.

می�دهد: نشان را آن دل�پذیر برچسب�گذاری با همراه گراف یک زیر شکل

•٠ •۴ •٢ •٣

•١

یک می�پردازیم. آن به ادامه در که است رأس�ها برای ثابت مقدارِ با گراف یالی برچسب�گذاری دیگر، نمونه
که به�طوری است ϕ : E −→ {١, ٢, . . . , |E|} پوشای و یک به یک نگاشت جادویی رأس یالی برچسب�گذاری
مسئله معمولا باشد. k ثابت مقدار آن مجاور یال�های به شده داده نسبت برچسب�های مجموع گراف، رأس هر در
گراف برچسب�گذاری�های از مختلفی انواع البته دارند. برچسب�گذاری�هایی چنین که است گراف�هایی کردن مشخص
برخی بیان ما هدف یادداشت این در می�دهیم. ارجاع [۴ ،٣] مراجع به را خواننده آن�ها مطالعه برای که دارد وجود

است. گرفته قرار توجه مورد کمتر حال به تا که است بازی�ها زبان به برچسب�گذاری�ها

سخنران ∗
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جادویی رأس بازی .٢

معرفی [۶] در �ها رأس برای ثابت مقدار با گراف یالی برچسب�گذاری براساس که است بازی یک جادویی رأس بازی
L = {١, ٢, . . . , |E|} برچسب�ها مجموعه می�شود. گرافGانجام بر که است نفره دو بازی یک این است. شده
یک به را باشد نشده استفاده قبلا که مقداری حرکت، هر در و می�کنند حرکت کدام هر ترتیب به بازیکن دو است.
باشند. داشته برچسب آن مجاور یال�های تمام هرگاه گوییم کامل را رأس یک می�دهند. نسبت برچسب بدون یال
تعریف وقتی k جادویی و ثابت مقدار است. رأس آن مجاور یال�های برچسب مجموع کامل، رأس یک وزن
در اصلی قانون است. گراف در کامل رأس اولین وزن k واقع در آید. به�دست گراف در کامل رأس اولین که می�شود
یال یک vw اگر خصوص به باشند. داشته k یعنی یکسان وزن باید کامل رأس�های تمام که است این بازی، این
متفاوت وزن�های با w و v رأس دو هر شدن کامل باعث آن برچسب�گذاری که باشد گراف در نشده برچسب�گذاری
برنده دهد، انجام را حرکت آخرین بتواند که بازیکنی هر نیستند. یال این برچسب�گذاری به مجاز بازیکن�ها شود،
برای زیرا می�شود. تمام بازی شوند، برچسب�گذاری یال�ها همه این�که از قبل مواقع، اکثر در بود. خواهد بازی این
نیست. امکان�پذیر شود، k ثابت مقدار رأس�ها تمام وزن که به�طوری یال�ها برچسب�گذاری ارائه گراف�ها از خیلی
در می�گوییم. گراف جادویی رأس برچسب�گذاری حاصل، برچسب�گذاری به باشد، امکان�پذیر کاری چنین اگر ولی
برگ می�شود. نامیده برگ گراف در یک درجه رأس می�کنیم. اشاره هستند، مفید ادامه در که تعریف چند به این�جا
می�شود. گفته ساقه باشد، مجاور برگ یک حداقل با که رأسی می�نامیم. بازو را آن به مجاور یال تنها با همراه
برای بازی این در را برد استراتژی ادامه، در می�گوییم. گراف هسته را گراف بازوهای تمام حذف از حاصل زیرگراف
است. بازی کننده شروع بازیکن اول، بازیکن از منظور همواره مقاله، این در می�کنیم. بررسی گراف�ها از برخی

یک دقیقاً که باشد داشته ساقه�ای و باشند ساقه یا برگ آن رأس�های تمام که باشد گرافی G کنیم فرض .١.٢ لم
آن به متصل یال�های از یکی باید حتماً باشد، شده برچسب�گذاری ساقه آن به متصل بازوی اگر دارد. متصل برگ

بماند. باقی برچسب�گذاری بدون گراف هسته در ساقه

عدد دو برگش و ساقه آن وزن شوند، گذاری برچسب گراف هسته در ساقه آن به متصل یال�های همه اگر اثبات.
□ نیست. امکان�پذیر جادویی رأس برچسب�گذاری شرایط طبق این که شد خواهند متفاوت

باشند. ساقه یا برگ آن رأس�های تمام که باشد گرافی G کنیم فرض .٢.٢ قضیه
اگر تنها و اگر می�شود برنده اول بازیکن این�صورت در دارد. یال زوج تعداد گراف هسته کنیم فرض (١)

است. متصل برگ دو به حداقل که باشد داشته وجود ساقه�ای
اگر تنها و اگر می�شود برنده اول بازیکن این�صورت در دارد. یال فرد تعداد گراف هسته کنیم فرض (٢)

است. متصل برگ یک به دقیقاً که باشد داشته وجود ساقه�ای

روی اول بازیکن می�نامیم. s را آن است. متصل برگ دو به حداقل که دارد وجود ساقه�ای کنیم فرض (١) اثبات.
بازوهای یال�های و مشخصمی�شود k جادویی ثابت کار، این با می�کند. برچسب�گذاری s به متصل بازوهای از یکی
برچسب�گذاری قابل گراف هسته داخل یال�های همه نتیجه در می�شوند. برچسب�گذاری قابل غیر گراف باقیمانده
می�کند، برچسب�گذاری را گراف هسته یال اولین دوم بازیکن و دارد یال زوج تعداد گراف هسته چون بود. خواهند

می�شود. برنده اول بازیکن نتیجه در
دوم بازیکن می�دهیم نشان باشند. متصل برگ یک به دقیقاً ساقه�ها همه که کنیم فرض عکس، اثبات برای
از یکی می�تواند دوم بازیکن کند، برچسب�گذاری را گراف هسته داخل از یالی اول بازیکن اگر شود. برنده می�تواند
بازوهای یال�های تمامی این�صورت در که کند برچسب�گذاری را ساقه آن به متصل بازوی یال و برگزیند را ها ساقه
ساقه با که هسته داخل یال�های تمامی نمی�توان ١.٢ لم طبق بنابراین می�شوند. برچسب�گذاری قابل غیر باقیمانده
بازیکن و شد خواهد انجام حرکت زوج تعداد بازی، ادامه در پس کرد. برچسب�گذاری را دارند برخورد موردنظر
یکی یال کند، برچسب�گذاری را گراف هسته داخل از یالی این�که جای به اول بازیکن اگر اما می�شود. برنده دوم
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قابل آن�ها از یکی به�جز گراف هسته داخل یال�های فقط ١.٢ لم بنابر کند، برچسب�گذاری را گراف بازوهای از
می�شود. برنده دوم بازیکن و شد خواهد انجام حرکت فرد تعداد بازی ادامه در نتیجه در برچسب�گذاری�اند.

را s به متصل بازوی یال اگر اول بازیکن می�نامیم. s را است متصل برگ یک به دقیقاً که ساقه�ای (٢)
ادامه در ، ١.٢ لم بنابر نتیجه در شد. خواهند برچسب�گذاری قابل غیر گراف باقیمانده بازوهای کند، برچسب�گذاری
مهم نکته این به توجه می�شود. برنده اول بازیکن و شد خواهد انجام گراف هسته روی حرکت زوج تعداد بازی
بازوهای از یکی می�توانست دوم بازیکن می�کرد، برچسب�گذاری را گراف هسته از یالی اول، بازیکن اگر که است
روی حرکت زوج تعداد بازی ادامه در نتیجه در کند. برچسب�گذاری را است متصل برگ دو به حداقل که ساقه�ای

می�شود. برنده دوم بازیکن و شد خواهد انجام گراف هسته
یکی یال اول، بازیکن اگر باشند. متصل برگ دو به حداقل ساقه�ها همه که کنیم فرض عکس، اثبات برای
فرد تعداد چون و شد خواهند برچسب�گذاری گراف هسته یال�های همه کند، برچسب�گذاری را گراف بازوهای از
متصل برگ دو حداقل با ساقه یک فقط اگر حتی می�شود. برنده دوم بازیکن شد خواهد انجام ادامه در حرکت
اما می�شود. تکرار مجددا بالا اتفاق کند، برچسب�گذاری را ساقه آن بازوهای از یکی اول بازیکن اگر باشد، موجود
را گراف هسته داخل از یالی کند، برچسب�گذاری را گراف بازوهای یال�های از یکی این�که جای به اول بازیکن اگر
ادامه در چون و کند برچسب�گذاری را گراف بازوهای از یکی یال می�تواند دوم بازیکن آن�گاه کند، برچسب�گذاری
□ می�شود. برنده دوم بازیکن شد خواهد انجام گراف هسته روی حرکت زوج تعداد بازی

آن رأس�های تمام که G گراف برای را برد استراتژی�های بخش، این در بازی. حین برد استراتژی�های .١.٢
یال�های تعداد که گرافی برای را برد استراتژی�های این می�دهیم. قرار بررسی مورد کامل به�طور باشند، ساقه یا برگ
خواهد برعکس دقیقاً نتایج است، زوج آن هسته یال�های تعداد که گرافی برای می�کنیم. ارائه است فرد آن هسته

می�کنیم. بررسی حالت دو در را برد استراتژی�های شد.

باشد. موجود متصل برگ یک دقیقاً با s مانند ساقه�ای که حالتی .١.١.٢
می�شود. برنده اول بازیکن کند برچسب�گذاری را s به متصل بازوی یال اول بازیکن ابتدا، همان در اگر (١)
بازوهای یال�های از یکی و کند انتخاب را دارد یال دو حداقل که ساقه�ای اول بازیکن ابتدا، همان در اگر (٢)

می�شود. برنده دوم بازیکن کند، برچسب�گذاری را ساقه آن به متصل
این�صورت: غیر در (٣)

را s به متصل بازوی یال بازیکنان از یکی بازی، از مرحله�ای در که برود پیش به�گونه�ای بازی اگر (آ)
کند. برچسب�گذاری

دهد، انجام را برچسب�گذاری این اول بازیکن اگر (i)
انجام باید گراف هسته در حرکت فرد تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
حرکات تعداد ١.٢ لم بنابر دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند اول بازیکن تا شود

می�شود. برنده اول بازیکن و بود خواهد زوج گراف، هسته در مانده باقی
دهد، انجام را برچسب�گذاری این دوم بازیکن اگر (ii)

انجام باید گراف هسته در حرکت زوج تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
حرکات تعداد ١.٢ لم بنابر دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند دوم بازیکن تا شود

می�شود. برنده اول بازیکن و بود خواهد فرد گراف، هسته در باقی�مانده
ساقه�ای بازوهای از یکی بازیکنان از یکی بازی، از مرحله�ای در که برود پیش به�گونه�ای بازی اگر (ب)

کند. برچسب�گذاری را است متصل برگ دو به حداقل که
دهد، انجام را برچسب�گذاری این اول بازیکن اگر (i)

انجام باید گراف هسته در حرکت فرد تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
مانده باقی حرکات تعداد دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند اول بازیکن تا شود

می�شود. برنده دوم بازیکن و بود خواهد فرد گراف، هسته در
دهد، انجام را برچسب�گذاری این دوم بازیکن اگر (ii)
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انجام باید گراف هسته در حرکت زوج تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
باقی�مانده حرکات تعداد دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند دوم بازیکن تا شود

می�شود. برنده دوم بازیکن و بود خواهد زوج گراف، هسته در

دارند. متصل برگ دو حداقل ساقه�ها همه که حالتی .٢.١.٢
برنده دوم بازیکن کند، برچسب�گذاری را گراف بازوهای یال�های از یکی اول بازیکن ابتدا، همان در اگر (١)

می�شود.
گراف بازوهای یال�های از یکی بازیکنان از یکی بازی، از مرحله�ای در که برود پیش به�گونه�ای بازی اگر (٢)

کند. برچسب�گذاری را
دهد، انجام را برچسب�گذاری این اول بازیکن اگر (آ)

تا شود انجام باید گراف هسته در حرکت فرد تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
گراف، هسته در باقی�مانده حرکات تعداد دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند اول بازیکن

می�شود. برنده دوم بازیکن و بود خواهد فرد
دهد، انجام را برچسب�گذاری این دوم بازیکن اگر (ب)

تا شود انجام باید گراف هسته در حرکت زوج تعداد این�که و اول بازیکن اول حرکت به توجه با
گراف، هسته در باقی�مانده حرکات تعداد دهد، انجام را مذکور برچسب�گذاری بتواند دوم بازیکن

می�شود. برنده دوم بازیکن و بود خواهد زوج

آورید. به�دست فوق بازی در گراف�ها از دیگری دسته�های برای را برد استراتژی .٣.٢ سوال

و می�کنیم برچسب�گذاری را یال هم و رأس هم آن در که است شده بیان [١] در بازی این تام نسخه
که عددی با را برچسب بدون یال یا رأس یک می�تواند بازیکن مرحله، هر در . L = {١, ٢, . . . , |V |+ |E|}
آن با مجاور یال�های برچسب و رأس آن برچسب مجموع رأس، یک وزن کند. برچسب�گذاری نشده استفاده قبلا

باشد. متفاوت k جادویی مقدار با آن�ها وزن که کرد ایجاد رأس�هایی نباید است؛ همان قانون است.

کنید. بیان فوق بازی در گراف�ها انواع برای را برد استراتژی .۴.٢ سوال

مرجع در که همان�گونه ولی می�کردیم معرفی برنده به�عنوان می�داد انجام را حرکت آخرین که بازیکنی این�جا تا
کنیم. معرفی بازنده به�عنوان را منطقی حرکت آخرین و کرد اعمال کوچکی تغییر می�توان شده بیان [۵]

کنید. تحلیل شود گرفته نظر در بازنده حرکت، آخرین که صورتی در را فوق بازی�های .۵.٢ سوال

عضو G گراف این�جا در است؟ برخوردار پیچیدگی چه از G گراف برای فوق بازی�های برنده تعیین .۶.٢ سوال
می�شود. گرفته نظر در معینی کلاس

دیگر بازی چند .٣

L = {٠, ١, . . . , s} کنیم فرض است. شده معرفی [٢] در ٢٠١٢ سال در بازی این .L(d, ١) بازی .١.٣
قبلا که v ∈ V رأس به را ϕ(v) ∈ L مقدار ترتیب به بازیکن دو است. ثابتی مقدار s که باشد برچسب مجموعه
رعایت زیر قانون دو باید ولی باشد تکراری می�تواند رأس�ها برچسب می�دهند. نسبت �است، نشده برچسب�گذاری

شوند:
. |ϕ(v)− ϕ(w)| ≥ d آن�گاه vw ∈ E اگر •

. ϕ(v) ̸= ϕ(w) آن�گاه باشد، ٢ با برابر w و v رأس دو فاصله اگر •
باید دوم بازیکن صورتی�که در شود برچسب�گذاری �G گراف کل که است این اول بازیکن هدف بازی، این در
داشته برد استراتژی اول بازیکن که به�طوری است s برای مقدار کوچکترین کردن پیدا مسئله بگیرد. را این�کار جلوی
است. شده ارائه باشد Kn,m بخشی دو کامل یا Kn کامل گراف G که حالتی برای دقیق فرمول ،[٢] در باشد.
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این در است. شده معرفی دل�پذیر برچسب�گذاری اساس بر [٧] در ٢٠١٧ سال در بازی این دل�پذیر. بازی .٢.٣
مفروض گراف در v برچسب بدون رأس به را ϕ(v) ∈ L = {١, . . . , s} مقدار ترتیب به بازیکن دو بازی،
هرگاه است قبول قابل حرکت یک و است |ϕ(v)− ϕ(w)| برابر vw یال وزن می�دهند. نسبت G = (V,E)
کل می�خواهد اول بازیکن این�جا در باشد. دیگر یال�های وزن از متمایز می�شود معین حرکت این در که یالی وزن

شود. کار این مانع باید دوم بازیکن صورتی�که در شود برچسب�گذاری گراف

v ∈ V برچسب بدون رأس حرکت هر در ترتیب به بازیکن دو دل�پذیر، بازی در مجموع. دل�پذیر بازی .٣.٣
نیز مجموع دل�پذیر بازی می�کنند. برچسب�گذاری ϕ(v) ∈ L = {١, . . . , s} نشد�ی استفاده قبلا مقادیر با را
مقدار یال آن وزن شد، برچسب�گذاری vw یال انتهایی رأس دو هر این�که از بعد که تفاوت این با است مشابه
یال�ها برای تکراری وزن ایجاد باعث که است مجاز حرکتی است؛ همان قانون می�شود. تعریف ϕ(v) + ϕ(w)
این می�شود. کار این مانع دوم بازیکن صورتی�که در شود برچسب�گذاری گراف کل می�خواهد اول بازیکن نشود.

.[٧] است شده مطالعه دورها برای مسئله

که کنید تعیین را s مقدار کمترین یا s از مقادیری گراف�ها از دیگری کلاس�های عضو G گراف برای .١.٣ سوال
باشد. داشته برد استراتژی فوق بازی�های در اول بازیکن

بگیریم نظر در ثابت بازی، ابتدای همان از را s که گرفت نظر در این�گونه را بازی این از دیگری نسخه می�توان
دو این از یک هر در کنیم. معرفی بازنده) (یا برنده به�عنوان می�دهد انجام را مجاز حرکت آخرین که بازیکنی و
حالت در دل�پذیر، بازی در باشد. تحقیقاتی جذاب مسئله یک می�تواند بازیکن�ها برای برد استراتژی تحلیل حالت

است. شده مطالعه [٧] در ستاره�ها و کامل گراف�های برای مسئله s = |E|+ ١

است؟ برخوردار محاسباتی پیچیدگی چه از فوق بازی�های در s محاسبه کنید تعیین .٢.٣ سوال
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

گراف یک جورسازی و لاپلاسی چندجمله�ای�های ضرائب

∗ قلاوند† علی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

جورسازی و لاپلاسی چندجمله�ای�های ضرائب با ارتباط در نویسنده کارهای آخرین از گزارشی مقاله دراین چکیده.
شد. خواهد داده یکدیگر با آن�ها ارتباط و گراف یک

گراف. جورسازی، چندجمله�ای جورسازی، لاپلاسی، چندجمله�ای لاپلاسی، ماتریس کلیدی: واژه�های
.05C50, 05C31, 05C70 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

E(G) یال مجموعه و V (G) رأس مجموعه با متناهی و ساده گرافی G = G(V (G), E(G)) کنید فرض
مجاور نیز را باشند مشترک رأس یک در که یال دو باشد. یال آن�ها بین هرگاه گوییم مجاور را G از رأس دو باشد.
،v ∈ V (G) رأس درجه است. گراف در آن�ها بودن مجاور دهنده نشان� یال دو یا رأس دو بین ∼ نماد نامیم.
آن نظیر رأس درجه برابر ،dG(e) ،e = uv ∈ E(G) یال درجه و است آن به مجاور یال�های تعداد برابر ،dG(v)
،dG(u, v) ،u, v ∈ V (G)رأس دو فاصله .dG(e) = dG(u)+dG(v)−٢ یعنی Gاست، یالی گراف در
نظر در بی�نهایت را مقدار این نباشد مسیری هیچ آن�ها بین اگر �آن�هاست، بین موجود مسیر کوتاه�ترین طول برابر
بی�نهایت را آن کمر باشد بی�دور G اگر است، G در دور کوتاه�ترین طول برابر ،g(G) ،G گراف کمر می�گیریم.
توسط شده تولید ،G القایی زیرگراف را G − V ′ این�صورت در .V ′ ⊆ V (G) کنید فرض می�گیریم. نظر در
دو هیچ �که به�طوری است یال�هایش از زیرمجموعه یک ،Gگراف از جورسازی یک می�گیریم. نظر در V (G)\ V ′

است. k اندازه با متفاوت جورسازی�های تعداد دهنده نشان mk(G) نماد نباشند. مجاور G در آن متمایز عضو
رأسی n گراف جورسازی چندجمله�ای .m١(G) = |E(G)| داریم تعریف از و می�گیریم نظر در ١ را m٠(G)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را G

α(G, x) =

⌊n
٢ ⌋∑

k=٠

(−١)kmk(G)x
n−٢k.

،L(G, x) ،G لاپلاسی چندجمله�ای این�صورت در است. G گراف لاپلاسی ماتریس L(G) کنید فرض
می�شود تعریف زیر به�صورت

L(G, x) = det(Inx− L(G)) =
n∑

k=٠

(−١)n−kck(G)x
k,

است. det(Inx− L(G)) در xk ضریب قدرمطلق ،٠ ≤ k ≤ n ،ck(G) جایی�که
کمیتی با و بوده پایا آن�ها یکریختی تحت که گراف�هاست روی مقدار حقیقی تابعی توپولوژیک، شاخص یک
بیوشیمی شیمی، در آن�ها کاربرد�های توپولوژیک، شاخص�های تعریف اصلی ریشه دهد. نشان همبستگی شیمیایی
و لاپلاسی چندجمله�ای�های ضرائب آوردن به�دست برای توپولوژیک شاخص�های از ما است. کامپیوتر علوم حتی ∑و

u∼v∼w و صفر با مخالف حقیقی عدد دو µ و λ گراف، Gیک کنید فرض می�کنیم. استفاده گراف�ها جورسازی

انجام حال در کاشان دانشگاه در و اشرفی علی�رضا سید دکتر آقای راهنمایی تحت که است اینجانب دکتری رساله از گزارشی مقاله این †

می�باشد.
سخنران ∗
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قلاوند ع.

این�صورتشاخص�های در Gباشند. در سه و دو طول به مسیر�های همه روی حاصل�جمع به�ترتیب
∑

u∼v∼w∼x و
می�شوند تعریف زیر به�صورت نوشتار این در استفاده مورد توپولوژیک

W =
∑

{u,v}⊂V (G)

dG(u, v), WW =
١
٢
W +

١
٢

∑
{u,v}⊂V (G)

dG(u, v)٢, M١ =
∑

v∈V (G)

degG(v)٢,

M٢ =
∑

uv∈E(G)

dG(u)dG(v), Mλ
١ =

∑
u∈V (G)

dG(u)λ, F =
∑

v∈V (G)

dG(v)٣, EM١ =
∑

e∈E(G)

dG(e)٢,

EM٢ =
∑

e,f∈E(G),e∼f

dG(e)dG(f), Mλ
٢ =

∑
uv∈E(G)

(
dG(u)dG(v)

)λ
,

Θ١ =
∑

u∼v∼w

[
dG(u)dG(v)dG(w)

]
,

αλ,µ =
∑

uv∈E(G)

[
dG(u)λ dG(v)µ + dG(u)µ dG(v)λ

]
, Θ+

٢ =
∑

u∼v∼w

[
dG(u) + dG(w)

]
,

Θ٢ =
∑

u∼v∼w

[
dG(u)dG(w)

]
, Θ٣ =

∑
u∼v∼w∼x

[
dG(u)dG(x)

]
,Θ+

٣ =
∑

u∼v∼w∼x

[
dG(u) + dG(x)

]
,

Θ+,٢
٣ =

∑
u∼v∼w∼x

[
dG(u)٢ + dG(x)٢

]
, Θ۴ =

∑
u∼v∼w

[
dG(u)٢dG(w) + dG(u)dG(w)٢

]
,

Θ۵ =
∑

u∼v∼w

dG(v)٢
[
dG(u) + dG(w)

]
, Θ۶ =

∑
u∼v∼w∼x

[
dG(u)dG(v) + dG(w)dG(x)

]
.

و زیرتقسیم گراف به�ترتیب τ(G) و S(G) فرضکنید همچنین است. mیال و رأس n با Gگرافی فرضکنید
دادند نشان [١١ ،١٠ ،٩ ،٨ ،۴ ،٣] در نویسندگان باشند. G فراگیر درخت�های تعداد
،cn−k = mk(S(G)) باشد دور Gبی که حالتی برای و c٠ = ٠, c١ = n·τ(G), cn = ١, cn−١ = ٢m
،cn−٢ = ٢n٢ − ۵n + ٣ − ١

٢M١ کردند ثابت باشد درخت G که حالتی در همچنین آن�ها .٠ ≤ k ≤ n

.c٣ =WW و c٢ =W ،cn−٣ =
١
٣ [۴n

٣ − ١٨n٢ + ٢۴n− ١٠+ F − ٣(n− ٢)M١]

اصلی نتایج .٢

G کنید فرض .[٧ ،۶ ،۵ ،٢ ،١] است گراف جورسازی و لاپلاسی ضرائب روی ما تحقیقات شامل بخش این
هستند: درست زیر گزاره�های صورت این در باشد. یال m و رأس n با گرافی

.١
mk(G) =

١
k

∑
uv∈E(G)mk−١(G− {u, v}).

.٢
m٢(G) =

١
٢m

٢ + ١
٢m−

١
٢M١.

آن�گاه ،٣ < g(G) اگر .٣
m٣(G) =

١
۶m

٣ + ١
٢m

٢ + ٢
٣m−

١
٢mM١ −M١ +

١
٣F +M٢.

آن�گاه ،۴ < g(G) اگر .۴
m۴(G) =

١
٢۴m

۴+ ١
۴m

٣+ ١٩
٢۴m

٢− ١١
۴ m+ ١

٨ (M١)
٢+ ١

٣mF −
١
۴m

٢M١+mM٢+
١
۴M

۴
١ − ٢M٢ − ۵

۴mM١ +
٧
٢M١ − EM٢ − ٣

٢F .

آن�گاه ،۵ < g(G) اگر .۵
m۵(G) =

١
١٢٠m

۵+ ١
١٢m

۴+ ١
١٢٠ (−١٠M١+۵۵)m٣+ ١

١٢٠ (−٩٠M١+۶٠M٢٠+٢F+

١٩٠)m٢+ ١
١٢٠ (١۵(M١)

١+٢۴٠F−٣٧۶M٣٠−١M۴
١+۴٩٢M١٢٠−٢α١٢٠−١,٢Θ٢+

٢۴Θ+
٢ + ٣٣۶)m + ١

٢ (M١)
٢ + ١

١٢٠ (−۶٠M٢ − ٢٠F − ٧۶٨)M١ −M۴
١ + ١

۵M
۵
١ +

M ٢
٢ − ٢١

۵ α١,٢ +
۴
۵α١,٣ +

١
۵Θ

+
٢ − ٢

۵Θ
+
٣ + ۴

۵Θ۴ +
١
۵Θ

+,٢
٣ + ١۴

۵ F + ١٢M٢ +
۶
۵Θ١−

٢۶
۵ Θ٢ +Θ٣ +

١
۵Θ۵ +

٢
۵Θ۶.

٢٢۴
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آن�گاه باشد درخت G اگر .۶

cn−۴ = (n−١)( ١۶٢۴n
٣−۴n٢+ ٣۴٨

٢۴ n−
۵٣٢
۶ )+ ١٧

٨ (M١)
٢+( ۴۶n−

۴١٢
٢۴ )F+ ٣٩

٢ EM١−
١٠٨
۴٨ M

۴
١ − ۴٠M٢ − (n٢ + ٧

٢n−
١٩٢٠
٢۴ )M١ − ١۶

∑
{u,v}⊂V (G)

(
dG(u)

٢
)(

dG(v)
٢
)

= ١
۶ (n − ١)(۴n٣ − ٢۴n٢ + ٣٩n − ١۶) + ١

٣F (٢n − ۵) + ١
٨M٨−)١n٢ +M١ +

٣۶n− ٣٢)− ١
۴M

۴
١ −M٢,

cn−۵ =
١
١۵

[
n−١

]٢[
۴n٣٢−٣n٢+۶٧n−٢۴

]
+ ١

١٢n
[
٨nF −٨n٢M٣+١(M١)

٢+

۶٠nM١ − ۴۴F − ١٢٠M١ − ۶M۴
١ − ٢۴M٢

]
− ١

١٢M١

[
٢F + ٩M١ − ۵۶

]
+α١,٢ +

١
۵M

۵
١ + ٣

٢M
۴
١ + ۴M٢ + ۴F,

cn−۶ = −
(
١
۶M

۴
١ +

٨
٣n−

٨
٣

)
(n−١)٢+ ۴

۴۵n
۶− ۶

۵n
۵− ١

٣
(
M١٧−١

)
n۴+ ١

١٨

(
۶۶M١+

٨F − ١۶١
)
n٣ − ١

١٢

(
۴٨F − ٣(M١)

٢ + ١۴٧M١ + ۴M۴
١ + ٢۴M٢ − ٣۶

)
n٢ −

١
١٢٠

(
۴٠FM١٩+١۵(M١)

١١−٢۶٠F −١۵٧٠M٣−١۵٠M۴
١ −۴٨M۵

١ −١٠٨٠M٢−

٢۴٠α٣−١,٢۵۶
)
n− ١

۴٨ (M١)
٣+ ١٧

٨ (M١)
٢+ ١

٢۴

(
٢٨F +١٢M٣+٢M۴

١ −٧۶
)
M١+

١
١٨ (F )

٢− ۴٩
٩ F − ۵α١,٢−α١,٣− ۶M٢− ۴٩

١٢M
۴
١ − ٧

۵M
۵
١ − ١

۶M
۶
١ −M٢

٢ −Θ٢− ٧١
۴۵ .

کاربردها .٣

فاصله �که به�طوری باشد ١ , . . . , ١, ١ , k , . . . , k, k درجه دنباله با ریشه�دار درخت یک T (k, t) کنید فرض
ببینید). را ١ (شکل باشد t برابر مرکزی رأس از آویخته رأس هر

..

.T (٣, ٣) ریشه��دار درخت .١ شکل

داریم: را زیر نتایج قبل گفته�های به باتوجه این�صورت در
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قلاوند ع.

cn−١(T (٣, t)) =۶× ٢t − ۶,

cn−٢(T (٣, t)) =−
٩٣
٢
٢t + ١٨× ٢٢t + ٣٠,

cn−٣(T (٣, t)) =٢٧٢× ٢t − ١٧١× ٢٢t + ٣۶× ٢٣t − ١۴۴,

cn−۴(T (٣, t)) =−
۵٧٩٩
۴

٢t +
٩١٧٧
٨

٢٢t − ۴٠۵× ٢٣t + ۵۴× ٢۴t + ۶٨٧,

cn−۵(T (٣, t)) =
٧۴۴٢٧
١٠

٢t − ٢۶٩۶٧
۴

٢٢t +
١٢٢۶٧

۴
٢٣t − ٧٠٢× ٢۴t +

٣٢۴
۵

٢۵t − ٣٢٩۴,

cn−۶(T (٣, t)) =−
٣٧۶٢۴٧

١٠
٢t +

١۴٨٨٢٩٣
۴٠

٢٢ t − ٣١۵٧١١
١۶

٢٣ t +
٢٣۶٩٧

۴
٢۴ t − ۴٧٧٩

۵
٢۵ t

+
٣٢۴
۵

٢۶ t + ١۵٩٣٢,

cn−١(T (۴, t)) =۴× ٣t − ۴,

cn−٢(T (۴, t)) =− ٢۴× ٣t + ٨× ٣٢t + ١٨,

cn−٣(T (۴, t)) =
٣٩٢
٣

٣t − ۶۴× ٣٢t +
٣٢
٣
٣٣t − ٨٨,

cn−۴(T (۴, t)) =−
٢١٣٢
٣

٣t +
١٢٣٢
٣

٣٢t − ٣٢٠
٣

٣٣t +
٣٢
٣
٣۴t + ۴۵٧,

cn−۵(T (۴, t)) =
١٩۶۴۴

۵
٣t − ٢۴٨٠× ٣٢t +

٢٣۶٨
٣

٣٣t − ١٢٨× ٣۴t +
١٢٨
١۵

٣۵t − ٢۴٨۴,

cn−۶(T (۴, t)) =−
١١٠٧۵۶

۵
٣t +

۶۶١٨۶۴
۴۵

٣٢ t − ١۵٧٧۶
٣

٣٣ t +
٩۶۶۴
٩

٣۴ t − ١٧٩٢
١۵

٣۵ t

+
٢۵۶
۴۵

٣۶ t + ١٣٩٩٠.

.x, t ∈ {٢, ٣, ۴, ۵, ۶} برای ،cn−x

(
T (٣, t)

)
لاپلاسی ضرائب .١ جدول

x
t ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

٢ ١٣٢ ٨١٠ ٣٨٩۴ ١۶٩٧۴ ٧٠٧٨٢
٣ ۵١٢ ٩۵٢٠ ١٠٧٨٨٨ ١٠١٣١٠۴ ٨٧۵۴٠٣٢
۴ ١١۴۶ ٧۶٣٢٩ ٢١۵١٢١٩ ۴۴۴٨١٠١۵ ٨٠۴۴٠٧٨٧١
۵ ١۵٢۴ ۴۴٢٩٢۶ ٣٢٨٩٢٧۶٢ ١۵٣٢٠۴٩۴٢۶ ۵٨۵٧٧۶۵٣۵٠۶
۶ ١١٩۶ ١٩٢۶۴۵۶ ۴٠١٣٠٣٣٠٠ ۴٣١٠٩۵٠۶۵٧٢ ٣۵٢١١٠٩۴٧٩١٣٢

.x, t ∈ {٢, ٣, ۴, ۵, ۶} برای ،cn−x

(
T (۴, t)

)
لاپلاسی ضرائب .٢ جدول

x
t ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

٢ ۴۵٠ ۵٢٠٢ ۵٠۵۶٢ ۴۶۶۵٧٨ ۴٢٣۴٠۵٠
٣ ٣۶٨٠ ١۶۶٧٣۶ ۵٢۵٩٢٩۶ ١۴٩٣٠٧۵٣۶ ۴٠٩٨۵۶٨١۶٠
۴ ١٩۵۴٩ ٣٨۴٩٨٢٩ ۴٠۵١١۵٢۶١ ٣۵۶٨۵٨٩۴٠٨۵ ٢٩٧١۴٧۴۵٩٧٧٨٩
۵ ٧١۴٩۶ ۶٨٢۵١۶٨٠ ٢۴۶۴٧۴۴١٨٣٢ ۶٧٩۵٠۶٨٣١١٨٧٢ ١٧٢١٠٩١١۶٨۶۶۵٣۵٢
۶ ١٨۶٣٩۴ ٩۶٧٠۵٧٣٣٠ ١٢٣٣۶٧٨۴٠٣٠۶۶ ١٠٧٣٧٣٨۴۶۶۴٣۵١۵۴ ٨٢٩۵٧۵٨١٢٨٢٠۵۵١٣٨۶
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

برنولی عمل به نگاهی

شعبانیان∗ سعید
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

از می�توان را برنولی عمل است. خورده پیوند معروف مثالی با همواره ارگودیک و دینامیکی سیستم نام چکیده.
نیز آن مطالعه دینامیکی، سیستم علم در حیاتی آفرینی نقش بر علاوه که دانست مباحث این مثال�های کلیدی�ترین
را وسیعی گشایش�های و نتایج برنولی عمل بودن ارگودیک دارد. همراه به را شده ذکر موضوع�های از بالایی درک

است. برنولی عمل بودن ارگودیک اثبات نیز پیشرو نوشته غایت می�نشاند. بار به
برنولی. نگاشت ارگودیک، برنولی، عمل کلیدی: واژه�های

.22D40, 35Q51 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

گفتار پیش .١

این از بالایی درک و شهود که است برنولی عمل ارگودیک، و دینامیکی سیستم مبحث در مثال�ها مهم�ترین از یکی
مفیدی نتایج به رو این از و داریم آن رفتار شناخت و بررسی بر سعی مقاله این در دارد. همراه به ما برای را مطالب
گروه همچنین می��گیریم. نظر در استاندارد احتمال فضای (X,µ)را فضای تحقیق این تمامی در رسید. خواهیم
برای می�دهیم. نمایش Γ↷X نماد با را X روی Γ گروه عمل می�کنیم. فرض نامتناهی و شمارا گروهی را، Γ
از نوعی عمل�ها، میان در گوییم. x نقطه Γ-مدار را Γx = {γx : γ ∈ Γ} مجموعه ،x مانند X عضو هر
∀s ∈ Γ, A ⊆ βX : هرگاه نامند احتمال اندازه حافظ (X,µ)را روی Γ عمل دارد. ویژه�تری اهمیت آن�ها
چه این�که است. جذاب نیز دیگری مطلب می�کند، حفظ را اندازه عملی چه این�که بر علاوه .µ (sA) = µ (A)

برای را A ⊆ X مجموعه خوانیم. پایا Γ اصطلاح در را آن�ها ما می�ماند. پایا و ثابت عمل، تحت مجموعه�ای
مشخص ما برای را عمل�ها از خاص نوعی Γپایا مجموعه�های همین .ΓA = A هرگاه گوییم Γپایا ،Γ↷X عمل
عمل است: ارگودیک نام به عملی تعریف اساس غیربدیهی اندازه�پذیر مجموعه�های ناپایداری واقع در می�کنند.
.µ (A) ∈ {٠, ١} باشیم Aداشته ⊆ X مانند Γپایا اندازه�پذیر مجموعه هر برای هرگاه گوییم ارگودیک را Γ↷X

با را فضا این در B و A مجموعه دو تاثیرپذیری عدم باشید، آشنا X احتمال فضای در استقلال مفهوم با اگر
عمل می�کند. راهنمایی مهم عملی معرفی در را ما مفهوم این می�کنند. قلمداد µ (A ∩B) = µ(A)µ(B) شرط

باشیم داشته A,B ⊆ X مانند اندازه�پذیر مجموعه دو هر برای هرگاه گویند امتزاج را Γ↷X

lim
γ→∞

|µ(A ∩ γB)\µ(A)µ(B)| = ٠.

ضعیف�تری بعد الزاماً می�شویم مواجه مشکل با ساختار این یافتن برای چون و است قوی بسیار امتزاج عمل
از F سره متناهی زیرمجموعه هر ازاء به هرگاه گویند ضعیف امتزاج را Γ↷X عمل می�کنیم. تعریف نیز را آن از

باشیم داشته β

lim
γ→∞

∑
A,B∈F

|µ(A ∩ γB)\µ(A)µ(B)| = ٠.

A جایگذاری با ارگودیک عمل تعریف بنابر و است ضعیف امتزاج قطعاً باشد، امتزاج که عملی هر مشخصاً
امتزاجی، عمل هر لذا است. ارگودیک عملی نیز، ضعیف امتزاج عمل هر که رسید نتیجه این به می�توان B در
شویم. اصلی مقصود وارد است لازم دارد قرار دستمان در حدودی تا بحث الفبای که اکنون است. ارگودیک

سخنران ∗
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چه برای و هست چه ارگودیک ریشه که موضوع این از جدای است. شهودی درک نیازمند مبحث هر مطالعه
بگیرد، جای خواننده ذهن در خوبی به مثال این این�که برای اما داریم. نیاز آن از مثالی به است برآمده هدفی
مجموعه می�کند. راحت�تر ما برای را مسئله درک که شهودی حالتی می�کنیم، شروع Z گروه برای برنولی عمل از
همان τd که بگیرید نظر در را ({٠, ١} , τd) توپولوژیک فضای و

∑
(٢) =

{
(ai)i∈Z:ai ∈ {٠, ١}

}
احتمال اندازه فضای تشکیل روبرو تعریف با µ اندازه همراه به فضا این روی بورل جبر σ است. گسسته توپولوژی

می�دهد.

µ (∅) = ٠, µ ({٠}) = µ ({١}) = ١
٢
, µ ({٠, ١}) = ١,

دلخواه i که
∑

(٢)=
∏∞

−∞Xi : Xi = {٠, ١} نوشت: صورت بدین را
∑

(٢) می�توان حال
می�کنیم تعریف فضا این روی را زیر تعریف با d متر حال است. حاصلضربی فضای

∑
پس(٢) است.

.d
(
(ai)i∈Z, (bi)i∈Z

)
=
∑

i∈Z
|ai−bi|
٢|i|

مانند متر این آمده به�وجود همسایگی�های

Nε

(
(ai)i∈Z

)
= {(bi)i∈Z : ai = bi s · t ∃ N : i ∈ {−N, . . . , N}},

مؤلفه�هایی آن، جز جایی هر و هستند مشترک (ai) با {−N, . . . , N} در که می�باشند دنباله�هایی حقیقت در
باشد مؤلفه�ای l ∈ Z کنیم فرض می�کنیم. معرفی [U ] نماد با و نامیم سیلندر را همسایگی�ها این دارند. متفاوت

نوشت می�توان لذا می�کند مشخص را همسایگی [U ] سیلندر در که

Ul = (a−l, a−l+١, a−l+٢, . . . , a٠, a١ . . . , al).

توپولوژیکی فضای بورل σجبر ،{[Ul]}l∈Z و می�باشند
∑

(٢) از بازی زیرمجموعه�های [Ul] بنابراین،
می�کنیم تعریف βΣ(٢) روی را اندازه�ای می�دهیم. نشان βΣ(٢) با که است (Σ (٢) , τprod)

m̃ : βΣ(٢) → [٠,∞) : m̃ (Ul) =
l∏
−l

١
٢
=

١
٢

٢l
.

.[٢] می�شود Σ(٢) بورل فضای روی اندازه�ای m̃ که می�کند مطرح قضیه�ای برجسته، ریاضیدان کولموگروف
تمام اکنون و می�نامیم برنولی نگاشت را زیر تعریف با σ گرفت. نظر در βΣ(٢) به محدود m̃ همان mرا می�توان

است نگاشت این بودن ارگودیک دادن نشان ما هدف

σ : Σ (٢)→ Σ(٢) σ
(
(ai)i∈Z

)
= (bi)i∈Z : bi = ai+١ ∀i ∈ Z.

دوبه متناهی گردایه ε > ٠ هر برای می�دانیم می��گیریم. نظر در را می�باشد نیز σ-پایا که B ∈ βΣ(٢) عضو
می�دهیم قرار .m(B△

∪M
j=١ Cj)<ε که دارد وجود C١, . . . , CM مانند سیلندر مجموعه�های از مجزا دو

.|m (D) \m (B)| < ε داریم: و است اندازه�پذیر D σ-جبرند، از عضوهایی Cjها چون D =
⨿M

j=١ Cj

داریم بگیریم نظر در صورت بدین را D = [a−l, . . . , al] اگر طرفی از

D ∩ σ−n (D) = {x ∈ Σ(٢) : xi = ai, x−i+n = ai s · t · −l ≤ i ≤ l}.

m (D ∩ σ−n (D)) = m (D)×m (σ−n (D)) = m٢(D) لذا هستند مستقل σ−١(D) پسDو
همچنین و

m
(
B△σ−n (D)

)
= m

(
σ−n (B)△σ−n (D)

)
= m

(
σ−n (B△D)

)
= m (B△D) < ε.
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: m (B) = m٢(B) که می�دهیم نشان ادامه در و F = σ−n(D) می�دهیم m∣∣قرار (B)−m٢ (B)
∣∣ ≤ |m (B)−m (D ∩ F )|+

∣∣m (D ∩ F )−m٢ (B)
∣∣

≤ m (B△ (D ∩ F )) +
∣∣m٢ (D)−m٢ (B)

∣∣
≤ m (B△D) +m (B△F ) + (m (D) +m (B)) |m (D)−m (B)|
≤ ε+ ε+ ٢ε.

σ می�دهد نشان که m (B) = m٢ (B) ⇒ m (B) ∈ {٠, ١} پس بودیم گرفته نظر در دلخواه را ε چون
است. ارگودیک

و لمس مطلب این بیان دلیل عمده است. ارگودیک
∑

(٢) ملموس فضای در برنولی نگاشت کردیم مشاهده
برهان درک مورد، این مشاهده با که چرا است برنولی عمل بودن ارگودیک اثبات در پیش�روی مراحل شناخت
آن عملکرد نحوه و کلی�تر فضای در برنولی عمل بیان به اکنون بود. خواهد آسان جامع�تر فضای در برنولی عمل

می�پردازیم.
حاصلضربی توپولوژی با را زیر لهستانی فضای باشد، شمارا گروه Γ اگر می��گیریم. نظر در لهستانی فضای را Y

می�دهیم: تشکیل

Y Γ =
∏
i∈I

Yi : Yi = Y.

∏
s∈ΓAs گرفت نظر در چنین را آن�ها می�توان که نامیم سیلندر را بالا توپولوژی از حاصل باز مجموعه�های حال

را Y Γ در باز مجموعه هر که سیلندرها این است. Γ از متناهی مجموعه�ای از خارج s و As = Y به�طوری�که
نمایش βY Γ با که می�دهند تشکیل Y Γ روی بورلی جبر σ می�دهند، نمایش خود از شمارا اجتماع به�صورت
υΓ پس بگیریم نظر در Y بورل احتمال اندازه را ν اگر است. بورل فضایی

(
Y Γ, βY Γ

)
فضای پس می�دهیم.

می�شود تعریف زیر به�صورت اندازه حقیقت در دارد βY Γ روی حاصلضربی اندازه مثل رفتاری که است

υΓ : βY Γ → [٠,∞) :π−١
F (

∏
s∈F

As) 7→
∏
s∈F

υ (As),

توپولوژی طبق باز مجموعه�های که می�شویم یادآور .{As}s∈F هر و Γ از F متناهی زیرمجموعه هر برای
تصویر نگاشت πF : Y Γ → Y F و متناهی F ⊆ Γ که می�باشند π−١

F (
∏

s∈F As) به�صورت حاصلضربی
آن روی را زیر عمل ساختیم را (Y Γ, βY Γ , υΓ) استاندارد احتمال اندازه فضای که حال است. F مؤلفه�های به

می�کنیم: فرض

Γ↷ (Y Γ, βY Γ

)
: Γ× Y Γ → Y Γ :

(
s, (xt)t∈Γ

)
7→ s.(xt)t∈Γ = (xs−١t)t∈Γ.

می�دهیم: نشان کار این برای است؟ اندازه حافظ فوق عمل آیا

υΓ(π−١
F (
∏
s∈F

As)) = υΓ(t · π−١
F (
∏
s∈F

As))

.
پایه عناصر تعریف طبق دارد. واضحی اندازه چپ سمت که چرا می�پردازیم تساوی راست سمت تشریح به حال

داریم: حاصلضربی توپولوژی در

(π−١
F (
∏
s∈F

As)={(xr)r∈Γ : xs ∈ As, s ∈ F, است Γ متناهی زیرمجموعه F},

بنابراین:
t · (π−١

F (
∏
s∈F

As) = {(xr)r∈Γ : ms = t−١s, xms ∈ Ams, ms ∈ M, است Γ متناهی زیرمجموعه M}.
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F در که مؤلفه�هایی اندیس تنها که است به�گونه�ای عناصرσجبر روی بر عمل تأثیر است، مشخص که همان�طور
که جدید اندیس�های لذا نیست برقرار الزاماً آن روی ترتیب و است دلخواه Γ چون و می�کند جا به جا را هستند
را اندیس�ها جای فقط نوعی به و دارند را تعداد همان دقیقاً می�آید به�دست Fاعضای روی t دلخواه عضو تأثیر از

می�دهد نتیجه که As = Ams ⇒ υ (As) = υ (Ams) و |M |= |F پس| می�دهیم تغییر

υΓ(t · π−١
F (
∏
s∈F

As))=
∏

ms∈M

υ (Ams) =
∏
s∈F

υ (As) =υ
Γ(π−١

F (
∏
s∈F

As)),

می�دانیم می�کنیم. بررسی را آن بودن ارگودیک اکنون می�نامیم. برنولی را عمل این که است اندازه حافظ عمل پس
ρ که X اندازه�پذیر زیرمجموعه�های شامل است جبری A که باشد ρ σ-جبر با (X,µ) احتمال فضای اگر
که دارد وجود A ∈ A چون عضوی ε>٠ و B ⊆ X اندازه�پذیر مجموعه هر برای آن�گاه می�کند تولید را
در را Y Γدر بورل سیلندر دو برسانیم. اثبات به را برنولی عمل بودن ارگودیک تا آماده�ایم حال .µ(A△B) < ٠
B =

∏
s∈ΓBs و As = Y داریم E متناهی مجموعه از خارج s ازاء به که A =

∏
s∈ΓAs می��گیریم: نظر

داریم دیدیم برنولی نگاشت در که استدلالی مشابه آن�گاه .Bs = Y داریم F متناهی مجموعه از خارج s ازاء به که
می�دهد. s ∈ Γ\FE−١ ازاء به B و sA مجموعه دو بودن مستقل از خبر که µ (sA ∩B) = µ(A)µ(B)

از متناهی زیرمجموعه از خارج sای ازاء به آن�گاه باشند سیلندر مجموعه�های از متناهی اجتماع B و A اگر پس
σ-جبر برای مولدی که می�دهند تشکیل را جبری مجموعه�ها این چون .µ (sA ∩B) = µ(A)µ(B) داریم: Γ
مذکور جبر از B′و A′ Xزیرمجموعه�های از B و A مثل بورل زیرمجموعه هر و ε > ٠ هر برای داریم: لذا است

چون حال .υΓ (A△A′) < ε, υΓ(B△B′) < ε که دارند υΓ(sA∣∣وجود ∩B)\υΓ(sA′ ∩B′)
∣∣ ≤ ∣∣υΓ ((sA ∩B) \sA′) + υΓ((sA ∩B)\B′)

∣∣ < ٢ε,

همچنین υΓ(A′)υΓ(B′)\υΓ(A)υΓ(B)∣∣و
∣∣ < ٢ε,

دارند: جبر در B′ ′Aو که رابطه�ای طبق طرفی از ′υΓ(sA∣∣و ∩B′)\υΓ(A′)υΓ(B′)
∣∣ < ε.

υΓ∣∣بنابراین (sA′ ∩B′) \υΓ (A) υΓ (B)
∣∣ ≤ ∣∣υΓ (sA′ ∩B′) \υΓ (A′) υΓ (B′)

∣∣
+
∣∣υΓ (A′) υΓ (B′) \υΓ (A) υΓ (B)

∣∣
< ε+ ٢ε = ٣ε,

داریم: لذا υΓ(sA∣∣و ∩B)\υΓ(A)υΓ(B)
∣∣ ≤ ∣∣υΓ (sA ∩B) \υΓ (sA′ ∩B′)

∣∣
+
∣∣υΓ (sA′ ∩B′) \υΓ (A) υΓ (B)

∣∣
< ٢ε+٣ε= ۵ε.

که lims→∞ υΓ(sA ∩B) = υΓ(A)υΓ(B) کردیم: فرض نامتناهی همواره را Γ و بود دلخواه ε چون
چون و است امتزاج نامتناهی گروه�های برای برنولی عمل بنابراین می�باشند. X از بورل زیرمجموعه�های B و A
برای برنولی عمل لذا است، ارگودیک عملی نیز ضعیف امتزاج عمل هر و است ضعیف امتزاج امتزاجی، عمل هر

است. ارگودیک نامتناهی گروه�های

٢٣٢



برنولی عمل به نگاهی

نتیجه�گیری .٢

و مدارها هم�ارزی نظریه در برنولی عمل بودن ارگودیک است. ارگودیک برنولی عمل شد ملاحظه که همان�طور
تلقی ارزشمند آن به پرداختن که است رو همین از و ببینید) را [١]) می�کند بازی را کلیدی نقش میانگین�پذیری

می�شود.
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

و موضعی مرزی شرایط در پارامتر شامل کوشی-ریمان بیضوی معادله بودن فردهلم بررسی
غیر�موضعی

گلنبر∗ عبادپور جواد
ایران تهران، پیام�نور، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

فرزانفر فرزاد و
ایران تهران، پیام�نور، دانشگاه مهندسی، فنی دانشکده

پارامتر شامل متفاوت مرزی شرط دو با کوشی-ریمان معادله شامل مرزی مقدار مسئله دو مقاله این در چکیده.
اساسی جواب کمک به ابتدا که است موضعی نوع از مرزی شرط اول، حالت در می�گیرد. قرار بررسی مورد λ
را مسائل نوع این تکینی شده، داده مرزی شرایط کمک به و آورده به�دست را ضروری شرایط کوشی-ریمان، معادله
شرط با مشابهی روند سپس می�کنیم. تبدیل فردهلم دوم نوع انتگرالی معادلات دستگاه به را مسئله و برده بین از

می�دهیم. انجام انتگرالی جملات با غیرموضعی مرزی
معادلات دستگاه سازی، منظم اساسی، جواب شرایطضروری، کوشی-ریمان، معادله کلیدی: واژه�های

استکلف. مسأله فردهلم، انتگرالی
.45B05, 35J56, 35F15 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

تحت کلاسیک مباحث در هستند. بیضوی معادلات مهمترین از کوشی-ریمان و لاپلاس جزئی دیفرانسیل معادلات
در می�شوند. واقع بررسی مورد سوم) (نوع پوآنکاره و دوم) (نوع نیومن اول)، (نوع دیریکله موضعی مرزی شرایط
فردهلم برای کافی شرایط و شده واقع بررسی مورد پارامتر شامل غیرموضعی مرزی شرط با لاپلاس معادله ،[۶]
مسأله به مسأله، نوع این شود ظاهر مرزی شرط در پارامتر اگر جزئی معادله یک در معمولا است. شده بررسی نیز

می�شود. نامیده اشتورم–لیوویل معادله شود ظاهر معادله خود در پارامتر اگر اما است معروف استکلف

مسئله ریاضی بیان .٢

می�گیریم: نظر در را زیر مرزی مقدار مسئله

∂u(x, λ)

∂x٢
+ i

∂u(x, λ)

∂x١
= ٠, x = (x١, x٢) ∈ D ⊆ R٢, t > (١),٠

موضعی مرزی شرط با

u (x١, γ٢(x١), λ)− λu (x١, γ١(x١), λ) = ٠, x = (x١, x٢) ∈ Γ = Γ١ ∪ Γ(٢),٢

جواب (٢) و (١) مسأله جواب از منظور .λ ∈ C و i =
√
−١ نیز و Γ١,Γ٢ ∈ Γ و بوده لیاپانف خم Γ که

از آن مرز و همبند کراندار، D ⊆ R٢ مسطح ناحیه و u(x١, x٢) ∈ C١(D) ∩ (D) یعنی است. کلاسیک
است. لیاپانوف نوع

:[١] است زیر به�صورت (١) معادله اساسی جواب می�دانیم

U(x− ξ) = ١
٢π
· ١
x٢ − ξ٢ + i(x١ − ξ١)

,(٣)

سخنران ∗
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غیر�موضعی و موضعی مرزی شرایط در پارامتر شامل کوشی-ریمان بیضوی معادله بودن فردهلم بررسی

از و می�گیریم انتگرال D ناحیه در و کرده ضرب (١) همگن کوشی-ریمان معادله معادله در را (٣) رابطه اکنون
داشت: خواهیم لذا .[۵] می�کنیم استفاده دوگانه انتگرال کردن باز برای آستراگرادسکی گاوس- دستور

٠ =

∫ ∫
D

(
∂u(x, λ)

∂x٢
+ i

∂u(x, λ)

∂x١

)
U(x− ξ)dx

=

∫ ∫
D

∂u(x, λ)

∂x٢
U(x− ξ)dx+ i

∫ ∫
D

∂u(x, λ)

∂x١
U(x− ξ)dx

=

∫
Γ

u(x, λ)U(x− ξ) cos(ν, x٢)dx−
∫ ∫

D

u(x, λ)
∂U(x− ξ)

∂x٢
dx

+ i

∫
Γ

u(x, λ)U(x− ξ) cos(ν, x١)dx−
∫ ∫

D

u(x, λ)
∂U(x− ξ)

∂x١
dx

=

∫
Γ

u(x)U(x− ξ)
{
cos(ν, x٢) + i cos(ν, x١)

}
dx−

∫ ∫
D

u(x)δ(x− ξ)dx.

نوشت: می�توان دیراک دلتای تابع خاصیت به توجه با و کرده افراز Γ٢ و Γ١ مرزهای به را Γ ∫مرز
Γ١

u(x, λ)U(x− ξ) cos(ν, x٢)dx+

∫
Γ٢

u(x, λ)U(x− ξ) cos(ν, x٢)dx =

u(ξ, λ); ξ ∈ D
١
٢
u(ξ, λ); ξ ∈ Γ

,

به�صورت می�توان را فوق رابطه اساسی، جواب و بردارها تجزیه به توجه با است. Γ مرز روی خارجی نرمال υ که
:[۴] نوشت زیر

١
٢π

∫ b١

a١

−١+ iγ′١(x١)

γ١(x١)− γ١(ξ١) + i(x١ − ξ١)
u(x١, γ١(x١), λ)dx١

+
١
٢π

∫ b١

a١

١− iγ′٢(x١)
γ٢(x١)− γ٢(ξ١) + i(x١ − ξ١)

u(x١, γ٢(x١), λ)dx١ =

u(ξ, λ); ξ ∈ D١
٢
u(ξ, λ); ξ ∈ Γ

,

کردن ساده از بعد را فوق رابطه ξ١, ξ٢ ∈ Γ حالت�های برای γk(x١) =
sin(x١, τk)

cos(x١, τk)
، k = ١, ٢ برای

نوشت: می�توان زیر به�صورت

(۴)



u(ξ١, γ١(ξ١), λ) =
−١
π

∫ b١
a١

١− iγ′١(x١)
γ١(x١)− γ١(ξ١) + i(x١ − ξ١)

u(x١, γ١(x١), λ)dx١

+
١
π

∫ b١
a١

١− iγ′٢(x١)
γ٢(x١)− γ١(ξ١) + i(x١ − ξ١)

u(x١, γ٢(x١), λ)dx١,

u(ξ١, γ٢(ξ١), λ) =
−١
π

∫ b١
a١

١− iγ′١(x١)
γ١(x١)− γ٢(ξ١) + i(x١ − ξ١)

u(x١, γ١(x١), λ)dx١

+
١
π

∫ b١
a١

١− iγ′٢(x١)
γ٢(x١)− γ٢(ξ١) + i(x١ − ξ١)

u(x١, γ٢(x١), λ)dx١.

نامیم. (١) معادله ضروری شرایط را (۴) رابطه

مرز عرض�ها، محور با موازی خط هر و باشد همبند و کراندار ناحیه Dیک ⊆ R٢ ناحیه کنید فرض .١.٢ قضیه
هستند. (١) معادله ضروری شرایط (۴) روابط این�صورت در کند. قطع نقطه دو در حداکثر را D

از کار این برای می�کنیم تبدیل ضعیف تکینی به را هستند قوی تکینی دارای که انتگرال�هایی (۴) رابطه در
دارای که انتگرال�هایی (۴) دستگاه در اول جمله انتگرال هسته می�کنیم. استفاده مشتق برای میانگین مقدار قضیه
نظر در را باشند می تکینی دارای که هسته از قسمت آن فقط راحتی، برای لذا می�کنیم. مشخص را هستند تکینی

٢٣۵



فرزانفر ف. و گلنبر عبادپور ج.

جمله هسته همچنین دارد. تکینی آن اول جمله و ندارد تکینی نخست رابطه هسته دوم جمله که شود توجه می�گیریم.
را انتگرالی جملات هسته k = ١, ٢ برای لذا دارد. تکینی رابطه آن دوم جمله و ندارد تکینی (۴) دوم رابطه اول

می�دهیم: تغییر زیر به�صورت

١− iγ′k(x١)
γk(x١)− γk(ξ١) + i(x١ − ξ١)

=
١− iγ′k(x١){

γ′k(σk) + i
}
(x١ − ξ١)

=
١

i(x١ − ξ١)
· γ

′
k(x١) + i

γ′k(σ١) + i

=
١

i(x١ − ξ١)
·
{
١+

(γ′k(x١) + i

γ′k(σ١) + i

)}
=

١
i(x١ − ξ١)

·
{
١+

γ′k(x١)− γ′k(σk)
γ′k(σk) + i

}
.

می�توان محاسباتی اعمال با را زیر رابطه (۴) دستگاه از خطی ترکیب یک آوردن به�دست و فوق تغییرات اعمال با
آورد: به�دست



u(ξ١, γ٢(ξ١), λ)− λu(ξ١, γ١(ξ١), λ) = ٠

u(ξ١, γ٢(ξ١), λ) + λu(ξ١, γ١(ξ١), λ) =
١
πi

∫ b١
a١
u(x١, γ٢(x١), λ)

γ′
٢(x١)− γ′

٢(σ١)

γ′
٢(σ١) + i

· dx١
x١ − ξ١

− ١
π

∫ b١
a١
u(x١, γ١(x١), λ)

١− iγ′
١(x١)

γ١(x١)− γ٢(ξ١) + i(x١ − ξ١)
dx١

− λ

πi

∫ b١
a١
u(x١, γ١(x١), λ)

γ′
١(x١)− γ′

١(σ١)

γ′
١(σ١) + i

· dx١
x١ − ξ١

+
λ

π

∫ b١
a١
u(x١, γ٢(x١), λ)

١− iγ′
٢(x١)

γ٢(x١)− γ١(ξ١) + i(x١ − ξ١)
dx١.

(۵)

نوشت: می�توان زیر فشرده فرم به را آن جواب و کرده حل را (۵) دستگاه
u(ξ١, γ١(ξ١), λ) =

∫ b١
a١
K١١(ξ١, x١, λ)u(x١, γ١(x١), λ)dx١

+
∫ b١
a١
K١٢(ξ١, x١, λ)u(x١, γ٢(x١), λ)dx١,

u(ξ١, γ٢(ξ١), λ) =
∫ b١
a١
K٢١(ξ١, x١, λ)u(x١, γ١(x١), λ)dx١

+
∫ b١
a١
K٢٢(ξ١, x١, λ)u(x١, γ٢(x١), λ)dx١,

(۶)

نوع فردهلم انتگرال معادله ماتریسی فرم به را (۶) دستگاه هستند. معلومی توابع Kij ،i, j = ١, ٢ برای که
نوشت: زیر اول

V (ξ١, ξ٢, λ) =

∫ b١

a١

K(ξ١, x١, λ)V (x١, x٢, λ)dX,(٧)

که

V (ξ١, ξ٢, λ) =

[
u(ξ١, γ١(ξ١), λ)
u(ξ١, γ٢(ξ١), λ)

]
, K(ξ١, x١, λ) =

[
k١١(ξ١, x١, λ) k١٢(ξ١, x١, λ)
k٢١(ξ١, x١, λ) k٢٢(ξ١, x١, λ)

]
.

داریم: را زیر قضیه نتیجه در

نوشته یگانه به�صورت (۵) دستگاه از u(ξ١, γp(ξ١), λ), p = ١, ٢ اگر ١.٢ قضیه شرایط تحت .٢.٢ قضیه
شود. می تبدیل (٧) اول نوع فردهلم انتگرال معادله به�صورت و است فردهلم (٢) و (١) مسأله آن�گاه شود

زیر موضعی غیر مرزی شرایط با (١) معادله که کنید توجه

a٢(x١)u(x١, γ٢(x١), λ)− a١(x١)u(x١, γ١(x١), λ) = λ

∫
D

a(x١, z)u(z, λ)dz,

٢٣۶
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می�شود. تبدیل دوم نوع فردهلم انتگرال معادله به

مراجع

1. V. S. Vladimirov, Equations of Mathematical Physics, Mir Publishers, Moscow, 1984.
2. L. C. Evans, Partial Differential Equations, 2nd ed., Graduate Studies in Mathematics, Vol. 19.

American Mathematical Society, Providence, RI, 2010.
3. J. Kondo, Integral Equations, Clarendon Press, Oxford, 1991.
4. M. Jahanshahi, J. Ebadpour Golanbar and N. Aliev, Spectral problem for an initial- boundary
value problems involving first order two dimensional generalized non-gomogenous Cauchy – Riemann
equation with general non-local boundary conditions, Proc. 6th Int. Conf. control and optim. Ind.
Appl. 1 (2018) pp. 212–215.

5. M. Jahanshahi and M. Fatehi, Analytic solution for the Cauchy–Riemann equation with non-local
boundary conditions in the first quarter, Int. J. Pure Appl. Math. 46 (2) (2008) 245–249.

6. J. Ebadpour Golanbar, N. Aliev and M. Jahanshahi, Transportation of a BVP including generalized
Cauchy Riemann equation to Fredholm integral equation, TWMS J. Pure Appl. Math. 11 (1) (2020)
30–42.

ebadpour.j@gmail.com الکترونیکی: پست
farzanfar@pnu.ac.ir الکترونیکی: پست

٢٣٧

mailto:ebadpour.j@gmail.com
mailto:farzanfar@pnu.ac.ir


١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

قلب نوار سیگنال�های در بم عصبی شبكه همزمان�سازی کاربردهای

محمدزاده∗ زهرا
ایران بیرجند، بیرجند، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

عازمی اسد و
آمریکا پنسلوانیا، پنسلوانیا، دانشگاه مهندسی، دانشکده

می�کنیم. بررسی را بم عصبی شبکه در وندرپل نوسان�گر سیستم�های همزمان�سازی اهمیت پژوهش این در چکیده.
تابع از استفاده با می�شود. گرفته نظر در فرض�هایی همزمان�سازی به دستیابی برای تطبیقی کنترل از استفاده با
در می�آوریم. به�دست شده همزمان سیستم پایداری برای را شرایطی و طراحی را استفاده مورد کنترل�کننده لیاپانف
سیمولینک از استفاده با و گرفته نظر در را می�باشد ها سیستم این بررسی اهمیت نمایانگر که کاربردی نمونه ادامه

می�کند. تایید را شده ارائه روش کارایی شبیه�سازی این از حاصل نتایج می�کنیم. سازی شبیه متلب افزار نرم
وندرپل. معادلات لیاپانف، تابع تطبیقی، کنترل همزمان�سازی، کلیدی: واژه�های

پیش�گفتار .١

همزمان�سازی در برد، نام بیولوژیکی پدیده�های از می�توان بم عصبی شبكه همزمان�سازی کاربردهای از یکی به�عنوان
می�باشد، غیره و انسولین ترشح میزان قلب، اسیلاتورهای ضربان و شدت مانند بیولوژیکی پدیده�های بعضی
به مقاله این در .[٧] می�باشد توجه مورد بسیار است، گرفته قرار استفاده مورد پدیده�ها این در كه کنترل�کننده�ای
ضربان�سازی از منظور بدین می�پردازیم. می�باشند، قلبی نارسایی دچار که بیمارانی در تپشی کند بیماری بررسی
یکی می�كنیم. استفاده می�باشد، وندرپل معادلات از استفاده با قلب نوار سیگنال مدل�سازی �اساس بر دوحفره�ای
پمپ به ناهماهنگی این می�باشد. بطن�ها و دهلیزها ناهماهنگ انقباض قلبی، نارسایی کننده ایجاد اصلی علل از
می�کند. بروز کوتاه و سطحی نفس تنگی خستگی، مانند علائمی و می�شود مختل رسانی خون می�رساند، آسیب قلبی
قطعه رفتن بالا با قلبی سکته تپشی، کند قلب، نارسایی به مبتلا بیماران در مرگ تعیین�کننده�های عوامل مهم�ترین
و نیست کافی پمپاژ به قادر قلب که می�دهد رخ زمانی قلبی نارسایی .[۴] می�باشد غیره و دهلیزی فیبریلاسیون ،s
فاز منحنی طریق از بطن، و دهلیز در ضربان�ساز ایجاد برای برساند. بدن اعضای به را کافی خون جریان نمی�تواند
خاصیت دو دارای پل وندر غیرخطی معادلات می�کنیم. استفاده وندرپل غیرخطی (اسیلاتورهای) کننده نوسان یا و
فرکانس وندرپل کننده نوسان اولا نماییم. استفاده قلب سلول�های مدل عنوان به آن از تا می�شود باعث که است مهم
می�تواند کننده نوسان این ثانیاً می�کند. تنظیم نوسانات دامنه در تغییر بدون ورودی سیگنال فرکانس با را خود ذاتی
اسیلاتور زیرا می�باشد. مهمی بسیار خاصیت این کند. تنظیم ورودی سیگنال فرکانس با را خود نوسان فرکانس

دهد. تطبیق می�باشد فرکانس بالاترین دارای که قلب غالب ضربان�ساز با را خود باید پایین فرکانس با پیرو
دهد تشخیص را قلب ضربان کندی می�تواند قلب” ”باطری همان یا میکر پیس دوحفره�ای، ضربان�ساز کار طرز
کوچک قطعات از میکر پیس کند. برقرار مجدداً را منظم و طبیعی ضربان یک الکتریکی جریان فرستادن با و
نیاز مورد لید عدد دو حالت این در است. شده تشکیل طولانی عمر طول با ولی کوچک باطری یک و کامپیوتری
دهلیز الکتریکی فعالیت میکر پیس می�شود. داده قرار راست بطن در دیگری و راست دهلیز در لید یک است.
می�کند تضمین میکر پیس همچنین نه. یا است الزام ضربان تولید آیا که می�کند تعیین و کرده حس را بطن و
کمک بطن�ها و دهلیزها منظم انقباض به دوحفره�ای میکرهای پیس باشد. دهلیز انقباض پی در بطن انقباض که
بر شده انجام کارها است. قلب طبیعی ضربان شبیه میکر پیس توسط شده تولید ضربان طریق بدین می�کنند.
همچنین ذرات الگوریتم عصبی، شبکه مدلغزشی، کنترل اساس بر که دهلیز در حفره�ای یک ضربان����سازی اساس
استفاده ضربان�ساز برای ای دوحفره میکرهای پیس از تحقیق این در .[۶ ،٣ ،٢ ،١] است شده انجام اندازه تئوری

سخنران ∗
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قلب نوار سیگنال�های در بم عصبی شبكه همزمان�سازی کاربردهای

دچار نظر مورد مجموعه تا برد بین از را اختلال این بتواند که کنترل�کننده�ای یک طراحی به مقاله این در می�کنیم.
همچنین و سیستم در آرام تغییرات مقابل در بتواند که تطبیقی کنترل از کار این انجام برای می�پردازیم. نشود اختلال
استفاده همزمان�سازی منظور به لیاپانف تابع مبنای بر کنترل�کننده این که بدهد مناسب پاسخ مدل�سازی خطاهای
کنترل�کننده، تعیین بخش٣ لازم، مقدمات و مدل ٢ بخش است: شده سازماندهی شرح بدین مقاله این بقیه گردید.

می�باشد. نتیجه�گیری انتها در عددی شبیه�سازی�های ۴ بخش

ریاضی مقدمات و مدل معرفی .٢

شبکه یک می�گیریم نظر در صورت بدین را بررسی مورد سیستم می�پردازیم. نیاز مورد قضایا و مدل معرفی به ابتدا
دارد: قرار نرون یک لایه هر در كه بم عصبی

ẋ(t) = x(t) + α١(y(t)− x(t)) + u١,

ẏ(t) = y(t) + α٢(x(t)− y(t)) + u(١),٢

دادن قرار با می�باشد. همزمان�سازی برای کنترل ورودی u همچنین می�باشد. لایه�ای بین اتصالات وزن α٢ و α١
می�شود: زیر به�صورت (٣) معادله نرون هر در وندرپل معادلات

ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = −ω٢
١x١(t) + µ١)١− x٢١(t))x٢(t) + α١(y(t)− x(t)) + u١,

ẏ١(t) = y٢(t),

ẏ٢(t) = −ω٢
٢y١(t) + µ١)٢− y٢١(t))y٢(t) + α٢(x(t)− y(t)) + u(٢).٢

s(t) کنیم فرض می�باشد. لایه�ای بین اتصالات ضریب α و میرایی ضریب µ زاویه�ای، فرکانس ω معادلات این در
کند: صدق زیر معادلات در که باشد همزمان�سازی جواب

ṡx١(t) = sx٢(t),

ṡx٢(t) = −ω٢
١sx١(t) + µ١)١− s٢x١(t))sx٢(t),

ṡy١(t) = y٢(t),

ṡy٢(t) = −ω٢
٢y١(t) + µ١)٢− s٢y١(t))sy٢(t).(٣)

دارد وجود a١, a٢ نامنفی ثابت�های می�کند صدق کراندار نرم شرایط در که h و f توابع کنیم فرض .٢.١ فرض
که به�طوری

∥fi(k١(t), k٢(t))− fi(sk١(t), sk٢(t))∥ ≤ a١∥ek١(t)∥+ a٢∥ek٢(t)∥.

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی سیستم [۵] .١.٢ قضیه

ẋ = f(x), x ∈ Rn.

پذیر مشتق پیوسته تابع یک V : U → R کنید فرض همچنین باشد، فوق دستگاه تعادل نقطه یک x̄ کنید فرض
این�صورت در x̄ ̸= x. برای V (x) > ٠ که به�طوری باشد، x̄ از U همسایگی روی

و پایدار تعادل x̄نقطه�ی آن�گاه V̇ (x) ⩽ ٠ باشیم داشته x ∈ U − x̄ هر ازای به اگر •
است. پایدار مجانبی به�طور x̄ آن�گاه V̇ (x) < ٠ باشیم داشته x ∈ U − x̄ هر ازای به اگر •

كنترل�كننده تعیین .٣

سبب صفر سمت به خطا همگرایی و پایداری دلیل�که این به می�کنیم تعریف خطا جنس از لیاپانف تابع ابتدا
می�رسیم. هدف این به مناسب (ui(t) ) کنترل�کننده طراحی با می�شود. سیستم همزمان�سازی

ei(t) =

{
exi(t) = xi(t)− sxi(t)
eyi(t) = yi(t)− syi(t)

⇒ ėi(t) =

{
ėxi(t) = ẋi(t)− ṡxi(t)
ėyi(t) = ẏi(t)− ṡyi(t)

.
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عازمی ا. و محمدزاده ز.

k١ > ٠, k٢ > به�صورت٠ کنترل�کننده ضریب حداقل معادله به�صورت تطبیقی کنترل�کننده انتخاب با .١.٣ قضیه
داریم. را سیستم همزمان�سازی

می�کنیم. طراحی (۴) معادله به�صورت لیاپانف تابع ابتدا اثبات.

(۴) V (t) =
١
٢

N∑
i=١

(ei(t))
٢.

می�باشد. (۵) معادله به�صورت لیاپانف تابع مشتق

V̇ (t) =

{
V̇x(t) =

∑٢
i=١(ėxi(t)

texi(t)),

V̇y(t) =
∑٢

i=١(ėyi(t)
teyi(t)).

(۵)

می�دهیم. قرار لیاپانف تابع مشتق در می�آوریم، به�دست ė(t) معادله ابتدا

ėx(t) =


ėx١(t) = ex٢(t),
ėx٢(t) = f١(x١(t), x٢(t))− f١(sx١(t), sx٢(t)) + α١y٢(t)− α١x٢(t) + u١(t),
u١(t) = −β١ex١(t)− β٢ex٢(t)− α١y٢(t) + α١x٢(t)− kex٢(t)− ex١(t).

ėy(t) =


ėy١(t) = ey٢(t),
ėy٢(t) = f١(y١(t), y٢(t))− f١(sy١(t), sy٢(t)) + α٢y٢(t)− α١y٢(t) + u١(t),
u٢(t) = −γ١ey١(t)− γ٢ey٢(t)− α٢x٢(t) + α٢y٢(t)− key٢(t)− ey١(t).

می�شود: (۶) معادله به�صورت خطا مشتق کنترل�كننده اعمال با

ėx(t) =

{
ėx١(t) = ex٢(t),
ėx٢(t) = −k١ex٢(t)− ex١(t),

ėy(t) =

{
ėy١(t) = ey٢(t),
ėy٢(t) = −k٢ey٢(t)− ey١(t).

(۶)

داریم. لیاپانف تابع مشتق در ė(t) معادله دادن قرار با

V̇ (t) =

{
V̇x(t) =

∑٢
i=١ ėxi(t)

texi(t) ≤ −k١∥ex(t)∥٢٢,
V̇y(t) =

∑٢
i=١ ėyi(t)

teyi(t) ≤ −k٢∥ey(t)∥٢٢,

با: است برابر شود، پایدار سیستم که ضریب حداقل لیاپانف تابع قضیه به توجه با

(٧) k١ > ٠, k٢ > ٠.

□

مجانبی پایدار سیستم بنابراین می�شود. منفی لیاپانف تابع مشتق (٧) رابطه به�صورت k٢ و k١ انتخاب با حال
می�باشد.

شبیه�سازی .۴

می�پردازیم: است، تپشی کند بیماری دچار که شخصی شبیه�سازی به قسمت این در

SA =

{
ẋ١(t) = x٢(t)

ẋ٢(t) = −(۴٫ ۵)٢x١(t) + ١)٩− x٢١(t))x٢(t) + u١
,

AV =

{
ẏ١(t) = y٢(t)

ẏ٢(t) = −(٣٫ ۵)٢y١(t) + ١)٧− y٢١(t))y٢(t) + u٢
,

قلب ریتم می�شود مشاهده که همان�طور ،١ شکل در بطن و دهلیز در میکر پیس همان یا کنترل�کننده اعمال با
بطن و دهلیز در شده استفاده میکر پس همان یا کنترل�کننده ریتم می�کند. عمل سالم شخص مانند بیمار شخص

٢۴٠



قلب نوار سیگنال�های در بم عصبی شبكه همزمان�سازی کاربردهای

در کنترل�کننده اعمال بدون سالم شخص با بیمار شخص قلب ریتم مقایسه همچنین می�كنیم. مشاهده ٢ شكل در
می�شود. قلب در اختلال ایجاد می�باشد کمتر عادی حالت از ریتم�ها تعداد می�شود مشاهده که همان�طور ،٣ شکل

قلب. دهلیز-بطنی ریتم شده همزمان�سازی حالت .١ شکل

دهلیز-بطن. در شده استفاده کنترل�کننده .٢ شکل

است. نشده استفاده کنترل�کننده از حالتی�که در دهلیز-بطن ریتم .٣ شکل

نتیجه�گیری .۵

نارسایی که شخصی قلب ریتم همزمان�سازی برای شرایطی توانستیم میکرها پیس اهمیت به توجه با بررسی، این در
تاییدی نیز شبیه�سازی نتایج کنیم. شبیه�سازی وندرپل معادلات اساس بر حفری دو میکر پیس استفاده با دارد قلبی
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عازمی ا. و محمدزاده ز.

معادلات اساس بر هماهنگ هم با چه�طور بطنی و دهلیزی ضربه�های طرفی از می�باشد. روش این کارامدی بر
معادلات از را ساده�ترین و راحت�ترین که می�شود پیچیده�ای سیستم بسیار غشاء یونی انفعالات و فعل و بیوشیمیایی
قلب بر دقیق�تری بررسی می�توانیم بم عصبی شبکه ساختار به توجه با می�باشد. روش این مزیت که می�باشد ریاضی
کنترل�کننده، طراحی در که دارد وجود بطن و دهلیز بر علاوه دیگری ضربان�سازهای قلب ساختار به توجه با داشت،

داد. دخالت هم را ضربان�سازها این می�توان
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

طیفی پارامتر به وابسته مرزی شرایط دارای نیم�عکس مسألۀ پایداری

موسی�زاده∗ سیف�اله سید
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

پارامتر به وابسته مرزی شرایط با همراه استورم-لیوویل عملگر برای نیم�عکس مسألۀ یک پژوهش، این در چکیده.
از نسخه�ای و مرزی مقدار مسألۀ ویژۀ مقادیر از استفاده با می�گیرد. قرار مطالعه مورد (٠, π) بازۀ روی طیفی،

می�شود. تعیین آن از زیربازه�ای یا (٠, π) بازۀ روی استورم-لیوویل، عملگر که می�دهیم نشان بورگ قضیۀ

نیم�عکس، مسألۀ طیفی، پارامتر به وابسته مرزی شرایط استورم-لیوویل، عملگر کلیدی: واژه�های
پایداری. قضیۀ

.34A55, 34B24 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

کاربردهایشان دلیل به طیفی، پارامتر به وابسته مرزی شرایط دارای مرزی مقدار مسائل و استورم-لیوویل نظریۀ
مسائل این�گونه و هستند اهمیت حائز مهندسی و مکانیک فیزیک، ریاضیاتِ جمله از علم شاخه�های از بسیاری در

ببینید). را آن�ها مراجع و [۵ ،۴ ،٢ ،١] مثال، (برای گرفته�اند قرار مطالعه مورد متعددی محققین توسط
استورم-لیوویل معادلۀ شامل مرزی مقدار مسألۀ

−y′′ + q(x)y = λy, ٠ < x < π,(١)

می�گیریم نظر در را زیر طیفی پارامتر به وابسته مرزی شرایط همراه }به
U(y) := hy(٠, λ)− y′(٠, λ) = ٠,

V (y) := (α١λ+ α٢)
−١y(π, λ)− (α٣λ+ α۴)

−١y′(π, λ) = ٠,
(٢)

حقیقی تابعی q ،α١α۴ − α٢α٣ < ٠ و αi ∈ R حقیقی، عددی ٠ ̸= h طیفی، پارامتر λ = η٢ آن در که
.q ∈ C[٠, π] و �مقدار

از مسأله باشد، ویژه توابع و ویژه مقادیر تعیین هدف، و باشد معلوم q(x) تابع ،(٢)-(١) مسألۀ در هرگاه
عکس نوع از مسأله باشد، q(x) تابع تعیین هدف، و باشند معلوم ویژه مقادیر هرگاه و می�شود نامیده مستقیم نوع
طیف، قبیل از آن طیفی کاراکترهای از استفاده با دیفرانسیلی عملگر بازسازی عکس، طیفی مسائل در دارد. نام
دیفرانسیلی عملگر تعیین هدف، نیم�عکس، مسألۀ در اما می�گیرد. قرار مطالعه مورد گره�ای نقاط و نرمی ثابت�های

است. نیم�بازه روی q(x) تابع بودن معلوم و طیف یک از استفاده با
توسط متفاوت، شرایط با مرزی، شرایط در طیفی پارامتر فاقد استورم-لیوویل مسألۀ برای نیم�عکس مسألۀ
نمونه، (برای است شده اثبات عکس مسألۀ جواب برای یکتایی قضیۀ و گرفته قرار مطالعه مورد متعددی محققین

راببینید). [٩ ،٨ ،٧ ،۶]
می�شود بررسی ویژه مقادیر مجانبی نمایش و مشخصه توابع اساسی، جواب�های ویژگی�های برخی مقاله، این در
،[٣] است بورگ قضیۀ از نسخه�ای که زیر قضیۀ می�دهیم. قرار مطالعه مورد را نیم�عکس مسألۀ جواب پایداری و

می�گیرد. قرار استفاده مورد پژوهش، این اصلی نتیجۀ به دستیابی در

سخنران ∗
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موسی�زاده س. س.

y′(٠)−hy(٠) مرزی= شرایط همراه به (١) معادلۀ شامل ،k = ١, ٢ ،L∗
k(q)مرزی مقدار مسائل .١.١ قضیه

و L∗
١(q) طیف�های به�ترتیب {λn,٢}n≥٠ و {λn,١}n≥٠ کنید فرض بگیرید. نظر در را ٠ = y(k−١)(π)

دو هر برای که به�طوری دارد وجود ∆ > ٠ مانند ثابتی ،q ∈ C[٠, π] هر برای این�صورت در باشند. L∗
٢(q)

که ،k = ١, ٢ ،{λ̃n,k}n≥٠ دلخواه حقیقی دنبالۀ

β :=
{ ∞∑

n=٠
(|λn,٠ − λ̃n,٢|٠ + |λn,١ − λ̃n,٢|١)

} ١
٢
< ∆,

L∗
k(q̃) طیف {λ̃n,j}n≥٠ ،k = ١, ٢ برای که به�طوری دارد وجود q̃(x) ∈ L٠)٢, π) مانند یکتایی تابع

به�علاوه، است.
||q − q̃||L٢(٠,π) ≤ Cβ,

است. وابسته q(x) به فقط C که

اولیه نتایج .٢

باشد: زیر اولیۀ شرایط تحت (١) معادلۀ جواب Y (x, λ) کنید فرض

Y (٠, λ) = ١, Y ′(٠, λ) = h.

این�صورت، در

Y (x, λ) = cos ηx+

∫ x

٠
K١(x, t) cos ηtdt+ h

( sin ηx
η

+
١
η

∫ x

٠
K٢(x, t) sin ηtdt

)
,

می�کنند: صدق زیر رابطۀ در K٢(x, t) و K١(x, t) و λ = η٢ آن، در که

∂٢H(x, t)

∂x٢
− q(x)H(x, t) =

∂٢H(x, t)

∂t٢
,

که

q(x) = ٢
d

dx
K١(x, x) = ٢

d

dx
K٢(x, x),

∂K١(x, t)

∂t
|t=٠ = K٢(x, ٠) = ٠.

ψ(x, λ) و ϕ(x, λ) اکنون (λ)∆هستند. := V (Y ) مشخصۀ تابع ریشه�های ،(٢)-(١) مسالۀ ویژۀ مقادیر
می�کنند: صدق زیر اولیۀ شرایط در که بگیرید نظر در (١) معادلۀ از جواب�هایی را

ϕ(π, λ) = ١ = −ψ′(π, λ), ϕ′(π, λ) = ٠ = ψ(π, λ).

داریم |λ| → ∞ وقتی ،[٣] طبق آن�گاه ϕ(x, λ) = cos η(π − x) +O
(
η−١ exp(η(π − x))

)
,

ψ(x, λ) = sin η(π−x)
η +O

(
η−٢ exp(η(π − x))

)
,

(٣)

 ϕ′(x, λ) = η sin η(π − x) +O
(
exp(η(π − x))

)
,

ψ′(x, λ) = − cos η(π − x) +O
(
η−١ exp(η(π − x))

)
,

(۴)

.η = |Imη| که
کنید فرض

ξ(x, λ) =
١

α٣λ+ α۴
ϕ(x, λ)− ١

α١λ+ α٢
ψ(x, λ).(۵)

٢۴۴
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که می�گیریم نتیجه |λ| → ∞ وقتی ،(۵)-(٣) به توجه با ξ(x, λ) = ١
α٣λ+α۴

cos η(π − x)− ١
α١λ+α٢

sin η(π−x)
η +O

(
η−٣ exp(η(π − x))

)
,

ξ′(x, λ) = ١
α١٣λ+α۴

η sin η(π − x) + ١
α١λ+α٢

cos η(π − x) +O
(
η−٢ exp(η(π − x))

)
.

می�گیریم: نظر در زیر صورت به را Li(x
∗, q) مرزی مقدار مسائل ،i = ١, ٢ و ثابت x∗ ∈ (٠, π) برای }اکنون

−y′′ + q(x)y = λy, ٠ < x < x∗,

y′(٠, λ) = hy(٠, λ), y(i−١)(x∗, λ) = ٠.

این، بر علاوه است. ∆i(λ) := Y (i−١)(x∗, λ) شکل به Li(x
∗, q) مشخصۀ تابع

∆١(λ) = cos ηx∗ + (vx∗ + h)
sin ηx∗

η
−
∫ x∗

٠
Ft(x

∗, t)
sin ηt

η
dt,

∆٢(λ) = −η sin ηx∗ + (vx∗ + h) cos ηx∗ − Ft(x
∗, x∗)

sin ηx∗

η

−
∫ x∗

٠
Rt(x

∗, t)
sin ηt

η
dt,

و vx∗ = ١
٢
∫ x∗

٠ q(x)dx آن، در که

−Ft(x
∗, t) =: v١(t), −Rt(x

∗, t) =: v٢(t) ∈ L٠)٢, x∗).

اصلی نتایج .٣

مسألۀ جواب پایداری و می�کنیم ارائه را Li(x
∗, q) مرزی مقدار مسائل ویژه مقادیر مجانبی شکل بخش، این در

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را (٢)-(١) با متناظر نیم�عکس

هستند: زیر مجانبی نمایش دارای ،i = ١, ٢ ،Li(x
∗, q) مسألۀ از {ρ(i)n } ویژۀ مقادیر .١.٣ لم

ρ(i)n = (
π

x∗
)٢
(
n− i− ١

٢

)٢
+ ٢vx∗ + sn, {sn} ∈ ℓ٢.

کنید فرض

∆̃١(λ) = cos ηx∗ + (vx∗ + h)
sin ηx∗

η
+

∫ x∗

٠

sin ηt

η
ṽ١(t)dt,

∆̃٢(λ) = −η sin ηx∗ + (vx∗ + h) cos ηx∗ + ṽ١(x
∗)
sin ηx∗

η
+

∫ x∗

٠

sin ηt

η
ṽ٢(t)dt,

داریم. را زیر قضیۀ ،١.٣ لم به توجه با این�صورت در .ṽ١(t), ṽ٢(t) ∈ L٠)٢, x∗) که

کنند صدق زیر رابطۀ در ṽ٢(x) و ṽ١(x) اگر که به�طوری دارد وجود γ > ٠ ثابت عدد .٢.٣ قضیه
٢∑

i=١

||vi − ṽi||L٢(٠,x∗) ≤ γ,

}آن�گاه ∞∑
n=٠

(|ρ(١)n − ρ̃(١)n |٢ + |ρ(٢)n − ρ̃(٢)n |٢)
} ١

٢ ≤ τ
٢∑

i=١

||vi − ṽi||L٢(٠,x∗),

٢۴۵
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است. ∆̃i(λ) ریشه�های دنبالۀ {ρ̃(i)n } و است ṽ٢(x) و ṽ١(x) از مستقل و ثابت مقداری τ آن در که

کنید فرض اکنون

θn =
(
v cos(

ηnπ

٢
)− ηn sin(

ηnπ

٢
)
)
ξ′(
π

٢
, λn)

+
(
λn cos(

ηnπ

٢
) + vηn sin(

ηnπ

٢
)
)
ξ(
π

٢
, λn), n ≥ ٠,

θ̃n =
(
v cos(

η̃nπ

٢
)− η̃n sin(

η̃nπ

٢
)
)
ξ′(
π

٢
, λ̃n) +

(
λ̃n cos(

η̃nπ

٢
)

+vη̃n sin(
η̃nπ

٢
)
)
ξ(
π

٢
, λ̃n), n ≥ ٠,

.v = ١
٢
∫ π

٢
٠ q(x)dx که

که به�طوری دارد وجود q(x) به وابسته γ > ٠ ثابت ،qπ
٢
(x) ∈ L٢[

π
٢ , π] دلخواه حقیقی تابع برای .٣.٣ لم

∫اگر π

π
٢

qπ
٢
(x)dx =

∫ π

π
٢

q(x)dx,(۶)

ℓ١ := ||q − qπ
٢
||L٢(

π
٢ ,π)
≤ γ, ℓ :=

( ∞∑
n=٠
|λn − λ̃n|٢

) ١
٢ ≤ γ,(٧)

آن�گاه

(
∞∑
n=٠
|θn − θ̃n|٢)

١
٢ ≤ τ(ℓ١ + ℓ),

است. qπ
٢
(x) و {λ̃n}n≥٠ از مستقل τ ثابت آن، در که

می�آید. به�دست است، بخش این اصلی نتیجۀ که زیر قضیۀ ،١.١ وقضیۀ ٣.٣ لم از

حقیقی تابع هر برای این�صورت، در باشد. L(q) مرزی مقدار مسألۀ ویژه مقادیر دنبالۀ {λn} هرگاه .۴.٣ قضیه
حقیقی تابع و {λ̃n}n≥٠ دنبالۀ هر برای که به�طوری دارد وجود γ > ٠ ثابت ،q ∈ L٠]٢, π] غیرصفر
دارد وجود q̃١(x) ∈ L٠)٢, π) یکتای تابع می�کند، صدق (٧)-(۶) رابطه�های در که qπ

٢
(x) ∈ L٢[

π
٢ , π]

است. L(q̃١) مسألۀ ویژۀ مقادیر دنبالۀ {λ̃n} و ،(π٢ , π) روی همه�جا تقریباًًً q̃١(x) = qπ
٢
(x) که به�طوری

به�علاوه،
||q − q̃١||L٠)٢,π٢ ) ≤ τ(ℓ١ + ℓ),

است. qπ
٢
(x) و {λ̃n} از مستقل τ ثابت آن، در که

سپاس�گزاری

به پژوهانه قالب در اثر این از مالی حمایت خاطر به کاشان دانشگاه از را خود سپاس�گزاری مراتب مقاله نویسندۀ
می�دارد. ابراز ٩٨۵٩۶٩/۶ شمارۀ

٢۴۶



طیفی پارامتر به وابسته مرزی شرایط دارای نیم�عکس مسألۀ پایداری

مراجع

.۶٨٧-٧ (١٣٩۶) ۶ شماره ٣۶ ریاضی اندیشۀ و فرهنگ استورم-لیوویل، نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ها، ریشه موسی�زاده، س. .١
2. P. A. Binding, P. J. Browne and K. Seddighi, Sturm-Liouville problems with eigenparameter depen-
dent boundary conditions, Proc. Edinburgh Math. Soc. 37 (1993) 57–72.

3. G. Freiling and V. Yurko, Inverse Sturm-Liouville Problems and their Applications, NOVA Science
Publishers, New York, 2001.

4. G. Freiling and V. A. Yurko, Inverse problems for Sturm-Liouville equations with boundary condi-
tions polynomially dependent on the spectral parameter, Inv. Prob. 26 (2010) 055003, 17pp.

5. N. J. Guliyev, The regularized trace formula for the Sturm-Liouville equation with spectral parameter
in the boundary conditions, Proc. Inst. Math. Mech. Natl. Alad. Sci. Azerb. 22 (2005) 99–102.

6. R. O. Hryniv and Y. V. Mykytyuk, Half-inverse spectral problems for Sturm-Liouville operators
with singular potentials, Inv. Prob. 20 (2004) 1423–1444.

7. H. Koyunbakan and E. S. Panakhov, Half- inverse problem for diffusion operators on the finite
interval, J. Math. Anal. Appl. 326 (2007) 1024–1030.

8. L. Sakhnovich, Half inverse problems on the finite intervals, Inv. Prob. 17 (2001) 527–532.
9. Y. P. Wang, Inverse problems for a class of Sturm-Liouville operators with the mixed spectral data,

Oper. Matrices 11 (2017) 89–99.
s.mosazadeh@kashanu.ac.ir الکترونیکی: پست

٢۴٧

mailto:s.mosazadeh@kashanu.ac.ir


سخنرانی�ها

کامپیوتر علوم و منطق



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

اول مرتبه نظریه�های برخی در سور حذف خاصیت

تاری∗ سمیه
ایران تبریز، آذربایجان، مدنی شهید دانشگاه پایه، علوم دانشکده

مطالعه و هستند خوش�رفتار سور حذف خاصیت دارای نظریه�های مدل�های در تعریف�پذیر مجموعه�های چکیده.
مرتب، آبلی گروه�های نظریه و انتها و ابتدا بدون چگال خطی ترتیب�های نظریه است. توجه جالب نتایج دارای آن�ها
ابتدا بدون چگال خطی ترتیب�های نظریه توسیع در سور حذف خاصیت مقاله این در دارند. را سور حذف خاصیت

می�شود. بررسی محمول�ها از خانواده یک توسط مرتب، تقسیم�پذیر آبلی گروه�های نظریه و انتها و
سور. حذف خاصیت اول، مرتبه نظریه کلیدی: واژه�های

.03C10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

یک جملات از مجموعه هر می�شوند. مطالعه و بررسی جملات و فرمول�ها توسط ریاضی ساختارهای مدل، نظریه در
L = {<} زبان در را انتها و ابتدا بدون چگال خطی ترتیب�های نظریه زیر جملات مثال به�عنوان است. نظریه

می�شود: داده نشان DLO نماد با که می�کنند مشخص
∀x ¬(x < x),
∀x∀y∀z ((x < y ∧ y < z)→ x < z),
∀x∀y (x < y ∨ x = y ∨ y < x),
∀x∀y (x < y → ∃z(x < z < y)),
∀x∃y∃z (y < x < z).

یک M آن�گاه باشند، درست آن در بالا جملات تمامی که باشد ساختار یک (M,<) اگر که است واضح
متناهی بولی ترکیبات با منطقی هم�ارز ،ϕ(x, y) فرمول هر است. انتها و ابتدا بدون چگال خطی مرتب مجموعه

.[١] است سور حذف خاصیت دارای DLO نظریه اصطلاح در است. x < y صورت به فرمول�هایی از
نشان AG نماد با که می�کنند مشخص را آبلی گروه�های نظریه ،L = {+, ٠} زبان در زیر جملات مجموعه

می�شود: داده
∀x x+ 0 = 0 + x = x,
∀x∀y∀z (x+ y) + z = x+ (y + z),
∀x∃y x+ y = y + x = 0,
∀x∀y x+ y = y + x.

مجموعه این�صورت در .σn = ∀x∃y (ny =

n−times︷ ︸︸ ︷
y + · · ·+ y = x) کنید فرض ،n ∈ N هر برای

داده نمایش DAG نماد با که می�کند مشخص را بخش�پذیر آبلی گروه�های نظریه ،AG ∪ {σn : n > ٠}
.[١] دارد را سور حذف خاصیت DAG نظریه می�شود.

آن�گاه باشد، مرتب گروه�های زبان L = {+, ٠, <} اگر
DAG ∪ {∀x∀y∀z, (x < y → x+ z < y + z)},

ODAG نظریه می�شود. داده نشان ODAG نماد با که می�کند مشخص را مرتب بخش�پذیر آبلی گروه�های نظریه
.[١] دارد را سور حذف خاصیت

توجه مورد همواره فوق، خاصیت دارای شده شناخته اول مرتبه نظریه�های توسیع در سور، حذف خاصیت وجود
به که محمول�های توسط DLO نظریه توسیع مانند نظریه�ها برخی در که می�شود داده نشان مقاله، این در است. بوده

سخنران ∗
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تاری س.

ODAG نظریه توسیع در حالی�که در می�شود؛ حفظ فوق خاصیت می�شوند، تعبیر بی�کران پایین از محدب مجموعه
نمی�شود. حفظ فوق خاصیت

دو ساختار و زبان .[١] می�شود آورده بعدی بخش در نیاز مورد مقدماتی تعاریف برخی بخش، این ادامه در
هستند. مدل نظریه در کلیدی و اصلی مفهوم

نمادهای Rو محمولی نمادهای مجموعه ،F تابعی نمادهای مجموعه از L = (F ,R, C) تایی سه .١.١ تعریف
می�شود. نامیده اول مرتبه زبان یک ،C ثابت

تساوی نماد ،x١, . . . , xn متغیرهای ،L زبان در موجود نمادهای از متناهی دنباله فرمول یک شهودی به�طور
استقرایی به�صورت فرمول�ها دقیق تعریف است. پرانتز نمادهای و ∃ وجودی سور ،∧,¬ جمله�ای رابط نمادهای ،=

می�شود. استفاده فرمول�ها تعریف در آن�ها از و می�شوند تعریف ترم�ها ابتدا در که است

تحت و است ثابت نمادهای و متغیرها شامل که است مجموعه�ای کوچکترین ،T ترم�ها مجموعه .٢.١ تعریف
است. بسته تابعی نمادهای

ترم t١, . . . , tn آن�ها در که است R(t١, . . . , tn) به�صورت یا و t١ = t٢ به�صورت یا اتمی یکL−فرمول
است. L زبان در محمولی نماد یک R و

می�کند: صدق زیر شرط دو در که است مجموعه�ای کوچکترین L−فرمول�ها مجموعه .٣.١ تعریف
است. فرمول یک اتمی، فرمول هر الف)

هستند. فرمول نیز ∃xϕ و ϕ ∧ ψ ،¬ϕ آن�گاه باشند، فرمول دو ψ و ϕ اگر ب)

در آزاد متغیر یک x آن�گاه باشد، نشده بسته سوری هیچ توسط و باشد شده ظاهر ϕ فرمول در x متغیر اگر
هم�چنین است. نظریه یک جملات از مجموعه هر است. جمله یک آزاد متغیر بدون فرمول یک است. ϕ فرمول

است. سور از خالی فرمول یک باشد، نشده ظاهر آن در وجودی سور که فرمولی
می�باشند. هم مکمل مفهوم، دو این واقع در می�شود. استفاده مدل نظریه در ساختار مفهوم از زبان، مفهوم کنار در

از: است Mعبارت یکL−ساختار باشد. اول مرتبه زبان یک L = {F ,R, C} کنید فرض .۴.١ تعریف
ساختار، جهان نام Mبه غیر�خالی مجموعه یک *

است، تابع یک که fM تعبیر ،f ∈ F تابعی نماد هر به�ازای *
Mاست، در رابطه یک که RM تعبیر ،R ∈ R محمولی هر به�ازای *
Mاست. از عضو یک که cM تعبیر ،c ∈ C ثابت نماد هر به�ازای *

می�شود. داده نشان (M,fM, RM, cM) Mبه�صورت L−ساختار هر

از مقادیری به�ازای فرمول یک بودن درست بنابراین کرد. تعبیر ساختار هر در می�توان را فرمول هر و ترم هر
نمود. بررسی می�توان را ساختار جهان

x١, . . . , xn متغیرهای با ترم یک t و L−ساختار Mیک اول، مرتبه زبان یک L کنید فرض .۵.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت که است (a١, . . . , an) ∈Mn به�ازای ترم تعبیر tM باشد.

.tM(a١, . . . , an) = aj آن�گاه باشد، vj متغیر t اگر *
.tM(a١, . . . , an) = cM آن�گاه باشد، c ثابت نماد t اگر *

آن�گاه باشد، t = f(t١, . . . , tm) اگر *

tM(a١, . . . , an) = fM(tM١ (a١, . . . , an), . . . , t
M
m (a١, . . . , an)).

درستی این�صورت در .a ∈Mn و فرمول یک ϕ(x١, . . . , xn) MیکL−ساختار، کنید فرض .۶.١ تعریف
Mنشان |= ϕ(a) نماد با که می�شود تعریف زیر Mبه�صورت ساختار در a به�ازای ،ϕ(x١, . . . , xn) فرمول

می�شود: داده
.M |= ϕ(a) آن�گاه ،tM١ (a) = tM٢ (a) و باشد t١(x) = t٢(x) اتمی فرمول ϕ(x) اگر *

.M |= ϕ(a) آن�گاه ،(tM١ (a), . . . , tMn (a)) ∈ RM و ϕ(x) = R(x) اگر *
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.M ̸|= ψ(a) اگر تنها و Mاگر |= ϕ(a) آن�گاه ،ϕ(x) = ¬ψ(x) اگر *
.M |= ϕ(a) آن�گاه ،M |= θ(a) Mو |= ψ(a) ،ϕ(x) = ψ(x) ∧ θ(x) اگر *

.M |= ϕ(a) آن�گاه ،M |= ψ(a, b) که باشد موجود b ∈M و ϕ(x) = ∃yψ(x, y) اگر *

می�شود. بیان نظریه�ها مورد در تعریف چند ادامه در

باشد. نظریه یک T و MیکL−ساختار اول، مرتبه زبان یک L کنید فرض .٧.١ تعریف
.σ ∈ T جمله هر Mبه�ازای |= σ هرگاه است T نظریه برای مدل Mیک *

.¬σ ∈ T یا σ ∈ T ،σ جمله هر به�ازای هرگاه است کامل نظریه یک T نظریه *
موجود ψ(x) سور از خالی فرمول ،ϕ(x) فرمول هر به�ازای هرگاه است سور حذف خاصیت دارای T نظریه *

.T |= ϕ(x)⇔ ψ(x) که به�طوری باشد
در درست جملات تمام مجموعه از عبارتست و می�شود داده نمایش Th(M) نماد Mبا کامل نظریه *

.M ساختار

یک نظریه، یک دلخواه مدل�های بین اگر دارد. وجود مختلفی روش�های سور حذف خاصیت اثبات جهت در
خاصیت دارای نظر مورد نظریه مدل، نظریه در معروف قضایای طبق آن�گاه باشد، داشته وجود پیش و پس سیستم

است. شده استفاده روش این از مقاله این در که بود خواهد سور حذف

اصلی نتایج .٢

فرض است. سور حذف خاصیت دارای L = {≤} زبان در DLO نظریه است شده اشاره قبلا که همان�طور
را T L١−نظریه هم�چنین .L١ = {≤, Ri : i ∈ I, است محمول یک Ri} و دلخواه مجموعه یک I کنید

بگیرید: نظر در زیر به�صورت
،DLO ⊂ T *

است. کامل نظریه یک T *
بیکران پایین از محدب مجموعه یک ،RM

i ،Ri محمول تعبیر ،i ∈ I هر به�ازای اگر تنها و Mاگر |= T *
باشد.

همچنین است. سور حذف خاصیت دارای T نظریه که می�شود ثابت پیش و پس روش از استفاده با ادامه در
نیست. برقرار ODAG نظریه برای مشابه نتیجه که می�شود داده نشان

از خانواده یک {Ci : i ∈ I} و DLO از ω−اشباع مدل Mیک = (M,≤) کنید فرض .١.٢ قضیه
آن در که است سور حذف خاصیت دارای Th(M١) نظریه آن�گاه باشد، بی�کران پایین از محدب مجموعه�های

.M١ = (M,≤, RM١
i = Ci : i ∈ I)

جزئی یک�ریختی یک که B = {b١, . . . , bn} ⊆ M و A = {a١, . . . , an} ⊆ M کنید فرض اثبات.
که می�شود داده نشان ادامه در این�صورت در .c ∈ M کنید فرض هم�چنین است. موجود f : A → B مانند

است. موجود f از توسیعی به�عنوان g : A ∪ {c} → B ∪ {d} جزئی ایزمورفیسم و d ∈M
حالت برای است. موجود ،١ ≤ i ≤ n به�ازای ai < c < ai+١ و A > c ،A < c حالت سه c برای

می�شوند. ثابت مشابه به�طور حالت�ها بقیه می�شود. ثابت ادعا برقراری A < c

p(v) = {v < supCi : c < supCi} ∪ {v > supCi : c > supCi} ∪ آن�گاه ،A < c اگر
بگیرید: نظر در را زیر برش اکنون می�یابد. تحقق c توسط که Mاست در برش یک {a١ < v, . . . , an < v}

q(v) = {v < supCi : c < supCi}∪{v > supCi : c > supCi}∪{b١ < v, . . . , bn < v},

یک�ریختی f ∪ {(c, d)} بنابراین می�یابد. تحقق آن Mتوسط در q(v)برش که است موجود d ∈M بنابراین
است. نظر مورد جزئی

استفاده با اين�صورت در باشند. دلخواه مدل دو N٢ |= Th(M١) و N١ |= Th(M١) کنيد فرض اکنون
ايزومرفيسم�های از پيش و پس سيستم يک که کرد ثابت توان می قضيه ابتدای در شده ثابت مطلب و استقرا از
پس بگيريم). نظر در جزئی ايزومورفيسم به�عنوان را ∅ شروع در است (کافی است موجود N٢ و N١ بين جزئی
□ است. سور حذف خاصیت دارای Th(M١)

٢۵١



تاری س.

است. سور حذف خاصیت دارای T نظریه .٢.٢ نتیجه

می�کند: ایجاد زیر به�صورت را سئوالی ٢.٢ نتیجه
با T از توسیعی هر در آیا باشد، سور حذف خاصیت با OADG از توسیعی کامل نظریه یک T «اگر
که می�شود داده نشان زیر مثال از استفاده با است؟» برقرار سور حذف خاصیت نیز بی�کران پایین از محمول�های
غیرارزیابی و ارزیابی ضعیف ت-کمینه ساختارهای مفاهیم از این�جا در نیست. درست کلی حالت در فوق مطلب

. [٣] می�شود استفاده

M باشد. انتها و ابتدا بدون چگال خطی ترتيب يک از Mبسطی = (M,≤, . . .) کنيد فرض .٣.٢ تعریف
از متناهی اجتماعی به�صورت ،X ⊆ M تعريف�پذير مجموعه هر هرگاه گوييم ضعيف ت-کمينه ساختار يک را

باشد. نقاط و باز بازه�های

باشد. بی��کران پايين از تعريف�پذير مجموعه يک C ⊆ M و ضعيف کمينه ت- ساختار Mيک کنيد فرض
هرگاه گوييم غيرارزيابی Mرا ساختار .inf(M \ C) − C = ٠ هرگاه گوييم غيرارزيابی را C اين�صورت در
گوييم. ارزيابی را نباشد غيرارزيابی که ساختاری باشد. ارزيابی غير آن، بی��کران پايين از تعريف�پذير مجموعه هر

می�شود. حفظ مقدماتی ارزی هم تحت ساختار یک بودن غیرارزیابی که است توضیح به لازم

همان ≤ آن در که باشد اول مرتبه ساختار Mیک = (Q٣,≤,+) کنید فرض ([٢] منبع از (مثال .۴.٢ مثال
نظریه بنابراین .(Q٣,≤,+) ≡ (Q,≤,+)این�صورت در است. مؤلفه به مؤلفه جمع همان + و الفبایی ترتیب
در .C = {x ∈ Q٣ : x < (١, ١, π)} کنید فرض اکنون است. ODAG نظریه همان Th(Q,≤,+)
ساختارهای زیر دارای که است غیرارزیابی ضعیف کمینه ت- ساختار یک (Q٣,≤,+, RC = C) این�صورت

نیست. سور حذف خاصیت دارای Th(Q٣,≤,+, RC = C) پس است. ارزیابی

نيست. برقرار ODAG نظریه برای ٢.٢ نتیجه با مشابهی نتیجه ،۴.٢ مثال به توجه با که است توضیح به لازم
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

Q از دووجهی توسیع�های در پولیا گروه

معارف�پرور عباس
ایران تهران، بنیادی، دانش�های پژوهشگاه ریاضیات، پژوهشکده

رجایی∗ علی و
ایران تهران، مدرس، تربیت دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

توسط شده تولید ،K ایده�آلی رده� گروه از زیرگروهی Po(K) پولیای گروه ،K اعداد میدان یک برای چکیده.
بدیهی Po(K) هرگاه می�نامند پولیا میدان را K و است برابر نُرم با ماکسیمال ایده�آل�های حاصلضرب رده�های
محاسبه را ،ℓ فرد اول عدد برای ،٢ℓ درجه�ی Qاز از L دووجهی توسیع�های پولیای گروه مقاله، این در فرضشود.

می�کنیم. مشخص را L زیرمیدان�های پولیای گروه�های با گروه این ارتباط و می�کنیم
رده�ای. میدان نظریه دووجهی، های توسیع پولیا، میدان پولیا، گروه کلیدی: واژه�های

.11R21, 11R29, 11R37 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

نمادگذاری

برای ترتیب به DK و UK ،h(K) ،Cl(K) ،I(K) ،P (K) ،OK نمادهای از K اعداد میدان یک برای
عدد ایده�آلی، رده�ی گروه کسری، ایده�آل�های گروه اصلی، کسری ایده�آل�های گروه جبری، صحیح اعداد حلقه� نمایش
میدان�های M/Nاز متناهی توسیع یک برای همچنین می�شود. استفاده (Q K(روی مبین و یکه�ها گروه رده�ای،
همریختی�های نمایش برای ترتیب به NM/N و ϵM/N نمادهای از اعداد
NM/N : [I] ∈ Cl(M) → [NmM/N (I)] ∈ و ϵM/N : [a] ∈ Cl(N) → [a.OM ] ∈ Cl(M)

است. N Mروی از ایده�آلی نُرم همریختی NmM/N آن در که می�شود، استفاده Cl(N)

پیش�گفتار .١

یک برای بازمی�گردد. صحیح-مقدار چندجمله�ای�های روی [١١] پولیا جورج مطالعه� به پولیا میدان�های مفهوم
صورت به OK روی صحیح-مقدار چندجمله�ای�های حلقه�ی ،OK جبری صحیح اعداد حلقه�ی با K اعداد میدان

می�شود: تعریف زیر

Int(OK) = {f ∈ K[x] | f(OK) ⊆ OK}.

یک محاسبه� است ممکن اما ،[٢ بخش ،١٣] است آزاد OK-مدول یک Int(OK) که داد نشان می�توان
که است چالش این بر مبتنی پولیا میدان�های پیدایش موضوع واقع در نباشد. امکان�پذیر آسانی به آن برای پایه
شود؟ deg(fn) = n ،n هر برای به�طوری�که کرد پیدا Int(OK) برای {fn}n≥٠ OK-پایه� یک می�توان آیا

می�نامند. منظم پایه�ی یک وجود صورت در را پایه�ای چنین
چندجمله�ای�های پیشروی ضرائب همه� از متشکل K از زیرمجموعه�ای ،n نامنفی صحیح عدد یک برای
که داد نشان می�توان می�گیریم. نظر در Jn(K) نماد با را صفر همراه به n درجه�ی از OK روی صحیح-مقدار
Int(OK) کرد ثابت [١١] پولیا و است) K از کسری ایده�آل یک Jn(K) (یعنی Jn(K) ⊆ (n!)−١OK

[١٠] استروسکی سال، همان در هستند. اصلی ایده�آل�های Jn(K)ها اگر تنها و اگر است منظم پایه�ی یک دارای
اگر، تنها و اگر است منظم پایه� یک دارای Int(OK) که داد نشان پولیا، مقاله�ی با مشابه عنوان با مقاله�ای در

سخنران ∗
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Q از دووجهی توسیع�های در پولیا گروه

ایده�آل� ،q ≥ ٢ صحیح عدد هر ازای به

Πq(K) =:
∏

m∈Max(OK)
NmK/Q(m)=q

m,

.(Πq(K) = OK قرارداد به بنا باشد نداشته وجود q نُرم از ایده�آلی هیچ (اگر شود فرض اصلی ایده�آل یک

شده تولید Cl(K) از Po(K) زیرگروه ،K اعداد میدان یک از پولیا گروه [٢.٣.٨ تعریف ،١] .١.١ تعریف
رده�ی توسط شده تولید Po(K) که داد نشان می�توان معادل، به�طور است. Jn(K) ایده�آل�های رده�ی توسط

است. Πq(K) ایده�آل�های

هستند. معادل زیر عبارات ،K اعداد میدان یک برای [١.٢ گزاره ،٧] .٢.١ گزاره
است. منظم پایه یک دارای Int(OK) (الف)

است. اصلی ایده�آل یک Jn(K) ایده�آل ،n نامنفی صحیح عدد هر ازای به (ب)
است. اصلی ایده�آل یک Πq(K) ایده�آل ،q ≥ ٢ صحیح عدد هر ازای به (ج)

.Po(K) = {١} (د)

□ می�دهیم. ارجاع [١٣] مرجع از ٢.٣ قضیه� اثبات به را خواننده اثبات.

(٢.١) گزاره� معادل شرایط Kدر هرگاه می�شود، نامیده Kپولیا اعداد میدان یک [٢.۴ تعریف ،١٣] .٣.١ تعریف
کند. صدق

اصلی فقط که است کافی K بودن پولیا بررسی برای آن�گاه باشد، گالوایی K/Q اگر که شود توجه .۴.١ نکته
بخش ،١٣] شوند بررسی ،f نامنفی صحیح عدد و p شده� شاخیده اول اعداد برای ،Πpf (K) ایده�آل�های بودن

.[١

که داد نشان می�توان حالت این در است. G گالوای گروه با گالوایی توسیع یک K/Q کنیم فرض اکنون
هستند I(K)G مبهم ایده�آل�های برای آزاد مولدهای از مجموعه یک ،Πq(K) استروسکی ایده�آل�های مجموعه�
برای .Po(K) = I(K)G/P (K)G داریم K گالوایی اعداد میدان یک برای بنابراین .[٢ بخش ،١٣]

کرد: ثابت هیلبرت مربعی، اعداد میدان�های

شاخیده اول اعداد تعداد و است مربعی اعداد میدان یک K کنیم فرض [١٠۶ قضیه�ی ،٣] .۵.١ قضیه
آن�گاه باشد، مثبت نُُرم با اساسی یکه�ی دارای و حقیقی K اگر می�گیریم. نظر در sK نماد با را K در شده

.#Po(K) = ٢sK−١ این�صورت غیر در Po(K)#؛ = ٢sK−٢

داد: تعمیم زیر صورت به را فوق قضیه�ی گالوا، کوهمولوژی از استفاده با زنتما

،p اول عدد یک برای است. G گالوای گروه با گالوایی توسیع K/Qیک کنیم فرض [٣ بخش ،١٣] .۶.١ گزاره
دارد: وجود زیر شکل به دقیق دنباله� یک این�صورت در می�گیریم. نظر در ep نماد با را K در p شاخیدگی اندیس

(١) {٠} −→ H١(G,UK) −→
⊕
اول p

Z/epZ −→ Po(K) −→ {٠}.

،٨ ،٧ ،۶ ،١] مراجع به را خواننده پولیا، میدان و گروه زمینه� در موجود نتایج و مفاهیم با بیشتر آشنایی برای
می�دهیم. ارجاع [١٣ ،٩
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رجایی ع. و معارف�پرور ع.

اصلی نتایج .٢

K(روی گالوایی بستار L ،ℓ درجه�ی از ناگالوایی اعداد میدان Kیک فرد، اول عدد یک ℓ بخش، این سرتاسر در
بود. خواهد L از منحصربفرد مربعی زیرمیدان E و (٢ℓ مرتبه�ی از دووجهی (گروه Gal(L/Q) ≃ Dℓ با (Q
رده� درجه� و است pOL = (γ١γ٢ . . . γg)

e(p) تجزیه�ی فرم با L در شده شاخیده اول عدد یک p کنیم فرض
داریم ،e(p)f(p)g = [L : Q] = ٢ℓ که آن�جا از می�گیریم. نظر در f(p) نماد با را p روی ها γi از باقیمانده

می�شود: مشخص زیر به�صورت L و K در p تجزیه� فرم نمادها، این گرفتن نظر در با .e(p) ∈ {٢, ℓ, ٢ℓ}

داریم: بالا نمادگذاری�های با [١٠.١.٢۶ گزاره�ی ،٢] .١.٢ گزاره

آن�گاه باشد، L در p تجزیه� pOL = γ٢١γ
٢
٢ . . . γ

٢
ℓ اگر همچنین .f(p) = ١ آن�گاه ،e(p) = ٢ اگر (الف)

است: زیر به�صورت K در p تجزیه�

(٢) pOK = β١β
٢
٢ . . . β

٢
ℓ+١
٢
.

.p = ℓ آن�گاه ،e(p) = ٢ℓ اگر همچنین می�شود. شاخیده تماماً K در p آن�گاه ،ℓ|e(p) اگر (ب)
با مقاله، این در است. شده بررسی [٨] مرجع در Q از شش درجه غیردوری گالوایی توسیع�های بودن پولیا

می�دهیم. تعمیم Q از دلخواه اول دووجهی توسیع�های به را [٨] نتایج فوق، گزاره�ی از استفاده

زیر صورت به دقیق دنباله�ی یک شده�اند، معرفی بخش این در که L و K ،E اعداد میدان�های برای .٢.٢ قضیه
دارد: وجود

{٠} −→ Po(E) −→ Po(L) −→ Po(K).

در Po(L) از تاب�دار ℓ-زیرگروه و است یکریخت Po(E) با Po(L) از تاب�دار ٢-زیرگروه این، بر علاوه
.Po(E) ≃ Po(L) آن�گاه ،ℓ ̸ |h(K) اگر ویژه به می�شود. نشانده Po(K)

می�دهیم. ارجاع [٩] به را خواننده بیشتر جزییات برای و می�دهیم ارئه را اثبات کلی طرح فقط این�جا در ما اثبات.
همچنین است. گروه -٢ℓیک Po(L) ،(١) دنباله همان یا زنتما دقیق دنباله�ی از استفاده با که، شود توجه ابتدا
تاب�دار ℓ-زیرگروه و ٢-زیرگروه ترتیب به Po(L)ℓ و Po(L)٢ آن در که Po(L) ≃ Po(L)٢

⊕
Po(L)ℓ

هستند. Po(L) از
وارون با یکریختی ϵL/E |Po(E) : Po(E) → Po(L)٢ که داد نشان می�توان
حاصل زیر دقیق دنباله� و Po(E) ≃ Po(L)٢ بنابراین است. NL/E |Po(L)٢ : Po(L)٢ → Po(E)

می�شود:

{٠} // Po(E)
ϵL/E // Po(L)

πℓ // Po(L)ℓ // {٠},

است. (٢ در ضرب (یعنی تصویر نگاشت πℓ : Po(L)→ Po(L)ℓ آن در که
و NL/K(πℓ(Po(L)) ⊆ Po(K) که می�دهیم نشان (١.٢) گزاره� از استفاده با اثبات، آخر مرحله� در

است: دقیق زیر دنباله� بنابراین است. یک�به�یک نگاشتی NL/K |Po(L)ℓ

{٠} // Po(E)
ϵL/E // Po(L)

φ // Po(K),

□ .φ := NL/K |Po(L)ℓ o πℓ آن در که

.Po(E) ≃ Po(L) آن�گاه باشد، ناشاخیده توسیع یک L/E اگر .٣.٢ نتیجه

L/Q در p شده� شاخیده اول عدد هر آن�گاه باشد، ناشاخیده L/E اگر که می�دهیم نشان کلی) (طرح اثبات.
□ .[٩] نیست ناشاخیده L/E آن�گاه ،ℓ|e(p) اگر درواقع است. e(p) = ٢ شاخیدگی اندیس دارای

با مشابه ادامه، در است. بخش�پذیر ℓ بر h(E) رده�ای، میدان نظریه از استفاده با باشد، ناشاخیده L/E اگر
می�دهیم ارائه را باشد بخش�پذیر ℓ بر مربعی میدان یک رده�ای عدد این�که برای کافی و لازم شرط ،[٢.١٢ گزاره ،٨]

کنید. رجوع [٩] به می�توانید آن اثبات برای که

٢۵۶



Q از دووجهی توسیع�های در پولیا گروه

به�طوری�که دارد وجود Q از M Dℓ-توسیع یک آن�گاه ℓ|h(N) اگر ،N مربعی میدان یک برای .۴.٢ لم
چندجمله�ای شکافنده� میدان که Q Mاز Dℓ-توسیع یک برای برعکس، است. M/Nناشاخیده و N ⊂ M

تحویل�ناپذیر

f(X) = Xℓ + a٢X
ℓ−٢ + a٣X

ℓ−٣ + · · ·+ aℓ−١X + aℓ, ai ∈ Z

ℓ بر M از مربعی زیرمیدان رده�ای عدد آن�گاه gcd(a٢, a٣, . . . , aℓ−١, ℓ.aℓ) = ١ اگر است، (Q (روی
است. بخش�پذیر

می�شود: حاصل زیر نتیجه� ،(۴.٢) لم و (٣.٢) نتیجه� ترکیب با

میدان L کنیم فرض همچنین، است. E مربعی زیرمیدان با Q از Dℓ-توسیع یک L کنیم فرض .۵.٢ نتیجه
تحویل�ناپذیر چندجمله�ای شکافنده�

f(X) = Xℓ + a٢X
ℓ−٢ + a٣X

ℓ−٣ + · · ·+ aℓ−١X + aℓ, ai ∈ Z

.Po(E) ≃ Po(L) آن�گاه ،gcd(a٢, a٣, . . . , aℓ−١, ℓ.aℓ) = ١ اگر است. (Q (روی

،Q از D۵-توسیع�ها یافتن برای دهیم. ارائه نیز مثال�هایی که است مناسب موضوع، بهتر شدن روشن برای
می�دهیم. قرار استفاده مورد را اول] فصل ،۴] برومر مولد چندجمله�ای�های

چندجمله�ای ،٢ از غیر مشخصه Mبا میدان یک برای [٢.٣.۵ قضیه ،۴] .۶.٢ گزاره

f(s, t,X) = X۵ + (t− ٣)X۴ + (s− t+ ٣)X٣ + (t٢ − t− ٢s− ١)X٢ + sX + t,

از مربعی زیرمیدان این، بر علاوه است. M روی D۵-توسیع�ها برای مولد چندجمله�ای یک M(s, t)[X] در
دوم ریشه� الحاق با f(s, t,X) شکافنده� میدان

−(۴t۵ − ۴t۴ − ٢۴st٣ − ۴٠t٣ − s٢t٢ + ٣۴st٢ + ٩١t٢ + ٣٠s٢t+ ١۴st− ۴t− s٢ + ۴s٣),

می�آید. ,M(sبه�دست t) به

می�گیریم. نظر در را (۶.٢) گزاره� نمادگذاری�های .٧.٢ مثال

چندجمله�ای از ریشه یک θ آن در که K = Q(θ) و t = ١ ،s = ۵ دهید قرار (الف)

f(X) = X۵ − ٢X۴ + ٧X٣ − ١١X٢ + ۵X + ١,

یک K از L گالوایی بستار و DK = ١٣۶٧٢ داریم [١٢] PARI نرم�افزار از استفاده با است.
از منحصربفرد مربعی زیرمیدان E = Q(

√
−١٣۶٧) ،(۶.٢) گزاره� بنابر است. Q از D۵-توسیع

قضیه بنابر ،h(K) = ۴ که آن�جا از پولیاست. میدان یک E ،(۵.١) قضیه از استفاده با و است L
نیست. پولیا K ،[۶.٩ قضیه ،١٣] بنابر که، شود توجه است. Q از پولیا D۵-توسیع یک L ،(٢.٢)
f(X) = X۵−۵X١+٣۵X٢−۵X+٣ چندجمله�ای شکافنده� میدان ،t = ٣ و s = −۵ برای (ب)
f(X) از ریشه�ای θ فرضکنیم Eاست. = Q(

√
−١۵) مربعی زیرمیدان با D۵-توسیع رویQیک

قضیه از استفاده با .h(K) = ١ و DK = ٣٢ × ۵۶ داریم K = Q(θ) برای این�صورت در است.
.Po(L) ≃ Po(E) ≃ Z/٢Z داریم ،(٢.٢) قضیه� و (۵.١)

این�که جالب و Po(E)؛ ≃ Po(L) آن�گاه باشد ناشاخیده L/E اگر ،(٣.٢) نتیجه� بنابر که می�کنیم یادآوری
است. برقرار L/E بودن ناشاخیده خاصیت ،(۶.٢) چندجمله�ای برومر، مولد چندجمله�ای در t = ١ دادن قرار با

کنیم فرض [٢ بخش ،۵] .٨.٢ گزاره

(٣) fs(X) = X۵ − ٢X۴ + (s+ ٢)X٣ − (٢s+ ١)X٢ + sX + ١,

٢۵٧



رجایی ع. و معارف�پرور ع.

اگر و disc(fs(X)) = (۴s٣ + ٢٨s٢ + ٢۴s + ۴٢(٧ این�صورت در است. s ∈ Z آن در که
D۵-توسیع یک (Q (روی fs(X) شکافنده� میدان آن�گاه نباشد، کامل مربع −(۴s٣ + ٢٨s٢ + ٢۴s+ ۴٧)

روی یعنی خود، مربعی زیرمیدان روی که است Q از

Q(
√
−۴s٣ − ٢٨s٢ − ٢۴s− ۴٧),

است. ناشاخیده

نتیجه� و [١٢] PARI افزار نرم از استفاده با می�گیریم. نظر در را فوق گزاره�ی در fs(X) چندجمله�ای .٩.٢ مثال
چندجمله�ای شکافنده� میدان s ∈ {±۶,±۵,±١±,٢, ٠, ٨} برای که نمود بررسی می�توان به�راحتی ،(٣.٢)
یک s ∈ {±١±,١٧۶,±۴,−٣, ٧, ٩, ١٠} برای حالی�که در است؛ پولیا D۵-توسیع یک (Q (روی fs(X)

غیرپولیاست. D۵-توسیع

می�رسانیم. اتمام به پولیا D٧-توسیع یک از مثالی ارائه� با را مقاله این

چندجمله�ای از ریشه� یک α آن در که ،K = Q(α) کنیم فرض .١٠.٢ مثال

f(X) = X٧ − ٧X۶ − ٧X۵ − ٧X۴ − ١

،disc(f(X)) = −٣۶ × ٧٩ که آن�جا از .[۵.٢ بخش ،۴] است Q از .٧D)Q(f(X)LQf(X)-توسیع
و h(K) = ١ سویی از پولیاست. E ،(۵.١) قضیه� بنابر لذا، و است L از مربعی زیرمیدان E = Q(

√
−٧)

پولیاست. میدان یک نیز L (٢.٢) قضیه از استفاده با
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

منتظم ١٧ضلعی دقیق ترسیم امکان اثبات برای روشی

ابری∗ سلطانی غلامرضا
ایران گلستان، کاووس، گنبد

ترسیم بودن دقیق و شده ارایه منتظم ضلعی هفده بودن دقیق آزمایی راستی برای روش�هایی مقاله این در چکیده.
است. گرفته قرار تأیید و بررسی مورد ایزنباد دیوید پروفسور توسط منتظم ضلعی هفده
منتظم. چندضلعی�های ترسیم�پذیری منتظم، ضلعی هفده کلیدی: واژه�های

.51M04 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

حدود آن راس هر داخلی زاویه�های اندازه است. برابر داخلی زاویه�های و ها ضلع دارای منتظم ضلعی هفده یک
می�شود محاسبه زیر رابطه از استفاده با آن مساحت آن�گاه باشد a برابر آن ضلع یک طول اگر و بوده درجه ١۵٨٫ ٨

A =
١٧
۴
a٢ cot

π

١٧
≃ ٢٢.٧٣۵۵a٢.

سال در موضوع این است. ترسیم قابل پرگار و مدرج غیر کش خط از استفاده با منتظم ضلعی هفده یک
ضلعی چند ترسیم در پیشرفت نخستین اثبات این .[٣] شد اثبات ساله ١٩ گاوس فریدریش کارل توسط ١٧٩۶

.[٣] بود سال ٢٠٠٠ از پس منتظم های
های تابع بودن بیان قابل با است معادل بودن، ترسیم قابل ًاولا که بود حقیقت این اساس بر گاوس اثبات
توان�های اگر است انجام قابل کار این این�که دوم و دوم، ریشه و حسابی عملگرهای اساس بر مشترک زاویه مثلثاتی

باشند. (Fn = ٢٢
n

+ ١ (به�شکل متفاوتی فرمای اول اعداد n فرد اول
کتاب در گاوس است. دوم ریشه برحسب ( ٢π١٧ ) کسینوس یافتن شامل منتظم ضلعی هفده یک ترسیم بنابراین

.[٢] است کرده استخراج این�صورت به را رابطه این خود حسابی بررسی�های

١۶ cos ٢π
١٧

= −١+
√
١٧+

√
٣۴− ٢

√
١٧+ ٢

√
١٧+ ٣

√
١٧−

√
٣۴− ٢

√
١٧− ٢

√
٣۴+ ٢

√
١٧.

(به فرما اعداد اساس بر ترسیم ولی بود، شده شناخته اقلیدس توسط ضلع ٢n با منتظم چندضلعی�های ترسیم
بود. ناشناخته باستان ریاضیات در (۵ و ٣ جز

اساس بر گرفت. انجام ارشینگر یوهان توسط ١٨٢۵ سال در منتظم ضلعی هفده از صریح ترسیم نخستین
یا (و ۵ یا ٣ در ١٧ ضرب حاصل به�صورت n با ضلعی�هایی n راحتی به می�توان منتظم ضلعی هفده یک ترسیم

کرد. ترسیم ضلعی) ٢۵۵ یا ضلعی ٨۵ ضلعی، ۵١ (مثلا ٢ توان هر و دو) هر

مطلب اثبات و اصلی محور .٢

و ٢٠٠٣ سال�های در آمریکا ریاضی انجمن رییس ایزنباد پروفسور توسط منتظم ضلعی ١٧ ترسیم روش ابتدا
دایره یک شکل به توجه با می�دهیم. توضیح خلاصه به�طور [٢] انگیز شگفت ضلعی ١٧ کلیپ به توجه با را ٢٠٠۴

سخنران ∗

٢۵٩



ابری سلطانی غ.

در بگذرد P نقطه از که می�کنیم رسم طوری را BG خط گرفته نظر در را AD و BC عمودی و افقی قطرهای و O
ببینید. را ١ شکل است. OD = ۴OP این�جا

.[٢] منتظم ضلعی ١٧ ترسیم روش مراحل .١ شکل

می�کنیم رسم را K̂PA زاویه نیم�ساز سپس کند. قطع را دایره K نقطه در تا می�کنیم رسم را ĜPA زاویه نیم�ساز
می�زنیم دایره�ای V BX=V شعاع به آورده به�دست را XB وسط V نقطه کند. قطع را OC شعاع X نقطه در تا

نقطه در تا می�کنیم رسم را ĈPA نیم�ساز دو شکل در ببینید. را ٢ شکل کند. قطع را OA شعاع R نقطه در تا

.[٢] منتظم ضلعی ١٧ ترسیم روش مراحل .٢ شکل

کند. قطع را OC شعاع Y نقطه در تا می�کنیم رسم را T̂PA زاویه نیم�ساز سپس کند. قطع را دایره T
عمودهایی n و M نقاط از کند. قطع را BC قطر n و M نقاط در تا می�زنیم دایره�ای YR شعاع و Y مرکز به

نقطه در تا می�کنیم رسم را ÊOF زاویه نیم�ساز کند. قطع را دایره F و E نقاط در تا می�کنیم وارد BC قطر بر

ضلعی ١٧ ضلع یک با برابر ایزنباد پروفسور ترسیم بنابر L̂OF = ÊOL زاویه�های وتر کند. قطع را دایره L
هستند. O دایره در محاط منتظم

EU کمان اگر دارد. قرار دایره روی U که می�کنیم رسم را ZU یعنی OC منصف عمود .٣ شکل اول روش .١.٢
اول دایره مرکز O نقطه از دایره این بزنیم جدید وتر شعاع و U مرکز به دایره�ای حالت این در کنیم. برابر ١٧ را
U و O دایره تلاقی محل و O دایره روی جدید وتر و منصف عمود این کنیم رسم را OB منصف عمود اگر می�گذرد.
دایره شعاع با برابر UE کمان ١٧ به مقابل وتر که می�افتد اتفاق صورتی در حالت این و می�کنند قطع را همدیگر
۶ از مضربی ١٠٢ باشیم داشته منتظم ضلعی ١٠٢ یک اگر که آن�جا از باشد. درجه ۶٠ مرکزی زاویه به مقابل و O
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منتظم ١٧ضلعی دقیق ترسیم امکان اثبات برای روشی

.[٢] منتظم ضلعی ١٧ ترسیم روش مراحل .٣ شکل

است. درجه ۶٠ زاویه به مقابل ان برابر ١٧ وتر که EU کمان می�گیریم نتیجه .۶×١٧ = ١٠٢ یعنی است ١٧ و
ضلع یک با برابر جدید کمان وتر کنیم برابر ۶ را EU کمان اگر و است برابر منتظم ضلعی ١٠٢ ضلع یک کمان با

است. O دایره در محاط منتظم ضلعی ١٧

یک فرضاً اگر که است این می�کند. تأیید را منتظم ضلعی ١٧ ترسیم بودن دقیق که دیگری روش دوم. روش .٢.٢
مقابل که می�شود منتظم ضلعی ۶ ضلع یک با مساوی ان ضلع ١٧ هر وتر چون باشیم داشته منتظم ضلعی ١٠٢
اگر است. منتظم ضلعی ١٧ ضلع یک به مقابل آن ضلع ۶ هر وتر و ۶× ۶٠ =٣۶٠◦ است درجه ۶٠ زاویه به
بنابراین می�شود. منتظم ضلعی ١٠٢ از ضلع ۶× ٣ = ١٨ با برابر بگیریم. نظر در را منتظم ضلعی ١٧ ضلع ٣
٣ به مقابل زاویه باید نماییم آزمایی راستی آن�را بودن دقیق بخواهیم و باشیم داشته منتظم ضلعی ١٧ یک هرگاه
در محاط منتظم ضلعی ١٠٢ ضلع یک به مقابل باید باقیمانده کمان نماییم کم آن از درجه ۶٠ و گرفته آن�را ضلع

باشد. درجه ۶٠ مرکزی زاویه به مقابل باقیمانده کمان این برابر ١٧ به مقابل وتر یعنی باشد. دایره آن

به�دست کش خط و پرگار از استفاده با نقاله از استفاده بدون را مضرب٣ زاویه�های می�توانیم چون روشسوم. .٣.٢
که منتظم ضلعی ١٧ ضلع هر به مقابل زاویه از می�توانیم [١] جمله از اینجانب ابداعی روش�های از استفاده با آوریم
یک اعشار باقیمانده و نموده جدا است ٣ از مضربی که را درجه ٢١ است تقریبی به�طور ٢١٫ ١٧۶۴٧٠۵٨٨ با برابر
یعنی است درجه ٣۶٠− ٣۵٧ = ٣ و می�شود درجه ٢١× ١٧ = ٣۵٧ چون آوریم به�دست را ضلع ١٧ و ضلع
منتظم ضلعی ١٧ ضلع هر به مقابل زاویه اعشار اگر حساب این با است. درجه ٣ با مساوی ضلع ١٧ اعشار مجموع
منتظم ضلعی ١٧ ضلع یک به مقابل زاویه کل است ٣× ٧ = ٢١ چون و درجه ١٧a = ٣ داریم کنیم فرض a را
.٢١+ a = ٧× ٣+ a = ٧× (٣ = ١٧a)+ a = ١١٩a+ a = ١٢٠a با است برابر آن اعشار مبنای بر
را ضلع یک به مقابل زاویه می�توانیم و است آن اعشار برابر ١٢٠ منتظم ضلعی ١٧ ضلع یک به مقابل زاویه یعنی
با چندضلعی�هایی می�توان آن اساس بر می�شود ١٧× ١٢٠a = ٢٠۴٠a چون و تقسیم مساوی قسمت ١٢٠ به

نماییم. ترسیم را ضلعی و... ٢۵۵ و ٨۵ و ۵١ مانند هردو یا و ۵× ١٧ و ٣× ١٧ مضرب�های
مورد نیز را ... و ١٣ و ١١ و ٩ و ٧ مانند چندضلعی�ها سایر نبودن یا بودن دقیق می�توان روش این با ضمناً
نماییم برابر ٢٠ را آن و آورده به�دست را ضلع ١٧ اعشار مجموع اگر بنابراین نماییم. آزمایی راستی و آزمایش
دقیق ضلعی ١٧ بود اگر باشد برابر دایره شعاع با ها زاویه مجموع این وتر یعنی بیاید به�دست درجه ۶٠ زاویه باید

است.

نتیجه�گیری .٣

ترسیم این بودن دقیق بوده آمیز موفقیت و مثبت روش�ها این با ایزنباد پروفسور ترسیم آزمایی راستی که آن�جا از
می�گیرد. قرار تأیید مورد
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

فینسلری فضای در ژئودزیکی دایره حافظ تبدیلات بررسی

صابرعلی∗ سمانه
ایران ارومیه، ارومیه، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

β ١-فرمی و α ریمانی متر یک توسط که هستند فینسلری مترهای از مهم کلاس یک راندرز مترهای چکیده.
فضای در ژئودزیکی دایره حافظ تبدیلات بررسی به مقاله این در می�شوند. تعریف F = α + β به�صورت

است. گرفته قرار بررسی مورد ضعیف اینشتینی مرتبط همدیس راندرز مترهای و شده پرداخته فینسلری
اینشتینی. متر فینسلر، متر ژئودزیکی، دایره حافظ تبدیل کلیدی: واژه�های

.53B40, 53C60, 58B20 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

مفهوم این و است متناهی مثبت شعاع با دایره یک یا راست خط یک ژئودزیکی دایره یک اقلیدسی فضای یک در
دایره حافظ تبدیل یک ریمان هندسه در می�شود. داده توسیع ریمانی هندسه به چویتا لوی التصاق از استفاده با
دیفئمورفیسم هر که کرد ثابت ریمان هندسه در وگل می�کند. حفظ را ژئودزیکی های دایره که است تبدیلی ژئودزیکی
همدیس دیفئومورفیسم یک می�گیریم. نظر در را (M, g) ریمانی نیمه منیفلدهای است. همدیس دایره، حافظ
مضرب این اگر است. g از مثبتی اسکالر مضرب یک f∗ḡ که است معنی این به f : (M, g) → (M̄, ḡ)

ریمانی منیفلدهای ژئودزیکی دایره حافظ تبدیلات یانو ،١٩۴٠ سال در است. متجانس f آن�گاه باشد، ثابت اسکالر
شد داده توسعه یانو توسط مقالات از سری یک در ژئودزیکی دایره حافظ تبدیلات هندسه نظریه و کرد معرفی را
ثابت k١ آن فرنه اول انحنای که است منحنی یک فینسلر، هندسه مانند ریمان، هندسه در ژئودزیکی دایره .[١٠]
.[٢] است تاب بدون و ثابت آن انحنای که است منحنی یک معادل، به�طور است؛ صفر k٢ آن دوم انحنای و
همدیس برداری میدان یک ریمانی، منیفلدهای روی ژئودزیکی دایره حافظ برداری میدان یک که داد نشان ایشیهارا
را فینسلری منیفلدهای موضعی دیفئومورفیسم یک است. دیفرانسیل�پذیر منیفلد یک M کنیم فرض .[۶] است
و گراوال آ توسط مشابه به�طور ژئودزیکی دایره حافظ مفهوم کند. تصویر دایره به را دایره اگر گوییم دایره حافظ
دایره حافظ تبدیل تعریف در که داد نشان [٢] بیدآباد به�علاوه، است. کرده پیدا توسعه فینسلر هندسه در ایزومی
کند، حفظ را ژئودزیکی دایره�های تبدیل یک اگر دیگر، به�عبارت نیست؛ بودن همدیس فرض به نیازی ژئودزیکی

است. همدیس تبدیل یک تبدیل آن آن�گاه
را دایره حافظ مترهای تغییر و بیان را فینسلر هندسه در ژئودزیک دایره مفهوم بیدآباد و شن ،٢٠١۴ سال در
است. همدیس می�کند، حفظ را ژئودزیک دایره�های که متری تغییر فینسلری، فضاي یک در .[٣] کردند مطالعه
و ثابت ژئودزیکی انحنای با منحنی�های حافظ هرگاه می�نامیم، ژئودزیک دایره حافظ تبدیل را g → ḡ تبدیل یک
همدیس، های ژئودزیک حالت این در معروفند). ژئودزیک دایره�های به منحنی�ها (این باشد صفر ژئودزیکی تاب

هستند. ژئودزیک دایره�های

همدیس تغییر یک این�که برای کافی و لازم شرط است. فینسلری منیفلد یک (M,F ) کنیم فرض [٣] .١.١ لم
شود: زیر جزیی دیفرانسیل معادله از جوابی σ تابع که است این باشد، ژئودزیک دایره حافظ ḡ = e٢σg

∇jσk − σjσk = Φgjk,

است. اسکالر تابع Φ و کارتان افقی مشتق ∇k ،σk = ∂σ
∂xk آن در که

سخنران ∗
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شده شناخته ریچی همدیس هم�خطی تبدیلات صورت به فیزیک در ژئودزیک دایره حافظ تغییرات .٢.١ مثال
می�زنند تخمین را تهی غیر الکترومغناطیسی میدان�های با رابطه اینشتین ماکسول- میدان معادلات و هستند

.[٨ ،٧ ،۵ ،۴]

هم�خطی تبدیلات [٨] در هستند. فضا-زمان متقارن ویژگیهای همان هم�خطی تبدیلات عام، نسبیت نظریه در
فضا-زمان از مثالی ادامه در هستند. ژئودزیک دایره حافظ تبدیلات همان که می�شود داده نشان ریچی همدیس
به�عبارتی می�پذیرد؛ متجانس برداری میدان یک و می�کند صدق ماکسول-انیشتین معادلات در که می�کنیم بیان را

دیگر
Lξgij = ξi;j + ξj;i = ٢ϕgij ,

می�کند: صدق زیر رابطه در که اسکالر تابع یک ϕ و است ξi برداری میدان به نسبت لی مشتق Lξ که

ϕ =
١
۴
ξi;i.

�کند: صدق زیر رابطه در باید همدیسی حرکت هر

LξΓ
i
jk = ϕ;kδ

i
j + ϕ;jδ

i
k − gjkgiαϕ;α.

هم�خط تبدیل یک همدیس، کیلینگ میدان هر آن�گاه کند، صدق انیشتین میدان معادله در (M, g) اگر .٣.١ مثال
می�شود. حفظ شار توسط که می�گیریم نظر در انرژی حرکت تانسور را هم�خط تبدیل کلمه است. ریچی همدیس

هستند F̄ = u−١F Mبا یکسان منیفلد روی مرتبط همدیس فینسلر متر دو F̄ و F کنیم فرض [٩] .۴.١ لم
داریم: این�صورت در است). eσ با معادل uهمدیس (فاکتور

اگر تنها و اگر هستند ژئودزیکی دایره حافظ F̄ و F .١

ui|j = λgij , u
rCi

rk = ٠ (ui = uxi , ui := gikuk),

کارتان التصاق افقی کواریان مشتق معنای به | و M روی اسکالر تابع یک λ = λ(x) آن در که
است. F (چرن)

(ایزوتروپیک) اسکالر پرچمی انحنای حافظ F̄ و F آن�گاه باشند، ژئودزیکی دایره حافظ F̄ و F اگر .٢
هستند. اینشتینی متر یک یا و مساوی٣) یا بزرگتر بعدهای (در ثابت پرچمی انحنای یا

مقدمات .٢

(xi, yi) موضعی مختصات دستگاه یک در هرگاه می�نامیم، فینسلری ساختار را F : TM → [٠,∞) تابع

F (x, y) = F (yi
∂

∂xi
|x),

کند: صدق زیر روابط در
داریم دیگر، به�عبارت است؛ y به نسبت یک درجه از مثبت همگن تابع یک F .١

است. مثبت λ آن در که ،F (x, λy) = λF (x, y)
است. TM \ {٠} روی C∞ تابعی F (x, y) .٢

است. معین مثبت ماتریس یک ١
٢F

٢
yiyj هسیان ماتریس .٣

می�گوییم. فینسلری فضای یا فینسلری منیفلد را بالا فینسلری ساختار با فینسلری C∞ منیفلد یک
مختصات دستگاه یک در که است TM٠ روی G هموار برداری میدان یک ،M فینسلری منیفلد روی اسپری یک

می�شود: بیان زیر صورت به موضعی استاندارد

G(x, y) = yi
∂

∂xi
− ٢Gi(x, y)

∂

∂yi
,
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ژئودزیک دایره حافظ تبدیلات

هستند: زیر خاصیت دارای و TM روی موضعی توابع Gi(x, y) که

Gi(x, λy) = λ٢Gi(x, y), λ > ٠.
می�شوند: تعریف زیر به�صورت Gi اسپری ضرایب می�نامیم. اسپری فضای را اسپری یک با منیفلد یک

Gi =
١
۴
gil{[F ٢]xmylyl − [F ٢]xl},

.[١] gij = (gij)
−١ آن در که

که است Ry : Ri
kdx

k ⊗ ∂
∂xi |x : TxM → TxM تبدیلات از خانواده یک یکتا به�طور G اسپری هر

می�شود: تعریف زیر به�صورت Ri
k

Ri
k = ٢

∂Gi

∂xk
− yj ∂٢Gi

∂xj∂yk
+ ٢Gj ∂٢Gi

∂yj∂yk
− ∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk
.

است. y جهت در G اسپری ریمان انحنای Ry

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و نامیده ریچی انحنای را ریمان انحنای اثر

Ric(x, y) = Rm
m(x, y).

است. دو درجه از مثبت همگن ریچی انحنای

هرگاه: می�نامیم، ضعیف اینشتینی متر یک Mرا منیفلد روی فینسلر متر یک .١.٢ تعریف

(١) Ric(x, y) = (n− ١)(
٣θ
F

+ σ(x))F ٢,

Mاست. روی ١-فرمی یک θ = ti(x)y
i و اسکالر تابع یک σ = σ(x) که

دیگر: به�عبارت باشد. θ = ٠ (١) رابطه در هرگاه می�نامیم، اینشتینی را فینسلری متر یک .٢.٢ تعریف

Ric(x, y) = (n− ١)σ(x)F ٢.

موضعی مختصات دستگاه یک انتخاب با است. M n-بعدی منیفلد روی فینسلر متر یک F کنیم فرض
که: است F فینسلر متر حجمی فرم dVF = σF (x)dx

١...dxn کنیم فرض ،(xi, yi) استاندارد

σF (x) =
V ol(Bn(١))

V ol{yi ∈ Rn|F (x, yi ∂
∂xi ) < ١}

.

می�شود: تعریف زیر به�صورت معیار انحراف y ∈ TxM صفر غیر بردار یک برای

τ(x, y) :=

√
det(gij(x, y))

σF (x)
.

است. ċ(٠) = y و c(٠) = x با ژئودزیک یک c(t) منحنی کنیم فرض ،y ∈ TxM بردار یک برای
می�شود: تعریف زیر به�صورت S انحنای

S(x, y) =
d

dt
[τ(c(t), ċ(t)]|t=٠.

مشتق واقع در S(x, y) انحنای فوق، تعریف بنابر است. یک درجه از مثبت همگن تابع یک S(x, y) انحنای
داریم: دیگر به�عبارت است. ژئودزیک�ها امتداد در τ افقی کواریان

S(x, y) = τ|l(x, y)y
l,

داریم: موضعی مختصات در است. F افقی کواریان مشتق که “|”

S(x, y) = yi
∂τ

∂xi
− ٢

∂τ

∂yi
Gi.
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صابرعلی س.

یافت: دست می�توان S(x, y) انحنای برای زیر رابطه به فوق، رابطه به توجه با

S(x, y) =
∂Gm

∂ym
− ym ∂

∂xm
(lnσF (x)).

هرگاه گوییم، S(x, y) ایزوتروپیک انحنای با را F فینسلر متر

S(x, y) = (n+ ١)c(x)F (x, y),

Mاست. روی اسکالر تابع یک c = c(x) آن در که
و M دیفرانسیل�پذیر منیفلد روی ریمانی متر یک α(x, y) =

√
aij(x)yiyj کنیم فرض

که ،∥β∥α :=
√
aij(x)bi(x)bj(x) < ١ کنیم فرض Mهستند. روی ١-فرمی یک β(x, y) = bi(x)y

i

راندرز متر یک را F متر است. فینسلر متر یک F که ،F = α+ β می�کنیم: تعریف است. aij = (aij)
−١

است: زیر به�صورت راندرز متر اساسی تانسور می�نامیم.

gij(x, y) =
F

α
[aij +

α

F
(bi
yi
α
)(bj +

yj
α
)− yi

α

yj
α
].

است: زیر به�شکل ،gij ،gij وارون

(٢) gij(x, y) =
α

F
aij − α

F ٢ (b
iyj + bjyi) +

b٢α+ β

F ٣ yiyj .

است: زیر به�صورت راندرز متر میانگین کاتان تاب

(٣) Ii =
(n+ ١)
٢(α+ β)

(bi −
yi
α

β

α
).

اصلی نتایج .٣

دو هر F̄ و F اگر هستند. یکسان منیفلد روی مرتبط همدیس راندرز متر دو F̄ و F کنیم فرض .١.٣ قضیه
است. ژئودزیکی دایره حافظ تبدیل یک همدیس تبدیل آن�گاه باشند، ضعیف اینشتینی مترهای

هستند. ایزوتروپیک S̄ و S انحنای با آن�گاه باشند، ضعیف اینشتینی راندرز متر دو F̄ و F اگر که می�دانیم اثبات.
داریم: بنابراین

S = (n+ ١)k(x)F, S̄ = (n+ ١)k٢(x)F̄ .
تابعی k١(x) که ،S = (n+ ١)k١(x)F داریم: آن�گاه باشد، ایزوتروپیک S انحنای با F اگر دیگر، به�عبارت
k٢(x) که ،S̄ = (n+ ١)k٢(x)F̄ داریم آن�گاه باشد، ایزوتروپیک S̄ انحنای با F̄ اگر همچنین است. اسکالر
داریم: S انحنای همدیس تبدیل برای را زیر رابطه ،F̄ و F بودن مرتبط همدیس به توجه با است. اسکالر تابع یک

(۴) S̄(x, y) = S(x, y) + F ٢(x, y)σ(x)iIi(x, y).

داریم: (۴) رابطه در S̄ و S جای�گذاری با

(n+ ١)k٢(x)eσ(x)F = (n+ ١)k١(x)F + F ٢σiIi,

(n+ ١)(k٢(x)eσ − k١(x))− FσiIi = ٠.

می�آوریم: به�دست بالا روابط از همچنین و F̄ = ᾱ+ β̄ و F = α+ β جای�گذاری با

Iiσ
i = ٠,(۵)

(n+ ١)(k٢(x)eσ(x) − k١(x))− σiIi = ٠,

٢۶۶



ژئودزیک دایره حافظ تبدیلات

داریم: (۵) رابطه در جای�گذاری با .σi = gijσj که

(۶) Iig
ijσj = ٠.

می�آوریم: به�دست (۶) رابطه در (٣) و (٢) روابط جای�گذاری با

(٧) α{βbjσj − b٢σ٠}+ α٢bjσj − βσ٠ = ٠.
داریم: (٧) رابطه به توجه با

(٨) α٢bjσj − βσ٠ = ٠.
همدیس تبدیل و بوده ثابت σ بنابراین .σi = ٠ می�آوریم دست به (٨) رابطه در ،α٢ و β تحویل��ناپذیری بنابر
□ است. ژئودزیکی دایره حافظ تبدیل یک

دو هر F̄ و F اگر هستند. یکسان منیفلد روی مرتبط همدیس راندرز متر دو F̄ و F کنیم فرض .٢.٣ نتیجه
است. ژئودزیکی دایره حافظ تبدیل یک همدیس تبدیل آن�گاه باشند، اینشتینی مترهای
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مربعی زیرمیدان�های روی دومربعی میدان�های از صحیح پایه�ی وجود

معارف�پرور∗ عباس
ایران تهران، (ع)، علی امام افسری دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

شرفی جواد و
ایران تهران، (ع)، علی امام افسری دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

یک OL این�که برای شرط�هایی یا شرط یافتن اعداد، میدان�های از L/K متناهی توسیع یک برای چکیده.
یکی هستند)، K و L میدان�های از جبری صحیح اعداد حلقه ترتیب به OK و OL) باشد آزاد OK-مدول

یک باشد، آزاد مدول -OK یک OL که صورتی در است. اعداد جبری نظریه در جذاب و کلاسیک مسائل از
و متمایز صحیح عدد دو برای مقاله، این در می�نامند. K روی L از صحیح پایه یک را OK OLروی از پایه
روی L = Q(

√
m,

√
n) دومربعی میدان از صحیح پایه وجود برای معادل شرط یک ،n و m مربع از خالی

می�دهیم. ارائه K = Q(
√
m) مربعی میدان

گالوا. کوهمولوژی مبهم، ایده�آل صحیح، پایه�ی دومربعی، میدان مربعی، میدان کلیدی: واژه�های
.11R11, 11R16, 11R34 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

،hM ،disc(M/Q) ،OM ،Cl(M) ،I(M) نمادهای از ،M اعداد میدان یک برای مقاله، این در نمادها.
M مبین جبری، صحیح اعداد حلقه ایده�آلی، رده��ی گروه کسری، ایده�آل�های گروه معرفی برای به�ترتیب ،UM و
همریختی معرفی برای NM/Q نماد از هم�چنین است. شده استفاده M یکه�های گروه و رده�ای عدد ،(Q (روی
Gal(M/Q) نماد باشد، گالوایی M/Q توسیع اگر می�شود. استفاده NM/N : M∗ → Q∗ عنصری نُرم

است. Q Mروی گالوای گروه نمایش�دهنده

پیش�گفتار .١

یک همواره OK که داد نشان می�توان باشد. OK جبری صحیح اعداد حلقه با اعداد میدان یک K کنید فرض
. [٢.١٠ قضیه ،٣] است، n = [K : Q] درجه�ی از آزاد Z-مدول

خطی مستقل Z روی ωiها (یعنی Z-مدول عنوان به OK برای {ω١, ω٢, . . . , ωn} پایه یک .١.١ تعریف
میدان از صحیح یکپایه را آن�هاست)، از منحصربفرد خطی یکZ-ترکیب صورت به OK از عنصر هر و هستند

می�نامند. K اعداد

خالی صحیح عدد یک (برای مربعی اعداد میدان یک K = Q(
√
d) کنید فرض [٢.١٨ قضیه ،٣] .٢.١ مثال

صورت این در باشد. (d مربع از

disc(K/Q) =

{
d d ≡ ١(mod ,اگر(۴

۴d d ≡ ٢, ٣(mod .اگر((۴

آن در که است {١, ω} صورت به K از صحیح پایه یک هم�چنین

ω =

{
١+

√
d

٢ d ≡ ١(mod ۴) √,اگر
d d ≡ ٢, ٣(mod ۴) .اگر

سخنران ∗

٢۶٨



مربعی میدان�های روی صحیح پایه�ی وجود

نیست آزاد OK-مدول یک لزوماً OL اعداد، میدان�های از L/K متناهی توسیع یک برای کلی�تر حالت در
یک OL ” که است شرط�هایی یا شرط یافتن اعداد، جبری نظریه در کلاسیک تحقیقاتی موضوعات از یکی و
K روی L از صحیح پایه یک را OK-مدول عنوان به OL از پایه یک حالت این در .“ باشد آزاد OK-مدول

می�نامند.

ایده�آل دامنه�ی یک OK اگر باشد. OK جبری صحیح اعداد حلقه با اعداد میدان Kیک کنید فرض .٣.١ مثال
روی صحیح پایه یک دارای K از L متناهی توسیع هر آن�گاه ،(hK = ١ معادل طور (به باشد (PID) اصلی

. [٢.٢ بخش ،٣] است، K

زیرمیدان و L = Q(
√
m,
√
n) دومربعی میدان ، n و m مربع از خالی و متمایز صحیح عدد دو برای

صحیح پایه وجود برای m به�صورت کامل رده�بندی یک ،[١] در بگیرید. نظر در را آن از K = Q(
√
n) مربعی

است: شده ارائه K روی L از

[١] .۴.١ گزاره

از خالی صحیح عدد هر (برای K از L = K(
√
n) توسیع است، منفی عدد یک m که حالتی در (الف)

صورت�های از یکی به m اگر تنها و اگر است K = Q(
√
m) روی صحیح پایه یک دارای (n مربع

است. فرد اول عدد یک p ≡ ٣(۴ پیمانه (به آن در که باشد m = −p یا m = −٢ ،m = −١
از خالی صحیح عدد هر (برای K از L = K(

√
n) توسیع است، مثبت عدد یک m که حالتی در (ب)

صورت�های از یکی به m اگر تنها و اگر است K = Q(
√
m) روی صحیح پایه یک دارای (n مربع

باشد: زیر
است؛ دلخواه فرد اول عدد یک p آن در که m = p یا m = ٢ (ب-١)

یکه عنصر هیچ K و متمایزند) فرد اول عدد دو p ≡ q(۴ پیمانه ((به m = pq یا m = ٢p (ب-٢)
باشد. نداشته منفی نُرم با

گالوا کوهمولوژی و مبهم ایده�آل�های .٢

توسط شده تولید Cl(K) از زیرگروه و G := Gal(K/Q) دهید قرار ،K گالوایی اعداد میدان یک برای
مبهم، ایده�آل یک از منظور که می�کنیم (یادآوری بگیرید نظر در Am(K) نماد با Kرا از مبهم ایده�آل�های رده�های
به نسبت a یعنی aσ؛ = a باشیم داشته σ ∈ G هر برای به�طوری�که است a ∈ I(K) کسری ایده�آل یک
کوهمولوژی گروه ،Am(K) بین ارتباط [۴] نتایج از استفاده با بخش، این در باشد). پایا I(K) روی G عمل

می�کنیم. بیان را K در شده شاخیده اول اعداد و H١(G,UK)

باشد. G گالوای گروه با گالوایی اعداد میدان یک K که کنید فرض [١۶٣ صفحه�ی ،٣ بخش ،۴] .١.٢ گزاره
دنباله یک زیر دنباله آن�گاه بگیرید. نظر در e(p) نماد با را K/Q در p شاخیدگی اندیس ،p اول عدد هر برای

است: آبلی گروه�های از دقیق

(١) {٠} −→ H١(G,UK) −→
⊕

اول عدد p

Z/e(p)Z −→ Am(K) −→ {٠}.

اگر تنها و اگر است بدیهی گروه یک Am(K) آن�گاه باشد. گالوایی اعداد میدان Kیک کنید فرض .٢.٢ نتیجه

(٢)
∣∣H١(G,UK)

∣∣ = ∏
p|disc(K/Q)

e(p).

٢۶٩



شرفی ج. و معارف�پرور ع.

قسمت خارج و باشد دوری) گالوای گروه با گالوایی توسیع (یک دوری توسیع یک K/Q کنید فرض اکنون
بگیرید: نظر در را توسیع این از هربرند

Q(G,UK) =

∣∣∣Ĥ٠(G,UK)
∣∣∣

|H١(G,UK)|
,(٣)

آن، در که

Ĥ٠(G,UK) =
UG
K

NK/Q(UK)
=

UQ

NK/Q(UK)
=

{±١}
NK/Q(UK)

.

بنابراین .[۴ بخش ،۴ فصل ،٢]

(۴)
∣∣∣Ĥ٠(G,UK)

∣∣∣ = { ٢ NK/Q(UK) = {١} اگر ,
١ NK/Q(UK) = {±١} اگر .

می�شود: مشخص زیر صورت به هربرند قسمت خارج مقدار دیگر، طرف از

باشد. G گالوای گروه با اعداد میدان�های از دوری توسیع M/Nیک کنید فرض [۵.١٠ گزاره�ی ،٢] .٣.٢ گزاره
آن�گاه

Q(G,UM ) =
٢a

[M : N ]
,

می�شوند. تبدیل موهومی نشاندن Mبه به توسیع با که است N از حقیقی نشاندن�های تعداد با برابر a آن، در که

داریم: G گالوای گروه با [K : Q] = r درجه�ی از K/Q دوری توسیع برای بنابراین

(۵) Q(G,UK) =

{
١/r باشد. حقیقی K اگر
٢/r باشد. مختلط K اگر ,

می�شود: حاصل زیر صورت به H١(G,UK) کوهمولوژی گروه مرتبه�ی (۵) و (۴) ، (٣) روابط از استفاده با

(۶)
∣∣H١(G,UK)

∣∣ = { ٢r NK/Q(UK) = {١} و باشد حقیقی K اگر
r این�صورت غیر در ,

اصلی نتایج .٣

رده�های گروه با K = Q(
√
m) مربعی میدان�های تمام می�توانیم قبل، بخش در شده ارائه نتایج از استفاده با

کنیم: رده�بندی را بدیهی مبهم ایده�آل�های

است بدیهی K از Am(K) مبهم ایده�آل�های رده�ی گروه ،K = Q(
√
m) مربعی میدان یک برای .١.٣ قضیه

متمایزند: فرد اول عدد دو p ≡ q(mod ۴) آن در که باشد، زیر شکل�های از یکی به m اگر تنها و اگر
p؛ ≡ ٣(mod ۴) آن در که m = −p یا ،m = −٢ یا ،m = −١ (الف)

m؛ = p ≡ ١(mod ۴) یا m = ٢ (ب)
+١ با برابر K از اساسی یکه�ی نُرم و m = pq یا ،p ≡ ٣(mod ۴) که m = ٢p یا m = p (ج)

باشد.

: (۶) رابطه�ی و ٢.٢ نتیجه�ی از استفاده با اثبات.
یک دقیقاً اگر تنها و اگر است بدیهی Am(K) m)؛ < ٠) باشد مختلط میدان یک K حالتی�که در (الف)
استفاده با و باشد اول عدد یک باید disc(K/Q) معادل به�طور شود. شاخیده K/Q در اول عدد
(به ٣ با همنهشت فرد اول عدد یک p آن در که m ∈ {−٢−,١,−p} می�شود نتیجه ٢.١ مثال از

است. (۴ پیمانه

٢٧٠



مربعی میدان�های روی صحیح پایه�ی وجود

بدیهی Am(K) ١−باشد؛ نُرم با اساسی یکه�ی دارای و (٠ < m) حقیقی میدان Kیک حالتی�که در (ب)
یک باید disc(K/Q) معادل به�طور شود. K/Qشاخیده در اول عدد یک دقیقاً اگر تنها و اگر است
عدد یک m = p ≡ ١(mod ۴) یا m = ٢ می�شود نتیجه ٢.١ مثال از استفاده با و باشد اول عدد

است. فرد اول
بدیهی Am(K) ١+باشد؛ نُرم با اساسی یکه�ی دارای و (٠ < m) حقیقی میدان Kیک حالتی�که در (ج)
می�شود نتیجه ٢.١ مثال از استفاده با شوند. شاخیده K/Q در اول عدد دو دقیقاً اگر تنها و اگر است
متمایزند. فرد اول عدد دو p ≡ q(mod ۴) که m = pq یا ،p ≡ ٣(mod ۴) که m ∈ {p, ٢p}
□

می�شود: حاصل زیر نتیجه�ی ١.٣ قضیه�ی و ۴.١ گزاره�ی ترکیب با

L = دومربعی میدان باشند. مربع از خالی و متمایز صحیح عدد دو n و m کنید فرض .٢.٣ نتیجه
مربعی میدان روی Q(

√
m,
√
n)

باشد. اصلی K از مبهم ایده�آل هر اگر تنها و اگر است صحیح پایه دارای K = Q(
√
m)

ایده�آل هر آن�گاه hK = ١ اگر که است واضح ،K = Q(
√
m) مربعی اعداد میدان یک برای .٣.٣ نکته

برای مثال عنوان به نیست؛ درست کلی حالت در مطلب این عکس اما است. اصلی ایده�آل یک K از مبهم
ایده�آل یک K = Q(

√
−٢٣) در مبهم ایده�آل هر ،١.٣ قضیه به بنا ولی hK = ٣ داریم K = Q(

√
−٢٣)

است. اصلی

است صحیح پایه Kدارای روی ،K مربعی میدان یک از دلخواه“ مربعی توسیع ”هر که می�شود ثابت .۴.٣ نکته
. [٧.٢۶ گزاره ،٣] ،hK = ١ اگر تنها و اگر
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بعدی دو فضای در تصادفی متغیرهای استقلال بررسی برای ساده روشی

سلمان�پور∗ مهدی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

که صورتی در است تصادفی متغیر دو استقلال بررسی جهت آسان روش یک به دستیابی مقاله این هدف چکیده.
بی�نیاز استقلال بررسی در حاشیه�ای احتمال�های یافتن از را کاربر روش این باشد. موجود آن�ها توأم چگالی تابع
شد. خواهد بررسی جداگانه به�طور موضوع این مطلق پیوسته و گسسته متغیرهای برای کارا روش این می�سازد.

عملگر مطلق، پیوسته تصادفی متغیر تصادفی، متغیر دو استقلال توأم، چگالی تابع کلیدی: واژه�های
تفاضلی.

.60E05, 60A05 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

میان در استقلال وجود آید. می حساب به بنیادین مفاهیم از یکی تصادفی وقایع رفتار مطالعه در استقلال موضوع
آن اثر گرفتن نظر در بدون و مجزا کاملا صورتی به بتواند محقق یا آزمایشگر که شود می سبب تصادفی متغیرهای
تصادفی، متغیر دو استقلال بررسی منظور به کلاسیک، احتمال در نماید. مطالعه را آنها رفتار متغیرها سایر بر متغیر
متغیرها از یک هر احتمالاتی رفتار آن روی از و آورده به�دست را متغیر دو آن همزمان احتمالاتی رفتار آزمایشگر ابتدا
آورد. به�دست را استقلال گزاره صحت تصادفی متغیر دو استقلال تعریف از استفاده با تا یابد می جداگانه طور به را
تابع (یا احتمال تابع دارای باشند، پیوسته یا گسسته می�توانند که Y و X متغیرتصادفی دو کنید فرض واقع در
در باشند، fX,Y (x, y) توأم) (چگالی توأم احتمال تابع همچنین و fY (y) و fX(x) ترتیب به کناری چگالی)
این fX,Yکه (x, y) = fX(x)fY (y) که مستقلند زمانی یکدیگر از متغیر دو این تعریف به بنا صورت این

تکیه�گاه فضای در موجود که y و x حقیقی نقاط برای باید رابطه

S = {(x, y) : fX(x) ≥ ٠, fY (y) ≥ ٠},

روش یک ارائه با تا داریم آن بر سعی مقاله این در ببینید). را [٢] مرجع بیشتر تحقیق (برای باشد. برقرار هستند،
آن در که ای شیوه بپردازیم. دوبعدی تصادفی متغیرهای استقلال سنجش برای عمومی راهکاری به ساده، و سریع
پیوسته حال در ای حاشیه های چگالی تابع یا و بودن گسسته شرایط در ای حاشیه احتمالهای تابع محاسبه از افراد
ذکر با گسسته بعدی دو تصادفی متغیرهای برای را خود شیوه ٢ بخش در بود. خواهند نیاز بی استقلال بررسی در
بیان با مطلق پیوسته دوبعدی متغیرهای برای را شیوه این ٣ بخش در و نمود خواهیم بحث آن نتیجه و قضیه یک

نمود. خواهیم مطرح ای قضیه

گسسته تصادفی متغیرهای استقلال .٢

موجود ys و xr هر برای که بدانیم و باشند Y و X توأم احتمال تابع Pr,s = P (X = xr, Y = ys) گیریم
آن�گاه است. مثبت تابع این تکیه�گاه در

باشند، مستقل و گسسته تصادفی دومتغیر Y و X اگر .١.٢ لم

نباشد. وابسته s متغیر به �rها تمام ازای به Pr,s

Pr−١,s
کسر الف)

نباشد. وابسته r متغیر به �sها تمام ازای به Pr,s

Pr,s−١
کسر ب)

ارائه�دهنده ∗

٢٧٣



سلمان�پور م.

□ می�آید. به�دست گسسته تصادفی متغیر دو استقلال تعریف کمک به و راحتی به لم این اثبات.

که است گسسته تصادفی متغیر دو استقلال برای کافی و لازم شرط .٢.٢ قضیه

(١) ∆s

(∆rPr−١,s

Pr−١,s

)
= ٠, ∀ r, s,

نیز و

(٢) ∆r

(∆sPr,s−١

Pr,s−١

)
= ٠, ∀ r, s,

می�باشد. ∗ متغیر به نسبت اول مرتبه تفاضل عملگر ∆∗ آن در که

که داشت خواهیم ،١.٢ لم اساس بر این�صورت در باشند مستقل Y و X تصادفی متغیر دو کنید فرض اثبات.

(٣) ∆s

(∆rPr−١,s

Pr−١,s

)
= ∆s

(Pr,s − Pr−١,s

Pr−١,s

)
= ∆s

( Pr,s

Pr−١,s

)
,

می�توان مشابه به�طور نمی�باشد. s به وابسته Pr,s

Pr−١,s
کسر ،١.٢ لم اساس بر که چرا است صفر برابر اخیر رابطه

است برقرار s و r هر برای (١) رابطه که کنیم فرض اگر برعکس حال، آورد. به�دست نیز را (٣) رابطه بودن صفر

g١(r) مانند r از تابعی تنها Pr,s

Pr−١,s
که معناست بدان این و ∆s

(
Pr,s

Pr−١,s

)
= ٠ ،(٣) تساوی به توجه با

که است ∆r

(
Pr,s

Pr,s−١

)
= ٠ که داشت خواهیم (٢) معادله راست سمت نمودن باز با و مشابه طریق به می�باشد.

بنابراین می�باشد. g٢(s) همانند s از تابعی صرفاًًً Pr,s

Pr,s−١
کسر که است آن معنای به این

Pr,s

Pr−١,s
= g١(r),

Pr,s

Pr,s−١
= g٢(s),

که نوشت می�توان راحتی به بازگشتی روابط از استفاده با
Pr,s

P٠,s
= g١(r)g١(r − ١) · · · g(١)١,(۴)

Pr,s

Pr,٠
= g٢(s)g٢(s− ١) · · · g(١)٢,(۵)

که آمد خواهد به�دست (۴) رابطه در s جای به صفر مقدار دادن قرار با اکنون

Pr,s = P٠,٠

r∏
i=١

g١(i),

که داریم (۵) رابطه در اخیر رابطه جای�گذاری صورت در

(۶) Pr,s =


P٠,٠

∏r
i=١ g١(i)

∏s
j=١ g٢(j), r > ١, s > ١,

P٠,٠
∏r

i=١ g١(i), r > ١, s = ٠,
P٠,٠

∏s
j=١ g٢(j), r = ٠, s > ١.

تصادفی متغیر تکیه�گاه در موجود نقاط تعداد ترتیب به S و R آن در که
∑R

r=٠
∑S

s=٠ Pr,s = ١ که آن�جا از
که داریم (۶) رابطه دادن قرار با بنابراین می�باشد Y و X

P٠,٠

[
١+

R∑
r=١

r∏
i=١

g١(i) +

S∑
s=١

s∏
j=١

g٢(j) +
( R∑

r=١

r∏
i=١

g١(i)
)( R∑

r=١

r∏
i=١

g١(j)
)]

= ١,

٢٧۴



بعدی دو فضای در تصادفی متغیرهای استقلال بررسی برای ساده روشی

نتیجه در و

(٧) P٠,٠ =
( ١
١+

∑R
r=١

∏r
i=١ g١(i)

)( ١
١+

∑S
s=١
∏s

j=١ g٢(j)

)
,

که: آمد خواهد به�دست (۶) رابطه در (٧) رابطه جایگذاری با که

Pr,s =
( ∏r

i=١ g١(i)

١+
∑R

r=١
∏r

i=١ g١(i)

)( ∏s
j=١ g٢(j)

١+
∑S

s=١
∏s

j=١ g٢(j)

)
, ∀ r > ١, s > ١,

Pr,٠ =
( ∏r

i=١ g١(i)

١+
∑R

r=١
∏r

i=١ g١(i)

)( ١
١+

∑S
s=١
∏s

j=١ g٢(j)

)
, ∀ r > ١,

P٠,s =
( ١
١+

∑R
r=١

∏r
i=١ g١(i)

)( ∏s
j=١ g٢(j)

١+
∑S

s=١
∏s

j=١ g٢(j)

)
, ∀ s > ١.

زیر به�صورت به�راحتی که کنیم محاسبه را حاشیه�ای احتمال توابع است کافی تصادفی متغیر دو استقلال برای اکنون
حاشیه�ای P+s و r نقطه در X متغیر به مربوط حاشیه�ای احتمال Pr+ فرمول�ها این در که آمد خواهند به�دست

می�دهد. نشان را s نقطه در Y متغیر به مربوط

Pr+ =
S∑

s=٠
Pr,s = Pr,٠ +

S∑
s=١

Pr,s =

∏r
i=١ g١(i)

١+
∑R

r=١
∏r

i=١ g١(i)
, r ≥ ١,

P+s =
R∑

r=٠
Pr,s = P٠,s +

R∑
r=١

Pr,s =

∏s
j=١ g٢(j)

١+
∑S

s=١
∏s

j=١ g٢(j)
, s ≥ ١,

P٠+ =

S∑
s=٠

P٠,s = P٠,٠ +

S∑
s=١

P٠,s =
١

١+
∑R

r=١
∏r

i=١ g١(i)
,

P+٠ =
R∑

r=٠
Pr,s = P٠,٠ +

R∑
r=١

Pr,٠ =
١

١+
∑S

s=١
∏s

j=١ g٢(j)
.

برقرار Pr,s = Pr+P+s رابطه همواره s و r مقادیر جمیع ازای که می�دهد نشان بالا در آمده به�دست نتایج
□ است. یکدیگر از متغیر دو استقلال معنای به این که می�باشد

گسسته متغیرهای استقلال بررسی برای آسان شیوه یک می�شود دریافت سادگی به فوق قضیه از که زیر نتیجه
بود. خواهد بعدی دو

کسر که است آن گسسته تصادفی متغیر دو استقلال برای کافی و لازم شرط ،٢.٢ قضیه شرایط تحت .٣.٢ نتیجه
باشد. r مقدار از مستقل Pr,s

Pr,s−١
کسر و s از مستقل Pr,s

Pr−١,s

پیوسته تصادفی متغیرهای استقلال .٣

زیر قضیه منظور این برای نمود. خواهیم بررسی جدید روش با را مطلق تصادفی متغیرهای استقلال بخش این در
است. برقرار

f(x, y) توأم چگالی تابع با پیوسته مطلقاً تصادفی متغیر دو استقلال وجود برای کافی و لازم شرط .١.٣ قضیه
. ∂٢

∂x∂y log f(x, y) = ٠ که است آن

٢٧۵



سلمان�پور م.

استفاده با دهیم نشان fY (y) و fX(x) با ترتیب به را Y و X حاشیه�ای چگالی تابع اگر حالت این در اثبات.
حقیقی y و x هر برای که داشت خواهیم استقلال تعریف از

f(x, y) = fX(x)fY (y)⇒ log f(x, y) = log fX(x) + log fY (y)

صفر برابر حاصل که است مشخص راحتی به y و x به نسبت اخیر رابطه طرفین از مشتق�گیری بار دو با
بدان این باشد ∂٢

∂x∂y log f(x, y) = ٠ که کنید فرض اکنون . ∂٢

∂x∂y log f(x, y) = ٠ یعنی شد. خواهد
مانند تابعی یعنی گردد؛ صفر y به نسبت آن مشتق تا باشد x از تابعی صرفاًً باید ∂

∂x log f(x, y) که معناست
که داریم x به نسبت رابطه این از انتگرال�گیری با ∂

∂x log f(x, y) = h١(x) که به�نحوی دارد وجود h١(x)
می�کند بیان بلافاصله نتیجه این می�باشد. y برحسب تابعی C آن در که log f(x, y) =

∫
h١(x)dx+C(y)

دیگری و x برحسب صرفاًً یکی تابع دو حاصلضرب که f(x, y) = exp
( ∫

h١(x)dx
)
exp

(
C(y)

)
که

□ می�گردد. اثبات [١] مرجع ٨٠ صفحه قضیه بر بنا Y و X متغیر دو استقلال نتیجه در که است y از صرفاًًً

بود. خواهد بعدی دو پیوسته متغیرهای استقلال مطالعه در راهگشا و ساده الگوی یک بالا قضیه از زیر نتیجه

کافی و لازم شرط باشند f(x, y) توأم چگالی تابع با مطلق پیوسته تصادفی متغیر دو Y و X اگر .٢.٣ نتیجه
∂
∂y log f(x, y) و y از مستقل ∂

∂x log f(x, y) که است آن باشند مستقل هم از متغیر دو این آن�که برای
باشد. x از مستقل
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مفصل توابع با شده القا وابسته تصادفی متغیرهای وزنی مجموع

توغدری∗ عبدالصالح
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

روزگار رسول و
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

باشند. ١ − W و W وزن�های با وابسته X٢ و X١ تصادفی متغیرهای می�کنیم فرض مقاله، این در چکیده.
وزنی مجموع توزیع تابع ابتدا، می�شود. بیان مفصل توابع کمک به X٢ و X١ تصادفی متغیرهای توأم توزیع
را شرطی ریسک اندازه متوسط سپس و می�کنیم محاسبه را مفصل توابع با شده القا وابسته تصادفی متغیرهای
در می�کنیم. اثبات و داده قرار مطالعه مورد را مجموع تصادفی متغیر مختلف ویژگی�های ادامه در می�کنیم. محاسبه

می�پردازیم. مثال ارائه به پایان،
شرطی. مخاطره ریسک، وزنی، مجموع وابستگی، مفصل، توابع کلیدی: واژه�های

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

همچنین و قابلیت تئوری ریسک، مدیریت در بیمه، آمار، علم در تصادفی متغیرهای وزنی مجموع توزیع مطالعه
توزیع مطالعه به [٧] در است. فراوان کاربرد دارای نظری احتمال و اقتصاد جمله از علم مختلف شاخه�های در
وابسته تصادفی متغیرهای همچنین و است، پرداخته ثابت و معلوم وزن�های با وابسته تصادفی متغیرهای مجموع
متغیرهای وزنی میانگین حدی رفتار به [٨] طرفی از است. شده بررسی و بحث [٩] و [٢] مقالات در وزن بدون
القا وابسته مفصلی توابع با تصادفی متغیرهای مجموع توزیع [۶] در است. پرداخته متقارن سنگین دم تصادفی
توابع با سرمایه سبد در (SE) انتظار مورد کوتاه تنزل بهینه محاسبه به [۵] همچنین گرفت. قرار مطالعه مورد شده
بررسی و بحث تصادفی متغیرهای از تابع�هایی توزیع روی بر وابستگی تأثیر [١٠] و [٣] در است. پرداخته مفصلی

است. شده
بسیاری در ریسک معرض در ارزش اندازه است، مشهود اقتصادی و آماری علوم محققان نتایج از که همچنان
موارد برای که آن�جایی از است. گرفته قرار استفاده مورد [١] ریسک اندازه�گیری معیار عنوان به مالی زمینه�های از
متغیرهای مجموع رفتار و ویژگی�ها (X١, X٢) توأم توزیع بودن نرمال یا تصادفی متغیرهای استقلال نظیر خاص
بحث مفصل طور به احتمال و آمار کتاب�های در و مختلف مقالات در که است، شده شناخته Z یعنی تصادفی
متغیرهای مجموع ویژگی�های بتوانیم تا داریم نیاز ابزاری به کنیم، حذف را استقلال شرط آن�که برای است. شده
توابع از ویژه طور به و مشکل، این حل برای مفصل تابع از لذا دهیم، قرار مطالعه مورد واقعی حالت در را تصادفی
وابسته متغیره دو تصادفی متغیرهای برای می�کنیم. استفاده گامبل و فرنگ گوسین، ،FGM نظیر خاصی مفصل
تابع و حاشیه�ای توزیع برای را Z تصادفی متغیر [۴] مقاله� در است. شده مطالعه و تحقیق [۴] در معلوم وزن با

است. داده قرار استفاده مورد خاص مفصلی
مورد وزنی وابسته تصادفی متغیرهای بین روابط مدل�بندی همچنین و بیمه اقتصاد، و مالی کاربردهای در
بگیریم. نظر در را است متغیر W وزن نیز و وابسته تصادفی متغیرهای که را (X١, X٢) بردار است. نیاز
کردن استاندارد با لذا است، تصادفی و نیست معین تصادفی متغیرهای وزن واقعی محیط در که آن�جایی از
متغیر مجموع ویژگی�های بررسی مقاله در علاقه مورد موضوع گرفت. نظر در [٠, ١] بازه در را آن می�توان وزن
بازه در وزن W و توأم توزیع تابع با متغیرهایی X٢ و X١ آن در که است، Z = WX١ + (١ −W )X٢

ارائه�دهنده ∗
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ثالث شخص بیمه برای شده پرداخت هزینه X٢را X١و می�توان بیمه در مثال عنوان به است. شده تعریف [٠, ١]
که می�دهند، رخ نامعلوم شدت با و وزن�ها با تصادفی متغیرهای این از هریک که گرفت نظر در خودرو بدنه بیمه و
می�باشد Z یعنی شده وارد خسارات مجموع محاسبه هدف می�دهیم. Wنشان با را دادن رخ شدت مقاله این در

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را آن ویژگی�های تحقیق این در که
آن توزیع تابع مطالعه به ابتدا آن رفتار و ویژگی�ها محاسبه برای وزنی تصادفی متغیرهای مجموع مطالعه در
درآمد معین دوره یک طی که است، زیانی میزان محاسبه علاقه مورد موضوع بیمه در طرفی از می�شود. پرداخته
تأثیر کردن کم و هستند، دخیل آن کاهش یا و سود افزایش به که عواملی همچنین و است، داده رخ بیمه شرکت
شرکت درآمد بر تأثیرگذار عوامل برای عملی و ریاضی الگویی محاسبه طرفی از است. اهمیت حائز آور زیان عوامل

است. مقاله این موضوع بیمه
یا و بیمه�ای امور در که تفکر این با آوریم. به�دست را FZ ابتدا تا هستیم، برآن مقاله این در بیان، این با لذا
می�گیرد. قرار استفاده مورد است، مربوط وابسته وزن�های با وابسته تصادفی متغیر چندین به نتیجه که مسائلی در
X٢وابسته X١و تصادفی متغیرهای می�شود فرض و می�شود محاسبه [٠, ٢[١ بازه در E(Z | Z ≤ z) همچنین
متغیرهای به وزن�ها می�شود فرض دیگر، سوی از باشد. تصادفی آن�ها دادن رخ وزن یا شدت همچنین باشند.
Z =WX١)+١−W )X٢ عبارت رفتار بررسی دنبال به مفروضات این با باشند، X٢وابسته X١و تصادفی

هستیم.

اصلی نتایج .٢

مجموع توزیع تابع آن�گاه باشند. تصادفی وزن�های با وابسته تصادفی متغیرهای X٢ و X١ اگر .١.٢ قضیه
از است عبارت Z وزن�دار تصادفی متغیرهای

F (z) = µc(Bz) =

∫
Bz

cdλ,

است. اندازه تابع یک µ و مفصلی تابع چگالی c و لبگ اندازه λ ،Z =WX١ + (١−W )X٢ آن در که

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را Az انتگرال ناحیه اثبات.

Az = {w ∈ (٠, ١), (x١, x٢) ∈ R٢, ωx١ + (١− ω)x٢ ≤ z},

می�آوریم به�دست Bz = φ(Az) رابطه از Bz و می�کنیم، تعریف φ : R٢ −→ [٠, ٢[١ تابع و

FZ(z) =

∫ ١

٠
P (WX١ + (١−W )X٢ ≤ z |W = ω)fW (ω)dω

=

∫ ١

٠

∫
Az

h(x١, x٢)dx١dx٢dω =

∫ ١

٠

∫
Bz

c(u١, u٢)du١du٢dω.

□

و ،X٢ و X١ تصادفی متغیرهای وزن W و وابسته تصادفی متغیرهای X٢ و X١ اگر .٢.٢ قضیه
آن�گاه باشد، Z =WX١ + (١−W )X٢ تصادفی متغیر توزیع تابع FZ(z), Z ∈ R

E(Z | Z ≤ z) = ١
F (z)

∫
AZ

(ωF١(u١) + (١− ω)F٢(u٢))c(u١, u٢)f(ω)du١du٢.

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را AZ انتگرال ناحیه اثبات.

AZ = {w ∈ (٠, ١), (x١, x٢) ∈ R٢, ωx١ + (١− ω)x٢ ≤ z}.
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داریم باشد. σ-میدان یک ،ℑ = {G : G ∈ AZ} اگر

ℑ = {(ω,X) : ωX١ + (١− ω)X٢ ≤ z}.

در را D = ((f١ > ٠) × (f٢ > ٠)) ناحیه ابتدا می�کنیم. محاسبه را Z ≤ z شرط به Z شرطی امید حال
است. برقرار AZ ⊂ D ⇒ AZ

∩
D = AZ رابطه همچنین، می�گیریم. نظر

E(Z | ℑ) = E(Z | Z ≤ z) = E(ωX١ + (١− ω)X٢ | ωX١ + (١− ω)X٢ ≤ z)

=

∫
AZ

(ωx١ + (١− ω)x٢)c(FX١(x١), FX٢(x٢))fX١(x١)fX٢(x٢)dx١dx٢.

□

و ،X٢ و X١ تصادفی متغیرهای وزن W و وابسته تصادفی متغیرهای X٢ و X١ اگر .٣.٢ قضیه
مولد تابع آن�گاه باشد، Z = WX١ + (١ −W )X٢ مجموع تصادفی متغیر توزیع تابع FZ(z), Z ∈ R

از است عبارت Z تصادفی متغیر گشتاور

MZ(t) =

∫ ∞

−∞
exp(tz)

∫ ١

٠
f(ω){ ∂

∂z

∫
BZ

c(u١, u٢)du١du٢}dωdz.

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را BZ انتگرال ناحیه اثبات.

BZ = {w ∈ (٠, ١), (x١, x٢) ∈ R٢ : ωx١ + (١− ω)x٢ ≤ z}.

از بود خواهد عبارت گشتار مولد تابع این�صورت در

MZ(t) = E(exp(tZ)) =

∫ ∞

−∞

∂

∂z
F (z) exp(tz)dz

=

∫ ∞

−∞

∂

∂z
(

∫ ١

٠

∫
Bz

c(u١, u٢)du١du٢f(ω)dω) exp(tz)dz.

□

امید و شد پرداخته مفصلی توابع کمک به وابسته تصادفی متغیرهای توزیع مطالعه به مقاله، این در .۴.٢ نتیجه
توزیع تابع ویژگی�های شده، محاسبه توزیع تابع که رسیدیم نتیجه این به دیگر سوی از شد. محاسبه شرطی ریاضی

می�پردازیم. مثال یک بیان به پایان در و دارد را

بادهای با همراه سیل که وقتی مثلا می�شود. دیده تصادفی متغیرها بین رابطه این نیز طبیعی حوادث در .۵.٢ مثال
رخ شدت Wهم متغیر است. تند بادهای یا طوفان خسارت X٢ و سیل خسارت X١ این�صورت در باشد، تند
را وارده خسارت مجموع می�توانیم آوردیم، به�دست که رابطه�ای کمک به این�صورت در است. خسارت�ها این دادن

کنیم. محاسبه
این�صورت در باشد. [٠, ١] بازه در یکنواخت توزیع Wدارای و ١

٢ پارامتر با نمایی توزیع X٢دارای X١و اگر
از است عبارت FGM مفصل تابع کمک به Z =WX١ + (١−W )X٢ توزیع تابع

FZ(z) =

∫ ١

٠
P (WX١ + (١−W )X٢ ≤ z |W = ω)fW (ω)dω

=

∫ ١

٠

∫
Az

h(x١, x٢)dx١dx٢dω =

∫ ١

٠

∫
Bz

c(u١, u٢)du١du٢dω

=

∫ ١

٠

∫
Bz

[١+ θ(١− ٢u١)(١− ٢u٢)]du١du٢dω.
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

و پشتیبان بردار ماشین�های روش از استفاده با بهادار اوراق بورس داده�های مدل�بندی مقایسه
�پارامتری نیمه رگرسیون

روحی∗ آرتا
ایران سمنان، سمنان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

جهادی فاطمه
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مطالعه گرفته�است. قرار توجه مورد بسیار بازار این پیش�بینی بهادار اوراق بورس بازار �نوسانات به توجه با چکیده.
بر تلاش تحقیق این در است. سیاست و اقتصاد به وابسته زیادی حد تا زیرا �می�باشد پیچیده بسیار سهام رفتار
پشتیبان بردار رگرسیون شیوه�های از استفاده با �آورد. به�دست بازار این پیش�بینی برای شیوه�ای بتوان که است �این
می�پردازیم. تصادفی به�صورت سهام یک داده�های مدل�سازی به �پارامتری، نیمه رگرسیون و متفاوت هسته� چهار با
مدل هستیم. مذکور مدل�های به توجه با قیمتی برآورد بهترین به�دنبال روزانه فرکانس با �های�وب سهام انتخاب با
میانگین ریشه همبستگی، مجذور به نسبت مناسب�تری برآورد گوسی هسته با ٠٫ ١ خطای با پشتیبان بردار رگرسیون

دارد. مطلق خطای� درصد انحراف میانگین و خطا مربعات
�پارامتری. نیمه رگرسیون مدل پشتیبان، بردار ماشین�های رگرسیون سهام، پیش�بینی کلیدی: واژه�های

.62j05, 62G08 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

روبرو مختلفی چالش�های با توسعه�می�یابد که زمانی مالی، زمانی سری ویژگی�های به توجه با معاملات سیستم�های
که گسترده�ای محاسباتی قدرت از که است آماری تحلیل و تجزیه از جدیدی شاخه ماشین یادگیری .[۴] می�شود
توجه مورد بسیار که زمینه�هایی از یکی می�کند. استفاده می�باشد، بزرگ داده�های تحلیل و تجزیه برای رایانه�ها توسط
سیستم�هایی طبقه�بندی�کننده�ها است. ماشین یادگیری الگوریتم�های از استفاده با سهام بازار پیش�بینی می�گیرد، قرار
جدید داده�های به را کلاس ترتیب بدین� و بشناسند را الگوهایی که بگیرند یاد آموزش طریق از می�توانند که هستند
�کرد، استفاده ورشکستگی پیش�بینی برای می�توان را ماشین یادگیری الگوریتم�های مثال، به�عنوان �دهند. اختصاص

�کرد. مراجعه [٧] و [٣] به می�توان بیشتر اطلاعات برای
را داده�ها ابتدا روش این می�باشد. ماشین یادگیری در برآورد روش�های از یکی پشتیبان بردار ماشین�های روش
صورت به را داده�ها کل درصد ٧٠ که است آموزش داده�های به مربوط اول قسمت که �می�کند تقسیم قسمت دو به
همبستگی مقدار اگر و �می�کند امتحان را آزمون داده�های روی شده انتخاب مدل سپس و �می�کند انتخاب تصادفی
مدل ساختن برای که دیگری روش می�باشد. مناسب شده انتخاب مدل که است معنی بدین �باشد داشته بالایی
تحلیل در مدل این گسترده کاربرد بر علاوه که است نیمه�پارامتری رگرسیون� کلاسیک روش بردیم، به�کار داده�ها روی
دستمزد منحنی درآمد تابع مدل به می�توان آن�ها مهمترین از كه دارد اقتصادی مسائل در زیادی كاربرد کواریانس،
مدل�های کرد. اشاره می�باشد، �ناپارامتری مدل و مدل�خطی از ترکیبی فوق مدل که [۶] انسانی سرمایه و [٣]
و پاسخ متغیر به�عنوان برق ماهیانه مصرف میان رابطه بررسی در [٢] توسط بار نخستین �پارامتری نیمه رگرسیون
و برق ماهیانه قیمت نظرگرفتن در با پیشگو، متغیرهای به�عنوان هوا دمای و ماهیانه درآمد برق، ماهیانه قیمت

ارائه�دهنده ∗
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به�دست برای گرفتند. قرار استفاده مورد غیرخطی بخش به�عنوان هوا دمای و خطی بخش به�عنوان ماهیانه درآمد
�کرد. مراجعه [١] به می�توان برآورد شیوه�های و پارامتر�ها آوردن

پشتیبان بردار رگرسیون .٢

قوی بسیار طبقه�بندی در (SVM) پشتیبان بردار ماشین�های است، آمده وجود به [۵] وپنیک توسط روش این
بردار ماشین�های از حالت یک (SVR) پشتیبان بردار رگرسیون نیستند. شناخته�شده رگرسیون در اما هستند

می�گیرد. قرار پیوسته مقادیر پاسخ، متغیرهای در ١ و −١ گسسته مقادیر گرفتن جای به که است پشتیبان
بیشتری داده تعداد هرچه حاشیه�ها، گرفتن نظر در با SVR روش در �است مشخص ١ شکل در که همان�طور
{xk, yk}Nk=١ داده�های روی مدل ساخت هدف بخش این در می�باشد. مناسب�تر مدل بگیرد، قرار حاشیه درون

است. پیوسته آن پاسخ متغیر مقدار که است پشتیبان بردار رگرسیون از استفاده با

پشتیبان. بردار رگرسیون مدل .١ شکل

پیش�بینی مقادیر یافتن در که باشد داشته محدوده�ای است قرار بلکه شود کمینه نیست قرار خطا SVR روش در
قبول قابل مدل در خطا مقدار چه کنیم تعیین تا می�دهد پذیری انعطاف� ما به مدل این پس باشد. منعطف��تر بتواند

است.
است زیر به�صورت پشتیبان بردار رگرسیون مدل

y =W⊤x+ b+ ϵ,

کمینه با می�توان را ضرایب برآورد اکنون می�باشد. حاشیه� خط از حاشیه از خارج داده�های فاصله�ی ξ∗i و ξi که
آورد به�دست زیر معادله کردن

١
٢
∥w∥٢ + c

n∑
i=١

(ξi + ξ∗i ).

زیر شروط به توجه با

(w⊤xi + b)− yi ≤ ϵ+ ξi, yi − (w⊤xi + b) ≤ ϵ+ ξ∗i , ξ, ξ∗ ≥ ٠.

نیمه�پارامتری رگرسیون .٣

داده�های داشتن با می�باشد. ناپارامتری و پارامتری رگرسیون از ترکیبی نیمه�پارامتری مدل
کرد: تعریف زیر به�صورت را نیمه�پارامتری مدل می�توان (Y١, x١, t١), . . . , (Yb, xn, tn)

Y = x
′

iβ + f(ti) + ϵ, i = ١, . . . , n,
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پارامترهای با p بعد با برداری یک β = (β٠, β١, . . . , βp)
′
و x

′

i = (Xi١, Xi٢, . . . , Xip) داریم به�طوری�که
t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn به�صورت و فشرده مجموعه یک عضو ها t نامعلوم، و هموار تابع f �است، ناشناخته
با تصادفی خطای ϵ = (ϵ١, ϵ٢, . . . , ϵn)

′
و �است نمونه در مشاهدات تعداد n که به�گونه�ای و �شده�اند مرتب

می�باشد. σ٢ واریانس و صفر میانگین با یکسان و مستقل نرمال توزیع
خطا مربعات میانگین ریشه از عبارتند می�شود استفاده بررسی مورد مدل�های ارزیابی برای که معیار�هایی
(MAPE) مطلق خطای درصد انحراف میانگین یا و مطلق خطای درصد میانگین از استفاده و (RMSE)

است: زیر به�صورت آن�ها محاسباتی فرمول�های که می�باشد

RMSE =

√√√√ ١
T

T∑
i=١

(di − d̂i)٢, MAPE =
١
T

T∑
i=١

∣∣∣∣∣di − d̂idi

∣∣∣∣∣ ,
بدیهی است. کل آزمون نمونه�های T و شده برازش مقدار d̂i داده�ها، واقعی مقدار di بالا فرمول در به�طوری�که

است. مناسب�تر باشد کمتر هرچه فوق آزمون�های نتایج که است

پژوهش دستاورد�های .۴

و روزه ۴٣٢ زمانی بازه� در ایران مالی اطلاعات پردازش مرکز سایت از های�وب سهام اطلاعات نظر�گرفتن در با
روز یک در سهم بسته�شدن قیمت و معاملات حجم قیمت، بیشترین قیمت، کمترین ابتدایی، قیمت اطلاعات داشتن
پیش�بینی و مناسب مدل یافتن به�دنبال نیمه�پارامتری، رگرسیون و پشتیبان بردار رگرسیون روش دو از استفاده با
می�گیریم. �نظر در مستقل را متغیرها بقیه و وابسته متغیر را پایانی قیمت داده�ها، این در هستیم. نظر مورد سهام
برای و tune دستور و e1071 پکیج توسط پشتیبان بردار رگرسیون برای R افزار نرم در شده انجام پژوهش

است. شده استفاده ksmooth دستور و locfit پکیج از �پارامتری نیمه رگرسیون

داریم: زیر مدل گرفتن نظر در با قسمت این در پشتیبان. بردار ماشین�های .١.۴

ClosePrice = w٠ + w١Pdata+ w٢V olumeTrade(١)
+ w٣PriceF irst+ w۴PriceMin+ w۵PriceMax+ ϵ.

بسته مدل�های ٢ جدول در ��کرد. مشاهده ١ جدول در می�توان را متفاوت هسته�های با (١) مدل ضرایب برآورد
مطلق خطای درصد میانگین و خطا مربعات میانگین ریشه همبستگی، مجذور معیار سه براساس داده�ها روی �شده
همان�طور هستیم. منعطف��تر مدلی دنبال به گوسی مدل در ٠٫ ١ به صفر از خطا مقدار تغییر با اکنون شد. مقایسه�
تعداد و ϵ = ٠٫ ١ ، c = ١٠٠ ، γ = ٠٫ ٢۵ پارامتر�های با شعاعی گوسی مدل است، آشکار ٢ جدول در که
ریشه کاهش و همبستگی مجذور افزایش به باتوجه صفر خطای با گوسی مدل به نسبت ٢٧ پشتیبان بردار��های

می�باشد. مناسب�تر مدلی خطا مربعات میانگین

متفاوت. هسته�های با پشتیبان بردار ماشین�های به�روش (١) مدل در ضرایب برآورد .١ جدول

( ϵ = ٠٫ ١ SVR(شعاعی، ( ϵ = ٠ SVR(شعاعی، SVR(سیگمویید) SVR(چندجمله�ایی) SVR(خطی) برآوردگر
−١٫ ٢٢ −١٫ ٠٢ −٠٫ ۴۵ ٠٫ ٢٣ −٠٫ ٠۴٨ ŵ٠
١۴٫ ٣٢ ١۶٫ ٠٩ ١٫ ٣٣ ٢۴٫ ١٧ ٠٫ ٠۶٩ ŵ١
−١٣٫ ۶۴ −١١٫ ٠۶ −١٫ ٧٢ ۶٫ ٣٧ −٠٫ ٠۶۵ ŵ٢
١٢٫ ۵۵ ١٨٫ ١٠ ۴٫ ٨٠ ٢٧٫ ٧٠ −٠٫ ٠٩ ŵ٣
١٢٫ ٩٨ ١۶٫ ٧٧ ۴٫ ٧٩ ٢٧٫ ٩٣ −٠٫ ٢٩ ŵ۴
١۵٫ ٣١ ٢٠٫ ٨٩ ۴٫ ٨٨ ٢٧٫ ۶٠ ١٫ ٣١ ŵ۵
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پشتیبان بردار ماشین�های روش از استفاده با بهادار اوراق بورس داده�های مدل�بندی

براساس (١) مدل در متفاوت هسته�های با پشتیبان بردار ماشین�های مقایسه .٢ جدول
متفاوت. برازش معیارهای

مطلق خطای درصد میانگین خطا مربعات میانگین ریشه� همبستگی مجذور هسته مدل
٠٫ ١٩ ٣۶٩٩٫ ۵۶٢ ٠٫ ٨٢ خطی SVR
٠٫ ٢٢ ٣۶٢٩٫ ۴۴ ٠٫ ٨٣ چندجمله�ایی SVR

٠٫ ۵١٣٣ ۵٨٨۵٫ ٩۴۶ ٠٫ ۵۵ سیگمویید SVR
٠٫ ٠١٨ ١٩۶٨٫ ١۴١ ٠٫ ٩۵ ( ϵ = ٠ گوسی( SVR
٠٫ ٠۵۵ ١۴۵١٫ ٣٢٩ ٠٫ ٩٧ ( ϵ = ٠٫ ١ گوسی( SVR

متغیرهای ناپارامتری و پارامتری رابطه تعیین به�دنبال ابتدا مدل، این برازش برای �پارامتری. نیمه مدل .٢.۴
می�پردازیم. ناپارامتری تابع برازش و پارامتری ضرایب برآورد به سپس و بوده وابسته متغیر با مستقل

به افزوده متغیر نمودار دهیم. تشخیص را مدل ناپارامتری بخش افزوده متغیر نمودار از استفاده با این�جا در
آشکار پاسخ متغیر بر پیشگو، متغیرهای سایر اثر حذف از پس را پیشگو متغیرهای از یک هر اثر شهودی طور

می�باشد: زیر به�صورت مدل و می�دهد تشخیص را مدل ناپارامتری بخش و می�کند
ClosePrice = β٠ + β١Pdata+ β٢V olumeTrade+ β٣PriceMin+ β۴PriceMax︸ ︷︷ ︸

پارامتری قسمت

(٢)

+ f(PriceF irst)︸ ︷︷ ︸
ناپارامتری قسمت

+ϵ.

شکل در (٢) �پارامتری نیمه مدل اساس بر سهم) ابتدایی (قیمت ناپارامتری قسمت برازش و ضرایب برآورد
با �پارامتری نیمه رگرسیون مقایسه و ارزیابی است، مشخص ٣ جدول در که همان�طور �است. شده داده نشان ٢
مربعات میانگین ریشه همبستگی، مجذور معیار سه توسط ٠٫ ١ خطای و گوسی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون

داد. قرار مطلق خطا درصد میانگین و خطا

ضرایب برآورد چپ سمت جدول و ناپارامتری تابع برازش راست سمت نمودار .٢ شکل
.(٢) مدل پارامتری قسمت

مربعات میانگین ریشه و است �پارامتری نیمه مدل از تر مناسب و بیشتر SVR مدل همبستگی مجذور مقدار
�پارامتری نیمه مدل از مناسب�تر پس می�باشد، پایین�تر عددی �این�که به�دلیل هم مطلق خطا درصد میانگین و خطا
مقایسه در را برازش بهترین ٠٫ ١ خطای و شعاعی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون مدل که ��شد مشخص می�باشد.

�است. داشته کلاسیک �پارامتری نیمه مدل و متفاوت هسته�های با SVR مدل��های سایر با
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گوسی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون مدل با �پارامتری نیمه روش مقایسه .٣ جدول
برازش. معیارهای براساس

(ϵ = ٠٫ ١) شعاعی هسته با SVR مدل �پارامتری نیمه رگرسیون مدل آزمون
٠٫ ٩٧ ٠٫ ٩٠ همبستگی مجذور

١۴۵١٫ ٣٢٩ ٢٧١٩٫ ١۵١ خطا مربعات میانگین ریشه
٠٫ ٠۵۵ ٠٫ ۶٣ مطلق خطای درصد میانگین
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مطلوبیت نظریه در ارشمیدسی اصل برای معادل شرط یک

شمس∗ مهدی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

رابطه ) برتری رابطه یک ابتدا مقاله این در است. تصمیم نظریه در مهم شاخه�های از یکی مطلوبیت نظریه چکیده.
و استقلال اصل و برتری رابطه پیوستگی تعریف از پس و می��شود تعریف بخت�آزمایی�ها روی کامل) و متعدی
اصل برقراری برای کافی و لازم شرط یک مذکور، برتری رابطه با متناظر مطلوبیت تابع تعریف و مابینی شرط

می��شود. بیان ارشمیدسی
پیوستگی. ارشمیدسی، اصل استقلال، اصل مطلوبیت، تابع برتری، رابطه کلیدی: واژه�های

.91B16, 91B24, 91B06 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

منظور به فرضیات این که است نیاز ممکن نتایج بین ترتیب ساختار یا ریاضی مدل یک به آماری، تصمیم نظریه در
است تابع یک مطلوبیت می�گیرد. قرار استفاده مورد خاص طبیعت حالت یک حدس برای عمل یک انتخاب
نماد می�کند. اندازه�گیری عددی معیار یک با را نتایج این نسبی تمایل درجه و شده اعمال مختلف نتایج روی که
نیاز تصمیم�ها یا اعمال نتایج کردن مرتب به که بازی نظریه و اقتصاد در آمار، بر علاوه زیان) مقابل (در مطلوبیت
را تصمیم سازنده عمل از برامدها مجموعه که هستند عمومی نماد�های پاداش��ها) (یا نتایج دارد. کاربرد نیز است
فاصله اندازه براورد، نظریه در و تصمیم یک از ناشی زیان یا پولی سود می�توانند پاداش�ها این مثلا می�کنند. خلاصه

باشند. پارامتر واقعی مقدار و براورد بین
می�توان را پرمخاطره گزینه�های روی منطقی نماینده یک برتری�های می�کند بیان انتظار مورد مطلوبیت نظریه
ون�نیومن ،١٩۴٠ دهه اوایل در کرد. مرتب�سازی ممکن گزینه�های برامدهای برای مطلوبیت�ها ریاضی امید توسط
نظریه عنوان به را انتظار مورد مطلوبیت نظریه نبرد، موقعیت�های راهبرد تحلیل برای [١٠] مورگنسترن اسکار و
ارتباط در شده اختیار اعمال با احتمالی به�صورت تصمیم�ها برامدهای که موقعیت�هایی منطقی رفتار برای غالب
ادواردز وارد و [١] آلایس موریس نظیر افرادی انتقادهای دارند. کاربرد خرد اقتصاد علم در که دادند ارائه هستند

شد. مطلوبیت نظریه رشد به منجر [٣]
π,ρ,σ ∈ هر برای هرگاه است، هرشتاین-میلنر پیوستگی خاصیت ≼دارای انعکاسی و متعدی دوتایی رابطه

مجموعه ،∆(X)

{λ ∈ [٠, ١] | λπ + (١− λ)ρ ≥ σ},
و ارشمیدسی بودن، کامل شرایط از تا دو و کند صدق استقلال اصل در ≽ اگر می�شود ثابت .[٢] باشد بسته

.[٢] می�شود گرفته نتیجه نیز سومی آن�گاه باشد، برقرار هرشتاین-میلنر، پیوستگی
است. شده بیان پیوستگی برای معادل شرطی توپولوژیکی گروه�های در همچنین و نرم�دار برداری فضای [۴] در

است. شده مطرح آمیخته پیوستگی شرط برقراری برای شرایطی نیز [٧] در
یک توسط پاداش�ها) از متناهی مجموعه یک روی احتمال توزیع�های (یعنی آزمایی�ها بخت روی برتری رابطه
این که کند صدق ارشمیدسی و استقلال اصول در اگر فقط و اگر می�شود داده نمایش انتظار مورد مطلوبیت تابعک
ارشمیدسی و مابینی شرط مشابه طور به هستند. برتری رابطه بودن آمیخته پیوستگی برای لازم) (نه کافی شرط دو
موضعی آمیخته مغلوبیت نام به ضعیف شرط یک مقاله این در هستند. آمیخته پیوستگی برای لازم) (نه کافی شرط

است. برتری رابطه آمیخته پیوستگی برای کافی و لازم شرط یک ارشمیدسی اصل همراه به که می�شود معرفی

ارائه�دهنده ∗
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آمیخته پیوستگی شرط با موضعی آمیخته مغلوبیت شرط و ارشمیدسی اصل ارتباط .٢

می�کنیم. تعریف را مقدماتی مفاهیم برخی ابتدا بخش این در

،X روی R دوتایی رابطه یک .١.٢ تعریف
.y Rx یا xR y ،x, y ∈ X هر برای هرگاه است، کامل الف)

.[١١] xR z آن�گاه ،y R z و xR y اگر ،x, y, z ∈ X هر برای هرگاه است، متعدی ب)

طور به �گیرنده تصمیم یعنی x ≽ y باشد. متعدی و کامل هرگاه گویند، برتری رابطه یک را ≽ دوتایی رابطه
می�دهد. ترجیح y به را x ضعیف

به X روی ≽ دوتایی رابطه یک تابع این که است u : X → R تابع یک X روی مطلوبیت تابع .٢.٢ تعریف
:[۶] است) X روی ≽ دوتایی رابطه بیان�گر u دیگر عبارت (به می�کند ایجاد زیر صورت

x ≽ y ⇔ u(x) ≥ u(y).

روی برتری رابطه یک ≽ و X پیشامدهای مجموعه روی احتمال اندازه�های تمام مجموعه ∆(X) کنید فرض
باشد. ∆(X)

آن�گاه ،π ∼ π′ ،λ ∈ (٠, ١) و π,π′ ∈ ∆(X) هر برای اگر که می�کند بیان مابینی شرط
.[٨] ،λπ + (١− λ)π′ ∼ π

:[٨] λ ∈ (٠, ١) و π,π′,σ ∈ ∆(X) هر برای هرگاه می�کند، صدق استقلال اصل در ≽ برتری رابطه

π ≽ π′ ⇔ λπ + (١− λ)σ ≽ λπ′ + (١− λ)σ.

:[٩] π,ρ,σ ∈ ∆(X) هر برای هرگاه گویند، ارشمیدسی را ∆(X) روی ≽ برتری رابطه همچنین

π ≻ ρ ≻ σ ⇒
{
∃α ∈ (٠, ١) : απ + (١− α)σ ≻ ρ,
∃β ∈ (٠, ١) : ρ ≻ βπ + (١− β)σ.

کانتور مجموعه�های ،x ∈ X هر برای اگر است، پیوسته X متریک فضای روی ≽ برتری رابطه .٣.٢ تعریف
یعنی: پایینی و بالایی

≽ (x) = Ux = NWT (x) = {y ∈ X|y ≽ x},
و

≼ (x) = Lx = NBT (x) = {y ∈ X|x ≽ y},
باشند داشته وجود b و a مرکز به Bb و Ba گوی�های ،a ≻ b هر برای معادل طور به همچنین باشند. بسته

.[١١] x ≻ y ،y ∈ Bb و x ∈ Ba هر برای به�طوری�که

،π,ρ,σ ∈ ∆(X) هر برای هرگاه می�کند، صدق آمیخته پیوستگی شرط در ≽ دوتایی رابطه .۴.٢ تعریف
مجموعه�های

S = {λ ∈ [٠, ١]|λπ + (١− λ)σ ≽ ρ},
و

T = {λ ∈ [٠, ١]|ρ ≽ λπ + (١− λ)σ},
باشند. پیوسته [٠, ١] در

هر برای هرگاه می�کند، صدق λ در موضعی آمیخته مغلوبیت شرط در ≽ دوتایی رابطه .۵.٢ تعریف
و λ بین α′ هر برای که باشد داشته وجود λ و α بین β(α) یک α ∈ (٠, ١) هر و π,σ ∈ ∆(X)

:β(α)

λπ + (١− λ)σ ≻ (≺)απ + (١− α)σ ⇔
α′π + (١− α′)σ ≻ (≺)απ + (١− α)σ.

٢٨٨



مطلوبیت نظریه در ارشمیدسی اصل برای معادل شرط یک

آمیخته مغلوبیت شرط در ،λ هر برای هرگاه می�کند، صدق موضعی آمیخته مغلوبیت شرط در ≽ دوتایی رابطه
�کند. صدق λ در موضعی

که گرفت نتیجه بتوان ٠ ≤ α′ < α ≤ ١ این�که از هرگاه می�کند، صدق آمیخته یکنوایی شرط در برتری رابطه
،π,σ ∈ ∆(X) هر برای

απ + (١− α)σ ≽ α′π + (١− α′)σ,

.π ≻ σ هرگاه است اکید برتری رابطه و
ارشمیدسی، اصل همراه به شرط این و می�شود گرفته نتیجه استقلال اصل توسط آمیخته یکنوایی خاصیت
نمی�شود. نتیجه�گیری موضعی آمیخته مغلوبیت توسط آمیخته یکنوایی شرط ولی می�دهد. نتیجه را آمیخته پیوستگی
ضعیف ترتیب برای کافی و لازم شرط حال این با است. قوی�تر ارشمیدسی اصل از آمیخته پیوستگی خاصیت
آمیخته مغلوبیت شرط و ارشمیدسی اصل در کردن صدق آمیخته، پیوستگی شرط برقراری برای ∆(X) روی

است. موضعی

آمیخته مغلوبیت شرط در ≽ صورت این در باشد. ∆(X) روی برتری رابطه یک ≽ کنید فرض .۶.٢ قضیه
کند. صدق آمیخته پیوستگی شرط در اگر فقط و اگر می�کند صدق ارشمیدسی اصل و موضعی

موضعی آمیخته مغلوبیت شرط و ارشمیدسی اصل در که باشد برتری رابطه ≼یک کنید فرض لازم). (شرط اثبات.
بدون هستند. ناتهی ۴.٢ تعریف در T یا S مجموعه�های از یکی حداقل ،π,σ,ρ ∈ ∆X هر برای کند. صدق
و باشد T از حدی نقطه یک λ∗ کنید فرض .T ̸= ∅ کنید فرض شود، وارد لطمه�ای مسئله کلیت به این�که

.λ∗ /∈ T
ناتهی آن�ها از یکی حداقل و هستند +Mکران�دار = (λ∗, ١) ∩ T −Mو = (٠, λ∗) ∩ T مجموعه�های
تعریف به توجه با نیست.) T حدی نقطه یک λ∗ اینصورت در باشند، تهی M+ و M− دوی هر (اگر است.
و λ∗ ̸= supM− (اگر است. برقرار دو هر یا یکی λ∗ = infM+ و λ∗ = supM− روابط بین از
λ′′ > λ∗ و −Mاست برای بالا کران یک λ′ به�طوری�که دارد وجود λ′ < λ∗ این�صورت در ،λ∗ ̸= infM+

رو این از +Mاست. برای پایین کران یک λ′′ که طوری به دارد وجود

(λ′, λ∗) ∩ T = ∅ = (λ∗, λ′′) ∩ T,

نیست.) T برای حدی نقطه یک λ∗ آن پی در و
و θ ∈ {+,−} که λ̂ ∈Mθ اگر

σ ≻ λ̂π + (١− λ̂)ρ,

،γ = βλ∗ + (١− β)λ̂ ∈Mθ و β ∈ (٠, ١) یک برای ارشمیدسی اصل از استفاده با آن�گاه

γπ + (١− γ)ρ ≻ σ.

،ϵ′ > ٠ یک برای آن�گاه ،λ∗ ̸= infM+ ولی λ∗ = supM− اگر

(λ∗, λ∗ + ϵ′) ∩ T = ∅.

که گونه�ای به دارد وجود β(γ) ∈ (γ, λ∗) یک بودن، متعدی و موضعی آمیخته مغلوبیت به توجه با

(β(γ), λ∗) ∩ T = ∅.
بنابراین .ϵ = min{ϵ′, λ∗ − β(γ)} کنید فرض

Nϵ(λ
∗) ∩ T = ∅,

است. تناقض که
رسید. خواهیم تناقض به بالا با مشابه طور به آن�گاه ،λ∗ ̸= supM− اما λ∗ = infM+ اگر

یک موضعی آمیخته مغلوبیت شرط از کردن استفاده بار دو با آن�گاه ،λ∗ = supM− = infM+ اگر
که دارد وجود ϵ > ٠

Nϵ(λ
∗) ∩ T = ∅,
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است. تناقض و
،λ ∈ T هر برای اگر

σ ∼ λπ + (١− λ)ρ,

،λ ∈ T هر برای بودن متعدی از استفاده با آن�گاه

λ∗π + (١− λ∗)ρ ≻ λπ + (١− λ)ρ.

که طوری به دارد وجود Nϵ(λ
∗) همسایگی یک آمیخته مغلوبیت از استفاده با

Nϵ(λ
∗) ∩ T = ∅.

است. تناقض هم این که نیست T برای حدی نقطه یک λ∗ بنابراین
به بود. خواهد بسته مجموعه یک T آن پی در و λ∗ ∈ T آن�گاه باشد، T حدی نقطه یک λ∗ اگر رو این از

می�کند. صدق آمیخته پیوستگی شرط در ≽ لذا است. بسته نیز S داد نشان می�توان مشابه طریق
واضح ارشمیدسی اصل برقراری می�کند. صدق آمیخته پیوستگی شرط در ≽ کنید فرض کافی). (شرط
صورت به گرفته، نظر در را λ̂ ∈ (٠, ١) ثابت موضعی، آمیخته مغلوبیت شرط برقراری اثبات برای است.
برخی برای این�صورت در نمی�کند. صدق λ̂ در موضعی آمیخته مغلوبیت شرط در ≽ کنید فرض خلف برهان
کنید فرض کند. صدق ۵.٢ تعریف شرایط در که ندارد وجود β(α) ،α ∈ [٠, ١] و π,ρ ∈ ∆(X) مقادیر

شرط در σ(α) ∈ ∆(X)

σ(α) ∼ απ + (١− α)ρ,

Nϵ(λ̂) ⊂ Tα یا Nϵ(λ̂) ⊂ Sα روابط از یکی که ندارد وجود Nϵ(λ̂) همسایگی هیچ رو این از می�کند. صدق
یعنی: می�کنند، صدق ۴.٢ تعریف در Tα و Sα آن در که باشد برقرار

Sα = {λ̂ ∈ [٠, ١]|λ̂π + (١− λ̂)ρ ≽ σ(α)},

Tα = {λ̂ ∈ [٠, ١]|σ(α) ≽ λ̂π + (١− λ̂)ρ}.

کنید فرض شود وارد لطمه�ای مسئله کلیت در که این بدون

λ̂π + (١− λ̂)ρ ≻ σ(α),

مجموعه یک T c یعنی آن مکمل رو این از و است بسته مجموعه یک T اما .λ̂ ∈ T c ⊂ S حالت این در که
□ می�کند. صدق موضعی آمیخته مغلوبیت شرط در ≽ رو این از و است تناقض یک این و است باز

بحث و نتیجه�گیری .٣

لازم) (نه کافی شرط یک این�صورت در شود، تقویت ۵.٢ تعریف در β(α) = α شرط توسط آمیخته مغلوبیت اگر
می�شود. معرفی آن برای نقض مثال یک زیر در که داریم

برتری رابطه توسط ≽ و X = {٠, ١} کنید فرض .١.٣ مثال

u(λδ٠ + (١− λ)δ١) = λ sin(
١
λ
),

برای (β(α) = α که حالتی (یعنی قوی شرط در اما است، پیوسته α در u این�صورت در می�شود. داده نمایش
نمی�کند. صدق λ = ٠ در موضعی آمیخته مغلوبیت

خواهد کافی) (نه لازم شرط این�صورت در باشد، شده ضعیف α هر برای برقراری نیاز عدم توسط شرط اگر
می�پردازیم. آن به زیر مثال در که بود
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شود: داده نمایش زیر مطلوبیت تابع توسط ≽ و X = {٠, ١} کنید فرض .٢.٣ مثال

u(λδ٠ + (١− λ)δ١) =


٢, λ = ٠,

٣
٢ (١−

λ
٢ ) sin(

١
λ ), sin ١

λ ≥ ٠,
١
٢ (١+ λ) sin( ١λ ), o.w.

αها) همه نه برخی برای (یعنی ضعیف همانند در ≽ حالی�که در نیست، پیوسته λ = ٠ در u این�صورت در
می�کند. صدق ارشمیدسی اصل و موضعی آمیخته مغلوبیت
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

آهنگ ضرب تحلیل تجزیه و موسیقی�شناسی در بیز آمار و اطلاع نظریه کاربرد

شمس∗ مهدی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

داده�های سایر همچنین و موسیقی داده�های تحلیل و تجزیه برای ابزاری عنوان به می�تواند اطلاع نظریه چکیده.
و صوت تحلیل و تجزیه شناسی، موسیقی تحلیل و تجزیه به می�توان کاربردها این جمله از رود. کار به دنباله�ای

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد مقاله این در که کرد اشاره �آهنگ ضرب پردازش
آهنگ. ضرب پسین، توزیع متقابل، اطلاع نسبی، آنتروپی مارکوف، زنجیر کلیدی: واژه�های

.00A65, 94A15, 62F15 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

است بوده پژوهش برای علاقه مورد موضوعات از یکی هنر و موسیقی با [١٢] شانون اطلاع نظریه بین ارتباط
پیچیدگی، تعجب، قطعیت، عدم مانند ذهنی حالت�های و محسوس کمیت�های کلی حالت در .[١۴ ،٩ ،٨ ،٣ ،١]
موسیقی هستند. ارتباط در متقابل اطلاع و نسبی آنتروپی آنتروپی، نظیر نظری کمیت�های با بودن جذاب و بحران
است ممکن که داشت خواهد انتظاراتی دهد رخ ادامه در است قرار آن�چه مورد در شنونده و است پویا ذاتاً فرایند یک
[٧] هانسلیک و [٨] مایر نظیر افرادی توسط که ایده�ای شوند. برآورده انتظارات این تاخیر مدتی از پس یا بلافاصله
رضایت آن، از بردن لذت و موسیقی اثر یک شنیدن ذهنی روند در عامل مهمترین است: صورت این به شده مطرح
متوجه یا و کند برآورده را خود انتظارات که است آهنگساز اهداف مداوم پیش�بینی و پیگیری از شنونده فکری
می�شود آشکار زمان مرور به موسیقی تجربه که است این امر این اساسی جنبه یک شود. خود پیش�بینی اشتباه
به تجربه این که کرد استدلال [٨] مایر نمی�شود. درک شده، ارائه کامل به�طور که ایستایی عنصر یک به�صورت و
واقعیت یا پیش�بینی و انتظار تعامل چگونگی به و رویداها) وقوع (هنگام ما تصورات در بازنگری و تغییر چگونگی
نظیر مفاهیمی بررسی برای است. وابسته تعجب و انتظار روی موسیقی اثر درک به زیادی حد تا و دارد بستگی
اساس بر انتظارات می�دهیم، گوش موسیقی یک به وقتی می�شود. استفاده آمار علم از ریاضی امید و پیش�بینی
و می�شود ایجاد موسیقی در آماری قاعده�های یادگیری و تشخیص توانایی و موسیقی مختلف سبک�های با آشنایی
دیدگاه بررسی به مقاله این در .[١٠ ،٢] روند کار به موسیقی یک تحلیل و تجزیه برای می�توانند آماری مدل�های

می�پردازیم. موسیقی مورد در اطلاعات دینامیک

اطلاع نظریه و موسیقی پایه مفاهیم .٢

نواک) یا بمی و (زیر صدا آن دهنده تشکیل عوامل مهمترین و است آواها وسیله به احساسات بیان هنر موسیقی
می�دهد. وزن موسیقی به که است آهنگ ضربه�های توالی معنی به ضرب است. آهنگ) ضرب یا (ریتم ضرب و

که کرد اجرا را آن معادل�های یا سیاه ۴ هر می�توان سیاه کشش ضرب با ضربی ۴ قطعه یک در نمونه عنوان به
است. شده اجرا گرد و سفید سیاه، چنگ، دولاچنگ، کشش�های بالا از ترتیب به ١ شکل در

ضربی. ۴ قطعه یک در کشش�ها بندی تقسیم از نمونه�ای .١ شکل

ارائه�دهنده ∗
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بر و می�شود انجام بندی درجه نت�ها روی بمی و زیر مبنای بر و است صدا مورد در ادراکی کیفیت بمی و زیر
صدای شنوایی احساس کیفیت توصیف دهنده نشان (رنگ) طنین می�دهند. رخ صداها (فرکانس) بسامد اساس
شکل در مثلا است. دوره هر در �آهنگ ضرب تعداد کردن مشخص برای نشانه��هایی (ترازه) میزان است. موسیقیایی
شکل در کشش�ها تمام لذا و است سیاه ۴ اندازه به مجموع در که باشد کشش تعداد هر شامل می�تواند میزان یک ١
است. موسیقی قطعه اجرای سرعت برای معیاری تندا) یا (تمپو سرعت باشند. میزان یک کشش��های می�توانند ١
می��کنند. صدا تولید و یافته نوسان سایش، تکان، ضربه، طریق از که می��شوند گفته سازهایی به کوبه��ای سازهای

H(X)نمایش یعنی آنتروپی با Xرا به راجع قطعیت عدم بگیرید. نظر در را X تکیه�گاه Xبا تصادفی متغیر
داریم: p : X → [٠, ١] یعنی X تصادفی متغیر احتمال جرم تابع داشتن با گسسته حالت در که می�دهند

H(X) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x).

رو این از و می�دهد نشان را می�شود مشاهده که زمانی ،x مورد در تعجب میزان l(x) = − log p(x) کمیت
.[۴] H(X) = E(l(X)) یعنی است، تعجب میزان ریاضی) (امید انتظار مورد مقدار آنتروپی

به راجع اعتقاد مورد در نظر تجدید باعث و شده استخراج D پویای داده�های از مشاهدات کنید فرض اکنون
بین لایبلر کولبک- فاصله یا نسبی آنتروپی توسط X مورد در جدید داده�های این از حاصل اطلاع می�شوند. X

:[۴] می�آید دست به p(x|D) پسین و p(x) پیشین توزیع�های

D(pX|D ∥ pX) =
∑
x∈X

p(x|D) log p(x|D)
p(x)

.

تغییر باعث می�تواند آن�ها از یکی مشاهده هستیم، مواجه وابسته تصادفی متغیرهای از دنباله�ای با که زمانی
از گروهی مورد در انتظار مورد قطعیت عدم برای معیاری شرطی آنتروپی و توأم آنتروپی شود. بقیه مورد در باور

می�دهد. پیشنهاد دیگر متغیرهای شرط به متغیرها
متقابل اطلاع خاص حالت در

I(X١;X٢) = H(X١)−H(X١|X٢),

از بعد X١ مورد در قطعیت عدم مورد در انتظار مورد کاهش و X١ مورد در X٢ مشاهده از انتظار مورد اطلاع
آن در که می�کند بیان را X٢ مشاهده

H(X١|X٢) = H(X١, X٢)−H(X٢),

.[۴] است X٢ شرط به X١ شرطی آنتروپی
صورت .I(X١;X٢) = I(X٢;X١) یعنی است، متقارن متقابل اطلاع کمیت داد نشان می�توان راحتی به

صورت به متقابل اطلاع شرطی

I(X١;X٢|X٣) = H(X١|X٣)−H(X١|X٢, X٣),

.[۴] بود خواهد
تمام روی احتمال اندازه µ که بگیرید نظر در را تصادفی متغیرهای از (. . . , X−١, X٠, X١, . . . ) دنباله
←−
Xt = (. . . , Xt−٢, Xt−١) گذشته ،Xt حال حالت سه به t زمان در مذکور دنباله است. دنباله این تحقق�های
دارد، بستگی ←−xt و xt به Xt = xt مشاهده در تعجب می�شود. افراز

−→
Xt = (Xt+١, Xt+٢, . . . ) آینده و

یعنی
lt = − log p(xt|←−xt).

Xtیعنی به راجع قطعیت عدم برای اندازه�ای عنوان به انتظار مورد تعجب از می�تواند مشاهده ،Xt مشاهده از قبل
Xt = xt که زمانی است. توجه مورد p(−→xt |←−xt) پیشگوی احتمال توزیع شود. محاسبه H(Xt|←−xt = ←−xt)
یعنی دنباله آینده به راجع Xt = xt پیشامد در اطلاع ،t زمان در It لحظه�ای پیشگوی اطلاع می�شود، مشاهده
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روی پسین و پیشین توزیع�های بین نسبی آنتروپی مفهوم این بود. خواهد
←−
Xt =

←−xt گذشته مشاهده شرط به
−→
Xt

می��شود: نوشته زیر صورت به و است ممکن آینده

It = D
(
p(−→xt |xt,←−xt) ∥ p(−→xt |←−xt)

)
=
∑

−→xt∈X∗

p(−→xt |xt,←−xt) log
p(−→xt |xt,←−xt)
p(−→xt |←−xt)

,

انتظار مورد مقدار توسط می�تواند مشاهده می�شود. انجام X ∗ نامتناهی دنباله�های مجموعه روی مجموع آن در که

شرطی گذشته مشاهدات روی که I(Xt;
−→
Xt|
←−
Xt =

←−xt) متقابل اطلاع حالت این در و شود محاسبه t زمان در It
آنتروپی نرخ حالت این در و هست مانا {Xt} تصادفی فرایند می�کنیم فرض همچنین می�دهد. کاهش را است شده

آنتروپی، نرخ .[۴] ندارد بستگی t به H(X ) = H(Xt|
←−
Xt) یعنی گذشته) شرط به حال (آنتروپی فرایند

عدم و تعجب متوسط سطح به و است فرایند بودن پیش�بینی قابل غیر یا کلی تعجب اندازه�گیری برای معیاری
چند-اطلاعی نرخ دارد. اشاره می�شود محاسبه فرایند از شده برداری نمونه دنباله�های روی از که ناظر یک حتمیت

IM (X ) = I(
←−
Xt;Xt) = H(Xt)−H(X ),

همچنین و گذشته بین متقابل اطلاع صورت به [۵] اضافی آنتروپی .[۶] است حال و گذشته بین متقابل اطلاع
و حال بین متقابل اطلاع پیشگو، اطلاع نرخ می�شود. تعریف E = I(

←−
Xt;Xt,

−→
Xt) یعنی حال به�علاوه آینده
است، گذشته شرط به آینده

IP (X ) = I(Xt;
−→
Xt|
←−
Xt) = H(

−→
Xt|
←−
Xt)−H(

−→
Xt|Xt,

←−
Xt),

تقارن به توجه با است. گذشته شرط به Xt یادگیری روی آینده درباره حتمیت عدم کاهش میانگین نشان�دهنده که
صورت به بالا فرمول متقابل اطلاع

IP (X ) = H(Xt|
←−
Xt)−H(Xt|

←−
Xt,
−→
Xt) = H(X )−HR(X ),

اطلاع نرخ دارد. نام [١٣] باقیمانده آنتروپی نرخ HR(X ) = H(Xt|
−→
Xt,
←−
Xt) آن در که می�شود بازسازی

دنباله یک پردازش حال در کننده مشاهده توسط که است لحظه�ای پیشگوی اطلاع میانگین دهنده نشان پیشگو
داریم: همچنین می�شود. حاصل فرایند از شده برداری نمونه

H(Xt) = IM (X ) +HR(X ) + IP (X ),

و
H(X ) = HR(X ) + IP (X ).

pij = درایه�های با {١, . . . , k} حالت فضای با مارکوف زنجیر انتقال احتمال ماتریس Pk×k = (pij) اگر
زنجیر آنتروپی نرخ h(P ) یعنی باشد، آنتروپی نرخ تابع h : Rk×k → R و P (Xt = j|Xt−١ = i)

انتقال احتمال ماتریس P ٢ که IP (P ) = h(P ٢)− h(P ) آن�گاه است، P انتقال احتمال ماتریس با مارکوف
است. مارکوف زنجیر مرحله�ای دو

شناسی موسیقی تحلیل .٣

میانگین موسیقی قطعه یک برای بگیرید. نظر در را نت ١٢٨ و ۶۴ ،٣٢ شامل میزان�هایی با موسیقی قطعه یک
می��شود حاصل نتیجه این ٢ شکل از می��شوند. محاسبه میزان هر در متوسط لحظه�ای پیشگوی اطلاع و تعجب
به�طور را بیشتری تعجب میزان و است بخش�تر گاهی آ بقیه به نسبت متوسط به�طور میزان، هر در نت اولین که

می�کند. فراهم معنی�دار
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آهنگ ضرب تحلیل تجزیه و موسیقی�شناسی در بیز آمار و اطلاع نظریه کاربرد

متوسط لحظه�ای پیشگوی اطلاع و راست) (ستون تعجب میانگین توسط تحلیل .٢ شکل
نت. ١٢٨ و ۶۴ ،٣٢ ترتیب به شامل میزان�هایی در چپ) (ستون

زمان تحرک، نظیر موسیقی مورد در بیشتری پارامترهای می�توان باشند، پیوسته تصادفی متغیرهای که حالتی در
کرد. مطالعه را طنین و

تابع از تحلیلی صورت به آنتروپی نرخ آن�ها برای که شده معرفی مانا گاوس تصادفی فرایندهای رده [۶] در
محاسبه زیر صورت به آن چند-اطلاعی نرخ و است شده محاسبه سیگنال یک از S(w) توانی طیفی چگالی

می�شود:

IM (X ) = ١
٢

(
log

١
٢π

∫ π

−π

S(w)dw − ١
٢π

∫ π

−π

logS(w)dw
)
.

می�شود: محاسبه زیر صورت به اتورگرسیو گاوسی فرایند یک برای پیشگو اطلاع

IP (X ) =
١
٢

(
log

١
٢π

∫ π

−π

١
S(w)

dw − ١
٢π

∫ π

−π

log
١

S(w)
dw
)
.

صورتی در است، بی�کران IM (X ) ،AR(∞) یعنی نامتناهی مانای اتورگرسیو زمانی سری یک در می�شود ثابت
است. بی�کران IP (X ) ،MA(q) یعنی q مرتبه با متناهی متحرک میانگین زمانی سری یک برای که

ورودی�های به توجه با روش این در شد. پیشنهاد [١١] رابرستون توسط ضرب ردیابی برای احتمالاتی روش یک
دریافت از بعد می�شود. پیدا �آهنگ ضرب و سرعت توزیع و می�شود انجام سازی همگام کوبه�ای، ساز یک از صوتی
استفاده با می�شود. روز به فاز و سرعت تغییرات با احتمالی مدل یک به نسبت توزیع این جدید، موسیقی قطعه یک
عنوان به رویداد هر در موجود اطلاع مقدار و می�شود محاسبه �آهنگ ضرب مورد در سیستم قطعیت عدم آنتروپی، از
به لحظه�ای پیشگوی اطلاع برای تقریب یک انتها در می�آید. دست به پسین و پیشین توزیع بین نسبی آنتروپی

می�آید. دست

نتیجه��گیری .۴

�شناسی، موسیقی تحلیل�های شامل موسیقی، تحلیل و تجزیه برای اطلاع نظریه مفاهیم کاربرد چند مقاله این در
و اطلاعات پویایی به توجه با گرفت. قرار بررسی مورد دیگر موارد و ضرب پردازش �آهنگ، ضرب تحلیل و تجزیه
انجام زمینه این در بیشتری تحقیقات می�توان اطلاع نظریه مفاهیم و بیز آمار خصوص به آماری روش�های کمک به

داد.
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متر مفهوم برای تعمیمی

خاتمی∗ امین محمد سید
ایران بیرجند، بیرجند، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم گروه

خاصیت برای تعمیمی دارد، کاربرد فازی منطق در که پیوسته مثلثی نرم عملگر مشابه مفهومی کمک به چکیده.
می�انجامد. متر مفهوم از تعمیمی به نهایت در که می�کنیم معرفی مثلث نامساوی

یافته. تعمیم مثلث نامساوی t-نرم، متر، مفهوم تعمیم متریک، فضای کلیدی: واژه�های
.54E35, 03G25 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

کاربردهای شد، معرفی فرانسوی ریاضیدانان توسط میلادی بیستم قرن اوایل در رسمی شکل به اولین�بار که متر مفهوم
در که d : M → [٠,∞) مثل است Mتابعی مجموعه روی متر یک دارد. علوم سایر و ریاضیات در فراوانی

می�کند صدق زیر خاصیت�های
،∀x∀y (d(x, y) = ٠⇔ x = y) متمایز) غیر نقاط برای فقط صفر (فاصله (١)

،∀x∀y (d(x, y) = d(y, x)) بودن) (تقارنی (٢)
.∀x∀y∀z (d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)) مثلث) (نامساوی (٣)

به تعمیم�ها این است. شده ارائه زیادی بسیار تعمیم�های دارد، که فراوانی کاربردهای به توجه با متر مفهوم برای
مقادیر مجموعه تغییر همچنین و فوق شده مشخص خاصیت سه از یک هر در تغییرات جمله از مختلفی شکل�های
از ناترایا متر و نامتقارن متر فرامتر، همتامتر، شبه�متر، مثل مفاهیمی .[١٣ ،١٢ ،١١ ،١٠ ،٣] بوده�اند متر تابع
می�شوند. حاصل متر تعریف در فوق سه�گانه موارد از یکی تغییر با فقط که هستند متر مفهوم تعمیم�های ساده�ترین

به�صورت اول خاصیت تغییر با فقط شبه�متر مثلا
∀x∀y (d(x, y) = ٠→ x = y) ,

به�صورت مثلث نامساوی تغییر با فقط فرامتر یا و می�گردد تعریف
∀x∀y∀z (d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}) ,

می�توان آن�ها مهمترین از که شده�اند ارائه متر مفهوم برای نیز دیگری پیچیده�تر و فراوان تعمیم�های می�شود. تعریف
.[٨ ،٧ ،۶ ،۴ ،٢ ،١] کرد اشاره M-متر و B-متر فازی، متر احتمالی، متر به

،[٩] میرزاوزیری مجید با نویسنده نشده منتشر مشترک کار از مختصر است گزارشی که کوتاه نوشتار این در
تعمیم با را متر مفهوم می�نامیم، TEFD آن�را اختصار به که مثلث” نامساوی معرفی ”تابع نام به تابعی معرفی با
مثلث نامساوی در جمع عمل تغییر با فقط و است ساده بسیار شده ارائه تعمیم می�دهیم. تعمیم آن مثلث نامساوی
اما است، ساده بسیار شده ارائه تعمیم این�که علی�رغم می�رسد نظر به می�آید. به�دست ⋆ مثل TEFD تابع یک به

است. نشده اشاره آن به جایی در کنون تا

پیش�نیازها .٢

استفاده مورد قوی” ”یا و قوی” ”و منطقی رابط درستی تابع برای مثلثی هم�نرم و مثلثی نرم مفهوم فازی منطق در
هر روی كه ∗ : [٠, ٢[١ → [٠, ١] مثل پیوسته است تابعی پیوسته t-نرم یا پیوسته مثلثی نرم یک می�گیرند. قرار
(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ،x ∗ y = y ∗x ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به به�علاوه و است صعودی مؤلفه دو

ارائه�دهنده ∗

٢٩٨



متر مفهوم برای تعمیمی

با ،∗ پیوسته t-نرم الحاقی جفت .x ∗ ٠ = ٠ ،x هر برای که می�کنند ایجاب خاصیت�ها این .١ ∗ x = x و
می��شود تعریف زیر خاصیت

، y ≥ x ∗ z اگر فقط و اگر x⇒ y ≥ z
داد نشان می�توان به�راحتی [٠, ١] بودن� بسته و ∗ پیوستگی به توجه با البته و
x⇒ y = max{z : x ≥ y ∗ z}.

هر روی كه ⋆ : [٠, ٢[١ → [٠, ١] مثل پیوسته است تابعی پیوسته s-نرم یا پیوسته مثلثی هم�نرم یک مشابه به�طور
(x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) ،x ⋆ y = y ⋆ x ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به به�علاوه و است صعودی مؤلفه دو
جفت t-نرم�ها، مشابه .x ⋆ ١ = ١ ،x هر برای که می�کنند ایجاب هم�نرم خواص نیز این�جا در .٠ ⋆ x = x و

می�شود تعریف زیر خاصیت با ،⋆ پیوسته s-نرم الحاقی
. y ≤ x ⋆ z اگر فقط و اگر x .→ y ≤ z

که می�کنند ایجاب [٠, ١] بودن� بسته و ⋆ پیوستگی نیز این�جا در
x .→ y = min{z : x ≤ y ⋆ z}.

اصلی نتایج .٣

با اختصار به که مثلث” نامساوی معرفی ”تابع با را آن در رفته به�کار جمع عمل مثلث، نامساوی تعمیم برای
کرده�ایم. اقتباس مثلثی هم�نرم خواص از را TEFD تعریف ایده می�کنیم. عوض می�دهیم، نمایش TEFD

اختصار به یا مثلث” نامساوی معرفی ”تابع را زیر خواص با ⋆ : [٢(∞,٠ → [٠,∞) تابع .١.٣ تعریف
می�نامیم. TEFD

،a ⋆ b = b ⋆ a (T١)
،a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c (T٢)

،c ⋆ a ≤ c ⋆ b و a ⋆ c ≤ b ⋆ c که می�کند ایجاب a ≤ b (T٣)
،a ⋆ ٠ = a (T۴)

.([٠,∞) و [٢(∞,٠ روی اقلیدسی متر (با است پیوسته اولش مؤلفه روی ⋆ (T۵)

s-نرم�های ،١ جدول در نیست. برقرار x⋆١ = ١ مرزی ویژگی این�جا در مثلثی، هم�نرم خلاف بر که کنید توجه
كنید. مشاهده می�توانید را آن�ها نظیر های TEFD و مشهور پیوسته

آن�ها. نظیر TEFD و مشهور پیوسته s-�نرم�های .١ جدول

متناظر TEFD پیوسته مثلثی هم�نرم نام

x+ y min{١, x+ y} لوكاسیویچ

max{x, y} max{x, y} گودل

نکردیم) پیدا ما (یا ندارد x+ y − x.y حاصل�ضربی

(
√
x+
√
y)٢ min{١, (

√
x+
√
y)٢} ⋆p√

x٢ + y٢ min{١,
√
x٢ + y٢} ⋆s

می�دهد. نتیجه را دوم مؤلفه روی آن پیوستگی اول، مؤلفه روی ⋆ بودن پیوسته جابجایی، خاصیت به توجه با
روی ⋆ بودن صعودی داد، نشان می�توان است، شده انجام t-نرم�ها برای [١.١٩ گزاره ،۵] در آن�چه مشابه به�علاوه

است. ⋆ پیوستگی با معادل اولش مؤلفه روی ⋆ پیوستگی که می�دهد نتیجه مؤلفه�هایش
می�دهیم. تعمیم زیر به�صورت را متر مفهوم اکنون
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مثل است Mتابعی روی ⋆-متر یک باشد. ناتهی مجموعه Mیک و TEFD یک ⋆ کنید فرض .٢.٣ تعریف
می�کند صدق زیر شرایط در که d :M٢ → [٠,∞)

،∀x∀y (d(x, y) = ٠⇔ x = y) متمایز) غیر نقاط برای فقط صفر (فاصله (١)
،∀x∀y (d(x, y) = d(y, x)) بودن) (تقارنی (٢)

.∀x∀y∀z (d(x, y) ≤ d(x, z) ⋆ d(z, y)) ⋆-مثلث) (نامساوی (٣)

قابل متمایز، نقاط برای صفر فاصله شدن قائل و اول شرط کردن ضعیف با ⋆-متر شبه مفهوم نیز، این�جا در
است. تعریف

مثلث نامساوی لوکاسویچ، TEFD که است واضح ،١ جدول در شده معرفی های TEFD به توجه با .٣.٣ مثال
می�دهد را آن استاندارد شکل به

∀x∀y∀z (d(x, y) ≤ d(x, z) ⋆ d(z, y)) ,
داشت. نخواهیم را معمولی متر جز چیزی حالت این در بنابراین و

می�شود زیر به�صورت مثلث نامساوی به منجر گودل، TEFD طرفی از
∀x∀y∀z (d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}) ,

می�باشد). نیز متر یک فرامتری هر می�دانیم البته (که باشد فرامتر تعریف همان که

نیستند. متر که دارند وجود ⋆-متر�هایی که می�دهد نشان زیر مثال

یک d(a, b) = (
√
a −
√
b)٢ تابع می�دهد نشان زیر محاسبه ،١ جدول های TEFD به توجه با .۴.٣ مثال

می�کند. Mتعریف = [٠,∞) مجموعه روی p⋆-متر

d(a, b) =
(√
a−
√
b
)٢

=
(√
a−
√
c+
√
c−
√
b
)٢

≤
(√

(
√
a−
√
c)٢ +

√
(
√
c−
√
b)٢
)٢

=
(√

d(a, c) +
√
d(c, b)

)٢
= d(a, c) ⋆p d(c, b),

Mنیست. روی متر یک d لذا ،d(١, ٢۵) = ١۶ ≰ d(١, ١۶) + d(١۶, ٢۵) = ٩+ ١ چون طرفی از

s-نرم عملگر از که بود دلیلی مهمترین s-نرم، و t-نرم عملگر�های برای الحاقی جفت وجود گفت بتوان شاید
می�شود: تعریف زیر به�صورت TEFD الحاقی جفت کردیم. استفاده TEFD تعریف برای

که .→: [٢(∞,٠ → [٠,∞) مثل است تابعی ⋆ الحاقی جفت باشد، TEFD یک ⋆ کنید فرض .۵.٣ تعریف
می�شود: تعریف زیر ضابطه با

a .→ b = inf{c : c ⋆ a ≥ b}.

،a, b, c ∈ [٠,∞) هر برای به�علاوه و است تعریف خوش .→ لذا b ∈ {c : c ⋆ a ≥ b} چون دارید توجه

(١) .c ≥ a .→ b اگر فقط و اگر c ⋆ a ≥ b
می�دهد. نشان را TEFD یک الحاقی جفت خواص از بعضی زیر قضیه

این�صورت در باشد. ⋆ الحاقی جفت .→ و TEFD یک ⋆ کنید فرض [٩] .۶.٣ قضیه
،a .→ b = min{c : c ⋆ a ≥ b} (١)

،٠ .→ a = a (٢)
،a ≥ b اگر فقط و اگر a .→ b = ٠ (٣)

،a ⋆ (a .→ b) = max{a, b} (۴)
،a .→ b ≥ (a .→ c) .→ (c .→ b) (۵)
.a .→ b ≤ (a .→ c) ⋆ (c .→ b) (۶)
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متر مفهوم برای تعمیمی

آورده�ایم. را ١ جدول های TEFD الحاقی جفت زیر، مثال در

آن�گاه a < b اگر و a .→ b = ٠ آن�گاه a ≥ b اگر .٧.٣ مثال
،a .→ b = b− a لوکاسیویچ: TEFD برای •

،a .→ b = b ماکزیمم): (یا گودل TEFD برای •
،a .→ b =

√
b٢ − a٢ :⋆s برای •

.a .→ b = (
√
b−
√
a)٢ :⋆p برای •

ساخت. یک⋆-متر می�توان آن الحاقی جفت کمک با که می�دهد نشان زیر قضیه باشد، TEFD یک ⋆ اگر

d : [٢(∞,٠ → [٠,∞) تابع این�صورت در باشد. آن الحاقی جفت .→ و TEFDیک ⋆ فرضکنید .٨.٣ قضیه
می�کند. تعریف [٠,∞) روی یک⋆-متر d(a, b) = (a .→ b) ⋆ (b .→ a) ضابطه با

جزئیات برای می�شود. ثابت موضوع شدند، معرفی ۶.٣ قضیه در که نامساوی�هایی و اتحادها کمک به اثبات.
□ کنید. مراجعه [٩] به می�توانید

زیر به�صورت می�آیند، به�دست فوق قضیه از که ١ جدول در مندرج های TEFD با متناظر ⋆-مترهای .٩.٣ مثال
هستند

است، تعمیم قابل ضابطه همین با نیز R روی البته که dL(a, b) = |b− a| لوکاسیویچ TEFD برای •

،dmax(a, b) =

{
٠, a = b,
max{a, b}, a ̸= b,

ماکزیمم TEFD برای •

است، تعمیم قابل ضابطه همین با نیز R روی مجدداً که ds(a, b) =
√
|b٢ − a٢| ،⋆s برای •

. dp(a, b) = |
√
b−
√
a|٢ ،⋆p برای •

این�که برای کرد. تعریف می�توان متریک فضاهای روی توپولوژی مانند را ⋆-متریک فضای یک روی توپولوژی
کنیم. صحبت مورد این در هم کمی بدهید اجازه ببینید، بهتر TEFD یک برای را الحاقی جفت مزیت

حول باز گوی ،r > ٠ هر و a ∈M هر برای باشد. -متریک ⋆ فضای یک (M,d) کنید فرض .١٠.٣ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت r شعاع به a

Nr(a) = {b : d(a, b) < r}.
که به�طوری باشد موجود ϵ > ٠ هرگاه می�نامند داخلی نقطه یک را x ∈ A نقطه ،M از A زیرمجموعه برای

باشد. درونی نقطه�اش هر هرگاه می�نامند ⋆-باز را A .Nϵ(x) ⊆ A

،s ⋆ s < r که دارد وجود ای s > ٠ ،r > ٠ هر برای که نکته این و فوق تعریف روی از زیر قضیه اثبات
می�شود. انجام

M روی توپولوژی یک ⋆-باز، مجموعه�های همه مجموعه ،(M,d)متریک-⋆ فضای هر برای [٩] .١١.٣ قضیه
می�دهد. تشکیل

می�بینید. را TEFD یک الحاقی جفت از استفاده موارد از یکی زیر، قضیه اثبات در

است. ⋆-باز مجموعه یک باز گوی� هر ،(M,d) ⋆-متریک فضای هر در .١٢.٣ قضیه

⋆-متریک یکفضای (M,d) فرضکنید به�علاوه باشد. آن الحاقی جفت .→ و TEFDیک ⋆ فرضکنید اثبات.
قرار اگر واقع در است. Nr(x) داخلی نقطه یک y ∈ Nr(x) هر می�دهیم نشان .r > ٠ و x ∈ M و است
نظر در را Nϵ(y) در z دلخواه عنصر منظور این برای .Nϵ(y) ⊆ Nr(x) آن�گاه ،ϵ = d(x, y) .→ r دهیم

بنابراین .d(z, y) < ϵ داریم لذا بگیرید.

d(z, y) < d(x, y) .→ r.
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.d(z, y) ⋆ d(x, y) < r می�دهد نتیجه ١ خاصیت یعنی بودن، الحاقی خاصیت اکنون
d(x, z) ≤ d(x, y) ⋆ می�گیریم، نتیجه ،d و ⋆ تابع دو بودن تقارنی و ⋆-مثلث نامساوی به توجه با بالاخره
□ .z ∈ Nr(x) می�دهد نشان که ،d(y, z) < r

.[٩] است نرمال و اول شمارای متریک، فضاهای مانند ⋆-متریک فضای هر داد نشان می�توان روش همین با
توپولوژی با ⋆-متر از حاصل توپولوژی که داد نشان می�توان متناهی، حالت در نیز حاصل�ضربی توپولوژی برای
خانواده�ای {(Mi, di)}ni=١ ،⋆ مثل ثابت TEFD یک ازای به اگر واقع در است. یکی ⋆-متر از حاصل جعبه�ای

Mبه�صورت =
∏

١≤i≤nMi روی dT و dbox و باشد ⋆-متریک فضاهای از
،dbox(x̄, ȳ) = max١≤i≤n di(xi, yi)

،dT (x̄, ȳ) = d١(x١, y١) ⋆ d٢(x٢, y٢) ⋆ · · · ⋆ dn(xn, yn)
روی آن�ها از حاصل توپولوژی بلکه می�کنند، Mتعریف روی ⋆-متر دو dT و dbox تنها نه آن�گاه شوند، تعریف

کنید. مراجعه [٩] به می�توانید جزئیات دیدن برای است. Mیکسان
⋆-متریک فضاهای متریک�پذیری مطالعه پرداخت، آن به می�توان تحقیق این ادامه در که جالبی موضوع

می�باشد.
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

شبه�انتگرال�ها برای دیاز-متکالف نامساوی

کریم�زاده∗ محمدرضا
ایران مراغه، مراغه، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

دارابی بیاض و
ایران مراغه، مراغه، دانشگاه پایه، علوم دانشکده

حالت به بود شده بررسی مولفان توسط که دیاز-متکالف انتگرالی نامساوی فازی حالت مقاله، این در چکیده.
می�شود. داده تعمیم شبه�انتگرال�ها

دیاز-متکالف. نامساوی انتگرالی، نامساوی انتگرال�ها، شبه کلیدی: واژه�های
.03E72, 26E50 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمات .١

عملگر شبه دو همراه به حلقه�ها نیم روی انتگرال�ها آن، در که هستند کلاسیک انتگرال�های یافته تعمیم شبه�انتگرال�ها
شبه�انتگرال شبه-جمع)، (اندازه اندازه −⊕ مفهوم شده، ارائه ساختار اساس بر می�شوند. تعریف ضرب و جمع
باشد دیگر حالت�های به کلاسیک حالت از نامساوی تعمیم برای جالبی موضوع می�تواند شبه-آنالیز می�شود. بیان
به آنها توسیع و انتگرالی نامساوی�های روی مطالعه باشد. دیگر حالت�های همانند کلاسیک تحلیل شامل که
این در اخیراً .[٧ ،۶ ،۵ ،٢ ،١] است شده انجام گاهی آ و اویانگ مسیار، چون نویسندگانی توسط شبه�انتگرال�ها
از مقدماتی نتایج و تعاریف برخی بیان به قسمت این در نمود. اشاره ایران از دارابی کارهای به می�توان زمینه

می�پردازیم. شبه�انتگرال�ها

باشد: زیر شرایط دارای ⊕ اگر می�شود نامیده شبه-جمع [a, b] روی ⊕ عملگر .١.١ تعریف
باشد. (⪯) به نسبت نانزولی (٢) باشد. داشته جایی جابه خاصیت (١)

می�شود. داده نمایش ٠ با که باشد صفر عنصر دارای (۴) باشد. داشته پذیری شرکت خاصیت (٣)
.[a, b]+ = {x|x ∈ [a, b] ٠ ⪯ x} که می�کنیم قرارداد

باشد: زیر شرایط دارای ⊙ اگر می�شود نامیده ضرب شبه ،[a, b] روی ⊙ عملگر .٢.١ تعریف
باشد. داشته جابه�جایی خاصیت (١)

.z ∈ [a, b]+ هر برای x⊙ z ⪯ y ⊙ z دهد نتیجه x ⪯ y یعنی، باشد. نانزولی مثبت طور به (٢)
باشد. داشته شرکت�پذیری خاصیت (٣)

باشد. ١⊙ x = x ،x ∈ [a, b] هر برای یعنی، باشد. ١ ∈ [a, b] واحد عضو دارای (۴)
.o⊙ x = o (۵)

.x⊙ (y ⊕ z) = (x⊙ y)⊕ (x⊙ z) یعنی، باشد. بخش�پذیر ⊕ روی ⊙ (۶)

.[١] گرفت خواهیم نظر در متفاوت) کاملا رفتار (با مهم حالت دو برای را ([a, b],⊕,⊙) نیم�حلقه�ی ادامه در
شبه�عملگرها یعنی می�شود. تولید g : [a, b]→ [٠,∞] یکنوای و پیوسته تابع توسط شبه-عملگرها اول، حالت در
این�صورت در می�شوند. معرفی x ⊙ y = g−١(g(x).g(y)) و x ⊕ y = g−١(g(x) + g(y)) به�شکل

می�شود: تعریف زیر به�صورت f : [c, d]→ [a, b] تابع برای ∫شبه�انتگرال ⊕

[c,d]

f(x)dx = g−١

(∫ d

c

g(f(x))dx

)
.(١)

ارائه�دهنده ∗

٣٠٣



کریم�زاده ر. م. و دارابی ب.

تابع برای شبه�انتگرال این�صورت در .x ⊙ y = g−١(g(x)g(y)) و x ⊕ y = max(x, y) دوم، حالت در
می�شود: تعریف زیر به�صورت f : R→ [a, b]∫ ⊕

R
f ⊙ dm = sup

x∈R
(f(x)⊙ ψ(x)),

در دهیم، نشان µ نماد با را R روی لبگ اندازه اگر .[١] می�کند تعریف m روی −اندازه sup یک ψ تابع که
داریم این�صورت

m(A) = ess sup(x|x ∈ A) = sup{a|µ({x|x ∈ A, x > a}) > ٠}.

−σ ،B([٠,∞]) آن در که باشد
(
[٠,∞],B([٠,∞])

)
روی اندازه − sup ،m کنیم فرض [١] .٣.١ قضیه

چگال ψ : [٠,∞] → [٠,∞] و m(A) = ess supµ(ψ(x)|x ∈ A) و می�باشد [٠,∞] روی بورل جبر
([٠,∞],B) روی اندازه −⊕λ از {mλ} خانواده�ی ،g مولد با ⊕ شبه-جمع برای این�صورت، در باشد. پیوسته
λ ∈ (٠,∞) و می�شود تولید ( λ توان به g ) gλ توسط ⊕λ آن در که ،limλ→∞mλ = m که دارد وجود

می�باشد.

x, y ∈ [a, b] هر برای یعنی باشد، g مولد با نیم�حلقه یک ([٠,∞], sup,⊙) کنید فرض [١] .۴.١ قضیه
{mλ} خانواده این�صورت در باشد ٣.١ قضیه mهمانند کنید فرض .x⊙ y = g−١(g(x)g(y)) باشیم داشته
پیوسته تابع هر برای که قسمی به می�شود تولید λ ∈ (٠,∞) برای gλ توسط ⊕λ که دارد وجود λ⊕−اندازه�ها از

باشیم: داشته f : [٠,∞]→ [٠,∞]∫ sup

f ⊙ dm = lim
λ→∞

∫ ⊕λ

f ⊙ dmλ = lim
λ→∞

(
gλ
)−١

(∫
gλ(f(x))dx

)
.

،λ ثابت عدد و f, f١, f٢ ∈ F هر برای باشد. X مجموعه�های زیر از خانواده�ای Σ می�کنیم فرض .۵.١ قضیه
داریم:

.
∫ ⊕
[c,d]

(λ⊗f)dx = λ⊗
∫ ⊕
[c,d]

fdx (٢) .
∫ ⊕
[c,d]

(f١+f٢)dx =
∫ ⊕
[c,d]

f١dx+
∫ ⊕
[c,d]

f٢dx (١)
.
∫ ⊕
[c,d]∪[e,f ]

fdx =
∫ ⊕
[c,d]

fdx⊕ (۴) .
∫ ⊕
[c,d]

f١dx ≤
∫ ⊕
[c,d]

f٢dx آن�گاه f١ ≤ f٢ اگر (٣)∫ ⊕
[e,f ]

fdx

اصلی نتایج .٢

می�پردازیم. شبه�انتگرال�ها برای دیاز-متکالف نامساوی ارائه به بخش این در
،f, g ∈ L٢(X,µ) احتمال، فضای یک (X,µ) کنید فرض [۴] دیاز-متکالف: نامساوی کلاسیک حالت

آن�گاه ،mg ≤ f ≤Mg و ٠ < m < M∫
X

f ٢dµ ·
∫
X

g٢dµ ≤ (M +m)٢

۴Mm

(∫
X

(f · g)dµ
)٢

.(٢)

و پیوسته تابعی g : [c, d] → [٠,+∞) و پیوسته توابعی f, h : [a, b] → [c, d] کنیم فرض .١.٢ قضیه
داریم: این�صورت در باشد. ∫صعودی ⊕

[a,b]

f٢(x)dx⊙
∫ ⊕

[a,b]

h٢(x)dx ≤ (M +m)٢

۴Mm

∫ ⊕

[a,b]

(f ⊙ h)٢ (x)dx.

x ⊙ y = g−١(g(x)g(y)) به�طوری�که شود، فرض نیم�حلقه یک ([٠,∞], sup,⊙) اگر دیگر، حالتی در
داشت. خواهیم زیر به�صورت را دیاز-متکالف نامساوی آن�گاه

٣٠۴



شبه�انتگرال�ها برای دیاز-متکالف نامساوی

و پیوسته تابعی g : [c, d] → [٠,+∞) و پیوسته توابعی f, h : [a, b] → [c, d] کنیم فرض .٢.٢ قضیه
است: برقرار زیر رابطه این�صورت در باشد. ∫صعودی sup

f٢ ⊙ dm⊙
∫ sup

h٢ ⊙ dm ≤ (M +m)٢

۴Mm

∫ sup

(f ⊙ h)٢ dm.

از نامساوی�های می�تواند خواننده کردیم، بیان شبه�انتگرال�ها برای را دیاز-متکالف نامساوی که حال .٣.٢ نتیجه
کند. بررسی شبه�انتگرال�ها در و داده قرار مطالعه مورد را دست این
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

کران�دار سه�خطی نگاشت آرون-برنر منظم�پذیری برای معیاری

اخلاقی ندا
مستقل پژوهشگر

یاسمیان∗ محمدرضا و
ایران کاشان، اصفهان، استان حرفه�ای و فنی دانشگاه کاشان، رجایی شهید دانشگاه پایه، علوم گروه

آن ویژگی�های برخی و کران�دار سه�خطی نگاشت آرون-برنر منظم��پذیری تعریف به ابتدا مقاله این در چکیده.
و می�کنیم بیان را نگاشت�ها نوع این آرون-برنر منظم��پذیری برای کافی و لازم شرایط ادامه در سپس می�پردازیم.
تنها و اگر است آرون-برنر منظم��پذیر f : X١ ×X٢ ×X٣ → X۴ کران�دار سه�خطی نگاشت می�دهیم نشان

اگر
f t∗∗∗(X∗∗

١ , X∗∗
٢ , X∗

۴ ) = f∗∗i∗∗(X∗∗
١ , X∗∗

٢ , X∗
۴ )

و

fs∗∗∗∗∗s(X∗∗
٢ , X∗∗

٣ , X∗
۴ ) = f t∗∗∗∗∗∗j(X∗∗

٢ , X∗∗
٣ , X∗

۴ )

.
کران�دار. سه�خطی نگاشت آرون-برنر، منظم�پذیر آرنز، منظم��پذیر کلیدی: واژه�های

.17C65, 46H25 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

[١] در ١٩۵١ سال در آرنز باشد. نرم�دار فضاهای بر کران�دار دوخطی نگاشتی f : X١×X٢ → X٣ کنیم فرض
توسیع�ها این که هنگامی ∗∗Xهستند.

٣ ∗∗Xبه
١ ×X∗∗

٢ از fr∗∗∗r و f∗∗∗ صورت به f توسیع�های که داد نشان
باشد، مذکور ویژگی دارای A باناخ جبر از طبیعی ضرب اگر می�شود. نامیده آرنز منظم��پذیر f آن�گاه باشند، برابر
[٩ ،٧ ،۴ ،٣ ،٢] به می�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات برای می�نامیم. آرنز منظم��پذیر را A باناخ جبر آن�گاه

کنید. مراجعه
مختصری به ادامه در گرفت، قرار بحث مورد کران�دار سه�خطی نگاشت�های برای و شد تعمیم�داده موضوع بعدها

پرداخته�ایم. موضوعات این از

آرون-برنر منظم�پذیری اولیه مفاهیم .٢

می�کنیم: شروع زیر تعریف با را بخش این

نگاشت باشند. F = RیاC میدان روی نرم�دار فضاهای X۴ و X٣, X٢, X١ کنیم فرض .١.٢ تعریف
خطی دامنه�اش مؤلفه�های از هریک به نسبت هرگاه می�نامیم سه�خطی را f : X١ × X٢ × X٣ → X۴

باشد.
هر برای که باشد موجود c > ٠ صورتی�که در می�نامیم، کران�دار را f خطی سه نگاشت

باشیم: داشته x۴ ∈ X۴ و x٣ ∈ X٣, x٢ ∈ X٢, x١ ∈ X١

∥f(x١, x٢, x٣)∥ ≤ c∥x١∥∥x٢∥∥x٣∥,
می�گیریم: نظر در زیر صورت به را نرم و

∥f∥ = sup
{
∥f(x١, x٢, x٣)∥ : ∥x١∥ ≤ ١, ∥x٢∥ ≤ ١, ∥x٣∥ ≤ ١

}
.

ارائه�دهنده ∗
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کران�دار سه�خطی نگاشت آرون-برنر منظم��پذیری برای معیاری

باشد. پیوسته اگر تنها و اگر است کران�دار f نگاشت

نگاشتی f : X١ × X٢ × X٣ → X۴ و نرم�دار فضاهای X۴ و X٣, X٢, X١ کنیم فرض .٢.٢ تعریف
به�صورت را f الحاقی می�توان این�صورت در باشد. کران�دار سه�خطی

f∗ : X∗
۴ ×X١ ×X٢ → X∗

٣

< f∗(x∗۴ , x١, x٢), x٣ >=< x∗۴ , f(x١, x٢, x٣) >,

خطی سه نگاشتی نیز f∗ نگاشت نمود. تعریف x۴ ∈ X۴ و x٣ ∈ X٣, x٢ ∈ X٢, x١ ∈ X١ هر برای
نمود. تعریف آن برای نیز را بالاتر مراتب الحاقی می�توان و است کران�دار

باشد. نرم�دار فضاهای روی بر کران�دار سه�خطی نگاشتی f : X١×X٢×X٣ → X۴ کنیم فرض .٣.٢ تعریف
نمود: تعریف زیر به�صورت را f واگرد نگاشت�های می�توان این�صورت در

f i : X٢ ×X١ ×X٣ → X۴ : f i(x٢, x١, x٣) = f(x١, x٢, x٣),

f j : X١ ×X٣ ×X٢ → X۴ : f j(x١, x٣, x٢) = f(x١, x٢, x٣),

fr : X٣ ×X٢ ×X١ → X۴ : fr(x٣, x٢, x١) = f(x١, x٢, x٣),

f t : X٣ ×X١ ×X٢ → X۴ : f t(x٣, x١, x٢) = f(x١, x٢, x٣),

fs : X٢ ×X٣ ×X١ → X۴ : fs(x٢, x٣, x١) = f(x١, x٢, x٣).

به�صورت�های: f توسیع�های که داد نشان می�توان آسانی به و می�باشند کران�دار سه�خطی نگاشت�های این تمامی

f∗∗∗∗ , f i∗∗∗∗i , f j∗∗∗∗j , fr∗∗∗∗r , f t∗∗∗∗s , fs∗∗∗∗t,

باشند، برابر توسیع�ها این هنگامی�که نیستند. برابر یکدیگر با لزوماً که هستند X∗∗
۴ به X∗∗

١ ×X∗∗
٢ ×X∗∗

٣ از
می�نامیم. -برنر آرون منظم�پذیر را f نگاشت

دادند نشان و نموده تعریف را آرون-برنر منظم�پذیری ،s٣ جایگشت�های از استفاده با همکاران و خسروی [۵] در
f : X×X×X → کران�دار سه�خطی نگاشت این�صورت در ،Φ,Ψ ∈ X∗ و باشد نرم�دار Xیکفضای اگر که

ضابطه با X

(x١, x٢, x٣)→ f(x١, x٢, x٣) =< Φ, x١ >< Ψ, x٢ > x٣,

کران�دار سه�خطی نگاشت هر که دادند نشان همچنین آن�ها است. آرون-برنر منظم�پذیر x١, x٢, x٣ ∈ X هر برای
باشد، باناخ فضای Y و باشد منظم X اگر به�ویژه، است. آرون-برنر منظم�پذیر نگاشت منظم، نرم�دار فضاهای بر

است. آرون-برنر منظم�پذیر f : X ×X ×X → Y کران�دار سه�خطی نگاشت هر آن�گاه
تابع دامنه مؤلفه دو اگر که دادند نشان و پرداخته موضوعات این به [١٠] و [٨] در نیز همکاران و شیخعلی
ویژگی�های برخی و محک چندین همچنین است. آرون-برنر منظم�پذیر f آن�گاه باشد، انعکاسی f کران�دار سه�خطی

دادند. قرار بررسی مورد را تجزیه�پذیری
اگر نمود. تعریف مکرر حدود به�صورت را آرون-برنر منظم�پذیری می�توان گلدشتاین قضیه از استفاده با
به ستاره ضعیف توپولوژی با که باشند X٣ و X٢, X١ در کران�دار تورهای به�ترتیب (zγ) و (yβ), (xα)
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یاسمیان ر. م. و اخلاقی ن.

داریم: آن�گاه باشند، همگرا x∗∗٣ ∈ X∗∗
٣ و x∗∗٢ ∈ X∗∗

٢ , x∗∗١ ∈ X∗∗
١

f i∗∗∗∗i(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

β
lim
α

lim
γ
f(xα, yβ , zγ),

f j∗∗∗∗j(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

α
lim
γ

lim
β
f(xα, yβ , zγ),

fr∗∗∗∗r(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

γ
lim
β

lim
α
f(xα, yβ , zγ),

f∗∗∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

α
lim
β

lim
γ
f(xα, yβ , zγ),

f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

γ
lim
α

lim
β
f(xα, yβ , zγ),

fs∗∗∗∗t(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ) = ω∗ − lim

β
lim
γ

lim
α
f(xα, yβ , zγ).

برای باشند. برابر یکدیگر با مکرر حدود این تمامی اگر تنها و اگر است آرون-برنر منظم�پذیر f این�صورت در
کنید. مراجعه [١٠ ،۶ ،۵] به خصوص این در بیشتر اطلاعات

آرون-برنر منظم�پذیر کراندار سه�خطی نگاشت .٣

اگر تنها و اگر است آرون-برنر منظم�پذیر f : X١ ×X٢ ×X٣ → X۴ کران�دار سه�خطی نگاشت .١.٣ قضیه

.f t∗∗∗(X∗∗
١ , X∗∗

٢ , X∗
۴ ) = f∗∗i∗∗(X∗∗

١ , X∗∗
٢ , X∗

۴ ) آ)

.fs∗∗∗∗∗s(X∗∗
٢ , X∗∗

٣ , X∗
۴ ) = f t∗∗∗∗∗∗j(X∗∗

٢ , X∗∗
٣ , X∗

۴ ) ب)

x∗∗٢ ∈ X∗∗
٢ , x∗∗١ ∈ X∗∗

١ هر برای (ب) تساوی از باشند. برقرار (ب) و (آ) تساوی�های کنیم فرض اثبات.
داریم: x∗∗٣ ∈ X∗∗

٣ و

< f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >=< f t∗∗∗∗(x∗∗٣ , x

∗∗
١ , x

∗∗
٢ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗∗(x∗۴ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗∗٢ >=< f t∗∗∗∗∗∗(x∗∗٢ , x

∗
۴ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >

=< f t∗∗∗∗∗∗j(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ >=< fs∗∗∗∗∗s(x∗∗٢ , x

∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ >

=< fs∗∗∗∗∗(x∗۴ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >=< fs∗∗∗∗(x∗∗٢ , x

∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗۴ >

=< fs∗∗∗∗t(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ > .

می�گیریم: نتیجه و f t∗∗∗∗s = fs∗∗∗∗t بنابراین

< f t∗∗∗∗∗(x∗۴ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗∗٢ >=< f t∗∗∗∗(x∗∗٣ , x

∗∗
١ , x

∗∗
٢ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >=< f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x

∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >

=< fs∗∗∗∗(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗۴ >=< x∗∗٢ , f

s∗∗∗(x∗∗٣ , x
∗∗
١ , x

∗
۴) >

=< fs∗∗∗t(x∗۴ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗∗٢ >,

داریم: پس ،fs∗∗∗t(X∗
۴ , X

∗∗
٣ , X∗∗

١ ) ⊆ X∗
٢ چون و

(١) f t∗∗∗∗∗(X∗
۴ , X

∗∗
٣ , X∗∗

١ ) ⊆ X∗
٢ .
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داریم: (آ) تساوی از دیگر طرف از

< f t∗∗∗∗∗∗(x∗∗٢ , x
∗
۴ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >=< f t∗∗∗∗∗(x∗۴ , x

∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗∗٢ >

=< f t∗∗∗∗(x∗∗٣ , x
∗∗
١ , x

∗∗
٢ ), x∗۴ >=< f t∗∗∗(x∗∗١ , x

∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ >

=< f∗∗i∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ >=< f∗∗i∗(x∗∗٢ , x

∗
۴ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >,

داریم: نتیجه در .f t∗∗∗∗∗∗(X∗∗
٢ , X∗

۴ , X
∗∗
٣ ) = f∗∗i∗∗(X∗∗

٢ , X∗
۴ , X

∗∗
٣ ) می�دهد نتیجه که

(٢) f t∗∗∗∗∗∗(X∗∗
٢ , X∗

۴ , X
∗∗
٣ ) ⊆ X∗

١ .

است. آرون-برنر منظم�پذیر نگاشتی f که می�گیریم نتیجه قضیه٧] ،٨] و (٢) ، (١) از استفاده با حال
داریم: و f t∗∗∗∗s = fs∗∗∗∗t پس باشد. آرون-برنر منظم�پذیر f کنیم فرض برعکس،

< fs∗∗∗∗∗s(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ >=< fs∗∗∗∗∗(x∗∗۴ , x

∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗١ >

=< fs∗∗∗∗(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗۴ >=< fs∗∗∗∗t(x∗∗١ , x

∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >=< f t∗∗∗∗(x∗∗٣ , x

∗∗
١ , x

∗∗
٢ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗∗(x∗۴ , x
∗∗
٣ , x

∗∗
١ ), x∗∗٢ >=< f t∗∗∗∗∗∗(x∗∗٢ , x

∗
۴ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >

=< f t∗∗∗∗∗∗j(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ >,

که می�دهد نتیجه f آرون-برنر منظم�پذیری (آ)، تساوی اثبات برای می�دهد. نتیجه را قضیه (ب) تساوی که
x∗∗١ ∈ X∗∗

١ به ستاره ضعیف توپولوژی با که X١باشد در کران�داری تور (xα) کنیم فرض .f∗∗∗∗ = f t∗∗∗∗s

داریم: این�صورت در همگراست.

< f∗∗i∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ >=< f∗∗i∗(x∗∗٢ , x

∗
۴ , x

∗∗
٣ ), x∗∗١ >

= lim
α
< f∗∗i∗(x∗∗٢ , x

∗
۴ , x

∗∗
٣ ), xα >= lim

α
< f∗∗i(x∗۴ , x

∗∗
٣ , xα), x

∗∗
٢ >

= lim
α
< f∗∗(x∗∗٣ , x

∗
۴ , xα), x

∗∗
٢ >= lim

α
< f∗∗∗(x∗∗٢ , x

∗∗
٣ , x

∗
۴), xα >

=< x∗∗١ , f
∗∗∗(x∗∗٢ , x

∗∗
٣ , x

∗
۴) >=< f∗∗∗∗(x∗∗١ , x

∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗s(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗∗
٣ ), x∗۴ >=< f t∗∗∗∗(x∗∗٣ , x

∗∗
١ , x

∗∗
٢ ), x∗۴ >

=< f t∗∗∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ >,

□ می�رسد. پایان به اثبات و می�دهد نتیجه را (آ) تساوی که

ضعیف توپولوژی با و کران�دار تورهایی (zγ) ⊆ X٣ و (yβ) ⊆ X٢, (xα) ⊆ X١ کنیم فرض .٢.٣ نتیجه
سه�خطی نگاشت این�صورت در باشند. همگرا x∗∗٣ ∈ X∗∗

٣ و x∗∗٢ ∈ X∗∗
٢ , x∗∗١ ∈ X∗∗

١ به به�ترتیب ستاره
اگر تنها و اگر است آرون-برنر منظم�پذیر f : X١ ×X٢ ×X٣ → X۴ کران�دار

.ω∗ − limγ limα limβ f(xα, yβ , zγ) = ω∗ − limα limβ limγ f(xα, yβ , zγ) آ)

.ω∗ − limβ limγ limα f(xα, yβ , zγ) = ω∗ − limγ limα limβ f(xα, yβ , zγ) ب)

برای است. برقرار (ب) و (آ) تساوی�های وضوح به آن�گاه باشد، آرون-برنر منظم�پذیر f نگاشت اگر اثبات.
از است. آرون-برنر منظم�پذیر f می�دهیم نشان این�صورت در باشند، برقرار (ب) و (آ) کنیم فرض برعکس،
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می�گیریم: نتیجه (ب) تساوی

< fs∗∗∗∗∗s(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ > = lim

β
lim
γ

lim
α
< x∗۴ , f(xα, yβ , zγ) >

= lim
γ

lim
α

lim
β
< x∗۴ , f(xα, yβ , zγ) >

=< f t∗∗∗∗∗∗j(x∗∗٢ , x
∗∗
٣ , x

∗
۴), x

∗∗
١ > .

می�دهد: نتیجه که

(٣) fs∗∗∗∗∗s(X∗∗
٢ , X∗∗

٣ , X∗
۴ ) = f t∗∗∗∗∗∗j(X∗∗

٢ , X∗∗
٣ , X∗

۴ ).

می�گیریم: نتیجه (آ) تساوی از

< f t∗∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ > = lim

γ
lim
α

lim
β
< x∗۴ , f(xα, yβ , zγ) >

= lim
α

lim
β

lim
γ
< x∗۴ , f(xα, yβ , zγ) >

=< f∗∗i∗∗(x∗∗١ , x
∗∗
٢ , x

∗
۴), x

∗∗
٣ > .

می�دهد: نتیجه که
(۴) f t∗∗∗(X∗∗

١ , X∗∗
٢ , X∗

۴ ) = f∗∗i∗∗(X∗∗
١ , X∗∗

٢ , X∗
۴ ).

□ می�گیریم. نتیجه را f آرون-برنر منظم�پذیری (۴) و (٣) از و قبل قضیه از استفاده با حال
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بر مبتنی هم�مکانی روش از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات حل
لژاندر چندجمله�ای�های

پوربابایی∗ مرضیه
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سعادتمندی عباس و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

روش و یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های کمک با و تقریبی روش یک از استفاده با مقاله این در چکیده.
مشتق مفاهیم از منظور این برای می�پردازیم. توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل به هم�مکانی
استفاده توزیعی مرتبه از کسری غیرخطی و خطی معادلات حل برای ریمان-لیوویل کسری انتگرال و کاپوتو کسری
سپس و تبدیل جبری معادلات از دستگاهی به را معادلات از دسته این پیشنهادی، روش گرفتن نظر در با می�کنیم.

می�آوریم. به�دست را معادله جواب
لژاندر. چندجمله�ای�های هم�مکانی، روش توزیعی، مرتبه کاپوتو، کسری مشتق کلیدی: واژه�های

.65L03, 65L10, 65N35 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات از خاصی نمونه�های کسری و صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات دسته دو هر
دیفرانسیل معادلات بیشتر حقیقت در است. گرفته انجام کمی تحقیقات معادلات از دسته این برای هستند. توزیعی
روش ،[٧] عملیاتی ماتریس روش مانند عددی روش�های بنابراین ندارند، تحلیلی جواب توزیعی کسری مرتبه
شده گرفته قرار استفاده مورد [٢] لژاندر طیفی عناصر روش ،[٣] متناهی عناصر روش ،[۶] چبیشف هم�مکانی

است.
.[۵] نمائیم بررسی را زیر توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادله داریم قصد ما مقاله این در

(١)
∫ β

δ

H١ (α,D
αu(t)) dα+H٢ (t, u(t), D

γiu(t)) = g(t), t ∈ [٠, L],

مثبت، اعداد γi (γ١ < γ٢ < · · · < γr) و کاپوتو نوع از کسری مشتق Dα مثبت، اعدادی β و δ به�طوری�که
می�شود: تعریف زیر شکل به (١) معادله برای اولیه شرایط هستند. غیر�خطی یا خطی توابعی H٢ و H١ و

(٢) u(j)(٠) = u(j)٠ , j = ٠, ١, . . . , ℓ− ١,

می�شود. داده نمایش ⌈.⌉ وسیله به تابع سقف و ℓ = max{⌈β⌉, ⌈γr⌉} به�طوری�که

نیازها پیش و مقدمات .٢

استفاده مورد مقاله این در که لیوویل ریمان کسری انتگرال و کاپوتو کسری مشتق خواص از برخی قسمت این در
می�کنیم. بررسی را می�گیرد قرار

.[٧] می�شود تعریف زیر بهشکل α مرتبه از کاپوتو کسری مشتق .١.٢ تعریف

(٣) Dαf(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

٠

f (n)(s)

(t− s)α+١−n
ds, n− ١ < α ≤ n, n ∈ N,

ارائه�دهنده ∗
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لژاندر چندجمله�ای�های بر مبتنی هم�مکانی روش از استفاده با توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات حل

نشان�دهنده Γ(.) و α با مساوی یا بزرگتر صحیح عدد کوچکترین نیز n = ⌈α⌉ و مشتق مرتبه α > ٠ به�طوری�که
است. برقرار زیر روابط کسری مشتق برای گاماست. تابع

(۴) DαC = ٠, Dαtm =

{
٠, m < ⌈α⌉,

Γ(m+١)
Γ(m+١−α) t

m−α, m ≥ ⌈α⌉, , m ∈ N.

.[۵] می�شود تعریف زیر به�شکل α مرتبه از -لیوویل ریمان کسری انتگرال عملگر .٢.٢ تعریف

(۵) Iαu(t) =

 ١
Γ(α)

∫ t

٠
u(s)

(t− s)١−α
ds, α > ٠,

u(t), α = ٠,

داریم: ریمان-لیوویل کسری انتگرال برای

(۶) Iαtk =
Γ(k + ١)

Γ(k + ١+ α)
tk+α, k > −١.

می�کنند: صدق زیر خواص در و هستند خطی عملگرهایی لیوویل ریمان کسری انتگرال و کسری مشتق عملگر

(٧) Iα (Dαu(t)) = u(t)−
n−١∑
k=٠

tk

k!
uk(٠),

:[٧] است زیر به�صورت t ∈ [٠, h] برای Li,h(t) یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های تحلیلی فرم

(٨) Li,h(t) =

i∑
k=٠

(−١)i+١(i+ k)!tk

(i− k)!(k!)٢hk
,

می�شود: تعریف زیر به�صورت تعامد شرط یافته، انتقال لژاندر چندجمله�ای�های برای همچنین

(٩)
∫ h

٠
Li,h(t)Lj,h(t)dt =

{
h

٢i+١ , i = j,

٠, i ̸= j.

تابع تقریب و روش بیان .٣

یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های بسط به�صورت می�توان را باشد انتگرال�پذیر مربع (٠, h) در که u(t) تابع هر
می�آیند: به�دست زیر شکل به cj ضرائب که u(t) =

∑∞
j=٠ cjLj,h(t) که نوشت زیر به�صورت

cj =
٢j + ١
h

∫ h

٠
u(t)Lj,h(t)dt, j = ٠, ١, . . .

می�نویسیم: ما رو این از می�شود. گرفته درنظر یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های اول جمله N + ١ تنها عمل در

(١٠) uN (t) =
N∑
j=٠

cjLj,h(t) = CTΦ(t),

ماتریسی فرم .CT = [c٠, c١, . . . , cN ], Φ(t) = [L٠,h(t), L١,h(t), . . . , LN,h(t)]
T به�طوری�که

که [٨] می�شود بیان زیر به�صورت لژاندر چندجمله�ای�های

Φ(t) = ATN (t),

٣١٣
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�که به�طوری

A =


١ ٠ ٠ · · · ٠
−١ (−١)٢٢! ٠ · · · ٠

(−١)٢ (−١)٣ ١!٣! (−١)۴ ۴!٢! · · · ٠
...

...
...

. . .
...

(−١)N (−١)N+١ (N+١)!
(N−١)! (−١)N+٢ (N+٢)!

٢!(N−٢)! · · · (−١)٢N (٢N)!
N !

 .

داریم: این�صورت در .TN (t) = [١, t, t٢, . . . , tN ]T و

Iα(Φ(t)) = Iα(ATN (t)) = AIα(TN (t))(١١)

= A
[

Γ(١)
Γ(١+α) t

α Γ(٢)
Γ(٢+α) t

١+α Γ(٣)
Γ(٣+α) t

٢+α · · · Γ(N+١)
Γ(N+١+α) t

N+α
]T

= AMα,tTN (t),

می�شود تعریف زیر Mα,tبه�صورت ماتریس آن در که

(١٢) Mα,t =


Γ(١)

Γ(١+α) t
α ٠ ٠ · · · ٠

٠ Γ(٢)
Γ(٢+α) t

α ٠ · · · ٠
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ ٠ Γ(N+١)
Γ(N+١+α) t

α

 .
شکل به Dβu(t)را ،β ≥ γi برای و یافته انتقال لژاندر چندجمله�ای�های از استفاده با (١) معادله حل برای حال

:[۵] می�دهیم بسط زیر

(١٣) Dβu(t) = CTΦ(t) = CTATN (t),

داریم: (٧) رابطه کمک به

(١۴) u(t) = CTAMβ,tTN (t) +
ℓ−١∑
k=٠

tk

k!
u(k)(٠),

نوشت: می�توان (١۴) معادله گرفتن نظر در با بنابراین

(١۵) Dγiu(t) = CTAMβ−γi,tTN (t) +
ℓ−١∑
k=٠

Dγi(tk)

k!
u(k)(٠),

و

(١۶) Dαu(t) = CTAMβ−α,tTN (t) +
ℓ−١∑
k=٠

Dα(tk)

k!
u(k)(٠),

داریم: (١) معادله در (١۶)-(١۴) روابط جای�گذاری با

∫ β

δ

H١(α,C
TAMβ−α,tTN (t) +

ℓ−١∑
k=٠

Dα(tk)

k!
u(k)(٠))dα

(١٧)

+H٢(t, C
TAMβ,tTN (t) +

ℓ−١∑
k=٠

tk

k!
u(k)(٠), CTAMβ−γiTN (t) +

ℓ−١∑
k=٠

Dγi(tk)

k!
u(k)(٠)) = g(t),

٣١۴
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لژاندر ریشه�های جای�گذاری با و [١] لژاندر گاوس کودراتور با (١٧) رابطه در انتگرال محاسبه با قسمت این در
رسید: خواهیم زیر معادله به [٠, h] بازه در ti, i = ١, . . . ,m− ℓ+ ١

S∑
j=١

wjH١(σj , C
TAMβ−σj ,tTN (ti) +

ℓ−١∑
k=٠

Dσj (tki )

k!
u(k)(٠)) +H٢(ti, C

TAMβ,tTN (ti)

+

ℓ−١∑
k=٠

tki
k!
u(k)(٠), CTAMβ−γi,tTN (ti) +

ℓ−١∑
k=٠

Dγi(tki )

k!
u(k)(٠)) = g(ti),

مرزی شرایط گرفتن نظر در با هستند. لژاندر گاوس انتگرال�گیری وزن�های و نقاط ترتیب به wj و σj به�طوری�که
می�آیند. به�دست ci مجهول N + ١ تعداد حاصل، جبری دستگاه حل با و

پژوهش دست�آورد�های .۴

می�کنیم. مطرح عددی مثال دو روش کارآیی منظور به قسمت این در

.[۴] بگیرید نظر در را زیر مثال .١.۴ ∫مثال ١٫۵

٠٫٢
Γ(٣− α)Dαu(t)dα = ٢

(
t١٫٨ − t٠٫۵

ln t

)
, u(٠) = u′(٠) = ٠,

S مختلف مقادیر و m = ٢ برای خطا دو نرم ١ جدول در است. u(t) = t٢ به�صورت مسأله این دقیق جواب
است. شده گزارش

دقیق جواب به می�توان تقریبا و می�یابد کاهش خطا دو نرم S افزایش با گرفت نتیجه می�توان جدول این از
می�دهد. نشان را m = ٢, S = ١١ برای مطلق خطای ١ شکل از راست سمت نمودار همچنین رسید.

.١.۴ مثال برای S مختلف مقادیر و m = ٢ برای خطا دو نرم .١ جدول

S ٢ ۴ ۶ ٨ ١٠ ١٢
نرم دو خطا ۵٫ ٢٩ × ٣−١٠ ١٫ ٨۶ × ١٠−۶ ٩٫ ٣٢ × ١١−١٠ ١٫ ٢۶ × ١−١٠۵ ۶٫ ۴٨ × ٢١−١٠ ١٫ ۵١ × ٢−١٠۶

.[۴] می�گیریم نظر در را زیر خطی غیر مسأله جا این در .٢.۴ ∫مثال ١

٠
(Γ(۴− α)Dαu(t))٢dα =

١٨t۴(t٢ − ١)
(ln t)

, u(٠) = ٠,

ازای به مطلق خطای ١ شکل از چپ سمت نمودار است. u(t) = t٣ به�صورت مسأله این دقیق جواب
می�دهد. نشان m = ٨, S = ۵

این از که می�دهد گزارش S مختلف مقادیر mو = ٧ ازای به را خطا دو نرم مختلف مقادیر ٢ جدول همچنین
می�یابد. کاهش خطا دو نرم S مقدار افزایش با که است واضح نیز جدول

.٢.۴ مثال برای S مختلف مقادیر و m = ٧ برای خطا دو نرم .٢ جدول

S ٢ ٣ ۴ ۵ ۶
خطا دو نرم ١٫ ۴٩ × ١٠−۴ ٣٫ ٨٩ × ١٠−۶ ۶٫ ٣١ × ٨−١٠ ١٫ ١٧ × ٩−١٠ ٢٫ ٣۴ × ١١−١٠
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m = ٢, S = ١١ ازای به (١.۴) مثال برای مطلق خطای نمودار راست شکل .١ شکل
.m = ٨, S = ۵ ازای به (٢.۴) مثال برای مطلق خطای نمودار چپ شکل و
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

با سهموی معادله یک تقریب در شعاعی پایه و شیفت�یافته چبیشف توابع بر مبتنی هم�مکانی روش
غیرمحلی اولیه شرط

حاجی�علو∗ اشرف
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ذبیحی فاطمه و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

شرایط با سهموی جزئی مشتق معادلات وسیله به فیزیکی مختلف زمینه�های در پدیده�ها از زیادی تعداد چکیده.
دارد. وجود مسائل این�گونه حل برای عددی روش�های از کمی تعداد حالی�که در شده�اند، شبیه�سازی غیرمحلی اولیه
شعاعی پایه توابع و زمان در شده داده شیفت چبیشف چندجمله�ای�های بر مبتنی مدل این از مسئله�ای تقریبی حل
روش از آمده به�دست جبری معادلات خطی دستگاه و می�گیرد قرار بررسی مورد مقاله این در مکان، در گاوسی
و پایدار عددی نتایج و است کارآمد و آسان شده، ارائه روش که می�دهد نشان عددی مثال می�شود. حل هم�مکانی

می�کند. تولید را دقیقی بسیار
شیفت�یافته، چبیشف چندجمله�ای�های شعاعی، پایه توابع شبکه، بدون روش�های کلیدی: واژه�های

غیرمحلی. اولیه شرط
.35K20, 65M70 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

هیدرودینامیک ترموستاتیک، شیمی، مهندسی پلاسما، فیزیک گرمایی، هدایت زمین�شناسی، در مختلفی مسائل
اولیه شرایط با غیرکلاسیک مسائل می�شوند. تولید غیرکلاسیک اولیه مرزی مقدار مسائل از اتمی راکتورهای و
در کلاسیک اولیه شرط از بهتر نتایج با می�توانند می�دهند، تعمیم را کلاسیک یا دوره�ای زمان مسائل که غیرمحلی

�روند. �کار به متخلخل محیط در پخش و فاضلاب استوکس، مایع در رادیونوکلوئیدها انتشار مدل�سازی
است: شده گرفته نظر در زیر به�صورت غیرمحلی اولیه شرط با سهموی مسئله

∂u

∂t
=
∂٢u

∂x٢
+ φ(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ T,(١)

مرزی شرایط با

u(٠, t) = g٠(t), ٠ < t ≤ T,(٢)
u(١, t) = g١(t), ٠ < t ≤ T,(٣)

غیرمحلی: زمانی وزنی اولیه شرط و

u(x, ٠) =
N∑
j=١

βj(x)u(x, Tj) + χ(x), ٠ < x < ١, ٠ < T١ < T٢ < · · · < TN = T,

(۴)

با مسئله این جواب�های یکتایی و وجود است. مجهول u و معلومند χ , Tj , βj , g١ , g٠ , φ توابع به�طوری�که
.[۵] است شده داده نشان زیر فرض

N∑
j=١

∥βj(x)∥٢e−π٢Tj < ١, ٠ < x < ١,

ارائه�دهنده ∗
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ذبیحی ف. و حاجی�علو ا.

و انتزاعی گروهی نیمه نظریه کلاسیک، رویکرد با این�ها می�باشد. L٠)٢, ١) روی نرم ماکزیمم ∥.∥٢ به�طوری�که
. [۴ ،٣ ،٢] می�شوند اثبات جواب ماکزیمم اصل و ضربی روش پتانسیل، تئوری نمایش

شرایط و کلاسیک اولیه شرط با سهموی جزیی دیفرانسیل معادلات عددی روش�های به راجع زیادی مقاله�های
در که غیراستاندارد اولیه شرط با مسئله حل برای عددی روش�های از کمی تعداد اما دارند، وجود غیرمحلی مرزی
در مؤلفان .[۶] کرد استفاده مسئله این حل برای متناهی تفاضلات طرح از دهقان دارد. وجود شده، ارائه این�جا
گالرکین ریتز روش از معادله، این حل برای اخیراً و برده�اند کار به را شده آنالیز متناهی تفاضلات طرح�های ،[٨]
قدرتمند ابزاری و شبکه بدون روش یک که (RBFs) شعاعی پایه توابع روش از ما است. شده استفاده [١] در
نشده حل روش، این با جاری مسئله تاکنون و می�باشد جدید و نو کاری که کرده�ایم استفاده است، درون�یابی برای
سال در کانسا گرفت. قرار مطالعه مورد ١٩۶٨ سال در هاردی توسط بار اولین شعاعی، پایه توابع روش است.
معادلات حل برای کرات به روش این اخیر، دهه�های در و برد کار به دیفرانسیل معادلات حل برای را آن ١٩٩٠
برگرز، معادله حل مانند است، شده برده کار به (PDE) جزئی مشتقات با معادلات و (ODE)معمولی دیفرانسیل
عددی رویه�های مهم مزیت .[٧] دیگر مسائل بسیاری و گرما هدایت مسائل جریان�ها، شبیه��سازی برای آب معادله
ابعاد برای خصوص به بالا دقت شبکه، تولید به نیاز عدم روش�ها، سایر به نسبت شعاعی پایه توابع از استفاده با

آن�هاست. آسان کارگیری به و انعطاف�پذیری نامنظم، دامنه�های و بالا
مثبت پارامتر و r = ∥x− xi∥٢ با است برابر r آن در که شده�اند ذکر ١ جدول در توابع این نوع رایج�ترین
مقدار می�یابد. کاهش روش پایداری اما یافته، افزایش دقت شکلی، پارامتر کاهش با دارد. نام شکلی پارامتر ،ε

است. باز مسئله یک می�شود، روش پایداری و دقت برقراری به منجر که پارامتر این بهینه

شعاعی. پایه توابع ترین رایج .١ جدول

ϕ(r) = e−(εr)٢ (GA)گاوسی
ϕ(r) =

√
١+ (εr)٢ (MQ)مالتی�کوادریک

ϕ(r) = ١√
١+(εr)٢

(IMQ)معکوس مالتی�کوادریک

ϕ(r) = ١
١+(εr)٢

(IQ)معکوس کوادراتیک

چبیشف چندجمله�ای�های و شعاعی پایه توابع .٢

به باشد، داشته وجود ϕ : [٠,∞) → R تابع یک اگر گویند، شعاعی را φ : Rd → R تابع .١.٢ تعریف
طوری�که

∀x ∈ Rd, φ(x) = ϕ(∥x∥٢).

مراکز و x داده نقاط بین شعاعی فاصله به که است حقیقی مقدار با تابع یک ،φ شعاعی پایه تابع .٢.٢ تعریف
است. وابسته φ(x− xj) = ϕ(r), r = ∥x− xj∥٢ به�صورت xj , j = ١, ..., n

مجموعه روی ϕ شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب S تابع فرضمی�کنیم ،RBFروش با u(x) تابع تقریب برای
شرایط از استفاده با .S(x) =

∑n
j=١ λjϕ(∥x− xj∥٢) یعنی باشد، Rd در x١,x٢, ...,xn پراکنده مراکز

به آورد، به�دست را λj ضرایب می�توان ،AΛ = U خطی دستگاه تشکیل و S(xi) = u(xi), i = ١, ..., n
طوری�که

A = [ϕ(∥xi − xj∥]i,j=١,...,n, Λ = [λj ]j=١,...,n, U = [ui]i=١,...,n.

حل�پذیر فوق دستگاه نتیجه در است، معکوس�پذیر شعاعی پایه توابع برای متمایز مراکز با A درون�یاب ماتریس
دارد. یکتا جواب و است
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غیرمحلی اولیه شرط با سهموی معادله یک تقریب در شعاعی پایه و شیفت�یافته چبیشف توابع از استفاده

می�شوند: تعریف زیر به�صورت [−١, ١] بازه روی دوم نوع چبیشف چندجمله�ای�های .٣.٢ تعریف

ψ٠(z) = ١, ψ١(z) = ٢z, ψn(z) = ٢zψn−١(z)− ψn−٢(z),

،z = ٢t−١ متغیر تغییر با شده داده شیفت چبیشف چندجمله�ای�های از معمولا تحلیلی، و عددی کارهای برای
می�شود. استفاده [٠, ١] به [−١, ١] بازه انتقال و ٠ < t ≤ ١

مسئله حل .٣

چندجمله�ای�های پایه�ای توابع از و مکان متغیر گسسته�سازی برای گاوسی شعاعی پایه توابع از (۴)-(١) مسئله حل برای
.[٩] کرده�ایم استفاده زمان متغیر گسسته�سازی برای دوم نوع شده داده شیفت چبیشف

پراکنده گره�های مجموعه Ω١ = {xi|٠ < xi < ١, i = ٢, ٣, ...,M − ١} و xM و x١ کنید فرض
[٠, T ] روی پراکنده گره�های مجموعه Ω٢ = {tj |٠ < tj ≤ ١, j = ٢, ٣, ..., N} و t١ = ٠ و [٠, ١] روی

به�صورت (۴)-(١) مسئله جواب باشند،

u(x, t) ≈ ũ(x, t) =
M∑
i=١

N∑
j=١

λijϕi(x)ψ
∗
j (t) = ΦT

M (x)ΛΨ∗
N (t),(۵)

پایه�ای تابع ψ∗
j (t) و گاوسی شعاعی پایه تابع ϕi(x) = e−ε٢(x−xi)

٢
طوری�که به می�شود، زده تقریب

ΦM (x) = [ϕ١(x), ..., ϕM (x)]T داریم، و هستند j−١ درجه از (SCH−BF چبیشف( چندجمله�ای�های
از ماتریسی Λ = [λij ]i=١,...,M,j=١,...,N و می�باشد ترانهاده T که ،Ψ∗

N (t) = [ψ∗
١ (t), ..., ψ

∗
N (t)]T و

داریم: (۵) از همچنین شود. تعیین باید که است مجهول ضرایب

ũt = ΦT
M (x)Λ(

∂

∂t
Ψ∗

N (t)),(۶)

ũxx = (
∂٢

∂x٢
ΦT

M (x))ΛΨ∗
N (t),(٧)

داشت: خواهیم (۴)-(١) معادلات در (٧)-(۵) جای�گذاری با

ΦT
M (x)Λ(

∂

∂t
Ψ∗

N (t)) = (
∂٢

∂x٢
ΦT

M (x))ΛΨ∗
N (t) + φ(x, t),(٨)

ΦT
M (٠)ΛΨ∗

N (t) = g٠(t),(٩)

ΦT
M (١)ΛΨ∗

N (t) = g١(t),(١٠)

ΦT
M (x)ΛΨ∗

N (٠) =
N∑
j=١

βj(x)Φ
T
M (x)ΛΨ∗

N (Tj) + χ(x).(١١)

هم�مکانی نقطه (M − ٢) × (N − ١) از استفاده با Λ مجهول ضرایب ماتریس تعیین برای
داشت: خواهیم ،(٨) معادله در Γ١ = {(xi, tj)|xi ∈ Ω١, tj ∈ Ω٢}

ΦT
M (xi)Λ(

∂

∂t
Ψ∗

N (tj)) = (
∂٢

∂x٢
ΦT

M (xi))ΛΨ
∗
N (tj) + φ(xi, tj),(١٢)

داریم: (١٠) و (٩) معادلات در tj ∈ Ω٢ هم�مکانی نقطه N − ١ از استفاده با این، بر علاوه

ΦT
M (٠)ΛΨ∗

N (tj) = g٠(tj),(١٣)

ΦT
M (١)ΛΨ∗

N (tj) = g١(tj),(١۴)
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شده. ارائه روش و مختلف روش�های از آمده به�دست L٢ نرم خطاهای بهترین .٢ جدول

[۶] در BTCS روش [۶] در Crandall روش [١] در RGM روش شده ارائه روش
۶٫ ٠× ١٠−۵ ١٫ ١× ٧−١٠ ٨٫ ٩× ٩−١٠ ٢٫ ۶× ١٧−١٠

[۶] در Saulyev II روش [۶] در Saulyev I روش [۶] در Crank-Nicolson روش [۶] در FTCP روش
٣٫ ٠× ١٠−۴ ٢٫ ٠× ١٠−۴ ۶٫ ١× ١٠−۵ ۵٫ ٠× ١٠−۵

.x مختلف مقادیر و t = ١ برای مطلق خطاهای .٣ جدول

x [٨] در ١ روش [٨] در ٢ روش [٨] در ٣ روش [١] در RGM روش شده ارائه روش
٠٫ ٢۵ ٢٫ ٨× ١٠−۶ ٢٫ ٣× ١٠−۶ ١٠٫ ٠× ١١−١٠ ۵٫ ١× ١١−١٠ ١٫ ٨× ١٧−١٠

٠٫ ۵ ۴٫ ١× ١٠−۶ ٣٫ ٣× ١٠−۶ ١٫ ۴× ١٠−١٠ ٧٫ ٢× ١١−١٠ ٢٫ ٠× ١٧−١٠

٠٫ ٧۵ ٢٫ ٩× ١٠−۶ ٢٫ ٣× ١٠−۶ ١٠٫ ٠× ١١−١٠ ۵٫ ١× ١١−١٠ ١٫ ٩× ١٧−١٠

داریم: (١١) معادله در xi ∈ Ω١ ∪ {x١, xM} هم�مکانی Mنقطه بردن کار به با نهایتاً و

ΦT
M (xi)ΛΨ

∗
N (٠) =

N∑
j=١

βj(xi)Φ
T
M (xi)ΛΨ

∗
N (Tj) + χ(xi).(١۵)

تشکیل را λij مجهول Mضرایب ×N و خطی جبری معادلات Mاز ×N دستگاه یک (١۵)-(١٢) معادلات
تابع از تقریبی می�توان ضرایب، این از استفاده با و آمده دست به مجهول ضرایب دستگاه، این حل از که می�دهند

آورد. به�دست (۵) رابطه از را u(x, t) مجهول

عددی نتایج .۴

محاسبات تمام است. شده ارائه روش، دقت بررسی برای دقیق جواب بودن دسترس در با عددی مثال بخش، این در
است: شده برده به�کار زیر خطاهای نرم و شده انجام Digits = ۴٠ Maple١۶و از استفاده با

RMS(u) =

√∑M
i=١
∑N

j=١ |u(xi, tj)− ũ(xi, tj)|٢

MN
,

∥e(x, t)∥٢L٢ =

∫ ١

٠

∫ T

٠
(u(x, t)− ũ(x, t))٢dtdx.

زیر مفروضات با (۴) غیراستاندارد اولیه شرط و (٣) و (٢) مرزی شرایط با (١) مسئله .١.۴ مثال

φ(x, t) = (−١+ π٢) sin(πx)e−t, u(x, ٠) = u(x, T١)− u(x, T٢) + χ(x),

χ(x) = sin(πx)(١− e−T١ + e−T٢), g٠(t) = ٠, g١(t) = ٠,

.β٢ = −١, β١ = ١, ٠ < T١ < طوری�که به بگیرید، نظر در را u(x, t) = sin(πx)e−t دقیق جواب و
برابر RMS مطلق خطای ،T١ = ٠٫ ۵ و ε = ٠٫ ٣ شکلی پارامتر و هم�مکانی نقطه ٢۵۵ با T٢ = T = ١
در ،[۶ ،١] نتایج بهترین با خطاها این که آمده� به�دست ٢٫ ۵٨ × ١٧−١٠ برابر L٢ خطای و ٢٫ ۵٣ × ١٧−١٠

t = ١ برای مطلق خطاهای ،[٨ ،١] در روش�های و شده ارائه روش با نیز ٣ جدول در شده�اند. مقایسه ٢ جدول
نمودار و جدول�ها از �است. شده ترسیم مطلق خطای نمودار ١ شکل در همچنین، شده�اند. آورده xمختلف مقادیر و

روش�هاست. سایر به نسبت بالاتری دقت دارای شده ارائه روش عددی نتایج که است مشخص
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غیرمحلی اولیه شرط با سهموی معادله یک تقریب در شعاعی پایه و شیفت�یافته چبیشف توابع از استفاده

0000

1.× 10
-17

1.× 10
-17

0.40.40.40.4

xt xt
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-17

2.× 10
-17

3.× 10
-17
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-17
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-17
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-17

.ε = ٠٫ ٣ و N = ١۵ Mو = ١٧ با |u− ũ| مطلق خطای نموار .١ شکل
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه عددی حل برای لژاندر موجک عملیاتی روش

رئیسی∗ ماجد
ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه ریاضی، دانشکده

عامری عرب مریم و
ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه ریاضی، دانشکده

ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه تقریبی جواب محاسبه برای لژاندر موجک روش مقاله، این در چکیده.
دستگاه تبدیل برای شده گفته خواص سپس ارائه، لژاندر موجک خواص ابتدا است. شده داده توسعه غیرخطی
حل نیوتن روش به نیز حاصل دستگاه می�گیرد. قرار استفاده مورد جبری معادلات دستگاه یک به انتگرال معادلات

است. شده مقایسه اسپلاین بی موجک روش با فعلی روش به آمده به�دست نتایج نهایت در می�شود.
عملیاتی. ماتریس کسری، انتگرال دیفرانسیل معادله لژاندر، موجک کلیدی: واژه�های

.34A08, 65R10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

سیگنال تحلیل در ،[٢] به توجه با به�ویژه، دارد، کاربرد مهندسی رشته�های از گسترده�ای طیف در موجک�ها نظریه
بسیار آسان پیاده�سازی برای سریع الگوریتم�های و زمان فرکانس تحلیل و تجزیه موج، شکل تجزیه و نمایش برای
عددی یا تقریبی حل آوردن به�دست برای متعددی روش�های گذشته، دهه چند در می�گیرند. قرار استفاده مورد

است. شده ارائه غیرخطی و خطی انتگرال دیفرانسیل معادلات
مختلف اشکال از انتگرال دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات حل برای لژاندر موجک روش گذشته در
دیفرانسیل معادلات از نوعی حل برای را لژاندر موجک روش همکاران و ونکاتش [٧] در است. شده استفاده

کرده�اند. استفاده غیرخطی انتگرال
گرفته نظر در زیر شکل به شده، داده اولیه شرایط با غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه

می�شود:

(١) y
(p)
i (x) = Gi(x, Y (x)) +

l∑
j=١

∫ x

٠
ki,j(x, t)Fi,j(t, Y (t))dt, i = ١, ٢, . . . , l

y
(s)
i (٠) = βi,s, s = ٠, ١, . . . , p− ١, i = ١, ٢, . . . , l

Gi(x, Y (x)) = Gi

(
x, .y١(x), y

(١)
١ (x), . . . , y

(p)
١ (x), . . . , yl(x), y

(١)
l (x), . . . , y

(p)
l (x)

)
,

Fi,j(t, Y (t)) = Gi

(
t, .y١(t), y

(١)
١ (t), . . . , y

(p)
١ (t), . . . , yl(t), y

(١)
l (t), . . . , y

(p)
l (t)

)
,

هستند. yi(x) p-ام مرتبه مشتق y
(p)
i (x) و انتگرال هسته ki,j(x, t) که

لژاندر موجک .٢

که است، x و m, n̂, k آرگومان چهار دارای ψnm(x) = ψ(k, n̂,m, x) لژاندر موجک
با هستند. مستقل متغیر x و لژاندر چندجمله�ای درجه m ، k ∈ Z+ ،n = ١, ٢, . . . , ٢k−١،n̂ = ٢n− ١

ارائه�دهنده ∗
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غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه عددی حل برای لژاندر موجک عملیاتی روش

می�شود: تعریف زیر صورت به [٠, ١) بازه بر تابع این ،[٧] به توجه

ψn,m(x) = ψ(k, n̂,m, x)


√
m+

١
٢
٢k/٢pm(٢kx− n̂), n̂− ١

٢k
≤ x < n̂+ ١

٢k
,

٠, این�صورت غیر ,در

برای
√
m+

١
٢
ضریب و m مرتبه از لژاندر چندجمله�ای p(x) ،m = ٠, ١, . . . ,M − ١ فوق رابطه در که

است. شده استفاده لژاندر موجک�های بودن یکه متعامد

لژاندر موجک از استفاده با توابع تقریب بهترین .٣

به�صورت لژاندر موجک متعامد توابع از نامتناهی بسط حسب بر می�توان را f(x) ∈ L٠]٢, ١] دلخواه تابع هر
نوشت: زیر

f(x) =
∞∑
n=١

∞∑
m=٠

cnmψnm(x),

هستند. ψnm(x) و f(x) داخلی ضرب ⟨f(x), ψnm(x)⟩ و cnm = ⟨f(x), ψnm(x)⟩ که

است: زیر به�صورت f(x) تابع تقریب بهترین ،L٠]٢, ١] فضای بودن کامل به توجه با همچنین،

(٢) f(x) ≈
٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

cnmψnm(x) = CTΨ(x),

هستند: زیر به�صورت ٢k−١M مرتبه از ستونی بردار�های Ψ(x) و C که

(٣) C = [c١٠, c١١, . . . , cm−١, c٢٠, c٢١, . . . , c٢M−١, . . . , c٢k−١٠, c٢k−١١, ..., c٢k−١M−١]
T ,

Ψ(x) = [ψ١٠(x), ψ١١(x), . . . , ψm−١(x), ψ٢٠(x), . . . , ψ٢M−١(x), . . . , ψ٢k−١٠(x), ..., ψ٢k−١M−١(x)]
T .

(۴)

می�شود: تعریف زیر به�صورت لژاندر موجک برای مشتق عملیاتی ماتریس [٣] در مشتق. عملیاتی ماتریس .١.٣

Ψ
′
(x) = D(١)Ψ(x),

که

D(١) =


H ٠ ٠ · · · ٠
٠ H ٠ · · · ٠
٠ ٠ H · · · ٠
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ · · · H

 ,
می�شوند: تعریف زیر به�صورت آن عناصر و Mاست ×M مرتبه از ماتریسی H آن در که

Hr,s =

{
٢k+١

√
(٢r − ٢)(١s− ١), r = ٢, . . . ,M, فرد (r + s),

٠. صورت این غیر ,در
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تعریف زیر به�صورت لژاندر موجک برای pگانه انتگرال عملیاتی ماتریس [۴] در انتگرال. ماتریسعملیاتی .٢.٣
∫می�شود: x

٠
· · ·
∫ x

٠
Ψ(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸

p-مرتبه

= Q(p)Ψ(x),

است: زیر شکل به و ٢k−١M × ٢k−١M مرتبه از ماتریس یک Q آن در که

Q =
١
٢k


X W W · · · W
٠ X W · · · W
٠ ٠ X · · · W
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ · · · X

 ,
می�شوند: تعریف زیر به�صورت و Mهستند ×M مرتبه از Wماتریس�هایی و X که

X =



١
١
√
٣

٠ ٠ · · · ٠ ٠

−
١
√
٣

٠
١

√
٣
√
۵

٠ · · · ٠ ٠

٠ −
١

√
٣
√
۵

٠
١

√
۵
√
٧

· · · ٠ ٠

...
...

...
...

. . .
...

...

٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
١

√
٢M − ٣

√
٢M − ١

٠ ٠ ٠ ٠ · · · −
١

√
٢M − ٣

√
٢M − ١

٠



,

W =


٢ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ · · · ٠
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ · · · ٠

 .

غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای لژاندر موجک روش .۴

توابع ابتدا می�گیریم. نظر در را (١) معادله در شده داده غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه
می�زنیم: تقریب زیر به�صورت (٢) از استفاده و لژاندر موجک روش با را مجهول

(۵) yi(x) = AT
i Ψ(x), i = ١, ٢, . . . , l

می�شود. تعریف (۴) رابطه به�صورت ،Ψ(x) و (٣) رابطه در CT مشابه AT
i که

انتگرال و مشتق همچنین می�گیریم. نظر در را L−١ =
∫ x

٠ · · ·
∫ x

٠ (.) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
p-مرتبه

و L ≡ dp

dxp
اکنون

لژاندر، موجک عملیاتی ماتریس�های از استفاده با تقریبی، به�صورت می�توان را i = ١, ٢, . . . , l که yi(x)
آورد: به�دست زیر فرم به

y
(s)
i (x) = AT

i Ψ
(s)(x) = AT

i D
(s)Ψ(x), s = ١, ٢, . . . , p, i = ١, ٢, . . . , l,

∫و x

٠
· · ·
∫ x

٠
yi(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸

s-مرتبه

= QpΨ(x). s = ١, ٢, . . . , p, i = ١, ٢, . . . , l.
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غیرخطی ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه عددی حل برای لژاندر موجک عملیاتی روش

داریم: معادله طرفین بر L−١ عملگر دادن اثر با و (١) رابطه در (۵) رابطه دادن قرار با

L−١L
[
AT

i Ψ(x)
]
= L−١[Gi(x,Ω(x))] + L−١

 l∑
j=١

∫ x

٠
ki,j(x, t)Fi,j(t,Ω(t))dt

 , i = ١, ٢, . . . , l,

(۶)
که

Ω(x) =
(
x,AT

١ Ψ(x), AT
١ DΨ(x), . . . , AT

١ D
pΨ(x), . . . , AT

l Ψ(x), AT
l DΨ(x), . . . , AT

١ D
pΨ(x)

)
.

می�دهیم: قرار

Ui(x) = L−١[Gi(x,Ω(x))], Vi(x) = L−١

 l∑
j=١

∫ x

٠
ki,j(x, t)Fi,j(t, Y (t))dt

 .
می�شود: نوشته زیر به�صورت (۶) رابطه ترتیب، این به

(٧) AT
i Ψ(x) =

p−١∑
s=٠

βi,sx
s + Ui(x) + Vi(x), i = ١, ٢, . . . , l,

آن در که

βi,s = y
(s)
i (٠) = AT

i D
sΨ(٠). i = ١, ٢, . . . , l, s = ٠, ١, . . . , p− ١.

دستگاه یک (٧) معادله در ،r = ١, ٢, . . . , ٢k−١M که ،xr =
٢r − ١
٢kM

هم�محلی نقاط از استفاده با اکنون

دستگاه این حل با .(i = ١, ٢, . . . , l) می�آید به�دست Ai برای مجهول ٢k−١Ml و معادله ٢k−١Ml با جبری
را ،i = ١, ٢, . . . , l که ،yi(x) = AT

i Ψ(x) جواب نتیجه در و Ai مجهول مقادیر می�توان نیوتون، روش به
کرد. تعیین

عددی مثال .۵

نظر در شده داده اولیه شرایط با را زیر ولترای انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه ،[١] به توجه با .١.۵ مثال
yمی�گیریم:

′′

١ (x) = cosh(x)− ١
٢
sinh٢(x)− ١

۶
x۴ − ١

٢
x٢ +

∫ x

٠ ((x− t)y
٢
١(t) + (x− t)y٢٢(t))dt,

y
′′

٢ (x) = −(١− ۴x) cosh(x) + ٨ sinh(x)− ۴x+
∫ x

٠ ((x− t)y
٢
١(t)− (x− t)y٢٢(t))dt,

y(٠)١ = ١, y
′

(٠)١ = ١, y(٠)٢ = −١, y
′

(٠)٢ = ١.

به تقریبی جواب و است شده حل لژاندر موجک اساس بر شده داده توضیح روش از استفاده با فوق دستگاه
بازه�ی از الفاصله متساوی نقاط در تقریب این از حاصل L٢ خطای است. آمده به�دست k = ٢ Mو = ٨ ازای

است. شده داده نشان ١ جدول در [٠, ١]
است. آمده ١ جدول در اسپلاین بی موجک روش از آمده به�دست جواب خطای ،[۶] و [۵] به توجه با همچنین،
بی موجک روش با مقایسه در لژاندر موجک روش از آمده به�دست جواب است، مشخص جدول از که همان�طور

است. برخوردار ملاحظه�ای قابل دقت از اسپلاین
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اسپلاین بی موجک روش و لژاندر موجک روش توسط آمده به�دست مطلق خطای .١ جدول
.١.۵ مثال برای

x لژاندر موجک روش اسپلاین بی موجک روش
y١(x) y٢(x) y١(x) y٢(x)

٠ ۴٫ ۶٩١۵۵× ١١−١٠ ۴٫ ۶٩١۵٩× ١١−١٠ ١٫ ٢٢١٧٧× ١٠−۴ ١٫ ٢٢١٧٧× ١٠−۴

٠٫ ١ ٣٫ ۶۵٩٣× ١٣−١٠ ٣٫ ۶۵١۵٢× ١٣−١٠ ٣٫ ٩٢۶٧٨× ١٠−۵ ٣٫ ٩٢۶٧١× ١٠−۵

٠٫ ٢ ٢٫ ۴٠٩١٨× ١٣−١٠ ٢٫ ۴٣٣۶١× ١٣−١٠ ١٫ ۴٩٠٨۴× ١٠−۵ ١٫ ۴٩١٩۵× ١٠−۵

٠٫ ٣ ٢٫ ٣۶٧× ١٣−١٠ ٢٫ ۴۴٠٢٧× ١٣−١٠ ۴٫ ٠۶٠٠٧× ١٠−۵ ۴٫ ٠۶۵۵٢× ١٠−۵

٠٫ ۴ ٣٫ ٨۵٩١۴× ١٣−١٠ ٣٫ ۶٨٠٣٩× ١٣−١٠ ٣٫ ۶۴٩٠٩× ١٠−۵ ٣٫ ۶۶۵۴۵× ١٠−۵

٠٫ ۵ ۵٫ ٨٢٧٧٨× ١١−١٠ ۵٫ ٨٢٣٢۴× ١١−١٠ ٣٫ ۴٢٩۵١× ٧−١٠ ٢٫ ۴٣۶۶٨× ٨−١٠

٠٫ ۶ ۵٫ ١۵٨١× ١٣−١٠ ۴٫ ۵۵١٩١× ١٣−١٠ ۴٫ ٠۴۵۴١× ١٠−۵ ۴٫ ١١٢۴٧× ١٠−۵

٠٫ ٧ ٢٫ ٠۵١۶٩× ١٣−١٠ ٣٫ ٠۶٨۶۶× ١٣−١٠ ۴٫ ٨۶١٨۵× ١٠−۵ ۴٫ ٩۶۵٠۶× ١٠−۵

٠٫ ٨ ١٫ ۴٧٨٨٢× ١٣−١٠ ٣٫ ١۶۴١۴× ١٣−١٠ ١٫ ٨٣٧۵٧× ١٠−۵ ١٫ ٩٧۵٧٣× ١٠−۵

٠٫ ٩ ٧٫ ١٠۵۴٣× ١٣−١٠ ۴٫ ۴۶۴٢١× ١٣−١٠ ۵٫ ٨٠۴۶١× ١٠−۵ ۵٫ ۶۴٠٠۴× ١٠−۵

مراجع

1. J. Biazar, H. Ghazvini and M. Eslami, He’s homotopy perturbation method for systems of integro-
differential equations, Chaos, Solitons Fractals 39 (2009) 1253–1258.

2. C. K. Chui, Wavelets, a Mathematical Tool for Signal Analysis, in: SIAM Monographs on Mathe-
matical Modeling and Computation, SIAM, Pennsylvania, 1997.

3. F. Mohammadi and M. M. Hosseini, A new Legendre wavelet operational matrix of derivative and
its applications in solving the singular ordinary differential equations, J. Franklin Inst. 348 (2011)
1787–1796.

4. M. Razzaghi and S. Yousefi, The Legendre wavelets operational matrix of integration, Int. J. Syst.
Sci. 32 (4) (2001) 495–502.

5. P. K. Sahu and S. Saha Ray, A new approach based on semi-orthogonal B-spline wavelets for the
numerical solutions of the system of nonlinear Fredholm integral equations of second kind, Comput.
Appl. Math. 33 (2014) 859–872.

6. P. K. Sahu and S. Saha Ray,Legendre wavelets operational method for the numerical solutions of
nonlinear Volterra integro-differential equations system, Appl. Math. Comput. 256 (2015) 715–723.

7. S. G. Venkatesh, S. K. Ayyaswamy, S. R. Balachandar and K. Kannan, Wavelet solution for class
of nonlinear integro-differential equations, Indian J. Sci. Technol. 6 (2013) 4670–4677.

majed.raisi@yahoo.com الکترونیکی: پست
arabameri@math.usb.ac.ir الکترونیکی: پست

٣٢۶

mailto:majed.raisi@yahoo.com
mailto:arabameri@math.usb.ac.ir


١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

لژاندر موجک�های به�کارگیری با دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادلات عددی حل

سالکویه مهموم معصومه
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

سبزواری∗ مهدی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

دوم نوع خطی فازی فردهلم انتگرال معادلات عددی حل به لژاندر موجک�های از استفاده با مقاله این در چکیده.
معادلات پارامتری شکل لژاندر، موجک�های و فازی معادلات با مرتبط مقدماتی تعاریف بیان از پس می�پردازیم.
این در پایه�ای توابع به�عنوان لژاندر موجک�های به�کارگیری با سپس می�شود. معرفی فازی خطی فردهلم انتگرال
مربوطه، نتایج ارائه و عددی مثال دو ارائه با نهایتاً می�آید. به�دست فازی انتگرال معادله جواب از تقریبی معادلات،

می�گیرد. قرار بررسی مورد روش بالای دقت
گالرکین. روش لژاندر، موجک�های دوم، نوع فازی انتگرال معادلات کلیدی: واژه�های

.45B05, 39D45, 65N30 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدماتی تعاریف و مقدمه .١

معادلات دارد علوم سایر و فیزیک مهندسی، مختلف مسائل در فراوانی کاربرد که ریاضی علم شاخه�های از یکی
و بررسی مورد اخیر سال�های در که می�باشد انتگرال معادله از شاخه�ای فازی انتگرال معادلات است. انتگرال
علی لطف پرفسور توسط ابتدا اعداد این روی بر محاسباتی عملیات و فازی اعداد مفهوم است. گرفته قرار مطالعه
آن از پس .[٣] گرفت قرار بررسی مورد و معرفی وی همکاران و زاده لطفی به مشهور زاده عسکر اوغلو رحیم
سایر و انتگرال معادلات دیفرانسیل، معادلات توپولوژیک، فضاهای متریک، فضاهای به سرعت به فازی مفاهیم

یافت. گسترش علوم و ریاضیات شاخه�های
این حل در عددی روش�های لذا است، دشوار و پیچیده معمولا فازی انتگرال معادلات تحلیلی حل که آن�جا از
به�کار فازی انتگرال معادلات عددی حل در پایه�ای توابع از بسیاری اخیر سال�های در می�شود. توصیه معادلات

.[٢ ،١] نمود اشاره موجک�ها به می�توان جمله آن از که رفته�اند،
لژاندر موجک�های فازی، انتگرال معادلات و اعداد به مربوط مقدماتی تعاریف برخی ارائه از پس مقاله این در
خطی جبری معادلات از دستگاهی به را فازی انتگرال معادله گالرکین، روش از استفاده با سپس می�کنیم. معرفی را
ارائه با نهایت در می�آوریم. به�دست را فازی انتگرال معادله جواب از تقریبی دستگاه، این حل با و نموده تبدیل

داد. خواهیم نشان را شده ارائه روش بالای دقت عددی، مثال چند

به r ∈ [٠, ١] که (u(r), u(r)) مرتب زوج از است عبارت پارامتری شکل به u فازی عدد یک .١.١ تعریف
که قسمی

است. پیوسته چپ از و صعودی یکنوای کراندار، u تابع .١
است. پیوسته چپ از و نزولی یکنوای کراندار، u تابع .٢

.u(r) ⩽ u(r) داریم ،r ∈ [٠, ١] هر برای .٣

ارائه�دهنده ∗

٣٢٧
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دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادلات .٢

می�شود: تعریف زیر به�صورت کلی حالت در دوم نوع خطی فردهلم انتگرال معادله

u(t) = f(t) + λ

∫ b

a

k(t, s)u(s)ds.(١)

مجهول تابعی u(t) و معلوم توابعی k(t, s) ∈ L٠])٢, ١) × [٠, ١)) و f(t) ∈ L٠]٢, ١) فوق معادله در
زیر به�صورت را دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادله پارامتری شکل ،١.١ تعریف به توجه با بخش این در است.

می�نماییم. ارائه
،f(t, r) ،f(t, r) می�کنیم فرض همچنین باشد. b = ١ و a = ٠ ،λ = ١ می�کنیم فرض مقاله این در
فردهلم معادلات پارامتری شکل .٠ ⩽ r, t ⩽ ١ که باشند u(t) و f(t) از پارامتری شکل u(t, r) و u(t, r)

است: زیر به�صورت دوم نوع فازی خطی

u(t, r) = f(t, r) +
∫ ١
٠ v١(t, s, u(s, r), u(s, r))ds,

u(t, r) = f(t, r) +
∫ ١
٠ v٢(t, s, u(s, r), u(s, r))ds.

(٢)

داریم ٠ ⩽ t, r ⩽ ١ هر برای که قسمی به

v١(t, s, u(s, r), u(s, r)) =

{
k(t, s)u(s, r) k(t, s) ⩾ ٠
k(t, s)u(s, r) k(t, s) < ٠ ,

v٢(t, s, u(s, r), u(s, r)) =

{
k(t, s)u(s, r) k(t, s) ⩾ ٠
k(t, s)u(s, r) k(t, s) < ٠ .

(٣)

فازی انتگرال معادله آن�گاه k−(s, t) = min
٠⩽t,s⩽١

{k(t, s), ٠} و k+(s, t) = max
٠⩽t,s⩽١

{k(t, s), ٠} اگر

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (٢)

u(t, r) = f(t, r) +
∫ ١
٠ k

+(t, s)u(s, r)ds+
∫ ١
٠ k

−(t, s)u(s, r)ds,

u(t, r) = f(t, r) +
∫ ١
٠ k

+(t, s)u(s, r)ds+
∫ ١
٠ k

−(t, s)u(s, r)ds.
(۴)

است. فازی غیر حالت در خطی فردهلم انتگرال معادلات دستگاه یک (۴) معادله ٠ ⩽ t, r ⩽ ١ هر برای

لژاندر موجک�های .٣

می�آیند. به�دست مادر موجک نام به تابعی اتساع و انتقال از که می�دهند تشکیل را توابع از خانواده�ای موجک�ها

که می�شوند داده نمایش Ψm,n(t) = Ψ(k, n̂,m, t) به�صورت [٠, ١) بازه بر لژاندر موجک�های .١.٣ تعریف
چند مرتبه برابر m همچنین .n = ١, ٢, . . . , ٢k−١ که n̂ = ٢n− ١ و است مثبت و صحیح عددی k آن در

می�شوند: تعریف زیر شکل به موجک�ها این است. لژاندر جمله�ای

Ψm,n(t) =

{ (
m+ ١

٢
) ١

٢ ٢ k
٢ Lm(٢kt− n̂) n̂−١

٢k ⩽ t <
n̂+١
٢k

٠ این�صورت غیر در
.(۵)

می�آید: به�دست زیر بازگشتی رابطه از که است m مرتبه از لژاندر چندجمله�ای Lm(t) بالا رابطه در

L٠(t) = ١, L١(t) = t,

lm+١(t) =
٢m+ ١
m+ ١

tLm(t)− m

m+ ١
lm−١(t), m = ١, ٢, ٣, . . . .(۶)
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توابع تقریب .۴

را f ∈ L٠]٢, ١) دلخواه تابع هر بنابراین است. L٠]٢, ١) برای یکه متعامد پایه یک {Ψmn(t)} خانواده
داد: بسط زیر به�صورت لژاندر موجک�های توسط می�توان

f(t) =

∞∑
n=١

∞∑
m=٠

cnmΨnm(t),(٧)

سری اگر است. L٠]٢, ١) فضای در داخلی ضرب بیانگر ⟨·, ·⟩ و است cnm = ⟨f(t),Ψnm(t)⟩ آن در که
نشان fkM (t) با را آن که می�آید به�دست زیر شکل به f(t) تابع از تقریبی کنیم، قطع بعد به جایی از را (٧)

می�دهیم:

f(t) ≃ fkM (t) =

٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

cnmΨnm(t) = CTΨ(t).(٨)

از: عبارتند و هستند ٢k−١M × ١ مرتبه از بردارهایی Ψ و C فوق رابطه در

C = [c١٠, c١١, . . . , c١(M−١), c٢٠, . . . , c٢(M−١), . . . , c٢k−١(M−١)]
T ,

(٩)

Ψ(t) = [Ψ١٠(t),Ψ١١(t), . . . ,Ψ١(M−١)(t),Ψ٢٠(t), . . . ,Ψ٢(M−١)(t), . . . ,Ψ٢k−١(M−١)(t)]
T .

به�صورت لژاندر موجک�های توسط را k(t, s) ∈ L٠])٢, ١)× [٠, ١)) می�توان مشابه به�طریق

k(t, s) ≃ ΨT (t)KΨ(s),(١٠)

به�صورت آن درایه�های و است ٢k−١M مرتبه از مربعی ماتریس K آن در که زد تقریب
در شده تعریف Ψ(t) بردار از iام درایه Ψi(t) این�جا در می�باشند. kij = ⟨Ψi(t), ⟨k(t, s),Ψj(s)⟩⟩

می�باشد. (٩) رابطه

دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادلات عددی حل .۵

داریم (١٠) متغیره دو توابع تقریب به توجه با می�گیریم. نظر در را (۴) فازی انتگرال معادله

k+(t, s) ≃ ΨT (t)K+Ψ(s), k−(t, s) ≃ ΨT (t)K−Ψ(s),(١١)

u(t, r) ≃ ΨT (t)UΨ(r), u(t, r) ≃ ΨT (t)UΨ(r),(١٢)

f(t, r) ≃ ΨT (t)FΨ(r), f(t, r) ≃ ΨT (t)FΨ(r).(١٣)

Uماتریس�های Uو و معلوم درایه�های با ٢k−١M مرتبه مربعی Fماتریس�های Fو ،K− ،K+ بالا معادلات در
رابطه به توجه با و (۴) رابطه در (١٣) تا (١١) روابط جایگذاری با هستند. مجهول درایه�های با مرتبه همین از

می�رسیم: زیر دستگاه به معادلات کردن ساده از پس نهایتاً ،
∫ ١
٠ Ψ(s)ΨT (s)ds = I

U = F +K+U +K−U,
U = F +K+U +K−U.

(١۴)

و دستگاه حل از پس است. مجهول تعداد همین و معادله ٢٢k−٢M٢ با خطی معادلات دستگاه یک بالا دستگاه
u(t, r) و u(t, r) از تقریبی (١٢) معادله از استفاده با می�توان U و U مجهول ماتریس�های درایه�های محاسبه

نمود. ارائه
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عددی نتایج .۶

توابع با (۴) فازی فردهلم انتگرال معادله .١.۶ مثال

f(t, r) = −١
٣
t٢ + t٢r +

٧
٣
t+

١
۴
r − ١

١٢
− ٢rt,

f(t, r) = −۵
٣
t− t٢r − ١

۴
r +

۵
٣
t٢ +

۵
١٢

+ ٢rt.

k = ٢ ازای به لژاندر موجک�های کارگیری به با می�گیریم. نظر در را k(t, s) = (٢t− ١)٢(١− ٢s) هسته و
Mداریم = ٢ و

K+ =



١
٢

−
√
٣

٣۶
٠ ٠

−
√
٣

٢۴
١
٢۴

٠ ٠
١
١٢

−
√
٣

٣۶
٠ ٠

√
٣

٢۴
− ١
٢۴

٠ ٠


, K− =



٠ ٠ − ١
١٢

−
√
٣

٣۶
٠ ٠

√
٣

٢۴
١
٢۴

٠ ٠ − ١
١٢

−
√
٣

٣۶
٠ ٠ −

√
٣

٢۴
√
٣ − ١

٢۴



F =



٣١
١۴۴

−
√
٣

١۴۴
٢۵
١۴۴

−
√
٣

١۴۴
۴٣
√
٣

۵٧۶
− ١
۶۴

٢۵
√
٣

۵٧۶
− ١
۶۴

۴٧
٧٢

−
√
٣

٣۶
٣۵
٧٢

−
√
٣

٣۶
۴١
√
٣

۵٧۶
− ١
١٩٢

٣۵
√
٣

۵٧۶
− ١
١٩٢


, F =



١٣
١۴۴

√
٣

١۴۴
١٩
١۴۴

√
٣

١۴۴
−١١
√
٣

۵٧۶
١
۶۴

٧
√
٣

۵٧۶
١
۶۴

١١
٧٢

√
٣

٣۶
٢٣
٧٢

√
٣

٣۶
٢٣
√
٣

۵٧۶
١

١٩٢
٢٩
√
٣

۵٧۶
١

١٩٢


.

زیر شکل به متناظر خطی دستگاه� حل و (١۴) معادلات در فوق ماتریس�های دادن قرار از U و U ماتریس�های
می�آیند: به�دست

U =



٧
٣٢

−
√
٣

٩۶
۵
٣٢

−
√
٣

٩۶
٧
√
٣

٩۶
− ١
٩۶

۵
√
٣

٩۶
− ١
٩۶

٢١
٣٢

−
√
٣

٣٢
١۵
٣٢

−
√
٣

٣٢
٧
√
٣

٩۶
− ١
٩۶

۵
√
٣

٩۶
− ١
٩۶


, U =



١
٣٢

√
٣

٩۶
٣
٣٢

√
٣

٩۶√
٣

٩۶
١
٩۶

√
٣

٣٢
١
٩۶

٣
٣٢

√
٣

٣٢
٩
٣٢

√
٣

٣٢√
٣

٩۶
١
٩۶

√
٣

٣٢
١
٩۶


u(t, r) = (٢− r)t و u(t, r) = rt تقریبی جواب�های (١٢) معادله در بالا ماتریس�های دادن قرار با نهایتاً

است. معادله دقیق جواب همان که می�گردد حاصل ٠ ⩽ r, t ⩽ ١ ازای به

توابع با (۴) فازی انتگرال معادله .٢.۶ مثال

f(t, r) = sin(πt)

(
٢
١۵
r٢ − ١١

١۵
r +

۵٢
١۵
− ١٣

١۵
r٣
)
,

f(t, r) = sin(πt)

(
١٣
١۵
r٢ +

١١
١۵
r +

٨
١۵
− ٢

١۵
r٣
)
.
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لژاندر موجک�های به�کارگیری با دوم نوع فازی فردهلم انتگرال معادلات عددی حل

و u(t, r) = (r٢ + r) sin(πt) دقیق جواب و k(t, s) = ٠٫ ٢π sin(πt) sin(٢πs) هسته و
در عددی نتایج ،M = ۵ و k = ٣ ازای به می�گیریم. نظر در را u(t, r) = (۴ − r٣ − r) sin(πt)

است. مشاهده قابل ١ شکل در مطلق خطای منحنی همچنین و ١ جدول

.t = ٠٫ ٢ نقطه Mدر = ۵ و k = ٣ ازای به ٢.۶ مثال مطلق خطای .١ جدول

r u خطای u خطای
٠ ٠ ۵/۶۵× ١٠−۶

٠/١ ١/۵۵× ٧−١٠ ۵/۵٠× ١٠−۶

٠/٢ ٣/٣٩× ٧−١٠ ۵/٣۵× ١٠−۶

٠/٣ ۵/۵١× ٧−١٠ ۵/١٨× ١٠−۶

٠/۴ ٧/٩١× ٧−١٠ ۴/٩٩× ١٠−۶

٠/۵ ١/٠۶× ١٠−۶ ۴/٧۶× ١٠−۶

٠/۶ ١/٣۵× ١٠−۶ ۴/۴٩× ١٠−۶

٠/٧ ١/۶٨× ١٠−۶ ۴/١٧× ١٠−۶

٠/٨ ٢/٠٣× ١٠−۶ ٣/٧٩× ١٠−۶

٠/٩ ٢/۴١× ١٠−۶ ٣/٣۴× ١٠−۶

0000

0.10.1 0.10.1

0.0000050.000005

0.2 0.20.20.2

0.30.30.3 0.3

0.0000100.000010

0.40.4 0.40.4

tr tr
0.50.5 0.50.5

0.0000150.000015

0.6 0.60.60.6

0.70.70.70.7

0.0000200.000020

0.8 0.80.8 0.8

0.9 0.90.9 0.9

0.0000250.000025

0.0000300.000030

0.0000350.000035

00

0000

0.10.1 0.10.1

0.0000020.000002

0.20.20.2 0.2

0.0000040.000004

0.30.3 0.30.3

0.40.40.4 0.4

0.0000060.000006

r ttr
0.5 0.50.5 0.5

0.0000080.000008

0.60.6 0.60.6

0.70.70.70.7

0.0000100.000010

0.8 0.80.80.8

0.0000120.000012

0.90.90.90.9

0.0000140.000014

0.0000160.000016

0.0000180.000018

(سمت u(t, r) Mبرای = ۵ و k = ٣ ازای به ٢.۶ مثال مطلق خطای منحنی .١ شکل
چپ). (سمت u(t, r) و راست)
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

گاوس-توران انتگرال�گیری روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

محمودی∗ زهرا
ایران ابهر، ابهر، واحد اسلامی آزاد دانشگاه مهندسی، فنی دانشکده ریاضی، گروه

نظریه سوخت، در گسترده به�طور که براتو مسئله حل برای پنجم درجه بی�اسپلاین پایه بر عددی روش یک چکیده.
معادله یک به دیفرانسیل معادله به�شکل براتو مسئله است. شده داده توسعه دارد، کاربرد گرما انتقال و احتراق
درجه بی�اسپلاین بر مبتنی هم�محلی روش کمک به مجهول تابع بسط روش از می�شود. تبدیل ولترا-فردهلم انتگرالی
با شده حاصل عددی نتایج می�شود. استفاده انتگرال�ها تقریب برای گاوس-توران انتگرال�گیری قاعده�ی و پنجم

است. شده مقایسه دیگر روش�های از آمده به�دست نتایج با پیشنهادی روش
قاعده پنجم، درجه بی�اسپلاین ولترا-فردهلم، غیرخطی انتگرالی معادله براتو، مسئله کلیدی: واژه�های

گاوس-توران. انتگرال�گیری
.34K28, 74G15, 60D30 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

همچنین است. آمده به�وجود [۶ ،١] حرارتی احتراق تئوری در جامد سوخت اشتعال مدل ساده�سازی از براتو مسئله
روش�های برای مقایسه ابزار یک عنوان به اغلب که معنی بدین است غیرخطی ویژه مقادیر مسئله یک براتو مسئله
فراهم براتو مسئله پیشینه و اهمیت از عالی خلاصه یک اشمیت و جاکوبسون [۴] می�شود. برده به�کار عددی

آورده�اند.
است: زیر به�شکل بعدی یک مسطح مختصات در براتو مرزی مقدار مسئله

(١) u
′′
(x) + λeu(x) = ٠, ٠ < x < ١, u(٠) = u(١) = ٠,

θ =
√
٢λ cosh( θ۴ ) در θ که است، مفروضشده u(x) = −٢ ln[ cosh((x−

١
٢ )

θ
٢ )

cosh( θ
۴ )

] با (١) معادله دقیق جواب
می�کند. صدق

و باشد λ < λc و λ = λc ،λ > λc به�ترتیب که وقتی است دو و یک صفر، براتو مسئله جواب
با برابر λc بحرانی مقدار همچنین و [١٠] کند صدق ١ = ١

۴
√
٢λc sinh( θ۴ ) معادله در λc بحرانی مقدار
است. شده فرض λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩

انتگرال�گیری x به نسبت دوبار باید ابتدا ولترا-فردهلم انتگرالی معادله بر�حسب (١) براتو مسئله فرمول�بندی برای
داشت: خواهیم آن�گاه کنیم،

(٢) u(x)− u(٠) = −λ
∫ x

٠

∫ η

٠
eu(t)dtdη + cx,

می�آوریم: به�دست (١) مرزی شرایط و جزء��به�جزء انتگرال�گیری به�کارگیری با

(٣) u(x) = λ(−
∫ x

٠
(x− t)eu(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xeu(t)dt).

ترکیب که عددی روش�های از که است لازم نیست حل قابل صریح روش به (٣) انتگرالی معادله که آن�جائی از
کنیم. استفاده می�باشند درونیابی و عددی انتگرال�گیری از مناسبی

انتگرال�گیری سپسقاعده و پنجم درجه بی�اسپلاین توسط مجهول تابع تقریب بر مبتنی روشهم�محلی مقاله این در
داد. خواهیم توسعه غیرخطی فردهلم ولترا- انتگرالی معادله�های تقریب برای را توران گاوس

ارائه�دهنده ∗
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گاوس-توران انتگرال�گیری روش از استفاده با براتو مسئله عددی حل

پنجم درجه بی�اسپلاین هم�محلی روش .٢

درجه بی�اسپلاین هم�محلی روش فرمول�بندی در که s درونیاب ساختن در پایه توابع و پنجم درجه بی�اسپلاین فضای
کنید فرض می�کنیم. معرفی را می�گیرد قرار استفاده مورد پنجم

h =
b− a
N

گام طول با [a, b] بازه� از یکنواخت افراز یک △N ≡ {a = t٠ < t١ < · · · < tN = b}
کلاس P۵ که s(t) ∈ S۵(∆N ) = {s ∈ C۴[a, b]; s|[ti,ti+١] ∈ P۵, i = ٠, ١, . . . , N − ١} و

است. پنجم درجه چندجمله�ای
می�تواند اضافی نقطه ده کمک به پنجم درجه بی�اسپلاین ساختار ،(٣) معادله در u تحلیلی جواب تقریب برای

که به�طوری شود، اجرا

t−۵ < t−۴ < t−٣ < t−٢ < t−١ , tN+١ < tN+٢ < tN+٣ < tN+۴ < tN+۵.

B۵
i (t) پایه�های از خطی ترکیب به�صورت را s(t) اسپلاین تابع ∆N افراز بازه�های زیر از کدام هر در می�توان

:[٢] نوشت زیر به�شکل

(۴) s(t) =
N+٢∑
i=−٢

ciB
۵
i (t),

می�شود: تعریف زیر به�صورت B۵
i (t) پایه�های که B٠

i (t) =

{
١, if ti ≤ t ≤ ti+١
٠, نقاط سایر ,

Bk
i (t) = ( t−ti

ti+k−ti
)Bk−١

i (t) + ( ti+k+١−t
ti+k+١−ti+١

)Bk−١
i+١ (t), k ≥ ١,

می�شوند مشخص زیر انتهایی شرایط و درونیابی شرایط از ,ciها −٢ ≤ i ≤ N + ٢ ضرایب و

s(ti) = u(ti), ٠ ≤ i ≤ N,
و

(۵)


(i) Djs(t٠) = Dju(t٠), D

js(tN ) = Dju(tN ), j = ١, ٢,
or
(ii) Djs(t٠) = Djs(tN ), j = ١, ٢, ٣, ۴,
or
(iii) Djs(t٠) = ٠, Djs(tN ) = ٠, j = ٣, ۴.

گاوس-توران انتگرال�گیری قاعده�ی .٣

گاوس-توران انتگرال�گیری فرمول mباشد. حداکثر درجه از جبری چندجمله�ای�های تمام مجموعه Pm کنید فرض
:[٩ ،۵] است زیر به�صورت

(۶)
∫ b

a

f(x)dλ(x) =
n∑

ν=١

٢q∑
i=٠

Aν,if
(i)(τν) +Rn,٢q+١(f),

فشرده تکیه�گاه با R حقیقی خط روی نامنفی اندازه dλ(x) و f ∈ C٢(q+١)n(R)،q ∈ N٠ ،n ∈ N آن در که
گشتاورهای تمام آن برای که است، نامتناهی یا کراندار) و (بسته

µk =

∫ b

a

xkdλ(x), k = ٠, ١, . . . ,

به�صورت انتگرال�گیری قاعده وزن�های Aν,i و µ٠ > ٠ ، هستند متناهی و موجود

Aν,i =

∫ b

a

lν,i(x)dλ(x), (i = ٠, . . . , ٢q, ν = ١, . . . , n),
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محمودی ز.

.ν = ١, . . . , ۴ و i = ٠, . . . , ۴ ازای به Aν,i و τν مقادیر .١ جدول

τ١ = −٠٫ ٨٩٩٨٢٩٢١٢۵۶٠٩٩ τ٢ = −٠٫ ٣۶۵٩٢۴٣۵۴۶٩١۴۶
τ٣ = ٠٫ ٣۶۵٩٢۴٣۵۴۶٩١۶٧٩ τ۴ = ٠٫ ٨٩٩٨٢٩٢١٢۶۵٠٩٨۶
A١,٠ = ٠٫ ٣١۵۶٠۴٢٠۶٠۶٢۶٢۴ A١,٢ = ٠٫ ٠٠١٢١٣٩٧۶۵٣٣٠١۵
A٢,٠ = ٠٫ ۶٨۴٣٩۵٧٩٣٩٣٧۴٠۵ A٢,٢ = ٠٫ ٠١٠۴٨٠١۶٣٨٣۵٩۵٠٨
A٣,٠ = ٠٫ ۶٨۴٣٩۵٧٩٣٩٣٧٣٧٧ A٣,٢ = ٠٫ ٠١٠۴٨٠١۶٣٨٣۵٩۴٩
A۴,٠ = ٠٫ ٣١۵۶٠۴٢٠۶٠۶٢۶٠٣ A۴,٢ = ٠٫ ٠٠١٢١٣٩٧۶۵٣٣٠١۴٩٠
A١,١ = ٠٫ ٠١۵١٧٩١٩٢٧٢٧٧٨۴٧ A١,٣ = ٢٫ ۶٧۴٠٣٧۴٣۴٧٠٨٧٨ ∗ ١٠−۵

A٢,١ = ٠٫ ٠١٣۵۵۶٠٩٣۵١۵۵٢٩ A٢,٣ = ٠٫ ٠٠٠١١٢٨٠٢۵٠٩٩٣٨٨
A٣,١ = −٠٫ ١٣۵۵۶٠٩٣۵١۵۵٣٣۶ ∗ ١−١٠ A٣,٣ = −٠٫ ١١٢٨٠٢۵٠٩٩٣٨٨٠ ∗ ٣−١٠

A۴,١ = −٠٫ ١۵١٧٩١٩٢٧٢٧٧٨٢١ ∗ ١−١٠ A۴,٣ = −٠٫ ٢۶٧۴٠٣٧۴٣۴٧٠٨٢١ ∗ ١٠−۴

A١,۴ = ۵٫ ۴٢۶۴٣۵١٨٣۴٨۶٧۵ ∗ ٧−١٠ A٢,۴ = ٠٫ ٠٠٠٠٢۶٣۶۴٢٣۵۴٩۶٠۵
A٣,۴ = ٠٫ ٠٠٠٠٢۶٣۶۴٢٣۵۴٩۶ A۴,۴ = ۵٫ ۴٢۶۴٣۵١٨٣۴٨۵٩۵ ∗ ٧−١٠

در τν (ν = ١, . . . , n) گره�های است. هرمیت درونیاب اساسی چندجمله�ای lν,i(x) آن در که می�شود تعریف
انتگرال که هستند πn(x) = xn + an−١x

n−١ + . . .+ a١x+ a٠ تکین چندجمله�ای� صفرهای (۶) رابطه
می�کند: کمینه را زیر

F (a٠, a١, . . . , an−١) =

∫ b

a

[πn(x)]
٢q+٢dλ(x),

یعنی است، دقیق ٢(q + ١)n− ١ حداکثر درجه از چندجمله�ای�های تمام برای (۶) رابطه بنابراین

Rn,٢q+١(f) = ٠, ∀f ∈ P٢(q+١)n−١.

.[٩ ،۵] داریم ١ جدول در را Aν,i و τν مقادیر ν = ١, . . . , ۴ و i = ٠, . . . , ۴ ازای به

غیرخطی ولترا-فردهلم انتگرالی معادلات عددی حل .۴

می�گیریم نظر در را (٣) غیرخطی ولترا-فردهلم انتگرالی معادله

u(x) = λ

[
−
∫ x

٠
(x− t)eu(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xeu(t)dt

]
.

xi = ih, , h =
١
N
i = نقاط در و می�زنیم تقریب (۴) از پنجم درجه بی�اسپلاین تابع با را u(t) مجهول تابع

می�کنیم گسسته�سازی ٠, ١, . . . , N

s(xi) = λ

[
−
∫ xi

٠
(xi − t)es(t)dt+

∫ ١

٠
(١− t)xies(t)dt

]
, i = ٠, ١, . . . , N.

داریم: مساوی بازه� زیر N به [٠, xi] و [٠, ١] بازه�های افراز با

s(xi) = λ

[
−

i−١∑
p=٠

∫ xp+١

xp

(xi − t)es(t)dt+
N−١∑
p=٠

∫ xp+١

xp

(١− t)xies(t)dt

]
, i = ٠, ١, . . . , N.

(٧)
بازه�های زیر از یک هر زیر متغیر تغییر کمک به باید انتگرال�ها، تقریب برای گاوس-توران فرمول از استفاده برای

کنیم: تبدیل [−١, ١] بازه� به را [xp, xp+١]

t =
١
٢
[(xp+١ − xp)y + (xp+١ + xp)], dt =

(xp+١ − xp)
٢

dy =
h

٢
dy.
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.N = ١٠, λ = ٢ ازای به خاص نقاط در (١) مسئله جواب خطای قدرمطلق .٢ جدول

∗١٫ ٨۶(−٧) = ١٫ ٨۶× ٧−١٠

(٩) روش [٣] در روش [٧] در روش [٨] در روش xi
١٫ ٨۵(−٧)∗ ١٫ ٧٢(−۵) ١٫ ۵(٢−)٢ ٢٫ (٣−)١٣ ٠٫ ١
١٫ ۵(٧−)٠ ٣٫ ٢۶(−۵) ١٫ ۴(٢−)٧ ۴٫ (٣−)٢١ ٠٫ ٢
١٫ ٨۶(−٧) ۴٫ ۴٩(−۵) ۵٫ (٣−)٨٩ ۶٫ (٣−)١٩ ٠٫ ٣
١٫ (٧−)٨٢ ۵٫ ٢٨(−۵) ٣٫ ٢۵(−٣) ٨٫ (٣−)٠٠ ٠٫ ۴
١٫ (٧−)٩١ ۵٫ ۵۶(−۵) ۶٫ (٣−)٩٨ ٩٫ ۶(٣−)٠ ٠٫ ۵
١٫ (٧−)٨٢ ۵٫ ٢٨(−۵) ٣٫ ٢۵(−٣) ١٫ (٣−)٠٩ ٠٫ ۶
١٫ ٨۶(−٧) ۴٫ ۴٩(−۵) ۵٫ ٨٩(−۴) ١٫ (٢−)١٩ ٠٫ ٧
١٫ ۵(٧−)٠ ٣٫ ٢۶(−۵) ١٫ ۴(٢−)٧ ١٫ ٢۴(−٢) ٠٫ ٨
١٫ ٨۵(−٧) ١٫ ٧٢(−۵) ١٫ ۵(٢−)٢ ١٫ (٢−)٠٩ ٠٫ ٩

n = ۴ و q = ٢ ازای به را (۶) گاوس-توران انتگرال�گیری فرمول ،(٧) معادله در انتگرال�ها تقریب برای
می�آوریم: به�دست را زیر (N + ١)× (N + ۵) غیرخطی دستگاه و می�بریم به�کار

(٨)


s(xi) =

λh
٢ (−

∑i−١
p=٠

∑۴
ν=١

∑۴
l=٠Aν,l((xi − ξpν)es(ξpν))(l)

+
∑N−١

p=٠
∑۴

ν=١
∑۴

l=٠Aν,l((xi − ξpν)es(ξpν))(l)), i = ٠, ١, . . . , N,

برای اما داریم. ١ جدول از را Aν,l ضرایب و τν گره�های و ξpν =
(xp+١−xp)τν+(xp+١+xp)

٢ آن در که
به (۵) انتهایی شرایط منظور این برای داریم، نیاز دیگر معادله چهار به (٨) معادلات از جواب آوردن به�دست

می�آوریم: به�دست را زیر (N + ۵)× (N + ۵) غیرخطی دستگاه ،(٨) معادلات

(٩)


s(xi) =

λh
٢ (−

∑i−١
p=٠

∑۴
ν=١

∑۴
l=٠Aν,l((xi − ξpν)es(ξpν))(l)

+
∑N−١

p=٠
∑۴

ν=١
∑۴

l=٠Aν,l((xi − ξpν)es(ξpν))(l)), i = ٠, ١, . . . , N,

Djs(x٠) = Djs(xN ), ١ ≤ j ≤ ۴,

جای�گذاری با و می�آوریم به�دست را ci, i = −١−,٢, . . . , N + ٢ ضرایب فوق غیرخطی دستگاه حل با حال
می�آوریم. به�دست را (٣) معادله تقریبی جواب ،(۴) رابطه در ciها

شده ارائه روش مقایسه و عددی نتایج .۵

خطای قدرمطلق ،(٣) ولترا-فردهلم انتگرالی معادله حل در شده ارائه روش دقت و پایداری تست منظور به
در نتایج و شده�اند مقایسه N = ١٠ و λ = ٢ مقادیر برای [٣ ،٧ ،٨] در موجود نتایج با (٣) معادله جواب�های
است. دقیق بسیار براتو مسئله حل برای مقاله این روش که می�دهند نشان نتایج است. شده داده نشان ٢ جدول�

٣٣۵
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پوستری ارائه�های

بهینه�سازی



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله تقریبی بهینه جواب

تیبا∗ فائزه
ایران زاهدان، بلوچستان، و سیستان دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده

یا مساوی قیود تحت بهینه جواب�های یافتن با که است بهینه�سازی مسئله (LP) خطی برنامه�ریزی چکیده.
مسئله متغیرها، و پارامترها توسط شده ایجاد قطعیت�های عدم دلیل به اخیر سال�های در دارد. ارتباط نامساوی
تقریبی بهینه جواب یافتن به�منظور مقاله، این در است. کرده پیدا زیادی اهمیت (FLP) فازی خطی برنامه�ریزی
فازی بهینه جواب بدترین و بهترین تعاریف و قضایا معرفی به ،(FNLP) فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله

می�پردازیم.
فازی. اعداد تقریبی، بهینه جواب بهینه، جواب فازی، خطی برنامه�ریزی کلیدی: واژه�های

.XXC61 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

تمام که فازی تماماً خطی برنامه�ریزی مسئله جواب یافتن برای روش یک Feuring و Buckley ،٢٠٠٠ سال در
.[١] نمود ایجاد فازی برنامه�ریزی�های حل در انقلابی که دادند ارائه هستند، فازی اعداد آن متغیرهای و پارامترها
سال در .[٣] داد پیشنهاد فازی متغیرهای با LP حل برای روشی فازی، اعداد مقایسه مفهوم از استفاده با ملکی،
،٢٠١٣ و ٢٠١٢ سال در .[۵] داد پیشنهاد فازی تماما برنامه�ریزی مسائل حل برای روش�هایی لطفی ،٢٠٠٩
تابع و قیود در موجود غیرقطعی شده بیان فازی مجموعه�های اساس بر را فازی تماماً خطی برنامه�ریزی روش Fan
،٢٠١۵ سال در مثال به�عنوان کرده�اند. فعالیت رشته این در زیادی محققان نیز اخیراً .[۴ ،٣] داد توسعه هدف
داد ارائه چند�هدفه خطی مسائل از استفاده با فازی خطی برنامه�ریزی مسئله حل برای جدید الگوریتم یک عزتی
ارائه جواب�هایی و کرده برطرف را FNLP تقریبی جواب ساختار مطالعه در موجود نواقص مقاله، این در .[٢]

می�کند. منعکس را تقریبی جواب معنای عینی به�طور که می�دهیم

فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله .٢

می�گیریم: نظر در را زیر خطی برنامه�ریزی }مسئله
min cTx

s.t. Ax ≥ b, x ≥ ٠,

c ماتریس ترانهاده cT ،c = (ci)
n
i=١ ∈ Fn ،b = (bi)

m
i=١ ∈ Fm ،A = [aij ]m×n ∈ Fm×n که

.[٨] است nبعدی ستونی بردار x = (xi)
n
i=١ و است

x∗ ∈ Rn اگر ،r ∈ [٠, ١] هر برای باشد A ∈ Fm×n و b ∈ Fm ،c ∈ Fn کنید فرض [٩] .١.٢ گزاره
باشد. کلاسیک خطی برنامه�ریزی مسئله بهینه minجواب cT (r)x

s.t. Ax ≥ b(r), x ≥ ٠

min cT (r)x

s.t. Ax ≥ b(r), x ≥ ٠

ارائه�دهنده ∗

٣٣٨



فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله تقریبی بهینه جواب

دیگر عبارت به


min ci(r)xi

s.t.
(∑n

j=١ aij(r)xj
)m

i=١
≥

(
bi(r)

)m
i=١ ,

xj ≥ ٠,


min ci(r)xi

s.t.
(∑n

j=١ aij(r)xj
)m

i=١
≥

(
bi(r)

)m
i=١ ,

xj ≥ ٠.

فازی تقریبی بهینه جواب�های .٣

،b(r) ،A(r) هنگامی�که درست فازی بهینه جواب کردن پیدا فازی خطی برنامه�ریزی مسئله یک در کلی، به�طور
جواب بدترین یا بهترین حل برای روشی ادامه در است. دشوار هستند، r از توابعی c(r) و ،b(r) ،A(r) ،c(r)

می�دهیم. ارائه فازی تقریبی بهینه

است: زیر به�صورت آن r سطح برش�های ،٠ ≤ r ≤ ١ و A ∈ F (R) برای [۶] .١.٣ تعریف

[Ã]r =

{x | Ã(x) ≥ r}, ٠ < r ≤ ١,

{x | Ã(x) > ٠}, r = ٠.

ازای (به r١, r٢, . . . , rs ∈ (٠, ١) و c ∈ Fn ،b ∈ Fm ،A ∈ Fm×n کنیم فرض [٧] .٢.٣ تعریف
فرض همچنین، هستند. ٠ = r٠ < r١ < r٢ < · · · < rs < rs+١ = ١ رابطه با (s مثبت مقدار یک
بهینه جواب بدترین xW (rj) =

(
xWi (rj)

)n
i=١ و rj بهینه جواب بهترین xB(rj) = (xBi (rj))

n
i=١ کنیم

و x̃B(r) = (x̃Bi (r))
n
i=١ می�گوییم آن�گاه .(j = ٠, ١, ٢, . . . , s, s + ١) هستند FNLPP(1) برای rj

هستند. FNLPP(1) برای تقریبی بهینه جواب�های x̃W (r) = (x̃Wi (r))ni=١

(rj , x
B
i (rj))نقاط بین خطی تابع x̃Bi (r) i = ١, ٢, . . . , n این�که و {r١, r٢, . . . , rs} مجموعه به توجه با

نوشت: می�توان است،

x̃Bi (r) =



r
r١
xBi (r١) +

r١−r
r١

xBi (٠), r ∈ [٠, r١],

r−r١
r٢−r١

xBi (r٢) +
r٢−r
r٢−r١

xBi (r١), r ∈ (r١, r٢],

...
r−rs−١
rs−rs−١

xBi (rs) +
rs−r

rs−rs−١
xBi (rs−١), r ∈ (rs−١, rs],

r−rs
١−rs

xBi (١) + ١−r
١−rs

xBi (rs), r ∈ (rs, ١].

نمود. تعریف می�توان نیز را x̃Wi (r) صورت همین به

مقدار یک ازای (به r١, r٢, . . . , rs ∈ (٠, ١) و c ∈ Fn ،b ∈ Fm ،A ∈ Fm×n کنیم فرض .٣.٣ تعریف
x̃Wi (r) و x̃Bi (r) همچنین، هستند. ٠ = r٠ < r١ < r٢ < · · · < rs < rs+١ = ١ رابطه با (s مثبت
،{r١, r٢, . . . , rs} سطح مجموعه به توجه با ،FNLPP(1) تقریبی بهینه جواب بدترین و بهترین ترتیب به

به
(
ux̃W

i

)n
i=١

= ux̃W و
(
ux̃B

i

)n
i=١

= ux̃B بعدی n فازی مجموعه ستون بردارهای کنیم فرض هستند.

٣٣٩



تیبا ف.

شود: تعریف زیر صورت

ux̃B
i
=


sup

{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Bi , x̃

B
i ]
}
,

{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Bi , x̃

B
i ]
}
̸= ∅

٠,
{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Bi , x̃

B
i ]
}
= ∅

, t ∈ R

ux̃B
i
=


sup

{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Wi , x̃Wi ]

}
,

{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Wi , x̃Wi ]

}
̸= ∅

٠,
{
r ∈ [٠, ١] : t ∈ [x̃Wi , x̃Wi ]

}
= ∅

, t ∈ R

مجموعه به توجه با فازی، مجموعه تقریبی بهینه جواب بدترین و بهترین ux̃W و ux̃B می�گوییم این�صورت در
ux̃W و ux̃B می�گوییم آن�گاه فرضشود، ux̃W ∈ E و ux̃B ∈ E اگر به�ویژه است. ،{r١, r٢, . . . , rs} سطح

است. فازی تقریبی بهینه جواب بدترین و بهترین

ازای (به r١, r٢, . . . , rs ∈ (٠, ١) و c ∈ Fn ،b ∈ Fm ،A ∈ Fm×n کنیم فرض .۴.٣ قضیه
همچنین، هستند. ٠ = r٠ < r١ < r٢ < · · · < rs < rs+١ = ١ رابطه با (s مثبت مقدار یک
rj بهینه جواب بدترین xW (rj) =

(
xWi (rj)

)n
i=١ و rj بهینه جواب بهترین xB(rj) = (xBi (rj))

n
i=١

{xWi (rj)}s+١
j=٠ و {xBi (rj)}

s+١
j=٠ متناهی دنباله i = ١, ٢, . . . , n هر ازای به اگر برایFNLPP(1)هستند.

فازی عدد تقریبی بهینه جواب بدترین و بهترین ux̃W و ux̃B آن�گاه شود، فرض غیرنزولی) یا (غیرصعودی یکنوا
هستند. {r١, r٢, . . . , rs} سطح مجموعه به توجه با ،FNLPP(1) برای

جواب�های که می�دانیم {xWi (rj)}s+١
j=٠ و {xBi (rj)}

s+١
j=٠ دنباله یکنوایی از i = ١, ٢, . . . , n هر برای اثبات.

با باشند، یکنوا و پیوسته [٠, ١] در {r١, r٢, . . . , rs} سطح مجموعه به توجه با FNLPP(1) تقریبی بهینه
□ .uxW ∈ E و uxB ∈ E که کرد اثبات می�توان x̃Wi (r) و x̃Bi (r) تعریف از استفاده

ازای (به r١, r٢, . . . , rs ∈ (٠, ١) و c ∈ Fn ،b ∈ Fm ،A ∈ Fm×n کنیم فرض .۵.٣ قضیه
همچنین، هستند. ٠ = r٠ < r١ < r٢ < · · · < rs < rs+١ = ١ رابطه با (s مثبت مقدار یک
rj بهینه جواب بدترین xW (rj) =

(
xWi (rj)

)n
i=١ و rj بهینه جواب بهترین xB(rj) = (xBi (rj))

n
i=١

هستند. FNLPP(1) برای
بدترین یا بهترین برای آن�گاه فرضشود، یکنوا اکیداً {xWi (rj)}s+١

j=٠ و {xBi (rj)}
s+١
j=٠ متناهی دنباله هر اگر

داریم: فازی تقریبی بهینه جواب

ux̃B
i
(t) =


(x̃B

i )−١(t) t ∈
[
x̃B
i (٠), x̃B

i (١)
]
,

٠ t /∈
[
x̃B
i (٠), x̃B

i (١)
]
,

و ux̃W
i

(t) =


(x̃W

i )−١(t) t ∈
[
x̃W
i (٠), x̃W

i (١)
]
,

٠ t /∈
[
x̃W
i (٠), x̃W

i (١)
]
.

فرض صعودی اکیداً {xWi (rj)}s+١
j=٠ و {xBi (rj)}

s+١
j=٠ متناهی دنباله هر ،i = ١, ٢, . . . , n هر ازای به اگر،

داریم: آن�گاه شود،

ux̃B
i
(t) =


(x̃B

i )−١(t) t ∈
[
x̃B
i (١), x̃B

i (٠)
]
,

٠ t /∈
[
x̃B
i (١), x̃B

i (٠)
]
,

و ux̃W
i

(t) =


(x̃W

i )−١(t) t ∈
[
x̃W
i (١), x̃W

i (٠)
]
,

٠ t /∈
[
x̃W
i (١), x̃W

i (٠)
]
.

فرض صعودی اکیداً {xWi (rj)}s+١
j=٠ و {xBi (rj)}

s+١
j=٠ متناهی دنباله هر ،i = ١, ٢, . . . , n هر به�ازای اگر

هستند. x̃Wi (r) و x̃Bi (r) معکوس توابع (x̃Wi )−١(t) و (x̃Bi )−١(t) آن�گاه شود،

□ می�شود. ثابت ۴.٣ قضیه اثبات بنابر اثبات.
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فازی اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله تقریبی بهینه جواب

اصلی نتایج .۴

و تعاریف همراه به تقریبی بهینه جواب�های مفهوم فازی، اعداد خطی برنامه�ریزی مسئله حل برای مقاله این در
بحث مورد را آن تقریبی جواب بدترین و بهترین ،FNLPP جواب ساختار نهایت در و شد معرفی مهم قضایای
و کردیم ارائه ٣.٣ و ٢.٣ در را FNLP تقریبی بهینه جواب�های مجموعه بدترین و بهترین تعاریف دادیم. قرار

کردیم. بررسی ۵.٣ و ۴.٣ قضایای در را آن نتایج
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می�دانست هندسه که جبردانی خوارزمی؛

رضائی∗ اصغر علی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

راغب فتوحی مریم و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

با را آن�ها از نمونه یک و می�کنیم بررسی جبری معادلات حل در را خوارزمی هندسی ایده�های مقاله این در چکیده.
تلفیق در خوارزمی مهارت مورد در مختصری بحث همچنین می�کنیم. مقایسه اصول، کتاب در اقلیدسی�اش همتای

می�دهیم. انجام اصول کتاب از آن، استقلال و مسائل به او هندسی نگاه اصالت نیز و جبر و هندسه
اقلیدس. هندسی، جبر اصول، دوم کتاب خوارزمی، کلیدی: واژه�های

.01A30 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

مقاله این در است. شده یاد المقابله و الجبر کتاب آن�ها رأس در و جبری�اش کارهای خاطر به� بیشتر خوارزمی از
کار به را هندسه جبری�اش، روابط درستی توجیه برای که آن�جا کرد. خواهیم واکاوی را خوارزمی هندسی ذائقه اما
با مجهولات شامل جبری مسائل حل روش�های گسترش می�آمیزد. هم در هنرمندانه را هندسه و جبر و می�گیرد
تاریخی متون در که عربی جبر یا اسلامی جبر عبارت بود. اسلامی ریاضیات در شایع امور از یکی آن�ها، توان�های
تشویق به میلادی نهم قرن اوایل در را المقابله و معروفالجبر کتاب خوارزمی است. نکته همین موید می�شود، دیده
هندسی برهان�هایی سپس و داد ارائه دوم درجه معادلات حل برای را قواعدی کتاب این در او نوشت. وقت خلیفه
خوارزمی کارهای در که را اقلیدس اصول کتاب ایده�های از یکی مقاله این در کرد. ارائه قواعد از برخی توجیه برای
محسوسی تفاوت که می�شوند ظاهر زمینه�هایی در ایده�ها این که می�سازیم نشان خاطر می�کنیم. بحث می�شود، دیده
پیچیده بسیار شبکه� یک شامل عربی زبان به اصول کتاب انتقال که داشت نظر در باید دارند. اقلیدس اصلی ایده با
پژوهش�های .[١] نداریم آن به نسبت چندانی دانش حاضر حال در که است تفسیر�ها و ویرایش�ها ترجمه�ها، از
ابن حجاج به میلادی ٨٠۵ از قبل آن�ها از یکی که است شده منجر اصول از عربی اولیه ترجمه� دو به فعلی تاریخی
و شده انجام میلادی نهم قرن پایانی سوم یک در حنین ابن اسحاق توسط دیگری و است منسوب مطر ابن یوسف

است. گردیده ویرایش قره بن ثابت وسیله به بعداً
حقیقت اما نیست؛ معلوم کسی بر خیر یا و بوده گاه آ اصول کتاب ترجمه�های از خوارزمی آیا که موضوع این

.[٣] است نکرده اثبات یا بیان صراحت به خود آثار از یک هیچ در را اقلیدس دوم کتاب نتایج او که است آن
برای خوارزمی روش از شرحی ادامه در و می�کنیم اقلیدس گزاره�های از یکی به مختصری اشاره� ابتدا مقاله این در
جمع�بندی یک به را خواننده مختصر نوشتار این که امید این به می�آوریم. ٢ درجه معادله یک حل درستی توجیه

برساند. خصوص این در منصفانه

اقلیدس اصول دوم کتاب از گزاره یک .٢

بودن برابر خصوص در گزاره ١۴ شامل کتاب این دوم باب است. کتاب یا باب ١٣ بر مشتمل اصول کتاب
ابزارهایی کتاب این نخست گزاره� ١٠ می�شود. یاد نیز هندسی جبر عنوان با آن از که مربع�هاست و مستطیل�ها
قضیه� چهار جمله از پیچیده�تر قضایای اثبات برای کمکی لم�های عنوان به بعدها که هستند کاربردی و ساده نسبتاً

ارائه�دهنده ∗
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مخروطی مقاطع جمله از باستان ریاضی متون دیگر در آن�ها پای رد که همچنان رفته�اند؛ کار به دوم کتاب انتهایی
آن صورت بنابراین کرد. خواهیم یاد کتاب این پنجم گزاره از مشخصاً مقاله این در می�شوند. یافت نیز آپولونیوس

:[۴] می�کنیم ذکر جا این در را
را پاره�خط برش�ها از یکی که به�طوری دهیم برش نقطه دو در را پاره�خط یک اگر اقلیدس. دوم کتاب پنجم گزاره
حاصل�ضرب با است برابر پاره�خط نصف مربع آن�گاه کند، تقسیم نابرابر قسمت دو به را پاره�خط دیگری و کند نصف

برش. دو بین پاره��خط مربع به�علاوه نابرابر، قطعات

اصول. دوم کتاب از پنجم گزاره هندسی تعبیر .١ شکل

D نقطه� در و مساوی قسمت دو به C نقطه در AB خط پاره است. گزاره این هندسی نمایش ١ شکل
مابقی و LHGEمربع و CBFE ، DBMH چهارضلعی�های است. شده تقسیم نامساوی قسمت دو به

می�گوید فوق گزاره ببریم، کار به مساحت برای را S نماد اگر هستند. مستطیل چهارضلعی�ها

SCBEF = SADHK + SLHGE .

می�دهیم. ارجاع [٢] به را علاقمند خوانندگان اقلیدس، دوم کتاب با بیشتر آشنایی جهت

خوارزمی از معروف مسأله یک .٣

همه تقریباً اما دارند. اقلیدسی گزاره�های با شباهت�هایی خوارزمی، آثار در موجود هندسی برهان�های از بسیاری
استفاده مشهور، مثال یک شده�اند. بیان تصویری یا و شهودی روش با اقلیدسی سخت�گیری�های خلاف بر آن�ها
چنین آن مضمون که است رفته کار به معروفی مسأله� در که است اقلیدس پنجم گزاره مشابه نتیجه�ای از خوارزمی
مذکور معادله امروزی، زبان به عدد؛ همان برابر ١٠ با است برابر واحد، ٢١ به�علاوه عدد، یک مربع مجموع است:

می�نامد. ریشه ضریب را ١٠ عدد مسأله، شرح در خوارزمی است. x٢ + ٢١ = ١٠x به�صورت
دست به ۵ مقدار کنید؛ نصف را ریشه ضریب :[۵] است چنین مسأله این حل برای خوارزمی کاری شیوه�
ریشه� است؛ ۴ باقیمانده کنید؛ کم عدد این از را ٢١ است؛ ٢۵ حاصل کنید؛ ضرب خودش در را مقدار این می�آید؛
ریشه ٣ است؛ ٣ باقیمانده کنید؛ کم است، ۵ که ریشه ضریب نصف از را ٢ حال است؛ ٢ که آورید دست به را آن
که است ٧ مجموع این کنید؛ اضافه ریشه، ضریب نصف به را ٢ است ممکن یا داشتید شما که است معادله�ای

است. معادله برای دیگری جواب
آن با اما است اصول دوم کتاب از ۵ گزاره تداعی�کننده� می�رود، کار به روش این درستی تایید برای که نموداری

نیست. یکی
گفت: چنین می�توان کنیم، تشریح جزئیات، با و امروزی زبان به را خوارزمی هندسی استدلال بخواهیم اگر

نظر در x مجهول را CD یعنی آن عرض و ١٠ با برابر را HC یعنی ،HCDN مستطیل طول ٢ شکل در
مسأله جواب x اگر که کنید توجه می�باشد. فوق معادله طرف یک که است ١٠x مستطیل این مساحت می�گیریم.
با که نوشت ١٠x − x٢ = ٢١ به�صورت می�توان را فوق معادله زیرا است؛ مسأله جواب هم ١٠ − x باشد،
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معادله. حل برای خوارزمی روش هندسی توجیه .٢ شکل

جواب ،۵ عدد که می�دانیم طرفی، از می�شود. نوشته نیز x(١٠ − x) = ٢١ به�شکل چپ، سمت کردن تجزیه
با شرایطی هیچ تحت که است منفی عدد یک اخیر، معادله چپ سمت ،١٠ از بزرگتر اعداد برای و نیست معادله
،۵ از کمتر نامیده�ایم x را آن که ریشه�ها از یکی سخن، دیگر به بود. نخواهد برابر ٢١ عدد یعنی آن، راست سمت
که می�گیریم چنان HC ضلع روی را R و A نقاط بود. خواهد ١٠ از کمتر و ۵ از بزرگتر ١٠− x یعنی دیگری و
منطبق G بر R و A نقاط از یک هیچ آن�گاه بنامیم، G را HC ضلع وسط نقطه� اگر .HR = AC = CD

HC سر دو از آن فاصله که دارد قرار جایی Gدقیقا نقطه و است، ۵ از HRکمتر و AC طول زیرا بود؛ نخواهند
عمود پای و کرده عمود مستطیل روبرویی ضلع بر G و A از دارد. قرار R و A میان G یعنی می�باشد. ۵ با برابر
HABN مستطیل است. x٢ آن مساحت که می�آید به�دست ACDB مربع یک می�نامیم. T و B ترتیب به را

با است برابر آن مساحت که می�آید به�دست نیز

SHABN = SHCDN − SACBD = ١٠x− x٢ = ٢١.

۵ ضلع به MKTN مربع یک که می�گیریم چنان را M و K نقاط ترتیب به
−−→
NH و

−→
TG نیم�خط�های روی

پاره که کنید توجه می�نامیم. L را عمود پای و کرده MKعمود بر R از است. ٢۵ مربع این مساحت آید. به�دست
KGRL چهارضلعی بنابراین است. ۵−x کدام هر طول زیرا هستند؛ انطباق GKقابل GRو ،GA خط�های
A نقطه� دو در و مساوی قسمت دو به G نقطه� HCدر پاره�خط حال است. GA٢ آن مساحت که است مربع یک
.HG٢ = HA.AC+GA٢ داریم اصول دوم کتاب پنجم گزاره طبق است. شده تقسیم نامساوی قسمت دو به

عبارتی به یا
SMKTN = SHABN + SKGRL.

KGRL مربع مساحت بنابراین است. ٢١ و ٢۵ ترتیب به HABN و MKTN مساحت� که می�دانیم اما
پاره نصف طول از عدد این کردن کم با می�باشد. ٢ است، برابر GA با که آن ضلع طول پس است. ۴ با برابر
خط پاره نصف طول به ٢ کردن اضافه با آن، دیگر ریشه و است ٣ با برابر که می�آید دست به AC طول خط،

است. ٧ که می��آید به�دست
مساحت کمک با جبری مسأله� یک تا گرفته�اند قرار استفاده مورد هندسی، ابزارهای می�بینیم که همچنان

است. جسته بهره آن از وفور به خوارزمی که است هندسی جبر ترفندهای از یکی این و شود حل چهارضلعی�ها

نتیجه�گیری و جمع�بندی .۴

خوارزمی عهد در که نکنیم فراموش نه. یا داشته دسترسی اصول کتاب ترجمه� به خوارزمی آیا که نمی�داند کسی حقیقتاً
استفاده قابل علم اهالی برای و دسترس در اقلیدس اصول از فراوانی نسخه�های که نبوده چاپ دستگاه از خبری
پژوهش�های آخرین طبق و نوشته میلادی نهم قرن اوایل در را والمقابله الجبر کتاب خوارزمی آن�که ضمن باشد.
دسترسی احتمال بنابراین است. شده انجام میلادی ٨٠۵ سال در هم اصول کتاب عربی ترجمه اولین تاریخی،
هدف است. ناچیز بسیار دست�نویس، نسخه�های بودن محدود نیز و مسافت بعد دلیل به ترجمه این به خوارزمی
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غربیان که است نامی خوارزمی دهانه که رو آن از نیست؛ خوارزمی کار دادن جلوه بزرگ عنوان هیچ به نگارندگان
دلیل به که پارسی بزرگمرد این جاودانه نام از است دیگری شکل الگوریتم واژه و گذاشته�اند ماه دره�های از یکی بر

می�شود. اطلاق کامپیوتری و علمی راهکار و فرآیند هر به پژوهش�هایش عمق
هندسه از جبری، رابطه یک اثبات برای خوارزمی است مشخص چه آن بگویم: را شخصی�مان نظر بگذارید باری
رو این از است. آورده دست به را جبری رابطه یک و کرده شروع هندسه با اقلیدس که حالی در است؛ گرفته کمک
نمونه�های ریاضیات تاریخ آن�که، ضمن است. بوده اقلیدس از مستقل خوارزمی کار می�رسد نظر به زیادی حدود تا
لایب و نیوتون نمونه محض یکدیگر. از اطلاع بدون هم آن نفر چند توسط موضوع یک کشف از دارد فراوانی

هذلولوی. هندسه مورد در لباچفسکی و بویویی حسابان؛ مورد در نیتس
علاوه خوارزمی کند، تایید را اصول کتاب محتوای از خوارزمی بودن بی�خبر تاریخی، پژوهش�های روزی اگر
همچنان نشود، تایید چیزی چنین هم اگر گرفت. خواهد قرار نیز خود عصر هندسه�دانان زمره در بودن، جبردان بر

است. ستودنی هندسی، جبر اعتلای و هندسه؛ و جبر تلفیق در خوارزمی نبوغ

سپاس�گزاری

شماره پژوهانه قالب در اثر این از حمایت جهت به کاشان، دانشگاه از را خود قدردانی مراتب مقاله نویسندگان
می�دارند. ابراز ٩٨۵٩٨٧
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

اسلام از بعد ایران ریاضی تاریخ در ایرانی و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر بررسی

وکیلی هادی
ایران مشهد، فردوسی، دانشگاه انسانی، علوم و ادبیات دانشکده

فیاضی∗ رضا
ایران مشهد، فردوسی، دانشگاه انسانی، علوم و ادبیات دانشکده

فیاضی اصغر و
ایران گرگان، گلستان، دانشگاه علوم(ریاضی)، دانشکده

� اسلامی تمدن و فرهنگ است. بوده پژوهشگران رغبت و توجه مورد همواره اسلام از بعد ایران تاریخ چکیده.
ریاضیات علم علمی�خصوصاً متقابل تأثیرات میان، این در داشته�اند. یکدیگر بر فراوانی متقابل تأثیرات ایرانی �و
بعد بودند. بهره بی علم نعمت از ایرانیان از بسیاری ساسانی دوره در طبقاتی نظام وجود با می�باشد. توجه قابل
ایرانیان می�دانست همه برای فضیلت یک را علم �که اسلامی تعالیم به توجه با و مسلمانان توسط ایران فتح از
مسلمانان طرفی، از آورند. دست به فراوانی پیشرفت�های ریاضیات جمله علمی�از مختلف عرصه�های در توانستند
در بردند. بهره ایرانی دانشمندان از ریاضیات مانند عقلی علوم در بودند، نظر صاحب حدیث و قرآن علوم در که
و ریاضیات علم در یکدیگر بر ایرانی �و � اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر برشمردن با تا داریم قصد مقاله این

بپردازیم. شد حاصل جهانی آن طبع به و ایرانی �و اسلامی ریاضیات در تأثیرات این اثر در که پیشرفت�هایی
تمدن. و فرهنگ ریاضیات، ایران، اسلام، تاریخ، کلیدی: واژه�های

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

این نشانه�های اولین بتوان شاید است. بوده زمین ایران مردم علاقه مورد همواره دانش و علم کسب تاریخ، طول در
را ایران در ریاضیات عرصه در خصوصاً دانش و علم شکوفایی اما کرد. جستجو میلاد از پیش سوم هزاره در را امر
ایرانیان تعالی و رشد موجبات می�دانست دانش کسب در را فضیلت که اسلام دین هستیم. �شاهد اسلامی دوره در
در ظلم نظام زدن کنار بلکه نمی�دانند، ایرانیان شدن مسلمان عامل را اجبار مورخان از بسیاری لذا آورد. فراهم را
جای جای در انگلیسی خاورشناس براون ادوارد می�شمارند. امر این اصلی عامل �را اسلامی تعالیم و ساسانی دوره
آیین تدریجی غلبه درباره ”تحقیق پذیرفتند: رغبت با را اسلام ایرانیان که می�کند اعتراف و اقرار خودش کتاب
تصور بسا چه است. ساسانیان مستملکات بر عرب عرضی استیلای در تحقیق از مشکل�تر زرتشت کیش بر اسلام
دوم و قرآن اول می�ساختند: مخیر راه دو از یکی انتخاب در را مفتوحه ممالک و اقوام اسلام جنگجویان که کنند
مجبور فقط و دارند نگاه را خود آیین داشتند اجازه یهود و ترسا و گبر زیرا نیست صحیح تصور این ولی شمشیر.
و خمس دادن و غزوات در شرکت از خلفا مسلم غیر اتباع زیرا بود عادلانه کاملا ترتیب این و بودند جزیه دادن به
سرزمین�های در مختلف علوم پیشرفت و تعالی و رشد .[٧] داشتند” معافیت بود فرض پیامبر امت بر که زکات
که زمانی محدوده این در رسید. خود اوج به پنجم قرن در و شد شروع هجری دوم قرن اواسط از کلی طور �به اسلامی
عظیمی� پیشرفت�های به مسلمانان ریاضیات، جمله از علمی� مختلف عرصه�های در کشید طول نیم و قرن سه حدود
انحطاط و ضعف به رو بود رفته پیش که سرعتی همان با هفتم قرن از شکوفایی دوران آن از پس یافتند. دست
و شرح نوشتن، ولی شد ناپدید یکسره علمی� روح نهم قرن در این�که تا یافت ادامه قرن سه تا انحطاط این و نهاد

داشت. ادامه همچنان گذشتگان آثار بر حاشیه
وجود دوره آن در که علوم پیشرفت کلی جریان از آن�ها در پیشرفت که گفت باید نجوم و ریاضیات مورد در
المقابله و الجبر رسیده ما دست �به اسلامی دوران از جبر زمینه در که کتابی نخستین است. نبوده مستثنی داشت

ارائه�دهنده ∗
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زبان�های در algebra واژه و بود معروف بسیار اروپا در میانه سده�های در که �است خوارزمی موسی بن محمد نوشته
استعمال شده، حاصل جبر در اسلامی ریاضیدانان به�دست که دیگری پیشرفت .[۵] است کتاب همین نام از اروپایی
تأثیر تحلیلی هندسه بسط در کار این و است بوده جبر)، در هندسه بردن به�کار (یعنی بالعکس و هندسه در جبر

.[٢] است داشته بسزایی
علوم توسعه به یکدیگر، بر ایرانی �و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیرات بررسی با تا برآنیم مقاله این در لذا
ریاضیدانان از تعدادی نهایت در بپردازیم. کشور این به اسلام ورود از بعد ایران در ریاضیات علم خصوصاً مختلف

می�پردازیم. تأثیرات این از نمونه�هایی عنوان به ریاضیات دنیای به آن�ها خدمات و ایرانی مسلمان

ایرانی و اسلامی تمدن و فرهنگ .٢

خرافات و تعصبات از را ایرانیان شد موفق اسلام است. بوده سازنده و دوطرفه تعاملی اسلام با ایرانی تمدن تعامل
نابودی حال در تمدن این و دهد دوباره حیاتی ایرانیان به و بخشد رهایی ساسانیان طبقاتی نظام همچنین و مذهبی
آغاز عباسیان آمدن کار روی �با اسلامی دوره علم تاریخ که گفت می�توان گرفت. خود به تازه�ای شکل اسلام واسطه به
سانسکریت زبان �از نجومی آثار از بعضی و بود هندی منجمان از بسیاری پذیرای بغداد دربار زمان این در می�شود.
شده قائل دانشمندان برای الهی دین این که برتری و فضیلت ایران، به اسلام دین ورود با گردید. ترجمه عربی به
اسلام از پیش علوم به مسلمانان توجه دوره این در شد. �ایرانیان علمی نهضت پویای و سریع حرکت باعث بود،
به دینی اقلیت�های فیلسوفان و علما سوی از که بود چالشی علوم این �به اسلامی جامعه توجه دلیل گشت. معطوف
مسلمانان که است اهمیت حایز نکته این البته بود. شده �ایجاد می�زیستند مسلمانان میان که مسیحی و یهودی ویژه

بودند. موثر بسیار آن گسترش و رشد بر و افزودند علوم این بر نیز خود نبوده، بهره�بردار صرفاً
مسلمانان کردند. ترجمه عربی زبان به را طب و ریاضی و فلسفی علوم عمده قسمت نیز مسلمانان دیگر، طرف از
را عقلی علوم ولی کردند ابداع داشتند نیاز آن به که احکام استخراج و حدیث و قرآن درک در که را نقلی علوم
در موجود علوم توانستند مسلمانان که است �این اسلامی تمدن امتیازات از یکی گرفتند. ایران مثل ملل سایر از
پرشورترین و ترین وسیع فرهنگ و علم صحنه بیفزایند. آن بر و کرده ترجمه عربی به را ایران و هندوستان و یونان

.[۶] است اسلام به ایرانیان خدمات میدان�های

ایرانی مسلمان ریاضیدانان .٣

گرفت. زیادی سرعت گوناگون جنبه�های در علوم توسعه کردیم، اشاره تر پیش که همان�طور ایران، به اسلام ورود با
الحکمه بیت ضمیمه مامون که رصدخانه�ای داشته�اند. توجه قابل کارهای مسلمین هم فیزیک و نجوم ریاضیات، در
مختلف کتب تألیف و ترجمه با مسلمان ایرانی دانشمندان .[١] ریاضیات و نجوم در مطالعه برای شد مرکزی کرد
از اروپاییان بعدها که به�گونه�ای داشتند؛ جهان در علم این توسعه بر شگرفی تأثیر نجوم و ریاضیات علم زمینه در
.[۴] است �شگرف اسلامی ریاضیات در ایرانیان سهم بردند. فراوان بهره�های ایرانی مسلمان ریاضیدانان آثار ترجمه
ایرانیان خدمت میزان بر نمی�توان که آن با است. بوده هند ریاضی دانش از بسیاری انتقال کانون ایران گمان بی
ریاضیدانان این از برخی به ادامه در .[٣] است بوده فراوان رشته این در آنان کوشش ولی کرد حکم ریاضی در

می�کنیم. اشاره ایرانی مسلمان

ریاضیدانان و دانشمندان بزرگترین از یکی ق) ١٨۵-٢٣٣) خوارزمی� موسی بن محمد ابوعبداله خوارزمی. .١.٣
نخستین او می�کرد. کار بود کرده تاسیس را آن عباسی خلیفه مامون که الحکمه بیت در وی است. خویش عصر
المقابله و الجبر حساب من مختصر او جبر کتاب نوشت. کتاب جبر و حساب زمینه در که �بود اسلامی دانشمند
در کتاب این زیرا �است؛ � اسلامی عصر از موجود ریاضیات متن قدیمی�ترین کتاب این که گفت می�توان داشت. نام
دو میلادی ١٢ قرن در بعدها کتاب این بود. نشده ترجمه عربی به یونانی ریاضیات آثار هنوز که شد تألیف دوره�ای

گردید. جهان آن طبع به و اروپا در جبر مطالعه باعث و شد ترجمه لاتین به بار
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که می�گردد برگزار ساله همه ایرانی پژوهشگران و نوآوران از تجلیل جهت �به علمی جشنواره�ای حاضر، عصر در
یادنامه�ای همچنین است. شده نام�گذاری خوارزمی” ”جشنواره شهیر ریاضیدان این خدمات پاس به جشنواره این
حاوی که رسیده چاپ به مسکو در صفحه شصت و دویست در روسی زبان به ایرانی مسلمان ریاضیدان این برای
حاصل که شده �منتشر خوارزمی درباره فارسی زبان به نیز دیگری یادنامه خوارزمی�می�باشد. باب در مقاله شانزده

می�باشد. یونسکو ملی کمیسیون تلاش

ایرانی �و �اسلامی نامی ریاضیدانان از ق) ٣٨٨-٣٢٨) یحیی بن محمد بن محمد ابوالوفا بوزجانی. ابوالوفا .٢.٣
یادگیری از پس و آمد دنیا به نیشابور ربع جام، ولایت توابع از بوژگان در او می�باشد. هجری چهارم قرن در
و شد رصد به مشغول شهر این رصدخانه در و رفت بغداد به سپس کرد. عزیمت نیشابور به خانواده نزد ریاضیات
است. بوده خویش عصر دانان هندسه و اخترشناسان بزرگترین از یکی وی کرد. زندگی شهر همین در عمر آخر تا
جبر �و خوارزمی المقابله و الجبر کتاب بر او که شرح�هایی به می�توانیم ایرانی مسلمان ریاضیدان این آثار میان از

کنیم. اشاره است نوشته هیپارخوس جبر و دیوفانتوس
نام�گذاری وی نام به ماه آتشفشان�های از یکی دهانه بوزجانی ابوالوفا خدمات پاسداشت برای حاضر، عصر در
در بار یک سال چند هر ایرانی مسلمان ریاضیدان این با بیشتر آشنایی جهت به همایش�هایی همچنین، است. شده

می�گردد. برگزار کشورمان

بیرون در مذهب شیعه خانواده�ای در ق) ٣۶٢-۴۴٢) بیرونی احمد بن محمد ابوریحان بیرونی. ابوریحان .٣.٣
با توانست و شد او همراه داشت هندوستان به غزنوی محمود که سفری در وی گشود. جهان به دیده خوارزم شهر
ابوریحان بیفزاید. خود علم بر توانست سانسکریت زبان آموختن با همچنین کند. برقرار تعامل هندی دانشمندان
می�شد. محسوب خویش عصر دانشمندان بزرگترین از طبیعی علوم و فیزیک و نجوم و ریاضیات زمینه در بیرونی
ترجمه به اروپا در آثار این از بسیاری که می�باشد ریاضیات علم زمینه در فراوانی رساله�های و کتاب�ها دارای وی
اشاره النجوم و الهییه فی المسعودی القانون کتاب به می�توانیم جمله آن از گرفت. قرار آنان استفاده مورد و رسید
فی و الاوتار استخراج کتاب دو همچنین، کرد. ترجمه آلمانی زبان به را آن مثلثات بخش شوی کارل که کنیم
سوتر نام به فردی را می�باشد کروی اشکال مسطح نمایش باب در دوم کتاب که الکور تبطیح و الصور تسطیح
تناسب و نسبت بحث به بیرونی ابوریحان آن در که الهند راشیکات فی کتاب است. کرده ترجمه آلمانی زبان به
توسط التنجیم صناعه لاوایل التفهیم کتاب همچنین، گردید. ترجمه آلمانی زبان به ویدمان توسط هم می�پردازد
ترجمه انگلیسی زبان به رایت رمزی نام به فردی توسط که شده تألیف عربی و فارسی زبان دو به بیرونی ابوریحان

است. شده
اتریش وین شهر در واقع متحد ملل سازمان دفتر به را ساختمان-مجسمه�ای ایران کشورمان حاضر، عصر در
اسلامی و هخامنشی المان�های از آن ساخت در و است شده ساخته چهارتاقی شکل به اثر این است. نموده اهدا
تاریخ در یکدیگر بر ایرانی �و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر از نشانی خود که است شده گرفته بهره �توأمان

می�باشد. اسلام از بعد ایران

و ریاضیدانان از یکی ق) ۴۴٠-۵١٧) نیشابوری خیام ابراهیم بن عمر ابوالفتح الدین غیاث امام خیام. .۴.٣
دنیا به نیشابور شهر در او می�باشد. هجری ششم قرن اوایل و پنجم قرن اواخر در ایرانی مسلمان بزرگ حکمای
پرداخته اقلیدسی هندسه مشکلات به گویی پاسخ به آن در که او دیگر رساله و مقابله” و ”جبر در خیام رساله آمد.
نیز جهان تاریخ و شناسی زبان فلسفه، در نجوم، و ریاضیات بر علاوه وی اوست. ریاضی آثار مشهورترین جمله از
اشاره المقابله” و الجبر المسایل علی البراهین فی ”رساله به می�توانیم ریاضیات زمینه در خیام آثار از داشت. تبحر
به موسوم حکمت از بخشی در نیاز �مورد تعلیمی مباحث از ”یکی می�کند: عنوان رساله این آغاز در خیام خود کرد.

است”. مقابله و جبر صنعت ریاضی،
نام�گذاری خیام” ”عمر ایرانی فیلسوف و ریاضیدان خدماتی پاس نام به ماه حفره�های از یکی حاضر، عصر در
کشور در آبابا آدیس شهر در رستورانی همچنین است. شده ساخته خیام نام به هتلی نیز تونس کشور در است. شده
کشور در دارد. وجود امهری زبان به اتیوپی دانشگاه کتابخانه در خیام رباعیات و شده نام�گذاری خیام نام به اتیوپی
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ریاضیدان این خدمات سال�ها پاس به پایتخت جمله از مختلف شهرهای در مختلفی خیابان�های هم ایران خودمان
شده�اند. نام�گذاری ”خیام” ایرانی و مسلمان فیلسوف و

معروف ق) ۵٧٩-۵٩٧) طوسی حسن بن محمد بن محمد جعفر ابو نصیرالدین طوسی. الدین نصیر خواجه .۵.٣
جهان به دیده طوس در وی می�باشد. اسلام جهان ایرانی منجمان و ریاضیدانان بزرگترین از یکی نصیر خواجه به
منصور ابی بن عبدالرحیم ناصرالدین نزد قهستان به کرده ترک را نیشابور خراسان، به مغول�ها حمله با وی گشود.
نیز هلاکو ماند. آن�جا در خان هلاکو توسط الموت فتح زمان تا و رفت الموت به آن�جا از و اسماعیلیه قلاع در
هم نصیرالدین خواجه داد. قرار خود نزدیکان از یکی را او و کرد احترام بسیار را نصیر خواجه الموت فتح از پس
دانشمندان از بسیاری و گماشت همت مراغه رصدخانه ساخت به و برد بهره علم توسعه در داشت که موقعیتی از
بغداد شهر در نهایت در و کرد زندگی مراغه شهر در عمر اواخر تا خواجه آورد. هم گرد جا آن در را دوره آن مسلمان
تحریر کتاب�های به می�توانیم ریاضیات زمینه در طوسی الدین نصیر خواجه آثار جمله از بست. فرو جهان از دیده
باب در القطاع شکل اسرار عن القطاع کشف و هندسه باب در الاستوانه و الکره کتاب تحریر و اقلیدس اصول
جمله�ای دو بسط آن در نصیرالدین خواجه که التراب و بالتخت الحساب جوامع کتاب همچنین کرد. اشاره مثلثات

است. شده ترجمه هم روسی زبان به کرده، حساب را باشد صحیح عدد توان حالتی�که در را خیام
مهندس روز ایران در علمی�وی، خدمات پاسداشت جهت به طوسی، الدین نصیر خواجه تولد روز حاضر، عصر در
کشورمان در برجسته ریاضیدان این بزرگداشت برای همایشی بار یک سال چند هر همچنین، است. شده نام�گذاری

می�گردد. برگزار ایران

ق) ٨٣٢-٧٩٠) کاشانی طبیب محمود بن مسعود بن جمشید الدین غیاث کاشانی. جمشید الدین غیاث .۶.٣
برخی و است معروف (al-kashi) الکاشی به غرب در وی می�باشد. ایرانی و مسلمان برجسته منجم و ریاضیدان
کاشانی آثار از یکی �می�باشد. اسلامی ایران مفاخر بزرگترین از وی �می�دانند. اسلامی عصر ریاضیدان بهترین را او
پیشینیان ریاضیات المعارف دایره عنوان به کتاب این که الحساب مفتاح کتاب از است عبارت ریاضیات زمینه در
فن به کتاب این در او که است المحیطیه الرساله کتاب ریاضیات در کاشانی دیگر کتاب است. می�شده محسوب
قرار اروپاییان استفاده مورد و است شده ترجمه نیز روسی و آلمانی زبان�های به کتاب این است. پرداخته محاسبه
اصل که دارد جیب و وتر رساله نام با ریاضیات باب در هم دیگری کتاب کاشانی جمشید الدین غیاث است. گرفته

می�باشد. مفقود حاضر حال در می�باشد مثلثات زمینه در که کتاب این
استوارت ادوارد آلمانی، لوکی پاول جمله از جهان مختلف کشورهای از مختلفی دانشمندان حاضر، عصر در
از خود کتاب�های در یا و کرده صحبت کاشانی جمشید الدین غیاث درباره روس یوشکویچ آدلف و آمریکایی کندی
�این معرفی برای شناسان تاریخ سایر از بیشتر آلمانی برجسته دانشمند لوکی پاول میان، این در کرده�اند. یاد وی
گفته کاشانی جمشید الدین غیاث درباره وی است. نموده کوشش و تلاش جهانیان به آثارش و برجسته ریاضیدان
از زمین مغرب مردم پس آن از بود، رسیده وی معاصر غربی ریاضیدانان دست به او محیطیه رساله است:”اگر
به سریال یک هم خودمان کشور در می�شدند”. بی�نیاز دایره �اندازه�گیری درباره مبتذل تألیفات و منازعات بعضی
یداله کارگردانی به ”شهرآشوب” نام به سینمایی فیلم یک و لطیفی حسین محمد کارگردانی به آسمان” ”نردبام نام

است. شده ساخته ایرانی و مسلمان شهیر ریاضیدان این درباره صمدی

ریاضیات زمینه در او معروف کتاب ( ١٠٣١ق -٩۵٣) عاملی حسین بن محمد الدین بهاء بهایی. شیخ .٧.٣
مطالعه هجری نهم سده از پس یعنی کاشانی، جمشید الدین غیاث از بعد دارد. نام بهایی شیخ الحساب خلاصه
خلاصه کتاب همین آن بارز شواهد از یکی و رفت عقب اسلام جهان سراسر در کلی طور به و ایران در ریاضیات
مدت و است شده نوشته دیگر متن�های روی از ولی است، خوبی و مفید کتاب البته که است، بهایی شیخ الحساب

.[۵] بود هند و ترکیه ایران، مدرسه�های درسی کتاب سال دویست
تحقیقاتی �و علمی شهرک همت به ساله همه کارآفرینان و آورینان فن از تجلیل برای جشنواره�ای حاضر، عصر در
”شیخ مسلمان شهیر دانشمند و ریاضیدان �این علمی خدمات سال�ها پاس به جشنواره این که می�گردد برگزار اصفهان

است. شده نام�گذاری بهایی”
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اسلام از بعد ایران ریاضی تاریخ در ایرانی �و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر بررسی

نتیجه�گیری

هزاره�های از آمده به�دست اطلاعات از می�توان به�راحتی را این بوده�اند. دانش و علم کسب دنبال به دیرباز از ایرانیان
ساسانی دوره در خصوصاً به�تدریج اما شد. متوجه ایران فلات در واقع متمدن جوامع از بعضی در میلاد از پیش سوم
بدون ایرانیان مسلمان، اعراب توسط ایران فتح از بعد نمی�داد. همه به را علم کسب اجازه موجود طبقاتی نظام
تاکید دانش و علم کسب بر اسلام دین پذیرفتند. نبود ظالمانه نظام این به قائل که را اسلام دین رغبت با و مقاومت
شمار به فضیلت یک اسلامی تعالیم در علم کسب همچنین می�شمرد. جامعه افراد همه حق را مهم این و داشت
به تا یافتند فرصتی اسلام ورود از بعد ایرانی عالمان لذا بودند. احترام �مورد اسلامی جامعه در دانشمندان و می�آمد
که مسلمانان طرفی، از بپردازند. ریاضیات �مانند علمی مختلف عرصه�های در خود تألیفات و تحقیقات گسترش
دانشمندان از توانستند نجوم و ریاضیات مانند عقلی علوم در بودند، جوامع دیگر از نیاز بی حدیث و قرآن علم در
پیشرفت�های به شایانی کمک عربی زبان به سانسکریت و هندی زبان�های از مختلف آثار ترجمه ببرند. بهره ایرانی
خیام عمر حکیم و بیرونی ابوریحان بوزجانی، ابوالوفا خوارزمی، مانند ریاضیدانانی کرد. ریاضیات زمینه �در علمی
بدانیم. ریاضیات تاریخ زمینه در یکدیگر بر ایرانی �و اسلامی تمدن و فرهنگ متقابل تأثیر از نمونه�هایی می�توان را

گرفت. قرار اروپاییان استفاده مورد و شده ترجمه بعدها ریاضیدانان این آثار از بسیاری که به�گونه�ای

سپاس�گزاری

بودند، مقاله این نگارش و پژوهش امر در یاری�گر که کسانی و تمامی�اساتید را خود سپاس�گزاری مراتب بدین�وسیله
می�گردد. اعلام می�دهند اختصاص که وقتی و نظر دقت بابت کنفرانس، داوران از همچنین
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

مجازی فضای در زبانی گزاره�های مسئله و گودل

امیری�فرد پریسا
ایران اراک، مرکزی، استان نور پیام دانشگاه

نظری∗ علی�محمد و
ایران اراک، اراک، دانشگاه ریاضی، گروه

قضایا این شدند. ثابت ١٩٣١ سال در گودل کورت توسط گودل، ناتمامیت قضایای ریاضی، منطق در چکیده.
برای هیلبرت برنامۀ رد اهمیت، این اصلی دلیل و برخوردارند بسزایی اهمیت از ریاضی فلسفۀ و ریاضی منطق در
اگر که می�کنیم بیان مقاله، این در است. ریاضیات کل برای موضوع اصول از سازگار و کامل مجموعه�ای یافتن
سازگاری در تصدیق و اثبات�پذیری مقوله در زبان نحو تغییر اساس بر گودل ناتمامیت قضیه و کانتور پیوستار مسئله
پیوستار و گودل فراریاضیات امروزه شد، منتهی واقعی و اینترنت جهان تناظر در پیوستار فضا-زمان در تقارنی به
آنالیز و داده�کاوی در انسانی هوش جدید قابلیت�های اعداد مجموعه گرفتاری�های و عدد و شئ رابطه در کانتور
کردن اضافه و شروع گودل از که است تفکری چنین مولود خود مجازی فضای است. کرده ایجاد را محاسباتی
است. بالایی بسیار پیچیدگی تابع دارای که است رسانده فضایی چنین خلق به را ما بعد افزودن عنوان به تقارن

کانتور. نظریه سازگاری، گودل، ناتمامیت قضایای کلیدی: واژه�های
.03A05, 03A10 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

معلوم به�درستی هنوز است. گودل کورت اتریشی دانشمند ناب اندیشه�های مرهون بیستم قرن در ریاضیات فلسفه
ریاضی فلسفه در ناب و مهم قضایای این که می�دانست می�کرد، مطرح را نظریاتش که موقع آن گودل آیا که نیست
چشمگیر سرعتی رایانه علوم که دید خود چشم به گودل اما باشد، رایانه علوم در اساسی مفاهیم پایه�گذار می�تواند
قضیۀ می�کرد. حس نیز مجازی فضای در را خود نظریات تأثیر احتمالا می�ماند زنده راسل اندازه به شاید اگر و دارد

می�کند: بیان که باشد، ریاضیات منطق در نتیجه مشهورترین شاید گودل، ناتمامیت اول

این�صورت، در شوند. اثبات آن در حساب اصلی قضایای که باشد حساب در نظریه Kیک کنید فرض .١.١ قضیه
که: قسمی به داشت خواهد وجود G مانند جمله�ای باشد، سازگار K اگر

نیست. پذیر اثبات K در G باشد سازگار نظریه�ای K اگر الف)
نیست. پذیر Kاثبات در Gنقیض باشد، سازگار ـ ω نظریه�ای K اگر ب)

از بلکه نکند)، اثبات را تضادی باشد(یعنی سازگار تنها نه که است سازگار ـ ω نظریه یک ریاضی، منطق در
G باشد سازگار ـ ω نظریه�ای Kاگر بنابراین، می�کند. خودداری متناقض کاملا جملات نامتناهی ترکیبات اثبات

کرد. رد �را آن می�توان نه و است اثبات�پذیر نه که معنا بدین .[٧] است K از ناپذیر تصمیم جمله یک
می�گوید: گودل دوم ناتمامیت قضیه

در شوند. اثبات آن در حساب اصلی قضایای که باشد حساب در نظریه یک K کنید فرض [٧] .٢.١ قضیه
به�عبارت بود. خواهد ناپذیر تصمیم جمله یک Kاست سازگاری بیانگر که گزاره�ای باشد، Kسازگار اگر این�صورت
را خود سازگاری نیست قادر دهد نمایش را بازگشتی توابع بتواند که قوی کافی اندازه به سازگار نظام هیچ دیگر،

کند. اثبات

است، گزاره�ها از نامتناهی مجموعه�ای و علائم تعدادی استنتاج، قواعد تعدادی معنای به «نظریه» این�جا، در
دیگر برخی و می�شوند)، خوانده موضوع اصول (که می�شوند پذیرفته اثبات بدون گزاره�ها این از متناهی تعدادی که

ارائه�دهنده ∗
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به�دست موضوع اصول از استنتاج قواعد کمک با که گزاره�ها این به می�آیند. به�دست موضوع اصول از گزاره�ها از
قواعد کمک به نظریه موضوع اصول از بودن «اشتقاق�پذیر یعنی نظریه در بودن پذیر اثبات می�گوییم. قضیه می�آیند
ناتمامیت قضیه بنابر نکند. اثبات را تناقض یک هیچ�گاه صورتی�که در است، «سازگار» نظریه یک نظریه». استنتاج
همه که ندارد وجود کند اثبات بتواند را حساب اساسی قضایای حداقل که موضوعی اصل نظریه هیچ گودل، اول
طبق دارند. وجود ناپذیر تصمیم جملاتی ریاضی موضوعی اصل نظام هر در به�عبارتی کند. رد یا اثبات را قضایا
نظام�های که می�گوید اول ناتمامیت قضیه کاذب. یا است صادق یا گزاره�ای هر ارسطویی منطق و کلاسیک منطق
گزاره�های دربارۀ تصمیمی چنین نمی�توانند باشند داشته را بازگشتی توابع دادن نشان قابلیت که موضوعی اصل
که داد نشان می�توان انکارپذیر. نه و اثبات�پذیرند نه که دارند وجود نظام�ها این در جملاتی یعنی بگیرند. حساب
فعلی مجموعۀ برای گودل جدید گزارۀ یک می�توانیم هم باز کنیم، تولید جدیدی مجموعۀ و بیفزاییم K به را G اگر

کنیم. نقض را آن� بودن جامع و انکارپذیری نه و باشد پذیر اثبات نه جدید نظریۀ در که کنیم ارائه
،A مجموعه هر برای می�دارد: بیان که است بنیادینی نتیجه کانتور قضیه مقدماتی، مجموعه�های نظریۀ در
به�طور می�شود) داده نمایش P(A) با و می�شود گفته A توانی مجموعۀ آن (به A مجموعه�های زیر تمام مجموعه
درستی مجموعه�ها، زیر تعداد شمردن با می�توان متناهی مجموعه�های برای دارد. A خود از بزرگتر کاردینالی اکید
n مجموعه یک زیرمجموعه�های کل مجموعه، زیر یک به�عنوان تهی گرفتن نظر در با کرد. مشاهده را کانتور قضیه
است برقرار قضیه و ،card(P(A)) = ٢n آن�گاه ، card(A) = n اگر بنابراین بود، خواهد ٢n برابر عضوی

.٢n > n داریم نامنفی صحیح اعداد تمام برای چون
متناهی مجموعه�های بر علاوه یعنی است، درست مجموعه�ای هر برای اخیر گزاره که بود این کانتور مهم کشف
قضیه مهم پیامدهای از یکی خاص، به�طور است. درست نیز ناشمارا یا شمارا چه نامتناهی، مجموعه�های برای
مجموعه یک برابر است، ℵ٠ = card(N) کاردینال با شمارا مجموعه یک که طبیعی اعداد که است این کانتور
و است بزرگتر طبیعی اعداد کاردینال از کاردینال این و بوده برابر حقیقی اعداد با آن کاردینال که می�باشد ناشمارا
نمایش صورت این به را کاردینال�ها این بین رابطه card(R) = card(P(N)) گویند: پیوستار کاردینال آن به

.c = ٢ℵ٠ > ℵ٠ دهند می
در را قضیه این که بود کسی اولین او کردند، نام�گذاری کانتور گئورگ آلمانی ریاضیدان افتخار به را قضیه این
داشت. ریاضیات فلسفه در مهمی و فوری پیامدهای کانتور قضیه کرد. اثبات و بیان میلادی نوزدهم قرن انتهای
سلسله به کانتور، قضیه اعمال و نامتناهی مجموعه یک از توانی مجموعه ساخت عمل تکرار با مثال، به�عنوان
این نهایت، در است. بزرگتر اکید طور به قبلی از کدام هر که می�رسیم نامتناهی کاردینال�های از نامتناهی مراتب
”بزرگترین دیگر زبان (به ندارد وجود باشد بزرگتر کاردینال�ها همه از که کاردینالی هیچ که دارد این بر دلالت قضیه

ندارد”). وجود بی�نهایت
فضای ایجاد در اساسی نقش می�تواند تقارن عنوان به بعد کردن اضافه که بگوییم می�خواهیم مقاله، این در
الف �توان به دو به توجه (با رود بالا است ممکن تصور فوق حد در محاسبات پیچیدگی اگرچه باشد، داشته مجازی
سه در را محاسبه سال ده�هزار که کوانتومی کامپیوترهای اختراع اما گردد)، ایجاد پیاپی می�تواند که متوالی صفرهای
سرعت نباشیم، محاسبات پیچیدگی نگران که می�کند یادآوری را نکته این رساندند، انجام به ثانیه بیست و دقیقه
اگرچه تقارن ایجاد پایه با مجازی فضای ایجاد پس است. گسترش حال در تصوری هر مافوق نیز ما محاسبات
راحت بابت این از را ما خیال کوانتومی کامپیوترهای سرعت اما است، بالایی بسیار محاسباتی پیچیدگی دارای

است. کرده

بعد کردن اضافه با مجازی فضای ایجاد .٢

گویا-اعداد اعداد به کتاب این در اعداد تقسیم و ١۵۵۴ سال در اینتگرا آریثمتیکا ریاضی اثر مشهورترین به باتوجه
(اعتقاد شتیفل عددی رازگرایی شد. فراهم را بعد قرن در لگاریتم اختراع مقدمه آن�ها، در شده ایجاد جبر و گنگ

.[٢] شد منتهی اعداد لگاریتم به نپر توسط بعد سال چندین در اعداد طبیعی) فوق خواص به
در اعداد در رازگرایی شد. ریاضیات تاریخ در نماد از استفاده به منجر اعداد رازگرایی به اعتقاد بار اولین
ترا- فرا- پیشوند تحت آن�ها ترجمه مشکل این است. مواجه ترجمه مشکل یک با کانتور پیوستار و گودل نظریه
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رازگرایی این با ارتباط مستقیم به�طور که است آورده به�وجود را مسئله�ای ناتمامیت بنیاد از و نامتناهی – متعالی
عبارت�اند نامتناهی مجموعه�های معروف�ترین بی�نهایت، مسئله به کانتور موفق حمله در و کانتور پیوستار در دارد.
چنین در شئ�ها تعداد آوردن به�دست حقیقی. اعداد مجموعه و کسری اعداد صحیح-مجموعه اعداد مجموعه از”
را آن�ها این�که دیگر سوی از ندارد. نهایتی شمارش روند زیرا است ممکن غیر شمارش طریق از مجموعه�هایی

.[٣] نیست” ابهام کننده روشن چندان بنامیم (بی�نهایت) نامحدود
ترامتناهی عدد یک صفر) (الف با چیزها کمیت معرف برای تناظری رابطه به مشکل این اساس بر کانتور
ترامتناهی- متعالی- نامحدود- ناپذیر- بی�نهایت-تصمیم در اعداد رازگرایی پس کرد. تعریف را ترانسیفیت- –
الف این یافت. جدیدی پاسخ تناظر اصل در (ترانسیفیت) نماد یک تعریف اساس بر ناتمام بنیاد از فرامتناهی-
که مجموعه�ای در را چیزی بیلیون یک می�توان بیلیون. بیلیون یک عدد که دارد خود در اطلاعات قدر همان صفر
قابلیت ذهن در اخیر عدد اما دارد او برای معنایی قبلی عدد شمرد. را چیز صفر الف نمی�توان اما شمرد دارد وجود

.([۴۴۶-۴۴۵ ،٣] ندارد شمارش
استقرا اصل اساس بر یک به یک تناظر رابطه در بود. سنتی تفکر و منطق بین می�یافت کانتور که تناقضی
استقرایی مجموعه هر به عدد آن درصورتی�که است حقیقی–طبیعی عدد یک دربردارنده مثبت صحیح عدد مجموعه
و کسری اعداد شامل که ١ و ٠ بین اعداد تمام مجموعه ”بین دریافت کانتور اما .�([٣-۴ ،۶] باشد داشته تعلق
تناظر هر که داد نشان می�توان چون کرد. برقرار مثبت صحیح اعداد با یک به یک تناظر نمی�توان می�شود گنگ
می�انجامد. تناقض به ١ و ٠ بین عددهای تمام مجموعۀ و مثبت صحیح اعداد مجموعۀ بین مفروضی یک به یک

می�گیریم: نتیجه دو شد لگاریتم ابداع سپس و نماد از استفاده به منجر که اعداد رازگرایی مسئله از
نمی�شود. منتهی حلی راه هیچ به ترانسیفیت در عدد و شئ رابطه (١)

به ١ و ٠ بین عددهای تمام مجموعه و مثبت صحیح اعداد مجموعه بین یک به یک تناظری رابطه (٢)
می�انجامد. تناقض

باشد داشته را ذهن از خارج در پیچیده محاسبات امکان که جدید فضای یک در کدنویسی برای نتیجه دو از گودل
متناهی- فرا نامحدود- -نامتناهی- ناپذیر تصمیم – نهایت بی رازگرایی همچنان دیگر عبارت به کرد. استفاده
و ترانسیفیت از ١٩٣٠ در گودل اما ماند باقی متفکران نزد در کانتور ترانسیفیت در ناتمام بنیاد از – ترامتناهی
مانند که داشت فضایی به نیاز و کرد استفاده کدنویسی برای ١ و ٠ بین اعداد و صحیح اعداد مجموعه تناظر تناقض
فضای در کدنویسی به شئ و عدد بین بیلیون بیلیون یک شمارش دیگر اما باشد داشته محاسباتی قابلیت ذهن

شد. منتهی پیچیده محاسبات و کامپیوتر
ریاضی منطق در بود. صدق�پذیری و قضیه سازگاری- اصل- رابطه در زبان نحو تغییر گودل دیگر ابداع اما
قضیه یک اثبات�پذیری می�شدند. منتهی اثبات به اصول سایر با سازگاری در قضیه یک اصول مجموعه گذشته
قوانین از بسیاری کشف ” این�که به توجه با می�شد. تصدیق و می�کرد تبعیت قضیه در اصول سازگاری از ریاضی
استقرای از استفاده با ریاضی کردن فرموله شود اثبات باید گمان و حدس این و است گمان و حدس به�وسیله ریاضی

.[۶] شد” نخواهد استدلال جانشین حدس وقت هیچ ” که چرا نرسید. سرانجام به ریاضی
قرون تا ارسطویی منطق استقرای اساس بر که حقیقی و طبیعی اعداد رابطه در اعداد رازگرایی ترتیب این به
طبیعی) (حقیقی- رابطه در رازگرایی جای به نماد از جبری دستگاه�های در بار اولین برای بود یافته ادامه وسطی
پیش را ریاضیات جهان مسئله که است تعریف یک آن�چه برد به�کار را (ترانسیفیت) هم کانتور سپس شد. استفاده
پذیرفته ریاضیدانان اجماع در نماد یک عنوان تحت و بود ذهن در معنی فاقد کلاین گفته به اما داشت کارکرد و برد
این عنوان تحت که را عدد و شئ رابطه و کرد تبدیل کد به را نماد این گودل داشت. نیز را مخالفانی البته و شد
پیچیده محاسبات قابلیت اما نیست ذهن که جهانی در کدنویسی زبان یک به بود معنی بی ذهن در ترانسیفیت

ساخت. وارد دارد را عدد و شئ رابطه گرفتن نظر در بدون
گذاشت: جای بر مهم تأثیر دو ریاضیات تاریخ در فوق استدلال بنابراین

ریاضی قضیه یک تصدیق و اثبات در اصل و سازگاری نحو تغییر (١)
برنامه زبان یک به آن تبدیل و ترانسیفیت براساس کدنویسی و مجازی فضای ایجاد خلاقیت (٢)

انیشتین از را جایزه گودل است. مجازی فضای آن بالطبع و کامپیوتر عصر به انسان زندگی ورود پیشگامان از گودل
کامپیوتر چون محاسباتی جهان پیشگامان از و کند ضمیمه خود ریاضی خلاقیت در را بعد توانست زیرا کرد دریافت
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مسئله�ای با را ریاضیات تاریخ پذیری اثبات مقوله دریافت در زبان نحو تغییر در او ریاضی استدلال اما باشد.
آن�چه است- حقیقی آن�چه با رابطه در را شرودینگر نظریه و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل آن�چه ساخت. مواجه مهم
اصل به میلادی ٣٠ دهه در واقعی طبیعی- حقیقی- جمله سه این شد. موجب است، طبیعی آن�چه است- واقعی
قیاس – گرایی ابطال – فرااستقراگرایی استقراگرایی- – شکاکیت چالش به توجه با شد: منتهی قطعیت عدم
است حقیقی آن�چه رابطه در میدان بعد- فضا- واسطه این�که به باتوجه پارادایم�ها نظریه و علمی انقلاب و ناپذیری
ایده است شده موجب را انسانی حیات و محیط پیچیدگی و کرده تغییر است واقعی آن�چه و است طبیعی آن�چه با
واقع که می�کند ترغیب را ما شناختی معرفت ”ملاحظات می�باشد. فوق رابطه توضیح در فراکتال تقارن نوشتار این
کنش�گر نیروهای و نقطه�ای ذرات هستی�شناسی نیوتنی رویکرد باشیم؟ گرا واقع چیزی چه به نسبت باشیم: گرا
علیت اصل با منطبق که تماس طریق از کنش شناسی هستی میدانی نظریۀ رویکرد می�کرد. مطرح دور راه از را
خمیده فضا-زمان رویکرد می�گیرد. مفروض را میدان یعنی جدیدی هویت اما می�کند پیشنهاد را است موضعی
علمی تأثیر و است نظریه بنیادین شناسی هستی از جزئی خود فضا-زمان آن در که می�کند ارائه را دیگری تصویر
به .[٣١۶ :١٣٩٣ ،۴] دارد” نیاز ذره رفتار برای شناسی غایت نوعی تحلیلی مکانیک این داراست. را خود خاص
می�یابد پیوند شناسی غایت به بازگشتی اصل در فضا-زمان در گودل خلاقیت به توجه با اعداد رازگرایی ترتیب این
اصل اما است. ناتمام بنیاد از و نامتناهی ترامتناهی- متعالی- بی�نهایت- نامحدود- ناپذیر- تصمیم همچنان اما
پیچیده�تر را جهان فرکتال تقارن مزبور شناسی معرفت اساس بر است. دیگر مقاله نیازمند خود وارون و بازگشتی
استقرای اما فضا-زمان در ذره شناسی غایت بازگشتی اصل اساس بر پیچیده جهان و پیچیده محاسبات می�یابد.
٢هزارسالۀ تاریخ به�عبارتی ناشماراست. های کاوی داده و پیچیدگی در مرجعش بار این اعداد رازگرایی و ارسطویی
سال یعنی رو پیش سال ١٠٠ فاصله در و گشته روبرو دوباره ناپذیر تصمیم مسئله با ١٩٣٠ دهه از ریاضیات
قطعیت عدم اصل است. کنونی مهم مسئله پیچیدگی�اش در رازگرایی و شناسی غایت مسئله همچنان کنونی ٢٠٢٠
تصدیق. مسئله و اثبات سازگاری- – اصل رابطه در زبان نحو تغییر در می�خورد؟ پیوند شناسی غایت با چگونه

استفاده گرفت[۵]. صورت گودل توسط پذیری، اثبات محمول در پذیری” ”اثبات خصوص در زبان نحو تغییر
به�عبارتی شد. مطرح کد یک عنوان تحت ١-٠ عبارت اعداد نظریه در سازگاری اثبات�ناپذیری عدد، به�جای نماد از
دستاوردهای گردید امروزی رایانه�های ساخت به منجر که گودل ناتمامیت قضیه اولیه بازگشتی توابع معرفی با
شد. حاصل حدی آنالیز و (٠, ١) بازه در ترامتناهی محاسبات در صفر الف- معرف و کدگذاری نظریه در شگرفی
در تصدیق و پذیری اثبات مقوله در زبان نحو تغییر اساس بر گودل ناتمامیت قضیه و کانتور پیوستار مسئله اگر
گودل ریاضیات فرار امروزه شد، منتهی واقعی و اینترنت جهان تناظر در پیوستار زمان فضا- در تقارنی به سازگاری
کاوی داده در انسانی هوش جدید قابلیت�های اعداد مجموعه گرفتاری�های و عدد و شئ رابطه در کانتور پیوستار و
فضا- در ” ”تقارن به�واسطه بود ریاضیات در تصمیم�ناپذیر آن�چه واقع در است. کرده ایجاد را محاسباتی آنالیز و
خود تصمیم�ناپذیر بنابراین شد. منتهی انسانی حیات برای دیگری ممکن جهان ایجاد به ترانامتناهی – زمان – بعد
خود پاسخ فوق ایده است. مسئله�برانگیز هنوز ناپذیر تصمیم ویژگی واسطه به البته که شد دیگری ممکن جهان یک

می�یابد. فراکتال تقارن در را
: ایده

سیستم که است معنی بدان نکند تغییر خاصی تبدیل تحت که باشد خاصیتی دارای سیستم اگر چیست؟ تقارن
ساختاری، ثابت های مولفه و آن گروهی شکل به توجه با رویداد محاسبه در است. ویژگی آن با متناظر تقارنی دارای
می�کند ایجاد را رویدادها ”تقارن” سیستم در دیگر رویداد با رویدادها این ساختاری، ثابت�های جابه�جایی قواعد
طور به می�نامیم. تغییرناپذیر یا ناوردا نکند تغییر تبدیل یک تحت که را سیستم ویژگی ریاضیات و فیزیک در .[١]
خاصیت کدام اصل به�کارگیری و قضیه در که دهد نشان می�تواند سازگاری اصل بیان نحو تغییر در تقارن ایده کلی

می�دهد. نشان سازگاری دارای را قضیه و می�ماند ثابت شئ مهم
قضیه: اصل

مساله حل به معطوف که مسئله کلیت و قضیه ساختار به توجه با ضمنی و آشکار به تقارن�ها بندی دسته در
سازگاری وجه در می�کند ساخت دارای موضوع با کلیتش و ساختار در را قضیه این که را خاصیتی آن می�تواند است
با گودل ناتمامیت در اگر پس نمی�کند تغییر متغیرها تعویض با زیرا است متقارن برد. به�کار اثبات نوعی عنوان به
ویژگی این است. اثبات وجه دارای متغیر آن به نسبت دهد نشان را خود سازگاری دارای دستگاه متغیر تعویض
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این واسطه به می�تواند کند اثبات سازگاری در را خود نمی�تواند و اثبات�ناپذیر نه است اثبات�پذیر نه گزاره چگونه که
قضیه در خود اثبات نوعی خود این بماند تغییر بدون آن تعویض و اصل تغییر در اگر که شود داده توضیح گزاره
تبدیل مسئله متغیر جانشینی در کافیست می�کند. باز حل راه ارائه به راهی خود در خود اثبات تسلسل از و است

باشد. خود تصدیق برای راهی می�تواند نیفتد اتفاق تغییر گزاره آن جای اگر بگذاریم را تغییر یا و
مثال: به�عنوان

داشت اشاره فراکتال) هندسه پدر -١٩٢۴-٢٠١٠) مندلبرت فراکتال و کانتور به می�توان که فراکتالی تقارن در
خود قوت به اصل تعویض و تغییر عدم در موضوع به نسبت آن استنتاجات و برهان سیاق در قضیه کلیت ،[٨]
و B به A تبدیل در چیست؟ قضیه در اصل خاصیت از منظور است. کرده حفظ را خود خاصیت و باشد باقی
در بعد و فضا کردن وارد خاصیت این باشد. تغییر بدون که اثبات نه قضیه در حاصله تغییر A به B تبدیل در
آن وارون توابع مجموعه دارد. وجود خاصیت یک نامتناهی گروه�های مجموعه در اما است. گودل قضیه ناتمامیت

است. (١-٠) روی وارون توابع مجموعه (١ و (صفر تابع کنیم. نگاه می�توانیم مجموعه هر روی در
از مجموعه�ای هر در جمع و ضرب عمل در اگر حال است حقیقی اعداد میدان میدان معروف�ترین به�عبارتی
را ما نگیرد صورت جابه�جایی تغییر عدم در یا و تغییر در باشد داشته مشابه را مجموعه این خواص همان اشیاء
میدان از نمونه�هایی مختلط اعداد و گویا اعداد – حقیقی اعداد از مجموعه�هایی میدان می�رساند. میدان بحث به
چندجمله�ای تغییر در شرکت�پذیری خاصیت در می�نامید الف صفر آن�را گودل آن�چه مثال به�عنوان نمادها هستند.
طول در تغییرات مجموعۀ اگر می�کند. حفظ را خود تشابه خاصیت حداقل و نمی�شود جابه�جا اما دارد مشارکت
تشابهات جدید فضای با را اثبات مسئله فراکتالی تقارن در تغییر بدون باشد داشته جابه�جایی بی�نهایت خط پاره

می�کند. متقارن پس دارد) را تشابه خاصیت البته و نیست همان (این
مجموعه اثر تحت دستگاه یک خواص بعضی می�شود گفته تقارن معنای از تعریف کلی�ترین در گروه نظریه در
قضیه در اصل خاصیت جای به شئ خود از استفاده و شئ خاصیت نگرفتن نظر در نکند. تغییر اعمال از معینی
مجموعه�های نظریه در اگر نماید. تصدیق�پذیر را قضیه نکند ایجاد تغییر جایگشت�ها که مادامی سازگاری در می�تواند
علوم در آن�گاه دهد نشان تشابه دارای نامتناهی کلیت در را زیرمجموعه�ها در خاصیت مجموعه عضو هر نامتناهی
خط پاره یک روی نقطه بی�نهایت اگر واقع در است. مجازی فضای ساخت ساز کلیت فضای صفر الف کامپیوتر
پاره یک بی�نهایت نقطه�های جابه�جایی است. تغییر بدون این و نمی�افتد اتفاق بی�نهایت در تغییر کنیم جابه�جا را
عضو بی�نهایت تغییر با چون کرد تصدیق را کلیت ترامتناهی در می�توان پس است تغییر بدون آن کلیت در خط
مداماً ترامتناهی شده حادث تغییرات گروه در خصوصیت این در و نمی�افتد اتفاق ترامتناهی در تغییر مجموعه
نحو در را تقارن ناتمامیت خاصیت با اعداد مجموعه دو هم�ارزی در گره نظریه و فراکتالی تقارن می�شود. متناهی
کمک ما به گره نظریه تغییر عدم در می�کند. ایجاد انسانی حیات برای دیگری ممکن جهان و می�شاند سازگاری
اصل اگر یعنی می�افتد. اتفاق گره دو هم�ارزی در و پاشیدگی هم از بدون با تغییر عدم پذیری شرکت در می�کند�:
گفت می�توان نبودند یکدیگر ارز هم گره دو این آ�ن�گاه نبود پذیر اثبات هم آن نقیض و نبود پذیر اثبات قضیه در
ترامتناهی که دارد وجود ترامتناهی در جایگشتی خصوصیت این نیستند. هم�ارز گره دو نقیض و اثبات�پذیری عدم
شدن واقع بدون مجموعه�ها کردن متناهی و سازی گروه خاصیت از هم صحیح اعداد متناهی عضوهای به نسبت
شود برابر دو خط پاره خطی بعد وقتی گرفتیم نظر در را بعد نقطه برای هنگامی�که است. برخوردار هم�ارزی گره�های
است. تغییر بدون خط پاره طول کنیم جا جابه خط پاره در را نقطه بی�نهایت اگر اما می�شود برابر دو خط طول
پیچیدگی میزان بررسی فراکتال بعد به�عبارتی : نتیجه گیرد. قرار رایانه علوم بحث�های مبنای می�تواند تقارن این
پیچیدگی صرفا ترامتناهی مجموعه�های تغییرات و است طبیعی عدد یک که اقلیدسی بعد برخلاف داده�هاست بین
خط پاره در نقاط جابه�جایی به�عبارتی می�کند. مطرح آن�ها ناتمامیت عنوان تحت را آن�ها کلیت که داده�هاست بین
خود جابه�جایی در تغییر عدم این آیا اما شود تر پیچیده می�تواند ترامتناهی�ها حدی آنالیزهای و کاوی داده یا و
منجر ها ترامتناهی خاصیت با گودل ناتمامیت در بعد – زمان فضا- تقارن می�رسد نظر به است. تغییر نوعی
نظام در جابه�جایی سرعت با قیاس قابل جابه�جایی این سرعت آیا اما گردید مجازی ممکن جهان شکل�گیری به
مرجع گروه�های ارز هم گره�های به پارادایم مسئله در صرفاً تقارن�ها بود. خواهد بیست قرن و نوزده قرن دانش
خود مسئله حل و گره کردن پاره بدون تقارن در مسئله به ایشان پاسخ�های و تبدیل�ها فهم امکان و دارد بستگی
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مجازی فضای در زبانی گزاره�های مسئله و گودل

زمانه و ذهن شدن پیچیده که تغییر بدون جابه�جایی�های که بگوییم بتوانیم است ممکن و می�برد پیش را بعدی نظام
قالب در زمان و مکان از دریافت این می�کند. مواجه جدیدی مسائل با مکان و زمان در را ما همچنان است زندگی
اگر اما نیست. دیرند و تداوم یک زمان که نتیجه این می�کند. ایجاد را زمان از دیگری تلقی دوران یک پیکرمندی
و انعکاس زمان آن�گاه بگیریم نظر در معین طول با خط پاره در نقطه بی�نهایت جابه�جایی در را زمان تغییرناپذیری
از Style یک سبک و static و سیاق همان این است. خود دیرند در بازتاب بدون چرخش�های و تقارن�ها دوران
تصمیم�ناپذیری از برگرفته Style و سبک یک مثابه به مجازی فضای نتیجه: است. مختلف فراکتال�های در زندگی
پیچیده جهان یک سوی به دریچه�ای می�تواند قضیه یک در فراکتال تقارن با سازگاری اصل نحو تغییر با ترامتناهی

است؟ گرفته پاسخ ناپذیری تصمیم این�جا در آیا باشد. بزرگ کاوی�های داده با متقارن
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

عضوهایشان مرتبه� بزرگ�ترین توسط O−
٨ (٨) و O

−
٨ (۵) ساده� گروه�های تشخیص�پذیری

باک بی معصومه
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه

رمضانی∗ پردیس و
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه

می�دهیم نشان مقاله این در Gباشد. عضوهای مرتبه� بزرگترین k(G) و متناهی گروه Gیک کنید فرض چکیده.
آن�گاه ،k(G) = k(M) و |G| = |M | ��که به�طوری باشد O−

٨ (٨) یا O−
٨ (۵) گروه�های از یکی M اگر که

.G ∼= M

گروه. عناصر مرتبه بزرگترین تشخیص�پذیری، ساده، گروه کلیدی: واژه�های
.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

باشد. G عناصر مرتبه��های مجموعه می�شود نامیده نیز گروه طیف که πe(G) و متناهی گروه یک G کنید فرض
به�صورت را طیفش و گروه مرتبه از استفاده با G متناهی گروه تشخیص�پذیری بر مبنی حدسی شی ١٩٨٧ سال در

کرد: مطرح زیر
و اگر G ∼= M این�صورت در باشد، متناهی ساده گروه Mیک و متناهی گروه یک G کنید فرض شی: حدس

.πe(G) = πe(M) و |G| = |M | اگر تنها
مقالات این آخرین رسید. اثبات به گوناگون ملیت�های با ریاضی�دانانی توسط و مقالات از مجموعه�ای در حدس این
را مساله اتمام نویسندگان آن در که رسید چاپ به [٨] ٢٠٠٩ سال در مازوروف و گرچکوسیوا واسیلیف، توسط
جای به G گروه عناصر مرتبه بزرگترین کردن جایگزین با که کردند تلاش چن و هی ،٢٠٠٩ سال در کردند. گزارش
تشخیص�پذیر مرتبه�اش و k(G) توسط G متناهی گروه کنند. معرفی را تشخیص�پذیری از دیگری نوع آن، طیف
در آن�ها .G ∼= H شود نتیجه k(G) = k(H) و |G| = |H| که H متناهی گروه هر ازای به هرگاه است،
تعدادی و پراکنده ساده گروه�های ساده، K۴-گروه�های از برخی ساده، K٣-گروه�های که دادند نشان [٧ ،۶ ،۵ ،۴]
هستند. تشخیص�پذیر عضوهایشان مرتبه� بزرگترین و گروه مرتبه� توسط ٢ بعد از خاص تصویری خطی گروه�های از

هستند. تشخیص�پذیر O−
٨ (٨) و O

−
٨ (۵) ساده� گروه�های که می�دهیم نشان مقاله این در

مقدماتی لم�های .٢

می�پردازیم. مقاله این اصلی نتیجه اثبات به آن�ها از استفاده با که است نتایجی ارائه بخش این هدف

،d = (۴, qn + ١) کنید فرض همچنین باشد. p فرد اول عدد از توانی q و n ≥ ۴ کنید فرض [١] .١.٢ لم
است: زیر اعداد شامل πe(O) این�صورت در .O = O−

٨ (q) و c = d
٢

؛ (q
n+١)
d (١

اگر ،e = ٢ همچنین .n١ + n٢ = n و n١, n٢ > ٠ ،δ ∈ {+,−} به�طوری�که [qn١−δ,qn٢+δ]
e (٢

e؛ = ١ این�صورت غیر در و (qn١ − δ)٢ = (qn٢δ)٢
،١ ≤ i ≤ s هر برای و ni > ٠ ،δ ∈ {+,−} ،s ≥ ٣ به�طوری�که [qn١−δ١, qn٢−δ٢, . . . , qns−δs] (٣

δ١δ٢؛ . . . δs = e و n١ + · · ·+ ns = n

p[q؛ ± ١, (q
n−١+٢)

٢ ] (۴
هر برای و ni > ٠ ،δ ∈ {+,−} ،s ≥ ٢ به�طوری�که p[q± ١, qn١ − δ١, qn٢ − δ٢, . . . , qns − δs] (۵

ارائه�دهنده ∗
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رمضانی پ. و باک بی م.

δ١δ٢؛ . . . δs = e و n١ + · · ·+ ns = n− ٢ ،١ ≤ i ≤ s
١−pl؛ + ٣+ ٢n١ = ٢n ،l > ٠ به�طوری�که pl (q

n١±١)
٣ (۶

و ١ ≤ i ≤ s هر برای و ni > ٠ ،s ≥ ٢ ،l > ٠ به�طوری�که pL[qn١ ± ١, . . . , qns ± ١] (٧

pl−١ + ٣+ ٢(n١ + n٢ + · · ·+ ns) = ٢n.
.l > ٠ برای ٢n = pl−١ + ٣ اگر pl (٨

πe(O) این�صورت در .ϵ ∈ {+,−} و n ≥ ۴ زوج، عدد یک q که O = Oϵ
٢n(q) کنید فرض [١] .٢.٢ لم

است: زیر اعداد شامل
،١ ≤ i ≤ s هر برای ni > ٠ ،τi ∈ {+,−} ،s > ١ به�طوری�که [qn١±τ١, qn٢±τ٢, ..., qns±τs] (١

τs...τ١τ٢؛ = ϵ و n١ + · · ·+ ns = n

p[q؛ ± ١, q
n−١+٢

٢ ] (٢
هر برای و ni > ٠ ،δ ∈ {+,−} ،s ≥ ٢ به�طوری�که p[q± ١, qn١ − δ١, qn٢ − δ٢, . . . , qns − δs] (٣

δ١δ٢؛ . . . δs = e و n١ + · · ·+ ns = n ،١ ≤ i ≤ s
١−pl؛ + ٣+ ٢n١ = ٢n ،l > ٠ به�طوری�که pl (q

n١±١)
٣ (۴

و ١ ≤ i ≤ s هر برای و ni > ٠ ،s ≥ ٢ ،l > ٠ به�طوری�که pL[qn١ ± ١, . . . , qns ± ١] (۵

pl−١ + ٣+ ٢(n١ + n٢ + · · ·+ ns) = ٢n.
.l > ٠ برای ٢n = pl−١ + ٣ اگر pl (۶

این�صورت در باشد. H متمم و K هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض [٢] .٣.٢ لم
t(G)؛ = ٢ و Γ(G) = {π(H), π(K)} (١

G|)؛ : K|, |K|) = ١ به�ویژه |H|
∣∣|K| − ١ (٢

است. پوچ�توان K (٣

باشد داشته را ١⊴H ⊴K ⊴G نرمال سری G هرگاه گوییم، گروه ٢-فروبنیوس یک را G گروه .۴.٢ تعریف

باشند.
K

H
و H هسته با فروبنیوس گروه�های

G

H
و K به�طوری�که

این�صورت در باشد، بالا تعریف در موجود شرایط با گروه ٢-فروبنیوس یک G کنید فرض [١] .۵.٢ لم
π(KH؛ ) = π٢(G) و π(H) ∪ π(GK ) = π١(G) ،t(G) = ٢ (١

GK|؛ |
∣∣|Aut(KH )| و هستند دوری گروه�های K

H و G
K پوچ�توان، گروه π١ یک H (٢

است. حل�پذیر G (٣

زیر شرایط از یکی این�صورت در ،t(G) > ١ به�طوری�که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض [٩] .۶.٢ لم
است: برقرار

است. گروه ٢-فروبنیوس یا فروبنیوس گروه یک G (١
ناآبلی ساده گروه یک K

H پوچ�توان، گروه -π١ یک H به�طوری�که دارد را ١⊴H ⊴K ⊴G نرمال سری G (٢

است. نیز
K

H
فرد مؤلفه یک G فرد مؤلفه هر همچنین .|GK |

∣∣|Out(KH )| که است π١-گروه یک G
K و

ازای به pn مرتبه از G نرمال زیرگروه یک N و r ∈ π(G) متناهی، گروه یک G کنید فرض [٣] .٧.٢ لم
دارد. p · r مرتبه از عضوی G این�صورت در ،(r, |Aut(N)|) = ١ به�طوری�که باشد n ≥ ١

اصلی احکام .٣

می�پردازیم. شد، اشاره آن به چکیده در که مقاله این اصلی نتیجه اثبات به بخش این در

از Mیکی که k(G) = k(M) و |G| = |M | به�طوری�که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١.٣ قضیه
.G ∼=M این�صورت در باشد، O−

٨ (٨) یا O
−
٨ (۵) ساده گروه�های
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O−
٨ (٨) و O

−
٨ (۵) ساده� گروه�های تشخیص�پذیری

چون .k(O−
٨ (۵)) = ٣٩٠ که می�شود نتیجه ١.١ لم از این�صورت در .M = O−

٨ (۵) کنید فرض الف) اثبات.

|G| = |O−
٨ (۵)| = ٢١٠ · ٣۴ · ۵١٢ · ٧ · ١٣.٣١.٣١٣

.t(G) ≥ ٢ نتیجه در و است Γ(G) گراف در تنها نقطه یک ٣١٣ لذا .k(G) = k(O−
٨ (۵)) = ٣٩٠ و

است. گروه فروبنیوس -٢ یک نه و فروبنیوس گروه یک نه G که می�دهیم نشان اکنون
نتیجه ١.٣ لم بنابر این�صورت در باشد، H مکمل و K هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض ابتدا
در و |H| < |K| لذا |H|

∣∣|K| − ١ چون .Γ(G) = {π(H), π(K)} و t(G) = ٢ که می�شود
این�صورت K١٣در ∈ Syl١٣(K) کنید فرض حال .|H| = ٣١٣ و |K| = ٢١٠ · ٣۴ · ۵١٢ · ٧.١٣.٣١ نتیجه
روی H می�گیریم نتیجه ندارد ٣١٣ · ١٣ مرتبه� از عضوی G چون .K١٣ ⊴G که می�شود نتیجه K پوچ�توانی از
،٢.٣ لم بنابر لذا است. K١٣ هسته�ی با فروبینیوس گروه یک HK١٣ لذا و می�کند عمل ثابت نقطه بدون K١٣

است. تناقض که ١٣|٣١٣− ١ یعنی |H|
∣∣|K١٣| − ١

١ ⊴ نرمال سری G که می�شود نتیجه ٢.۵ لم بنابر این�صورت در باشد. گروه ٢-فروبنیوس یک G کنید فرض
.|GK |

∣∣|Aut(KH )| و π(KH ) = π٢(G) و π(GK ) ∪ π(H) = π١(G) به�طوری�که دارد را H ⊴K ⊴ G
نتیجه |GK |

∣∣|Aut(KH )| این�که به توجه با حال .|K
H
| = ٣١٣ لذا است Γ(G) در تنها نقطه یک ٣١٣ چون

از این�صورت در H٣١ ∈ Syl٣١(H) کنید فرض .٣١ ∈ π(H) لذا و |GK ||٣١٢ = ٢٣.٣.١٣ که می�گیریم
که می�شود نتیجه ٢.۶ لم بنابر لذا (٣١٣, |Aut(H٣١)|) = ١ چون .H٣١ ⊴G که می�شود نتیجه H پوچ�توانی

است. گروه ٢-فروبنیوس نه و گروه فروبینیوس نه Gپس است، تناقض که ٣١٣.١٣ ∈ πe(G)
پوچ گروه -π١ یک H به�طوری�که دارد را ١⊴H ⊴K ⊴G نرمال سری G که می�شود نتیجه ،٢.۶ لم طبق لذا
G فرد مؤلفه هر همچنین .|GK |

∣∣|Out(KH )| به�طوری�که است گروه π١ یک G
K و ناآبلی ساده گروه یک K

H توان،
با K

H که می�شود نتیجه ١ جدول از استفاده با اکنون .٣١٣ ∈ π(KH ) بنابراین . هست نیز K
H فرد مؤلفه یک

است. یکریخت O−
٨ (۵) یا L٢(۵۴) گروه�

نتیجه π(Out(KH )) ⊆ {٢, ٣} و |GK |
∣∣|Out(KH )| چون آن�گاه باشد، یکریخت L٢(۵۴) گروه� با K

H اگر
که دارد ١٣.٣١٣ مرتبه از عضوی G ،٢.۶ لم بنابر لذا (٣١٣, |Aut(H٣١)|) = ١ چون .١٣

∣∣|H| که می�شود
است. تناقض

.G ∼= O−
٨ (۵) نتیجه در و H = ١ لذا ،|G| = |O−

٨ (۵)| چون است. یکریخت O−
٨ (۵) با K

H بنابراین
چون .k(O−

٨ (٨)) = ۴۵٩٩ که می�شود نتیجه ١.١ لم از این�صورت در .M = O−
٨ (٨) کنید فرض ب)

|G| = |O−
٨ (٨)| = ٢٣۶ · ٣٧ · ۵ · ٧٣ · ١٣.١٧.١٩.٧٣.٢۴١

.٧٣ · ٢۴١ /∈ πe(G) لذا ،k(G) = k(O−
٨ (٨)) = ۴۵٩٩ و

است. گروه -{٧٣, ٢۴١}′ یک K این�صورت در باشد، G حل�پذیر نرمال زیرگروه بزرگترین K کنید فرض
ناآبلی ساده� گروه�های Piها به�طوری�که S = P١ × · · · × Pm لذا ،S := Soc(Ḡ) و Ḡ = G

K قراردهید
جایی�که آن از هستند.

π(Pi) ⊆ π(G) = {٢, ٣, ۵, ٧, ١٣, ١٧, ١٩, ٧٣, ٢۴١}

است: یکریخت زیر ساده گروه�های از یکی با Pi که می�شود نتیجه [١٠] مرجع در ١ جدول از لذا

An, ۵ ≤ n ≤ ٩, U۴(٢), L(٧)٢, L(٨)٢, U(٢)٣, L٣(۴), U۴(٣), S۶(٢), L(٣)٣, L۴(٣), L(١٣)٢,

L(٢٧)٢, G(٣)٢, Sz(٢٣), L٢(٢۶), L(٩)٣, L(١٩)٢, U(٨)٣, L(١٧)٢, L٢(١۶), O−
٨ (٢), J٣, U۴(٨),

L(٨)٣, O−
٨ (٨), L۴(٨), S(٨)٨, U۴(۴), L(٢٩)٢, L٢(٣۶), L٢(۶۴), L(٢١٢)٢,

که می�شود نتیجه است. گروه -{٧٣, ٢۴١}′ یک K ،S ≤ Ḡ ≤ Aut(S) که این به توجه با حال

{٧٣, ٢۴١} ⊆ π(Ḡ) ⊆ π(Aut(S)).
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در .r /∈ π(S) و نباشد چنین کنیم فرض .{p, r} = {٧٣, ٢۴١} ⊆ π(S) که می�کنیم ادعا اینک
به�طوری�که Out(S) = Out(S١) × Out(S٢) × · · · × Out(Sk) اما .r ∈ π(Out(S)) این�صورت
.r
∣∣ |Out(Sj)| باید ،١ ≤ j ≤ k که j یک برای لذا هستند. یکریخت Piهای مستقیم حاصل�ضرب ها Sj

لذا .|Out(Sj)| = |Out(Pi)|t · t! آن�گاه باشد، Pi با یکریخت ساده� گروه t مستقیم حاصل�ضرب Sj اگر
چون و {٧٣, ٢۴١} ⊆ π(S) بنابراین است. تناقض که باشد |G| شمارنده باید ٢١۴۶ نتیجه در و t ≥ r ≥ ٧٣
.S ∼= O+

٨ (٨) داریم [١٠] مرجع ١ جدول از استفاده با لذا |G| = ٢٣۶ · ٣٧ · ۵. · ٧٣ · ١٣.١٧.١٩.٧٣.٢۴١
نتیجه در و K = ١ لذا |G| = |O−

٨ (٨)| فرض طبق اما .O−
٨ (٨) ≤ Ḡ ≤ Aut(O−

٨ (٨)) نتیجه در
□ .G ∼= O−

٨ (٨)

.٣١٣ ∈ π(S) به�طوری�که S ساده� گروه�های از برخی مرتبه� .١ جدول

S |S| |Out(S)|
L۴(٢۵) ٢٩ · ٣۴ · ۵١٢.٧.١٣٢.٣١.٣١٣ ٨
L(٣١٣)٣ ٢٧ · ٣۴ · ١٣٢ · ١۵٧.١٨١٢.٣١٣٣ ۶
L۴(٣١٣) ٢١٣ · ٣۴ · ۵ · ١٣٣.٩٧.١٠١.١۵٧٢.١٨١٢.٣١٣۶ ۴
L٢(۵۴) ٢۶ · ٣ · ۵۴.١٣.٣١٣ ۶۴
L(٣١٣٢)٢ ٢۶ · ٣ · ۵ · ١٣.٩٧.١٠١.١۵٧.٣١٣٢ ٨
O٩(۵) ٢٢ · ۵٨٨ · ٧.١٣.١٧.۴١٢.٧٣.١٩٣ ٢
O+

١٠(۵) ٢١٩ · ٣۶ · ۵٩٠.٧ · ١١.١٣٢.٣١.٧١.٣١٣.۵٢١ ٢
٣D۴(٢٩) ٢۶ · ٣۴ · ۵٢ · ٧٢.١٣٢.٢٩١٢.٣٧.۶١.۶٧٢.٢٧١٢.٣١٣ ١
S۴(٢۵) ٢٩ · ٣٢ · ۵٨ · ١٣٢ · ٣١٣ ۴
S۴(٣١٣) ٢٩ · ٣٢.۵ · ١٣ · ٩٧.١٠١.١۵٧٢.٣١٣۴ ٢
S٨(۵) ٢١۵ · ٣۵ · ۵۴.٧ · ١٣٢.٣١.٣١٣ ٢
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تمام گروه�های درباره مطالبی

سقالرزاده∗ مریم
ایران دزفول، دزفول، شاپور جندی صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده

عصاری امیر و
ایران دزفول، دزفول، شاپور جندی صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده

این در گرفتند. قرار مطالعه مورد و شده تعریف [۴] در ١٩۵٩ سال در دای توسط ابتدا تمام گروه�های چکیده.
روی شده تعریف توپولوژی داریم. احتمال اندازه حافظ هم�ارزی رابطه از تمام گروه�های بر مختصر مروری مقاله

می�کنیم. بیان تمام گروه�های توپولوژیکی خصوصیات با ارتباط در قضیه�هایی و کرده بیان را تمام گروه�های
توپولوژی. رتبه مداری، هم�ارزی رابطه گروه�تمام، کلیدی: واژه�های

.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

همه گروه Aut(X,µ) Xباشد، روی غیراتمی بورل احتمال اندازه µ و استاندارد بورل فضای یک X کنید فرض
گویند استاندارد احتمال فضای را استاندارد بورل فضای می�دهد. نشان را (X,µ) از اندازه حافظ خودریختی�های

باشد. مجهز اتمی غیر احتمال اندازه به اگر
هم�ارزی رابطه� این�صورت در کند، عمل (X,µ) استاندارد احتمال فضای روی شمارا، گروهی به�عنوان ،Γ هرگاه

می�شود: تعریف زیر به�صورت آن با متناظر مداری

R := {(x, y) ∈ X : ∃ γ ∈ Γ s.t γx = y}.

از تمام گروه را آن و می�کنیم متناظر گروه یک (X,µ) استاندارد احتمال فضای روی Γ گروه یک از عمل هر به
می�شود: تعریف زیر به�صورت و می�شود داده نشان [R] با که می�نامیم، احتمال اندازه حافظ هم�ارزی رابطه

[R] := {T ∈ Aut(X,µ) : (x, T (x)) ∈ R ∀ x ∈ X}.

به�طوری�که باشد داشته وجود S ∈ Aut(X,µ) اگر گویند مداری هم�ارزی را G ↷ Y و Γ ↷ X عمل دو
.S(Γ.x) = G.S(x) باشیم: داشته x ∈ X همه�ی به�ازای تقریبا

اصلی نتایج و قضایا .٢

کرده�اند: اثبات و بیان را زیر قضیه [۶] در مور و فلدمن

است، شمارا گروهی Γ که Γ ↷ X اندازه حافظ عمل از R احتمال اندازه حافظ هم�ارزی رابطه هر .١.٢ قضیه
است. مداری هم�ارزی رابطه

هم�ارزی رابطه�های اگر است مداری هم�ارزی اندازه، حافظ شمارای گروه�های از G↷ Y و Γ ↷ X عمل دو
باشند. یکریخت آن�ها مداری

ارائه است معروف دای بازسازی قضیه به که مداری هم�ارزی از دیگری تعریف تمام گروه�های� از استفاده با دای
Aut(X,µ) در آن�ها تمام گروه�های اگر تنها و اگر هستند مداری هم�ارزی عمل دو می�کند بیان آن در و می�دهد

باشند: مزدوج

ارائه�دهنده ∗
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باشند، (X,µ) استاندارد احتمال فضای یک روی ارگودیک تمام گروه دو G٢ و G١ کنید فرض [۵] .٢.٢ قضیه
همه �ازای به به�طوری�که دارد وجود S ∈ Aut(X,µ) ،Ψ : G١ → G٢ گروه یکریختی هر برای این�صورت در

.Ψ(T ) = STS−١ داریم: T ∈ G١

احتمال فضای روی Γ شمارا گروه یک از اندازه حافظ عمل�های درک ارگودیک نظریه در اصلی مسائل از یکی
است. (X,µ) استاندارد

اگر g ∈ G و A ⊂ X هر ازای به اگر تنها و اگر است ارگودیک Aut(X,µ) از G زیر�گروه
.µ(A) = ١ یا µ(A) = ٠ آن�گاه µ(A△gA) = ٠

باشد. ساده اگر تنها و اگر است ارگودیک تمام، گروه یک [١] .٣.٢ قضیه

باشد. ارگودیک اگر تنها و اگر است چگال Aut(X,µ) در ضعیف به�طور تمام گروه یک [٨] .۴.٢ گزاره

کرده�اند: عنوان زیر قضیه بیان را تمام گروه�های مطالعه�ی از اصلی انگیزه�ی [٩] در سانکف و کیترل

استاندارد احتمال فضای روی شمارا اندازه حافظ ارگودیک هم�ارزی رابطه دو R٢ و R١ کنید فرض .۵.٢ قضیه
هستند: معادل زیر موارد این�صورت در باشند، (X,µ)

هستند؛ R٢یکریخت و R١ (١)
هستند؛ یکریخت [R٢] و [R١] (٢)

.T [R١]T
−١ = [R٢] به�طوری�که: دارد وجود T ∈ Aut(X,µ) (٣)

توجه با می�کند. یادآوری را توپولوژیکی خصوصیات تمام، گروه�های جبری ساختار که می�کند بیان ۵.٢ قضیه
خصوصیات به�دلیل تمام گروه�های است. همسان�ریختی یک ارگودیک تمام گروه از جبری خودریختی هر ٣ مورد به

گرفتند. قرار توجه مورد دارند، که توپولوژیکی
کردند: اثبات و بیان را زیر قضیه [٩] ادامه در سانکف و کیترل

(X,µ) استاندارد احتمال فضای روی ارگودیک، اندازه حافظ شمارای هم�ارزی رابطه R کنید فرض .۶.٢ قضیه
است. پیوسته تفکیک�پذیر گروه یک به [R] از همریختی هر این�صورت در باشد،

است: شده بیان [٧] در پستو و جوردانو توسط زیر قضیه

ابرمتناهی [R] این�صورت در باشد، شمارا اندازه حافظ ارگودیک هم�ارزی رابطه یک R کنید فرض .٧.٢ قضیه
باشد. میانگین�پذیر بی�نهایت [R] اگر تنها و اگر است

فضای یک روی پیوسته به�طور گاه هر اگر است میانگین�پذیر بی�نهایت توپولوژی گروه یک می�کنیم یادآوری
باشد. داشته ثابت نقطه یک عمل کند، عمل فشرده

می�آید: به�دست زیر نتیجه ٧.٢ قضیه و ۶.٢ قضیه از

روی همسان�ریختی توسط [R] از عمل هر این�صورت در باشد، ابرمتناهی و ارگودیک R کنید فرض .٨.٢ نتیجه
دارد. ثابت نقطه یک فشرده مترپذیر فضای

Aut(X,µ) گروه روی هالموس توسط شده معرفی توپولوژی دو یکنواخت، توپولوژی و ضعیف توپولوژی
می�باشند.

داشته A ⊂ X اندازه�پذیر مجموعه زیر هر برای اگر است همگرا T به (Tn)n دنباله ضعیف توپولوژی در
باشیم:

µ(Tn(A)△T (A))→ ٠.
می�کند: القا را یکنواخت توپولوژی می�شود، تعریف زیر به�صورت که du یکنواخت متریک

du(T, S) := µ(x ∈ X : Tx ̸= Sx).

است: لهستانی یکنواخت، توپولوژی آن در که است تمامی گروه احتمال، اندازه حافظ هم�ارزی رابطه از گروه�تمام
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تنها و اگر است لهستانی یکنواخت توپولوژی به نسبت G ≤ Aut(X,µ) تمام زیرگروه یک [١] .٩.٢ گزاره
باشد. شمارا احتمال اندازه حافظ هم�ارزی رابطه یک از تمام گروه ،G اگر

لهستانی ضعیف، توپولوژی آن در که است تمام گروه�های از دیگر مثالی یکتا، ارگودیک تمام گروه ،Aut(X,µ)
است:

است. لهستانی ضعیف، توپولوژی آن در که است یکتا ارگودیک تمام گروه Aut(X,µ) گروه [١] .١٠.٢ قضیه

توپولوژی آن و کرده�اند بیان لهستانی تمام گروه�های همه�ی برای یکسانی توپولوژی [١] در کاردری و مایتر
است: ضعیف�تر یکنواخت، توپولوژی از و ظریف�تر ضعیف، توپولوژی از که است اندازه در همگرایی

عمل (X,µ) استاندارد احتمال فضای روی بورل به�صورت که باشد لهستانی گروهی G کنید فرض .١١.٢ قضیه
با: است برابر آن با متناظر تمام گروه این�صورت در می�کند،

[R] := {T ∈ Aut(X,µ) : ∀ x ∈ X ,T (x) ∈ G.x}.

این�صورت در باشد، اندازه حافظ و آزاد Gعمل، اگر به�علاوه است. اندازه در همگرایی توپولوژی برای لهستانی گروه
دارد. قرار [R] در G

زیرگروه یک تا است نیاز که عضوهایی تعداد است. توپولوژی رتبه محاسبه تمام گروه�های از دیگری ویژگی
است تفکیک�پذیر [R] گروه چون می�شود. داده نمایش t([R]) با و گویند توپولوژی رتبه کنند، تولید را [R] چگال

.t([R]) ≥ ٢ داریم باشد غیربدیهی R اگر و t([R]) ≤ ∞ داریم همواره
به توجه با و است بسته [Γ] (زیرا کند. تولید را R باید Γ این�صورت در باشد چگال و شمارا Γ ≤ [R] اگر

.([Γ] = [R] بودن چگال خاصیت

.t([R]) ≤ ٣ این�صورت: در باشد ارگودیک و ابرمتناهی R کنید فرض [٩] .١٢.٢ قضیه

ارگودیک) و متناهی ابر هم�ارزی رابطه�های (برای می�دهد. به�دست t[R] برای بالایی کران ١٢.٢ قضیه
بیان تمام گروه یک از توپولوژی رتبه محاسبه برای مهمی ابزار به�عنوان را زیر قضیه [٢] در کاردری و مایتر

می�کنند:

برای و (X,µ) احتمال فضای روی ،G موضعی فشرده لهستانی گروه از اندازه حافظ عمل هر برای .١٣.٢ قضیه
است. چگال [RG] در [RH ] تمام گروه ،H ⊂ G چگال زیر�گروه هر

حافظ عملی [۴] در کولموگرف از مثالی نیست. صحیح لهستانی گروه�های از کلی عمل�های برای ١٣.٢ قضیه
چگال شمارای گروه یک H ≤ S هرگاه به�طوری�که می�دهد نشان را S صحیح اعداد از سویی دو گروهی از اندازه

نیست. چگال [RS ] در [RH ] تمام گروه باشد،
لهستانی گروه�های از عمل�هایی با مرتبط تمام گروه�های که دهیم نشان می�توانیم ١٣.٢ قضیه از استفاده با

است. چگال ٢-مولد زیر�گروه یک شامل موضعی فشرده و ناگسسته
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خودمعکوس ماتریس�های و مهتری

سیاری∗ یامین
ایران سیرجان، سیرجان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

محمدحسنی احمد و
ایران سیرجان، سیرجان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

مطالعه مورد خودمعکوس ماتریس�های مجموعه برای را راست مهتری و چپ مهتری مفهوم ما مقاله این در چکیده.
نگهدارنده�های ساختار ادامه در کرده�ایم. بیان را مهتری از نوع ای خواص برخی همچنین داده�ایم قرار بررسی و

شوند. می ایجاد خودمعکوس ماتریس�های گروه به�وسیله که کرده�ایم مشخص را خطی
خطی. نگهدارنده تبدیل خودمعکوس، ماتریس مهتری، کلیدی: واژه�های

.15A04,15A21 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

یک اگر است چپ از عمل یک X روی G گوییم باشد. مجموعه یک X و گروه) (نیم گروه یک G کنیم فرض
کند: صدق زیر شرایط در که باشد داشته وجود θ : G×X −→ X مانند نگاشت

.θ(e, x) = x ،x ∈ X هر برای آن�گاه باشد، G همانی عضو e اگر (١)
باشیم: داشته x ∈ X هر برای آن�گاه ،g١, g٢ ∈ G اگر (٢)

θ(g١, θ(g٢, x)) = θ(g١g٢, x).

می�کند: القا زیر به�صورت X روی هم�ارزی رابطه یک G گروه

x ∼ y ⇐⇒ x = gy, ∃g ∈ G.
می�شود: تعریف زیر مجموعه با برابر x ∈ X نقطه مدار

OG(x) = {y ∈ X : y = gx, ∃g ∈ G}.
گوییم. زمان مجموعه را G و حالت فضای را X می�شود، نامیده دینامیکی سیستم یک (θ,G,X) تایی سه

داشته وجود θ : X×G −→ X مانند نگاشتی اگر است راست از عمل Xیک روی G گوییم مشابه به�طور
کند: صدق زیر شرایط در که باشد

.x ∈ X همه برای θ(x, e) = x آن�گاه باشد، G همانی عضو e اگر (١)
آن�گاه ،g١, g٢ ∈ G اگر (٢)

θ(θ(x, g١), g٢) = θ(x, g١g٢),

.x ∈ X همه برای
می�کند: تعریف زیر به�صورت X روی هم�ارزی رابطه یک G گروه

x ∼ y ⇐⇒ x = yg, ∃g ∈ G.
می�شود: تعریف زیر مجموعه با برابر x ∈ X نقطه مدار

OG(x) = {y ∈ X : y = xg, ∃g ∈ G}.

مهتری رابطه یک G چپ از عمل هر آن�گاه باشد حقیقی اعداد میدان روی برداری فضای یک X مجموعه اگر
اگر .[٣ ،٢ ،١] می�کند Xایجاد rG≻روی راست از مهتری رابطه راستGیک از عمل هر Xو lG≻روی چپ

ارائه�دهنده ∗
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می�دهیم نمایش conv(W ) با Wرا محدب غلاف X Wاز زیرمجموعه هر برای باشد، برداری فضای یک X
می�کنیم: تعریف و

conv(W ) = {
n∑

i=٠

rivi : n ∈ N, vi ∈W, ٠ ≤ ri ≤ ١, i = ٠, ١, ... و
n∑

i=٠

ri = ١}.

نمایش Mnبرای نماد مقاله این سراسر در .[٣] x ∈ conv(OG(y)) هرگاه می�باشد x G-مهتر یک y گوییم
١ × n حقیقی بردارهای همه برداری فضای است، شده استفاده n × n حقیقی ماتریس�های همه برداری فضای
فضای برای استاندارد پایه�ای {e١, ..., en} مجموعه است. شده داده نمایش (Rn) Rn نماد با (n × ١)
یک ∼ کنیم فرض می�باشد. Rn برداری فضای برای استاندارد پایه�ای {et١, ..., etn} مجموعه و Rn برداری
دهد نتیجه x ∼ y هرگاه گوییم T خطی نگهدارنده را T : Rn −→ Rn خطی تبدیل باشد، Rn روی رابطه

.[۵ ،۴] دارد ویژه�ای اهمیت مهتری رابطه�های خطی نگهدارنده�های کردن پیدا جبرخطی در ،T (x) ∼ T (y)

اصلی نتایج .٢

ماتریس�های .P ٢
n = In یعنی باشد خودمعکوس و مربعی ماتریس یک Pn که می�کنیم فرض بخش این در

ماتریس یک P اگر مثال به�عنوان می�باشند. جبرخطی در ها ماتریس از مهمی و بزرگ دسته خودمعکوس
A−١PA P−و ،P t ماتریس�های که دید می�توان به�راحتی آن�گاه وارون�پذیر، ماتریس Aیک و باشد خودمعکوس
p(x) آن�گاه ،P مینیمال چندجمله�ای p(x) و باشد خودمعکوس ماتریس یک P اگر می�باشند. خودمعکوس نیز

است. تقسیم�پذیر x٢ − ١ بر

هم�ارزند: زیر گزاره�های آن�گاه .x, y ∈ Rn و G = {In, Pn}کنید فرض .١.٢ قضیه
،x ≺lG y (١)

،x ≺lG Pny (٢)
،Pnx ≺lG y (٣)

.Pnx ≺lG Pny (۴)

می�شود نتیجه زیر هم�ارزی از حکم ،P ٢
n = In چون .x, y ∈ Rn کنید فرض اثبات.

x = ty + (١− t)Pny ⇐⇒ Pnx = tPny + (١− t)y.

□

ارزند: هم زیر گزاره�های آن�گاه .x, y ∈ Rn و G = {In, Pn} کنید فرض .٢.٢ قضیه
،x ≺rG y (١)

،x ≺rG yPn (٢)
،xPn ≺rG y (٣)

.xPn ≺rG yPn (۴)

می�شود: نتیجه زیر هم�ارزی از حکم ،P ٢
n = In چون .x, y ∈ Rn کنید فرض اثبات.

x = ty + (١− t)yPn ⇐⇒ xPn = tyPn + (١− t)y.

□

استاندارد پایه به نسبت T خطی تبدیل نمایشگر Aماتریس = [aij ] Gو = {In, Pn} فرضکنید .٣.٢ قضیه
کند صدق زیر گزاره�های از یکی در A اگر تنها و اگر است ≺lG رابطه خطی نگهدارنده T آن�گاه باشد.

.APn = A (١)
.APn = PnA (٢)
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داریم آن�گاه APn = A باشیم داشته اگر اثبات.

T (ty + (١− t)Pny) = Ay,

داریم باشد برقرار APn = PnA رابطه صورتی�که در و می�کند حفظ را ≺lG رابطه T نتیجه در و

T (ty + (١− t)Pny) = tAy + (١− t)PnAy,

می�کند. حفظ را ≺lG رابطه T نتیجه در و
و باشد ≺lG رابطه خطی نگهدارنده T کنیم فرض برعکس

[T ] = A =


A١
A٢
...
An

 ,
پس ١ ≤ i, j ≤ n و باشند حقیقی عدد دو β و α کنیم فرض باشد. T خطی تبدیل نمایشگر ماتریس

αei + βej ∼l αPnei + βPnej .

لذا
αAi + βAj ∼l αAPnei + βAPnej ,(١)

بنابراین
α(APn)i + β(APn)j = αAi + βAj ,(٢)

یا
α(APn)i + β(APn)j = α(PnA)i + β(PnA)j .(٣)

دهیم قرار (١) رابطه در اگر می�باشد. BC ماتریس i-ام سطر (BC)i آن در که ،β و α حقیقی عدد دو هر برای
می�شود نتیجه (٣) و (٢) روابط از پس β = ٠ و α = ١

(APn)i = Ai یا (APn)i = (PnA)i,

یا ١ ≤ i ≤ n همه برای (APn)i = Ai که می�کنیم ثابت اکنون .١ ≤ i ≤ n همه برای
بعضی برای (APn)i = Ai کنیم فرض منظور این برای .١ ≤ i ≤ n همه برای (APn)i = (PnA)i
α = ١ دهیم قرار (١) رابطه در اگر بنابراین .١ ≤ j ≤ n بعضی برای (APn)j = (PnA)j و ١ ≤ i ≤ n

آوریم می به�دست (٣) و (٢) روابط از β = ١ و

(APn)i + (APn)j = Ai +Aj ,

یا
(APn)i + (APn)j = (PnA)i + (PnA)j ,

،(APn)j = Aj که می�شود نتیجه (APn)i = Ai و (APn)i + (APn)j = Ai + Aj تساوی�های از
می�شود نتیجه (APn)j = (PnA)j و (APn)i + (APn)j = (PnA)i + (PnA)j تساوی دو از و
همه برای (APn)i = (PnA)i یا ١ ≤ i ≤ n همه برای (APn)i = Ai پس .(APn)i = (PnA)i
□ .APn = PnA یا APn = A یعنی ،١ ≤ i ≤ n

باشند، صفر درایه�ها بقیه و یک آن فرعی قطر درایه�های که باشد n× nماتریس Pn که کنید فرض .۴.٢ مثال
نگهدارنده T آن�گاه باشد. پایه یک به نسبت T خطی تبدیل نمایشگر ماتریس A = [aij ] و G = {In, Pn}

کند صدق زیر گزاره�های از یکی در A اگر تنها و اگر است ≺lG رابطه خطی
.١ ≤ i, j ≤ n همه برای ،aij = ain+١−j (١)

.١ ≤ i, j ≤ n همه برای ،ain+١−j = an+١−ij (٢)
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داریم. راست مهتری�های برای را زیر قضیه مشابه به�طور

پایه یک به نسبت T خطی تبدیل نمایشگر ماتریس A = [aij ] و G = {In, Pn} کنید فرض .۵.٢ قضیه
کند صدق زیر گزاره�های از یکی در A اگر تنها و اگر است ≺rG رابطه خطی نگهدارنده T آن�گاه باشد.

.PnA = A (١)
.APn = PnA (٢)

نتیجه�گیری .٣

گروه روی راست مهتری رابطه و چپ مهتری رابطه و گرفتیم نظر در را خودمعکوس و مربعی ماتریس مقاله این در
قرار مطالعه مورد رابطه�هایی چنین برای خطی نگهدارنده تبدیلات و شد بررسی ماتریس�ها این توسط شده تولید

گرفت.
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و مهره�ای ستون ضایعات کلینیکو�پاتولوژی تحلیل در ناهموار مجموعه�های نظریه�ی به�کار�گیری
تصمیم�گیری قوانین استخراج

دهقانی فاطمه
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

قدیری∗ منصور و
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

نظریه�ی کمک به بیماران مهره�ای ستون ضایعات کلینیکوپاتوژیکال نتایج تحلیل تحقیق، این از هدف چکیده.
ویژگی�ها بین حاکم قوانین نظریه، این قدرتمند ابزار کمک به شد سعی تحلیل در است. ناهموار مجموعه�های
محاسبات با است. ضایعه نوع شرط، ویژگی مهم�ترین که داد نشان آماری جامعه�ی این مطالعه�ی شود. استنتاج
ضایعه منشاء جنس، (سن، شرط ویژگی�های زیرمجموعه�های به پاتولوژی) (نوع تصمیم ویژگی وابستگی درجه�ی
پاتولوژی نوع تصمیم�گیری در ضایعه} نوع و آناتومیک مکان {جنس، مجموعه�ی که بود این نتایج ضایعه) نوع و

دارد. بالاتری قدرت
وابستگی. ناهموار، مجموعه�های کلینیکو�پاتولوژی، قوانین، استنتاج کلیدی: واژه�های

.05E20, 05E75 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

مهم�ترین .[۶ ،۵] گردید معرفی ١٩٨٢ سال در پاولاک به�نام لهستانی محققی توسط ناهموار مجموعه�های نظریه�ی
روابطی کردن پیدا داده�ها، در پنهان الگو�های کردن پیدا برای بهینه الگوریتم از: عبارتند نظریه� این ویژگی�های
مینیمال مجموعه کردن پیدا اطلاعات، از وکیفی کمی استفاده امکان نمی�شوند، کشف آماری روش�های توسط که
مشاهدات، از کنترل الگوریتم استخراج داده�ها، اهمیت ارزیابی ،[٧] است مفید کلاس�بندی برای که داده�ها از

مشاهدات. از تصمیم قوانین استخراج و تصمیم جداول ساده�سازی
ضایعات کلینیکوپاتولوژی وضعیت ناهموار مجموعه�های نظریه�ی کمک به تا شدیم آن بر ما مطالعه این در
تحلیل را یزد صدوقی شهید بیمارستان� در ١٣٩٧ لغایت ١٣٨٧ سال�های طی در بدخیم) و (خوش�خیم مهره ستون
جمله از مختلف، زمینه�های در تحقیقاتی کارهای به می�توان را نا�هموار مجمو�عه�های نظریه کاربردی برنامه�های کنیم.

کرد. اشاره [٢] اینترنت و [۴] تجارت ،[٣] پزشکی

ناهموار مجموعه�های نظریه�ی .٢

تصمیمات، پیش�بینی و تحلیل و داده�ها از استنتاج برای قدرتمند ابزاری به�عنوان ناهموار مجموعه�های نظریه�ی
مجموعه�ی یک کنید فرض دارد. کاربرد تصمیم�گیری پشتیبان سیستم�های و خبره سیستم�های ساخت داده�کاوی،
یا مفهوم یک جهان از X ⊆ U زیرمجموعه هر داریم. اختیار در خود مدنظر اشیای از U ̸= ∅ (جهان) متناهی
گرفته نظر در U درباره دانش) مختصراً (یا انتزاعی دانش به�عنوان U در مفاهیم خانواده هر و نامیم U در رسته

می�شود.
دسته�بندی (یا R هم�ارزی کلاس�های همه�ی خانواده�ی U/R آن�گاه باشد، U روی هم�ارزی رابطه�ی یک R اگر
حاوی که دارد اشاره R در رسته�ای به [x]R و می�کنیم اشاره R مفاهیم یا و رسته�ها به�عنوان آن به که است (U

است. x ∈ U عنصر
مجموعه�ی که کنیم، درک Kرا = (U,R) رابطه�ای یکسیستم مفهوم می�توانیم دانش، پایگاه یک از استفاده با

است. U روی هم�ارزی روابط از خانواده�ای R و جهان U متناهی و غیرتهی

ارائه�دهنده ∗
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است هم�ارزی رابطه�ی یک نیز (P به متعلق هم�ارزی روابط همه�ی (مقطع
∩

P Pآن�گاه ̸= ∅ Pو ⊆ R اگر
بر�این علاوه دارد. نام P روی تشخیص غیرقابل رابطه و داده نشان IND(P) با که

(١) [x]IND(P) =
∩
R∈P

[x]R .

رابطه�ی یک و X ⊆ U زیرمجموعه هر به است. شده داده ما به K = (U,R) دانش پایگاه که کنید فرض
می�کنیم: مربوط را زیر مجموعه�ی زیر دو R ∈ IND(K) هم�ارزی

RX =
∪
{Y ∈ U/R : Y ⊆ X},(٢)

RX =
∪
{Y ∈ U/R : Y ∩X ̸= ∅},(٣)

را BNR(X) = RX − RX مجموعه می�شوند. نامیده X از R-بالا و R-پایین تقریب�های به�ترتیب که
عناصر با را آن�ها قطعی به�طور می�توان که است U عناصر از مجموعه�ای RX مجموعه�ی می�نامیم. X از R-مرز
با و X عناصر با احتمالا را آن�ها می�توان که است U عناصر از مجموعه�ای RX کرد؛ دسته�بندی Rدانش در X
و هستند R دانش دارای که است عناصری مجموعه BNR(X) مجموعه�ی کرد؛ دسته�بندی R دانش از استفاده

می�بریم: به�کار را زیر نمادهای هم�چنین .[۶] کرد دسته�بندی – X یا X به را آن�ها نمی�توان

POSR(X) = RX , X از R-مثبت ناحیه

NEGR(X) = U −RX , X از R-منفی ناحیه

تعیین ابهامی هر بدون R دانش از استفاده با می�توان که است اشیایی از گردآوری NEGR(X) منفی ناحیه�ی
دارند. تعلق X متمم به آن�ها ترتیب این به نیستند، متعلق X مجموعه�ی به که کرد

مجموعه یک مرزی ناحیه�ی چقدر هر است. مرزی ناحیه�ی وجود به�دلیل (رسته) مجموعه یک بودن نادقیق
می�کنیم تعریف را دقت معیار ایده، این دقیق�تر بیان به�منظور است. کمتر مجموعه دقت باشد، بزرگتر

(۴) αR(X) =
cardR(X)

cardR(X)
, X ̸= ∅.

که است واضح است. X مجموعه�ی مورد در ما دانش بودن کامل درجه�ی نشان�دهنده�ی αR(X) دقت معیار
با متناظر X مجموعه�ی مرزی ناحیه�ی ،α(X) = ١ اگر ٠؛ ≤ αR(X) ≤ ١ داریم X ⊆ U و R هر برای
نواحی دارای X مجموعه�ی ،α < ١ اگر است؛ R-تعریف�پذیر مجموعه�ی ،یک X مجموعه�ی و بوده خالی R

است. R-تعریف�نا�پذیر ،X مجموعه�ی نتیجه در و است R با متناظر مرزی غیر�تهی
بی�زائده�ی گفت، می�توان می�کنند. ایفا اساسی نقش هسته و بی�زائده اساسی مفهوم دو ،[۶] دانش تقلیل روند در
نظر یک از حالی�که در می�کند کفایت دانش در اساسی مفاهیم تمام تعریف برای و است ضروری قسمت یک دانش
در را R .R ∈ R و است هم�ارزی روابط از خانواده�ای R کنید فرض می�باشد. قسمت مهم�ترین هسته معین،
می�شود. نامیده Rضروری در R این�صورت غیر در IND(R)؛ = IND(R−R) اگر نامیم Rغیرضروری

است. وابسته R این�صورت غیر در باشد؛ ضروری R در R هر اگر است مستقل R خانواده�ی
باشد. برقرار IND(Q) = IND(P) رابطه�ی و مستقل Q اگر نامیم P از بی�زائده یک را Q ⊆ P

هسته�ی ،P در ضروری روابط همه�ی مجموعه�ی باشد. داشته مختلفی بی�زائده�های است ممکن P که است واضح
می�دهیم. نشان CORE(P) با و نامیده P

(۵) CORE(P) =
∩
RED(P),

است. P بی�زائده�ها�ی همه�ی خانواده�ی RED(P) آن در که
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به k درجه�ی با Q دانش این�صورت در .P,Q ⊂ R و باشد دانش پایگاه یک K = (U,R) کنیم فرض
اگر تنها و اگر می�دهیم، نشان P⇒k Q نماد با را آن و (٠ ≤ k ≤ ١) دارد بستگی P دانش

(۶) k = γP(Q) =
card POSP(Q)

card U
.

P به جزئی) (به�طور Qتقریباً �گوییم ،٠ < k < ١ اگر است؛ وابسته P به کلی Qبه�طور گوییم ،k = ١ اگر
است. P از مستقل کلی به�طور �گوییم k = ٠ اگر و است وابسته

دارد زیادی بسیار اهمیت ناهموار، مجموعه�های نظریه به�وسیله�ی نتیجه�گیری و تحلیل در دانش نمایش مسئله�ی
برای داریم. نیاز دانش معنایی نمایش به محاسباتی، دلایل به می�شوند دیده حوزه این در بسیاری رویکردهای و
دانست رسمی» «زبان از خاص نوعی را آن می�توان و کنیم استفاده دانش جدولی نمایش روش از باید منظور، این
چنین می�شوند. استفاده کامپیوتر پردازش برای مناسب نمادین فرم در بخش�ها) (یا هم�ارزی روابط بیان برای که
اطلاعات سیستم�های اوقات گاهی شد. خواهد نامیده (KRS یا (KR-�سیستم دانش نمایش سیستم داده جدول

می�شوند. نامیده ویژگی-ارزش سیستم�های یا
سیستم یک K = {U,A} کنید فرض می�شوند. تعریف زیر به�صورت KR-سیستم�ها نظر از تصمیم جداول
با KR-سیستم باشند. تصمیم و شرط ویژگی� نام به به�ترتیب ویژگی�ها از مجموعه دو D,C ⊂ Aدانش نمایش
به�طور یا T = (U,A,C,D) به�صورت را آن و می�شود نامیده تصمیم جدول تصمیم ویژگی�های و مجزا شرایط
کلاس�های به�ترتیب IND(D) و IND(C) روابط هم�ارزی کلاس�های می�نامیم. CD-تصمیم جدول خلاصه
هر برای که به�طوری دارد وجود dx : A → V تابع ،x ∈ U هر برای می�شوند. نامیده تصمیم و شرط
تصمیم� قاعده برچسب x و می�شود نامیده ( T (در تصمیم قاعده dx تابع dx(a)؛ = a(x) ،a ∈ C ∪ D
قوانین ساده�ی شناسه�های اما نمی�دهند، نشان را حقیقی شئ هر تصمیم جدول در U مجموعه�ی عناصر است. dx

هستند. تصمیم
با که D به dx کردن محدود و dx|C با که C به dx کردن محدود آن�گاه باشد، تصمیم� قاعده یک dx اگر
هر برای اگر است سازگار dx تصمیم قاعده می�نامیم. dx تصمیم و شرط به�ترتیب می�شوند داده نشان dx|D
ناسازگار تصمیم قاعده این�صورت غیر در dx|D؛ = dy|D که دهد نتیجه dx|C = dy|C ،( T (در y ̸= x

جدول این�صورت غیر در و باشند سازگار تصمیم قوانین همه�ی اگر می�شود نامیده سازگار تصمیم جدول یک است.
است. ناسازگار تصمیم

تصمیم سیستم .٣

مراجعه بدخیم) و خیم (خوش مهره ستون ضایعات انواع به مبتلا بیمار ۴٠٠ تعداد مطالعه، این در آماری جامعه
و بود سرشماری نمونه�گیری روش بود. ١٣٩٧ لغایت ١٣٨٧ سال�های طی یزد صدوقی شهید بیمارستان� به کننده
یزد صدوقی شهید بیمارستان� به کننده مراجعه بد�خیم) و (خوش�خیم مهره ستون ضایعات انواع به مبتلا بیماران کلیه
وجود آن�ها به دسترسی و بوده ناقص آن�ها پرونده�ی اطلاعات که بیمارانی و شدند مطالعه وارد مذکور زمان طی
شناسایی تحقیق این نیاز مورد تصمیم و شرط ویژگی�های دقیق، مطالعه از پس شدند. خارج مطالعه از نداشت،
نشان ١ جدول در (V ) ویژگی�ها به مربوط ارزش�های هستند. بیمار ١١۵ (U) تحقیق این در مشاهدات که شد

است. شده داده

ویژگی-ارزش. سیستم .١ جدول

ارزش عنوان ویژگی
سال ۶٠ بالای .٣ سال ٣۶-۶٠ .٢ سال ٣-٠۵ .١ بیمار سن a

زن .٢ مرد .١ جنسیت b
ساکرال .۴ لومبار مهره .٣ توراسیک مهره .٢ سرویکال مهره .١ ضایعه منشاء c

بدخیم .٢ خوش�خیم .١ ضایعه نوع d
سایر .۶ لنفوما .۵ سارکوما .۴ سرطان�ها .٣ خوش�خیم تومورال ضایعات .٢ التهابی ضایعات .١ پاتولوژی نوع e
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و P =
{
a, b, c, d

}
شرط ویژگی�های با بیمار ١١۵ مهره�ای ستون ضایعات کلینیکوپاتوژی وضعیت سپس

٣٩ به همسان کلاس�های تشکیل از پس گرفت. قرار تحلیل مورد آن�ها ارزش�های و Q =
{
e
}
تصمیم ویژگی

شدند. فهرست تصمیم جدول به�نام جدولی در ممکن تصمیمات همه�ی مجموعه�ی و شدند تبدیل تصمیم قاعده�ی

تصمیم جدول ساده�سازی .۴

غیر�ضروری ارزش�های و تکراری ردیف�های (ستون�ها)، زائد شرط ویژگی�ها�ی بردن بین از شامل ساده�سازی رویکرد
هیچ پس �گردید. مشاهده متفاوت عمق�های با ناسازگارها شرط، ویژگی هر حذف با .[١] است شرط ویژگی��های
شرط، ویژگی�های مجموعه می�شود مشاهده تحلیل�ها از رو، این از کرد. حذف نمی�توان را شرط ویژگی�های از یک

هستند. e−مستقل
این می�آید پیش که مسئله�ای نباشد. دسترس در ویژگی�ها برخی تصمیم��گیری هنگام در است ممکن دلایلی به بنا
که می�شود باعث جدول در a ویژگی نبود می�گذارد. تاثیر تصمیم��گیری توانایی روی چگونه اطلاعات فقدان که است
و مانده باقی درست تصمیم قوانین به�عبارتی نپذیرند تاثیر تصمیم قوانین بقیه و شوند ناسازگار تصمیم قانون هفت
ویژگی�های به e تصمیم ویژگی (وابستگی وابستگی درجه�ی این�رو از تشکیل�دهند. را تصمیم الگوریتم مثبت ناحیه
اهمیت a ویژگی از b ویژگی .(۶) است ١٨٢۵ می�دهیم)، نشان {b, c, d} ⇒ {e} نماد با �را آن که {b, c, d} شرط
١۵
٢۵ برابر ،{a, c, d} ⇒ {e} وابستگی درجه بنابراین می�شوند؛ ناسازگار قانون ده آن حذف با دارد، بیشتری
با ،{a, b, d} ⇒ {e} وابستگی نتیجه در و شوند ناسازگار قانون، دوازده شود می باعث c ویژگی حذف است.
وابستگی درجه و شوند ناسازگار قانون شانزده می�شود باعث شود، حذف که هنگامی d ویژگی است. ١٣

٢۵ درجه�ی
نه تنها ویژگی این بدون چون است، مشخصه مهم�ترین d ویژگی بنابراین است. ٩

٢۵ مساوی ،{a, b, c} ⇒ {e}
پنج و بیست از مورد نوزده a ویژگی بدون حالی�که در می�مانند، باقی درست تصمیم قانون پنج و بیست از قانون

هستند. سازگار تصمیم قانون مورد
جفت�هایی به ویژگی هر حذف با که دید می�توان بود، شرط ویژگی�های اضافی شرایط حذف که قبل قسمت طبق
هر هسته�ی −e می�توانیم ناسازگار تصمیم قوانین همان به توجه با که می�یابیم دست ناسازگار تصمیم قوانین از

.(۵) کنیم مشخص را شرط ویژگی
شرط ویژگی�های ارزش�ها�ی برخی آیا که می�کنیم بررسی تصمیم، جدول ساده�سازی اولیه�ی مسئله�ی به برگشتن با
−e یافتن به�منظور می��کنیم. محاسبه را تصمیم قانون هر ارزش�های هسته�ی یعنی کرد حذف می�توان را جدول در
قوانین آن براساس می�یابیم. دست ناسازگاری تصمیم قوانین چه به ویژگی هر حذف با که دید باید ویژگی هر هسته�ی

کنیم. پیدا را ویژگی هر ارزش�های هسته�ی می�توانیم ناسازگار تصمیم

تصمیم الگوریتم و تصمیم قوانین بی�زائده�های .۵

به�طوری�که کرد، منظور را تصمیم�گیری قانون هر ارزش�های هسته�ی باید تصمیم قوانین بی�زائده�ی �کردن پیدا برای
قوانین استخراج با باشد. درست قانون کل و مستقل قانون، مقدم مؤلفه�ی در قانون، شرط ویژگی ارزش�های
زیر تصمیم الگوریتم به کلاس هر برای تصمیم قوانین همه�ی ترکیب و e۶ و e۵ ،e٣ ،e٢ ،e١ کلاس�های برای تصمیم

می�رسیم:

(a١ ∨ c۴ ∨ a٣ ∨ c٢)b١d١ ∨ (c۴ ∨ b٢)a٢d١ ∨ (c٣ ∨ a١c٢)d١ ∨ (a٢b١c٣) −→ e١,

(c١ ∨ a٣c٢ ∨ b٢c٢ ∨ a٣b٢)d١ −→ e٢,

(a١c٢ ∨ b١c٢ ∨ a١b٢ ∨ b٢c۴ ∨ a٣b١ ∨ b١c٣ ∨ c١ ∨ a١ ∨ a٢c٣)d٢ ∨ (c۴ ∨ b١c٢)a٣ ∨ (c١ ∨ c٣)a٢b٢ −→ e٣,

(a٢ ∨ d٢)b٢c٢ ∨ (c٣ ∨ d٢)a٣b٢ ∨ a٢b١c۴d٢ −→ e۵,

a١b٢c۴d١ −→ e۶.
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نتیجه�گیری .۶

مجموعه�های نظریه�ی کمک به بیماران مهره�ای ستون ضایعات کلینیکوپاتوژیکال نتایج تحلیل تحقیق، این از هدف
که کرد استنتاج را آن�ها پاتولوژی نوع و بیماران شرطی ویژگی�های بین حاکم قوانین نظریه، این بود. ناهموار
برای قانون ٩ آماری جامعه�ی این در ما مطالعه�ی گیرد. قرار استفاده مورد جدید داده�های کلاس�بندی در می�تواند
برای قانون ١۴ ،(e٢) خوش�خیم تومورال ضایعه�ی تشخیص برای قانون ۴ ،(e١) التهابی ضایعات تشخیص
برای است. کرده ایجاد (e۵) لنفوماها مهره�ی ستون ضایعه�ی تشخیص برای قانون ۵ و (e٣) سرطان�ها تشخیص
این برای قانون یک فقط تصمیم، جدول این در زیرا نشد استخراج تصمیمی قانون (e۴) سارکوماها تشخیص
تعدادی پزشکی تعبیر بود. ناسازگار لنفوماها تشخیص قوانین از یکی با نیز قانون یک این و داشت وجود تشخیص

است: زیر به�شرح بالا تصمیم الگوریتم قوانین از

آقایان گروه با مقایسه در سال ٣۶ بالای خانم�های گروه در لنفوماها، مهره�ی ستون ضایعه�ی تشخیص (١)
است، بوده بیشتر

با مقایسه در سال ٣۶-۶٠ سنی گروه در خانم�ها، گروه با مقایسه در آقایان گروه در سرطان�ها تشخیص (٢)
است، بوده بیشتر مهره�ها سایر به نسبت لومبار و توراسیک مهره�ی در هم�چنین و دیگر سنی گروه دو

٣-٠۵ سنی گروه در هم�چنین و خانم�ها گروه با مقایسه در آقایان گروه در التهابی، ضایعات تشخیص (٣)
است، بوده بیشتر سال ۶٠ بالای سنی گروه با مقایسه در سال ٣۶-۶٠ و سال

سال ۶٠ بالای خانم�های توراسیک، مهره�ی ضایعه�ی آناتومیک مکان با (٣۶-۶٠) میانسال خانم�های (۴)
با خانم�های بد�خیم، ضایعه نوع با سال ۶٠ بالای خانم�های لومبار، مهره�ی ضایعه�ی آناتومیک مکان با
ضایعه�ی آناتومیک مکان با میانسال آقایان و بد�خیم نوع از توراسیک مهره�ی ضایعه�ی آناتومیک مکان

می�شوند. لنفوماها مهره�ی ستون ضایعه�ی درگیر بد�خیم نوع از ساکروم مهره�ی

سپاس�گزاری

دهیم. ارائه را خود علمی فعالیت نتایج بتوانیم تا کردند ایجاد فرصتی که سپاس�گزاریم کنفرانس برگزاری کمیته از
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

چرخشی گروه�های از جدیدی دسته�های ساخت

زفرقندی∗ مهدوی سهیلا
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

زیرگروه�های و چرخشی زیرگروه�های ساختار و معرفی چرخشی گروه�های از جدید دسته چند مقاله دراین چکیده.
مشبکه و چرخشی زیرگروه�های مشبکه موارد برخی در ما گرفت. خواهند قرار بررسی مورد آن�ها نرمال چرخشی

آورد. خواهیم به�دست را آن�ها نرمال چرخشی زیرگروه�های
نرمال. چرخشی زیرگروه چرخشی، زیرگروه چرخشی، گروه کلیدی: واژه�های

.20D99, 20F99 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

φ : H −→ A و AوHمجزا ،|H| = |A| به�طوری�که دلخواه و ناتهی Aمجموعه�ای Hیکگروه، فرضمی�کنیم
می�کنیم: تعریف G از a و b عضو دو هر ازای به .G = H ∪A می�دهیم قرار است. دوسویی نگاشت یک

a⊗ b =


ab a, b ∈ H,
φ(φ−١(a)b) a ∈ A, b ∈ H,
φ(aφ−١(b)) a ∈ H, b ∈ A,
φ−١(a)φ−١(b) a, b ∈ A.

شروع با و گرفته بهره الگو اين از می�كنيم تلاش ادامه در ما است. گروه يك بالا ضرب Gبا كه ديد می�توان به�سادگی
بسازيم. اوليه چرخشی گروه برابر دو مرتبه با ديگری چرخشی گروه چرخشی، گروه يك از

نگاشت� یک φ : H+ −→ H− و H+ از مجزا مجموعه�ای H−،چرخشی گروه (H+,⊕) می�کنیم فرض
به و G = H+ ∪H−، x− = φ(x+) کرده، معرفی x+ نماد با را H+از دلخواه عضو یک باشد. دوسویی

، G از bδ و aϵ عضو دو هر ازای

aϵ ⊗ bδ =

{
a+ ⊕ b+ (ϵ, δ) = (+,+) or(−,−),
(a+ ⊕ b+)− (ϵ, δ) = (−,+) or(+,−),

.[١] می�کنیم تعریف

هر ازای به ⊕ دوتایی عملگر اگر دراین�صورت باشد، چرخشی گروه یک (G,⊕) می�کنیم فرض [٢] .١.١ تعریف
چرخشی، گروه این به آن�گاه کند صدق a ⊕ b = gyr[a, b](b ⊕ a) چرخشی جابجایی قانون در ،a, b ∈ G

گوییم. جابجایی چرخشی گروه

گروه ،n ≥ ٣ ،Z٢n دوري گروه از شروع با ما می�کنیم. معرفی زیر به�شکل را بعدی جدید چرخشی گروه
می�سازیم. ٢n+١ مرتبه�ی از چرخشی

Z٢n = {٠, ١, ٢, . . . , ٢n−١ − ١, ٢n−١, ٢n−١ + ١, . . . , ٢n − ١}.

ارائه�دهنده ∗
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چرخشی گروه�های

H = {٢n−١, ٢n−١ + ١, . . . , ٢n − ١} ،P = {٠, ١, ٢, . . . , ٢n−١ − ١} می�کنیم فرض .٢.١ تعریف
بنابراین .m = ٢n−١ به�طوری�که H = P +m و P ≃ Z٢n−١ که است واضح است. G = P ∪H و

می�کنیم. معرفی زیر به�صورت را G روی ⊕ دوتایی عمل .G = P ∪ P +m

i⊕ j =


t (i, j) ∈ P × P,
t+m (i, j) ∈ P ×H,
s+m (i, j) ∈ H × P,
k (i, j) ∈ H ×H,

و t, s, k ∈ P حالی�که در
t ≡ i+ j (mod m),

s ≡ i+ (
m

٢
− ١)j (mod m),

k ≡ (
m

٢
+ ١)i+ (

m

٢
− ١)j (mod m).

به�شکل G روی نگاشتی یک A(i) و برقرار ٢.١ تعریف می�کنیم فرض .٣.١ لم

A(i) =

{
i, i ∈ P,
r +m, i ∈ H.

.A(i) ∈ Aut(G,⊕) این�صورت در r ≡ i+ m

٢
و r ∈ P که باشد

باشد. برقرار ٢.١ تعریف می�کنیم فرض .۴.١ تعریف
،OP = {i ∈ P | است. فرد i}
،OH = {i ∈ H | است. فرد i}
EH = {i ∈ H | است. زوج i}

و
M = [OP × (OH ∪ EH)] ∪ [OH × (OP ∪ EH)] ∪ [EH × (OP ∪OH)]

می�کنیم. تعریف زیر به�شکل را gyr : G×G −→ Aut(G,⊕) نگاشت

gyr[a, b] =

{
A, (a, b) ∈M,

I, این�صورت ,درغیر

است. شده معرفی ٣.١ لم در که است یکریختی یک A و است همانی یکریختی I .A, I ∈ Aut(G,⊕) که

اصلی نتایج .٢

ذکر را آن ویژگی�های از بخشی سپس می�کنیم. معرفی را جدید چرخشی گروه�های اول دسته�ی ابتدا بخش این در
گروه�های دوم دسته ادامه در می�کنیم. بیان آن�را نرمال چرخشی زیرگروه�های و چرخشی زیرگروه�های وساختار کرده

می�شویم. آشنا آن چرخشی زیرگروه�های با و معرفی را چرخشی

tγ و bδ و aϵ هر ازای به gyrG : G × G → Aut(G) چرخشی عملگر می�کنیم فرض [١] .١.٢ قضیه
شود. تعریف زیر به�شکل G به متعلق

gyrG[a
ϵ, bδ](tγ) =

{
gyrH+ [a+, b+](t+), γ = +,

(gyrH+ [a+, b+](t+)),− γ = −,

است. چرخشی گروه یک (G,⊗) این�صورت در
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است. جابجایی چرخشی گروه (G,⊗) آن�گاه باشد جابجایی چرخشی گروه (H+,⊕) اگر [١] .٢.٢ نتیجه

؟؟، جدول� در ما است. آمده به�دست ٨ مرتبه از چرخشی گروه ۵ است، شده انجام گپ افزار نرم با که محاسباتی با
،(M(١),⊕M ) ،(L(١),⊕L) ،(K(١),⊕K) کنید فرض كرده�ايم. ارائه را چرخشی گروه�های اين جدول�ضرب
را چرخشی گروه�های اين تمام زمينه مجموعه ما باشند. مذكور چرخشی گروه�های (O(١),⊕O) و (N(١),⊕N )

،C = (۴, ۵) ،B = (٢, ٣)(۴, ۵) ،A = (۴, ۵)(۶, ٧) می�دهيم. نشان G = {٠, ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧} با
،M(١) ،L(١) ،K(١) به متعلق به�ترتیب چرخشی یکریختی�های E = (۴, ۵)(۶, ٧) و D = (٢, ٣)(۶, ٧)

است. O(١) ،N(١)
در آن ساخت الگوريتم كه باشد G ديگر چرخشی گروه از شده ساخته چرخشی گروه (H+,⊕) می�کنیم فرض
هم را ⊛ عملگر هم�چنین و ⊕ عملگر هم ، ⊞ عملگر [٢] در ٢.١۴ قضیه بنابر این�صورت در شده، ارائه اول بخش
چرخشی گروه (⊛,G)هم نیز و (H+,⊕) چرخشی گروه هم ،(H+,⊞) به�طوری�که می�کنیم؛ معرفی ⊗ عملگر
به�طور و می�باشد (H+,⊞) بفرد منحصر وارون ⊟a ،H+ به متعلق a عضو هر ازای به نیز است، (G,⊗)
ازای به می�کنیم. +Hمعرفی در ⊟ تفاضل عملگر هم مشابه را ⊚ تفاضل عملگر هم G چرخشی گروه برای مشابه

داریم: G چرخشی گروه به متعلق bδ و aϵ عضو دو هر

aϵ ⊚ bδ =

{
a+ ⊟ b+, (ϵ, δ) = (+,+)or(−,−),
(a+ ⊟ b+)−, (ϵ, δ) = (+,−)or(−,+).

الگوريتم كه باشد G ديگر چرخشی گروه از شده ساخته چرخشی گروه (H+,⊕) می�کنیم فرض [١] .٣.٢ قضیه
.|conjG(G)| = ٢|conjH+(H+)| دراین�صورت شد، بیان اول بخش در آن ساخت

می�شویم. آشنا زیر قضیه در شده معرفی چرخشی زیرگروه ساختار با حال

الگوريتم كه باشد G ديگر چرخشی گروه از شده ساخته چرخشی گروه (H+,⊕) می�کنیم فرض [١] .۴.٢ قضیه
یکی اگر تنها و اگر است G چرخشی زیرگروه ،B ناتهی مجموعه زیر دراین�صورت آمده، اول بخش در آن ساخت

باشد. برقرار زیر شرایط از
،B ≤ H+ (١)

aϵ, bδ ∈ L− هر ازای به و B = A+ ∪L− به�طوری�که دارند وجود L− ⊆ H− و A+ ≤ H+ (٢)
L+ = درحالی�که A+ ∪ L+ ≤ H+ و A+ ∩ L+ = ϕ به�علاوه .aϵ ⊗ bδ ∈ A+داریم

،φ−١(L−)
. A− = φ(A+) و A+ ≤ H+ به�طوری�که B = A+ ∪A− (٣)

می�پردازیم. چرخشی گروه�های این نرمال چرخشی زیرگروه�های معرفی به بعد مرحله در

است، آن از حاصل چرخشی گروه (G,⊗) که باشد چرخشی گروه یک (H+,⊕) می�کنیم فرض [١] .۵.٢ لم
است. H+ ⊴G این�صورت در

ساخت الگوريتم كه Gباشد ديگر چرخشی گروه از شده ساخته چرخشی گروه (H+,⊕) می�کنیم فرض .۶.٢ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و اگر Mاست ⊴G دراین�صورت گردید، ارائه اول بخش در آن

،M ⊴H+ (١)
خاصیت این به توجه با ،M = N+ ∪ L− به�طوری�که دارند وجود L− ⊆ H− و N+ ⊴ H+ (٢)
N+ ∪ L+ ⊴H+ و N+ ∩ L+ = ∅ هم�چنین .x ⊗ y ∈ N+ ،x, y ∈ L− هر ازای به که

،L+ = φ−١(L−) به�طوری�که
.N− = φ(N+) +Nو ⊴H+ Mبه�طوری�که = N+ ∪N− (٣)

می�شویم. آشنا جدید چرخشی گروه دسته دومین با حال

n ≥ ٣ برای Z٢n دوری گروه توسط که ٢n مرتبه از چرخشی گروه از ویژگی�های بررسی به بخش این در
می�پردازیم. می�آید، به�دست
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است. چرخشی گروه یک (G,⊕) این�صورت در باشند، برقرار ۴.١ و ٢.١ تعاریف می�کنیم فرض .٧.٢ قضیه

گروه یک (G,⊕) چرخشی گروه دراین�صورت باشند، برقرار ۴.١ و ٢.١ تعاریف می�کنیم فرض .٨.٢ قضیه
است. جابجایی غیر چرخشی

می�پردازیم. اخیر شده معرفی چرخشی گروه چرخشی زیرگروه�های معرفی به� پایان در

یک B(n) این�صورت در باشد، ٢n مرتبه از دووجهی چرخشی ٢-گروه یک G(n) می�کنیم فرض .٩.٢ قضیه
باشد: زیر شرایط از یکی دارای اگر تنها و اگر است G(n) چرخشی زیرگروه

B(n)؛ = G(n) .١
است؛ P (n) زیرگروه یک B(n) .٢

i؛ ∈ H(n) درحالی�که B(n) = {٠, i} .٣
و ٠ ≤ s ≤ ٢r − ١ ،١ ≤ r ≤ n − ٢ به�طوری�که دارند وجود r, s ∈ Z .۴

.B(n) = ⟨٢r⟩ ∪ (٢n−١ + s) + ⟨٢r⟩

.M(١) ،L(١) ،K(١) چرخشی گروه�های به وابسته چرخشی یکریختی و جدول�ضرب .١ جدول

⊕K ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ gyrK ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
٠ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٠ I I I I I I I I
١ ١ ٠ ٣ ٢ ۵ ۴ ٧ ۶ ١ I I I I I I I I
٢ ٢ ٣ ٠ ١ ۶ ٧ ۴ ۵ ٢ I I I I A A A A
٣ ٣ ٢ ١ ٠ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ I I I I A A A A
۴ ۴ ۵ ۶ ٧ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ I I A A I I A A
۵ ۵ ۴ ٧ ۶ ١ ٠ ٣ ٢ ۵ I I A A I I A A
۶ ۶ ٧ ۴ ۵ ٣ ٢ ١ ٠ ۶ I I A A A A I I
٧ ٧ ۶ ۵ ۴ ٢ ٣ ٠ ١ ٧ I I A A A A I I
⊕L ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ gyrL ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
٠ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٠ I I I I I I I I
١ ١ ٠ ٣ ٢ ۵ ۴ ٧ ۶ ١ I I I I I I I I
٢ ٢ ٣ ٠ ١ ۶ ٧ ۴ ۵ ٢ I I I I B B B B
٣ ٣ ٢ ١ ٠ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ I I I I B B B B
۴ ۴ ۵ ۶ ٧ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ I I B B I I B B
۵ ۵ ۴ ٧ ۶ ١ ٠ ٣ ٢ ۵ I I B B I I B B
۶ ۶ ٧ ۵ ۴ ٣ ٢ ٠ ١ ۶ I I B B B B I I
٧ ٧ ۶ ۴ ۵ ٢ ٣ ١ ٠ ٧ I I B B B B I I

⊕M ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ gyrM ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
٠ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٠ I I I I I I I I
١ ١ ٠ ٣ ٢ ۵ ۴ ٧ ۶ ١ I I I I I I I I
٢ ٢ ٣ ٠ ١ ۶ ٧ ۴ ۵ ٢ I I I I C C C C
٣ ٣ ٢ ١ ٠ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ I I I I C C C C
۴ ۴ ۵ ۶ ٧ ١ ٠ ٣ ٢ ۴ I I C C I I C C
۵ ۵ ۴ ٧ ۶ ٠ ١ ٢ ٣ ۵ I I C C I I C C
۶ ۶ ٧ ۵ ۴ ٢ ٣ ١ ٠ ۶ I I C C C C I I
٧ ٧ ۶ ۴ ۵ ٣ ٢ ٠ ١ ٧ I I C C C C I I

سپاس�گزاری

علی�رضا سيد دكتر آقای راهنمايی تحت كه است كاشان دانشگاه در اينجانب دكتری رساله از بخشی مقاله اين
است. انجام حال در سلحشور علی محمد دكتر آقای مشاوره و اشرفی
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پوستری ارائه�های

رمزنگاری



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با کاربری شناسه رمزنگاری

حاجی�رضائی∗ الهام
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

بهرامیان مجتبی و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

مثل گیرنده شخصی اطلاعات از که است عمومی کلید رمزنگاری سیستم یک کاربری شناسه رمزنگاری چکیده.
پیام گیرنده می�کند. استفاده رمز سیستم یک در عمومی و خصوصی کلید محاسبه جهت ... و اسم ایمیل، آدرس
دریافت می�شود، نامیده PKG که اعتماد مورد سوم طرف از را خود شخصی اطلاعات با متناظر خصوصی کلید
تعمیم ژاکوبین اساس بر کاربری شناسه طرح یک مقاله این در کند. رمزگشایی را رمزشده متن می�تواند و کرده
بنا یافته تعمیم ژاکوبین روی گسسته لگاریتم مسئله سختی بر آن امنیت که می�کنیم معرفی بیضوی خم�های یافته�

است. شده
کاربری. شناسه رمزنگاری یافته، تعمیم ژاکوبین بیضوی، خم�های کلیدی: واژه�های

.14H52, 11T71 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

بیضوی خم یک یافته تعمیم ژاکوبین با آن از پس و کرده معرفی را بیضوی خم�های اختصار به ابتدا بخش این در
می�شویم. آشنا

p > ٣ و طبیعی عددی n آن در که باشد، q = pn مرتبه از متناهی میدان Fq فرضکنید بیضوی. خم�های .١.١
y٢ = x٣+Ax+Bبه�صورت کوتاه وایرشتراس معادله با خمی ،Fq میدان روی بیضوی یکخم است. اول عددی
تعریف Fq روی E خم گوییم است. صفر مخالف ∆ = ۴A٣ + ٢٧B٢ آن مبین و A,B ∈ Fq آن در که است

از: است عبارت آن Fq-گویای نقاط باشد شده تعریف Fq روی E اگر .A,B ∈ Fq هرگاه است شده

E(Fq) = {(x, y) ∈ Fq × Fq | y٢ = x٣ +Ax+B} ∪ {O},

است. خم بی�نهایت در نقطه O = [٠ : ١ : ٠] آن در که
بی�نهایت �در نقطه O و E روی نقطه دو Q و P ،y٢ = x٣+Ax+B معادله با بیضوی خم E کنید فرض
منحنی بر مماس خط L ،P = Q (درصورتی�که می�گیریم نظر در Q و P نقاط از گذرنده خط را L خط باشد.
P ∗Q با �را آن که می�کند قطع R نام به سومی نقطه در را E خم L خط این�صورت، در است). P نقطه در E
در می�دهیم. نشان P + Q با آن�را و نامیده Q و P جمع را x محور به نسبت P ∗ Q قرینه می�دهیم. نشان
زیر رابطه mاز و y٣ = m(x١ − x٣)− y١ و x٣ = m٢ − x١ − x٢ آن در که P +Q = (x٣, y٣) واقع

می�آید: به�دست

m =


y٢ − y١
x٢ − x١

, P ̸= Q,

٣x١٢ +A

٢y١
, P = Q.

است: برقرار شده تعریف عمل مورد در زیر ویژگی�های

ارائه�دهنده ∗
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بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با کاربری شناسه رمزنگاری

آن�گاه نیستند)، متمایز لزوماً نقاط (این کند قطع R و Q ،P نقطه سه در را E خم L خط اگر (١)

P +Q+R = O.

.(P +Q) +R = P + (Q+R) آن�گاه P,Q,R ∈ E اگر (٢)
.P +O = P ،P ∈ E هر برای (٣)

که به�طوری دارد وجود E خم روی Q مانند نقطه�ای آن�گاه P ∈ E اگر (۴)

P +Q = O.

.−P = (x,−y) آن�گاه P = (x, y) اگر می�نامیم. P قرینه را آن و داده نشان −P با را Q نقطه
.P +Q = Q+ P ،P,Q ∈ E هر برای (۵)

مطالعه برای Oاست. همانی عنصر با آبلی گروه یک E خم می�شود نتیجه بالا در شده تعریف جمع قانون اساس بر
کنید. مراجعه [۶ ،۵] به می�توانید بیضوی خم�های زمینه در بیشتر

از متشکل مجموعه Div(E) و بیضوی خم یک E کنید فرض بیضوی. خم یک بخش�یاب�های گروه .٢.١
تعدادی تنها و صحیح عددی nP ،P هر برای آن در که باشد

∑
P∈E nP (P ) به�صورت صوری مجموع�های

بخش�یاب دو هر برای می�نامیم. E روی بخش�یاب یک را
∑

P∈E nP (P ) است. غیرصفر آن�ها از متناهی
زیر جمع عمل با

∑
P∈E mP (P ) و

∑
P∈E nP (P )∑

P∈E

nP (P ) +
∑
P∈E

mP (P ) =
∑
P∈E

(nP +mP )(P ),

Eمی�نامیم. روی بخش�یاب�های گروه آن�را که است o =
∑

P∈E ٠(P ) همانی عنصر با آبلی گروه Div(E)یک

به�صورت Dرا =
∑

P∈E nP (P بخش�یاب( درجه Eاست. نقاط روی آزاد آبلی گروه Div(E)یک واقع، در
D محمل را Supp(D) = {P ∈ E|nP ̸= ٠} مجموعه به�علاوه می�کنیم تعریف deg(D) =

∑
P∈E nP
می�نامیم.

زیرگروهی می�شود داده (E)Div٠نشان نماد با که صفر درجه از بخش�یاب�های همه Div(E)شامل مجموعه
،P ∈ Suup(D) هر برای هرگاه می�نامیم موثر یا مثبت را

∑
P∈E nP (P ) بخش�یاب است. Div(E) از

باشند. هم از جدا محمل�های دارای هرگاه گوییم متباین را D′ و D بخش�یاب دو .nP > ٠
به�صورت را f ∈ Fq(E) تابع بخش�یاب باشد. Fq روی E تابعی میدان Fq(E) کنید فرض
بخش�یاب است. P نقطه در f مرتبه ordP (f) آن در که می�کنیم تعریف div(f) =

∑
P∈E ordP (f)(P )

بخش�یاب�های همه مجموعه .div(f) = D �که به�طوری باشد موجود f ∈ Fq(E) تابع هرگاه گوییم اصلی Dرا
قسمتی خارج گروه است. Div٠(E) از زیرگروهی Princ(E) می�دهیم. نمایش Princ(E) نماد با را اصلی

را Pic٠(D) =
Div٠(E)

Princ(E)
یعنی آن صفر درجه قسمت و نامیده پیکارد گروه را Pic(D) =

Div(E)

Princ(E)

گوییم خطی هم�ارز را D′ و D بخش�یاب دو می�دهیم. نشان J(E) با �را آن و می�نامیم E خم معمولی ژاکوبین
.D ∼ D′ می�نویسیم و D −D′

= div(f) باشیم داشته f ∈ Fq(E)∗ یک ازای به هرگاه

و D و مثبت بخش�یاب یک m =
∑r

i=٠mi(Pi) کنید فرض بیضوی. خم یک یافته تعمیم ژاکوبین .٣.١
f ∈ Fq(E)∗ Dهرگاه ∼m D′ می�نویسیم و m-ارزاند ،D′ Dو گوئیم باشند. m با متباین بخش�یاب ′Dدو

رابطه یک رابطه این .ordPi(١ − f) ≥ mi ،i هر برای و div(f) = D − D′ که به�طوری باشد موجود
بخش�یاب�های مجموعه Divm(E)را می�دهیم. نشان [D]m با بخش�یابDرا کلاسm-هم�ارزی است. هم�ارزی
تعریف و می�دهیم نشان Div٠m(E) با آن�را صفر درجه قسمت همچنین هستند. متباین m با که می�گیریم E

می�کنیم:

Princm(E) = {div(f)|f ∈ Fq(E)
∗
, ordP (١− f) ≥ mi}.
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بهرامیان م. و حاجی�رضائی ا.

با یا Pic٠m(E) نماد با را
Div٠m(E)

Princm(E)
قسمتی خارج گروه است. Div∗m(E) از زیرگروهی Princm(E)

.[۴] می�نامیم m پیمانه به نسبت E خم یافته تعمیم ژاکوبین آن�را و داده نمایش Jm

هر این�صورت در هستند. E از متمایز نقطه دو N Mو آن در که m = (M) + (N) کنید فرض .١.١ قضیه
کنید فرض حال .P ∈ E(Fq) و k ∈ F∗

q آن در که است (k, P ) دوتایی به�صورت نمایش قابل Jm از عنصر
می�کنیم: تعریف Jm روی را زیر عمل ،P١, P٢,±(P١ + P٢) /∈ {M,N} و (k١, P١), (k٢, P٢) ∈ Jm

(k١, P١) + (k٢, P٢) = (k١k٢cm(P١, P٢), P١ + P٢),

آن در که
cm : E × E −→ F∗

q

cm(P١, P٢) =
lP١,P٢ (M)

lP١+P٢,O(M)

lP١+P٢,O(N)

lP١,P٢ (N) ,

نقطه در خم بر مماس خط lP١,P١ ،P١ = P٢ اگر که کنید توجه است. P٢ و P١ از گذرنده خط معادله lP١,P٢ و
داریم: به�علاوه است. گروه یک شده تعریف عمل با Jm این�صورت در است. P١

است. Jm همانی عنصر (١,O) (١)
.cm(P١, P٢) = cm(P٢, P١) زیرا است، آبلی Jm (٢)

.−(k, P ) = ( ١k
lP,O(N)
lP,O(M) ,−P ) از است عبارت (k, P ) ∈ Jm عنصر قرینه (٣)

دید می�توان به�راحتی باشد. n(١, P ) اول مؤلفه αn(P ) کنید فرض n مثبت و صحیح عدد ازای به اینک

αn(P ) = cm(P, P )cm(P, ٢P ) . . . cm(P, (n− ١)P ).
.n(k, P ) = (knαn(P ), nP ) داریم ،(k.P ) ∈ Jm هر برای به�علاوه

،n و m مثبت و صحیح عدد دو هر برای .٢.١ قضیه
.αm+n(P ) = αm(P )αn(P )cm(mP,nP ) الف)

.αmn(P ) = αn(P )
mαm(nP ) = αm(P )nαn(mP ) ب)

کنید. مراجعه [٣ ،٢] به می�توانید یافته تعمیم ژاکوبین مورد در بیشتر اطلاعات و قضیه اثبات مشاهده برای

کاربری شناسه مبنای بر رمزنگاری .٢

از فرد شخصی اطلاعات از آن در که است عمومی کلید رمزنگاری در روشی ،(IBE) کاربری شناسه رمزنگاری
نیاز روش این در می�شود. استفاده رمزگذاری در عمومی کلید ساختن برای و... اسم ،IP آدرس ایمیل، آدرس قبیل
این می�کند. تولید را اصلی خصوصی کلید و اصلی عمومی کلید که است، نام به اعتماد مورد سوم طرف یک به
تا ماند باقی نشده حل مسأله�ی یک عنوان به� مدت�ها تا و شد مطرح ١٩٨۴ سال در شامیر توسط بار اولین ایده
محققان توجه مورد ویژه به�طور موضوع این اکنون هم شد. حل [١] فرانکلین و بونه توسط ٢٠٠١ سال در این�که

است. شده مطرح آن اساس بر زیادی رمزنگاری طرح�های تاکنون و گرفته قرار رمزنگاری

تواند می که (باب) گیرنده فردی مشخصات از رمزگذاری برای (آلیس) فرستنده یک کاربری، شناسه طرح در
متناظر خصوصی کلید تواند می باب مقابل، در می�کند. استفاده باشد او دیجیتالی عکس حتی یا IP ایمیل، آدرس
طرح مراحل دهد. انجام را رمزگشایی عمل آن از استفاده با و کرده دریافت PKG از را خود شخصی اطلاعات با

است: زیر به�صورت IBE
ایجاد را skPKG اصلی خصوصی کلید و pkPKG اصلی عمومی کلید PKG ابتدا سازی: آماده مرحله (١)

می�کند. منتشر را pkPKG و کرده
خود شخصی اطلاعات با متناظر خصوصی کلید و کرده معرفی PKG به را خود باب کلید: تولید مرحله (٢)

می�کند. دریافت را skBob
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بیضوی خم�های یافته تعمیم ژاکوبین از استفاده با کاربری شناسه رمزنگاری

pkPKG عمومی کلید و IDBob یعنی باب شخصی اطلاعات از استفاده با آلیس رمزگذاری: مرحله (٣)
می�کند. ارسال باب برای را C شده�ی رمز متن و کرده رمزگذاری Mرا پیام اول، مرحله در شده منتشر
رمز متن ،(skBob) خود خصوصی کلید و pkPKG عمومی کلید از استفاده با باب رمزگشایی: مرحله (۴)

می�کند. بازیابی Mرا پیام و کرده رمزگشایی را C شده

اصلی نتایج .٣

می�کنیم. معرفی بیضوی خم یک یافته�ی تعمیم ژاکوبین اساس بر کاربری شناسه سیستم یک بخش این در
بخش�یاب یک m = (M) + (N) و Fq میدان روی بیضوی خم یک E : y٢ = x٣ +Ax+B کنید فرض
بخش�یاب و E خم روی باب و آلیس کنید فرض هستند. خم از متمایز نقطه دو N Mو به�طوری�که باشد E روی
گونه�ای به E خم روی P مانند نقطه�ای به را (IDBob) باب شخصی اطلاعات همچنین آن�ها کرده�اند. توافق m
پروتکل مراحل باب و آلیس باشد. n(١, P ) اول مؤلفه αn(P ) کنید فرض .M,N /∈ ⟨P ⟩ که می�کنند نظیر

می�دهند. انجام زیر به�صورت را کاربری شناسه

،IDBob و آن از استفاده با و کرده انتخاب را n مثبت و صحیح عدد PKG سازی: آماده مرحله (١)
به�عنوان را pkPKG = (nP, αn(P )) و کرده محاسبه را αn(P ) و nP مقادیر ،P نقطه یعنی

می�کند. منتشر عمومی کلید
می�کند. ارسال او برای باب خصوصی کلید به�عنوان را n ،PKG مرحله این در کلید: تولید مرحله (٢)

عمومی کلید و (P (یعنی باب شخصی اطلاعات با را T ∈ Fq پیام متن آلیس رمزگذاری: مرحله (٣)
و کرده انتخاب را m مثبت و صحیح عدد او منظور این برای کند. می رمز pkPKG یعنی PKG

می�دهد. انجام را زیر محاسبات

u = mP,
v = (αn(P ))

mαm(nP ) + T,
w = αm(P ).

می�کند. ارسال باب برای را (u, v, w) سپس
رمزگشایی زیر به�صورت را T پیام دارد اختیار در که اطلاعاتی از استفاده با باب رمزگشایی: مرحله (۴)

می�کند

v − (αm(P ))nαn(mP ) = T.
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پوستری ارائه�های

ترکیبیات و گراف نظریه



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

گراف�ها در بی�نظمی اندازه�های روی حدس دو اثبات

قلاوند∗ علی
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

اشرفی علی�رضا و
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

بیان حدس به�صورت ابتدا که گراف�ها کلی بی�نظمی روی قضیه یک برای ساده اثباتی نوشتار این در ما چکیده.
انجام نویسندگان توسط که را گراف� درجه انحراف روی حدس یک از اثباتی همچنن داد. خواهیم ارائه را بود شده

کرد. خواهیم گزارش این�جا در است یافته
گراف. درجه، دنباله درجه، انحراف کلی، بی�نظمی بی�نظمی، کلیدی: واژه�های

.05C07, 05C76 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

رأس مجموعه با گرافی G کنید فرض می�گیریم. نظر در بدیهی غیر و متناهی ساده، را گراف�ها نوشتار این در
دو نامیم. G اندازه و مرتبه به�ترتیب را E(G) و V (G) اعضای تعداد باشد. E(G) یال مجموعه و V (G)

مانند رأس یک به مجاور رأس�های مجموعه� گوییم. مجاور را باشند متصل هم به یال یک با که ،G گراف از رأس
با و نامیم رأس آن درجه را ،v ∈ V (G) به مجاور رأس�های تعداد می�دهیم. نمایش N [G, v] با را v ∈ V (G)

کوچکترین نمایش برای ∆به�ترتیب و δ نماد�های از .degG(v) = |N [G, v]|پس می�دهیم، نمایش degG(v)
با را G گراف در ،١ ≤ i ≤ n − ١ ،i درجه از رأس�ها تعداد می�کنیم. استفاده G گراف در درجه بزرگترین و
را D(G) = {degG(v) : v ∈ V (G)} مجموعه� .

∑n−١
i=١ ni = |V (G)| بنابراین می�دهیم. نشان ni

عضوی، D(G)تک به�ترتیب هرگاه گوییم منظم ,r)-دو s) و r-منظم منظم، را Gگراف گوییم. G درجه� مجموعه
باشد. D(G) = {r, s} و ،D(G) = {r}

که کرد افراز طوری عضوی n − k و k مجموعه� زیر دو به� را آن رأس�های مجموعه بتوان که همبند گرافی
S(n, k) با و گوییم شکافنده گراف یک را باشند خوشه و مستقل مجموعه به�ترتیب عضوی n−k و k مجموعه�ها�ی
باشد مجاور خوشه رأس�های همه� با مستقل مجموعه� رأس هر شده، بیان شکافنده گراف در اگر می�دهیم. نمایش
مستقل مجموعه� رأس هر صورتی�که در و می�دهیم نشان CS(n, k) با و گوییم کامل شکافنده گراف یک را آن آن�گاه

می�دهیم. نمایش S١(n, k) با و گوییم ستاره�ای شکافنده گراف را آن آن�گاه باشد مجاور خوشه از رأس یک با
اندازه� یک را α این�صورت در باشد. گراف�ها مجموعه� روی نامنفی و مقدار حقیقی تابع یک α کنید فرض
اندازه� یک ١٩٩٧ سال در آلبرتسون باشد. منظم G اگر تنها و اگر α(G) = ٠ هرگاه گوییم گراف�ها بی�نظمی
کرد. تعریف irr(G) =

∑
uv∈E(G) |degG(u) − degG(v)| به�صورت همبند گراف�های روی را بی�نظمی

به�صورت را بود آلبرتسون شاخص از گسترش یک که ،irrt کلی، بی�نظمی اندازه� ،٢٠١۴ سال در دیمیتروف و عبدو
irrt روی را زیر حدس همکارانش و ژو کردند. بیان irrt(G) =

∑
{u,v}⊆V (G) |degG(u)− degG(v)|

کردند. بیان

آن�گاه باشد رأس n روی منظم غیر گراف یک G اگر [۶.١ حدس ،۵] .١.١ حدس

irrt(G) ≥
{
n− ١ ٢ ∤ n
٢n− ۴ ٢ | n .

ارائه�دهنده ∗

٣٨٧



اشرفی ر. ع.�� و قلاوند ع.

این برای ساده اثبات یک [٢] در اخیراًً ما کردند. ثابت را حدس این [١] ٢٠١۵ سال در دیمیتروف و عبدو
نام با دیگر بی�نظمی اندازه� یک ٢٠٠۶ سال در نیکیفوروف آورد. خواهیم بعدی بخش در که کرده�ایم بیان حدس

به�صورت را گراف درجه انحراف

s(G) =
∑

v∈V (G)

∣∣∣∣degG(v)− ٢m
n

∣∣∣∣ ,
٢٠١٣ سال در همکارانش و الیویرا هستند. G گراف اندازه و مرتبه به�ترتیب m و n جائی�که کرد، بندی فرمول

کردند. بیان گراف درجه انحراف روی را زیر حدس و قضیه [٣]

اگر به�علاوه .s(G) = n
٢ k(n− k)(n− ١− k) آن�گاه G = CS(n, k) اگر .٢.١ قضیه

k =


n
٣ ٣ | n

n−١
٣ ٣ | n− ١

n−٢
٣ و n+١

٣ ٣ | n− ٢
,

است. رأس n روی کامل شکافنده گراف�های همه� بین در درجه انحراف مقدار ماکسیمم دارای CS(n, k) آن�گاه

اگر .٣.١ حدس

k =


n
٣ ٣ | n

n−١
٣ ٣ | n− ١

n−٢
٣ و n+١

٣ ٣ | n− ٢
,

است. راس n روی همبند گراف�های همه بین در درجه انحراف مقدار ماکسیمم دارای CS(n, k) آن�گاه

کرد. خواهیم بیان خلاصه به��صورت بعدی بخش در که کرده�ایم ثابت را حدس این [۴] در ما

حدس�ها اثبات .٢

کرد. خواهیم ثابت را ٣.١ حدس سپس و می�کنیم بیان ١.١ حدس برای ساده اثبات یک ابتدا بخش این در

حالت دو باشد. δ درجه مینیم و n مرتبه با منظم غیر گراف یک G کنید فرض [٢] .١.١ حدس اثبات .١.٢
می�گیریم نظر در را زیر

داریم این�حالت در .nδ+١ = ٠ (١)

irrt(G) =
∑

١≤i<j≤n−١

ninj(j − i) =
n−١∑

j=δ+٢

nδnj(j − δ) +
∑

δ+٢≤i<j≤n−١

ninj(j − i)

≥
n−١∑

j=δ+٢

٢nδnj ≥ ٢nδ(n− nδ) ≥ ٢n− ٢,

(یا nδ+٢ = n − ١ ،nδ = ١ و منظم ,δ)-دو δ + ٢) ،G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
.(nδ+٢ = ١ ،nδ = n− ١

فرد δ کنیم فرض کلّیت از کاستن بدون است. فرد δ + ١ یا δ از یکی این�حالت در .nδ+١ ̸= ٠ (٢)
فرد n اگر حال، است. زوج δ درجه از رأس�ها تعداد اویلر، قضیه از استفاده با این�صورت در باشد.
،G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و irrt(G) ≥ nδ(n−nδ) ≥ n−١ قبل مانند آن�گاه باشد
برقرار تساوی باشد، فرد δ+ ١ که حالتی (برای nδ+١ = ١ ،nδ = n− ١ و منظم ,δ)-دو δ+ ١)
آن�گاه باشد زوج n اگر ،(nδ+١ = n−١ ،nδ = ١ و منظم ,δ)-دو δ+١) ،G اگر تنها و اگر است
irrt(G) ≥ nδ(n−nδ) ≥ ٢(n−٢) داریم نتیجه در و است زوج نیز n−nδ پس زوج، nδ چون

٣٨٨



گراف�ها در بی�نظمی اندازه�های روی حدس دو اثبات

(یا nδ+١ = n − ٢ ،nδ = ٢ و منظم ,δ)-دو δ + ١) ،G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
رخ حالت�ها همین در تساوی نیز باشد فرد δ + ١ که حالتی برای ،(nδ+١ = ٢ ،nδ = n − ٢

می�دهد.
است. ١.١ حدس اثبات (٢) و (١) حالت

فرض [۴] است. همبند و ساده گرافی منظور شد استفاده گراف واژه از هرجا ادامه در .٣.١ حدس اثبات .٢.٢
،V ↑(G) ،V ↓(G) مجموعه�های ابتدا اثبات شروع برای باشد. m اندازه و n مرتبه از گراف یک G کنید

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را E↑
(G) و E↓(G)

V ↓(G) = {v ∈ V (G) : degG(v) ≤
٢m
n

}, V ↑(G) = {v ∈ V (G) : degG(v) >
٢m
n

},

E↓(G) = {uv ∈ E(G) : {u, v} ⊆ V ↓(G)}, E↑
(G) = {{u, v} ⊆ V ↑(G) : uv ̸∈ E(G)}.

داریم این�صورت در باشد. یال m و رأس n روی همبند گراف�های خانواده� F (n,m) کنید فرض .١.٢ لم

،{G ∈ F (n,m) : V ↓(G) = V (G)} = {G ∈ F (n,m) : است −منظم ٢m
n گراف G} (١)

.{G ∈ F (n,m) : V ↑(G) = V (G)} = ∅ (٢)

و برشی غیر رأس یک e = uv ∈ E↓(G) اگر باشد. منظم غیر گراف یک G کنید فرض .٢.٢ لم
.s(G) < s(G−) آن�گاه ،G− = G− e

،f = wz و G+ = G + f ،{w, z} ∈ E↑
(G) اگر باشد. منظم غیر گراف یک G کنید فرض .٣.٢ لم

.s(G) < s(G+) آن�گاه

که است واضح باشد. برشی یال یک e = uv ∈ E↓(G) و منظم غیر گراف یک G کنید فرض
بدون است. همبند G − uv + vw و G − uv + uw از یکی حداقل به�طوری�که دارد وجود w ∈ V ↑(G)

وابسته G− e ساز همبند را uw یال این�صورت در است. همبند G−uv+uw می�کنیم فرض کلّیت از کاستن
گوییم. V ↑(G) و V ↓(G) به

یک uw ،w ∈ V ↑(G) اگر باشد. برشی e = uv ∈ E↓(G) و منظم غیر گراف یک G کنید فرض .۴.٢ لم
.s(G) < s(G∗) آن�گاه ،G∗ = G− uv + uw و V ↑(G) و V ↓(G) به وابسته G− e ساز همبند یال

V ↑(G) = {u١, . . . , uk} فرضکنید همچنین باشد. رأس n روی منظم غیر گراف Gیک فرضکنید .۵.٢ لم
و
∑n−k

i=١ degG(vi) < |V ↓(G)|k مستقل، مجموعه یک V ↓(G) = {v١, . . . , vn−k} خوشه، یک
.١ ≤ i ≤ n− k ،N [G, vi] = {ui١ , . . . , uidegG(vi)

}

و |V ↓(G)| > |V ↑(G)| اگر (١)
.s(G) < s(G‡) آن�گاه ،G‡ = G+{viuj : ١ ≤ i ≤ n−k و uj ∈ V ↑(G)\N [vi, G]}
،G⊺ = G−{viuij : ١ ≤ i ≤ n−k و ٢ ≤ j ≤ degG(vi)} و |V ↓(G)| ≤ |V ↑(G)| اگر (٢)

.s(G) ≤ s(G⊺) آن�گاه

اگر .۶.٢ لم

k =


٢
٣n ٣ | n
٢
٣ (n− ١) ٣ | n− ١
١ و ٢ n = ۵
٢
٣ (n+ ١) n ̸= ۵ و ٣ | n− ٢

,

است. رأس n روی ستاره�ای شکافنده گراف�های همه� بین در درجه انحراف مقدار ماکسیمم دارای S١(n, k) آن�گاه

٣٨٩



اشرفی ر. ع.�� و قلاوند ع.

مقدار ماکسیمم از بزرگتر رأس n روی کامل شکافنده گراف�های همه� بین در درجه انحراف مقدار ماکسیمم .٧.٢ لم
است. رأس n روی ستاره�ای شکافنده گراف�های همه� بین در درجه انحراف

می�کنند. ثابت را ٣.١ حدس ،٢.١ قضیه و ٧.٢ ،۶.٢ ،۵.٢ ،۴.٢ ،٣.٢ ،٢.٢ ،١.٢ لم�های
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پوستری ارائه�های

دینامیکی سیستم�های و دیفرانسیل معادلات



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

فیتزهاگ-ناگومو مدل یک در هاپف انشعاب و دینامیک بررسی

شلمزاری∗ داوری زهرا
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ابرقویی اکرمی حسین محمد و
ایران یزد، یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

می�کنیم. تعیین را آن�ها موضعی پایداری و تعادل نقاط کرده، معرفی را فیتزهاگ-ناگومو مدل مقاله دراین چکیده.
می�گیرد. قرار هاپف انشعاب تحت مدل این که می�دهیم نشان همچنین

هاپف. انشعاب فیتزهاگ-ناگومو، مدل کلیدی: واژه�های
.13D45, 39B42 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

یکی است. اطلاعات انتقال و نگهداری پردازش، برای عصبی دستگاه روش�های درک و کشف اعصاب علم هدف
این است. نورونی فعالیت الگوهای ریاضی مدل�های تحلیل و تولید ریاضیاتی، اعصاب علم اساسی اهداف از
نخستین کنند. کمک نورونی فعالیت الگوهای تولید چگونگی شناخت به تا می�روند به�کار منظور این برای مدل�ها
در عمل پتانسیل پخش و آغاز چگونگی توضیح برای ریاضی مدل یک ١٩۵٢ سال در هاکسلی و هاجکینگ بار
١٩۵۵ریچارد سال در .[٣] کردند ارائه است غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای شامل که نورون�ها
١٩۶٢ سال در همکاران و ناگومو کرد. آغاز را هاجکینگ-هاکسلی مدل روی کار آنالوگ کامپیوتر یک با فیتزهاگ
فیتزهاگ- نوسان�ساز مدل مدل، این که دادند ارائه تحریک�پذیر نورون یک کیفی توصیف برای مدلی مستقل، به�طور
کراندار دامنه�های در را فیتزهاگ-ناگومو واکنش-انتشار یکسیستم همکاران و گامبینو .[۴] می�شود نامیده ناگومو
بررسی تعادل نقطه نزدیکی در را مربعی طرح جواب�های پایداری و وجود آن�ها دادند. قرار مطالعه مورد مربعی
بررسی را فیتزهاگ-ناگومو شده اصلاح عصبی مدل دینامیکی ویژگی�های همکاران و تا آمسترانگ� .[٢] کردند
قرار بحرانی فوق هاپف انشعاب یک تحت سیستم که دادند نشان جنبشی سیستم موضعی تجلیل با آن�ها کردند.
لاپلاس تبدیل از استفاده با سپس و کرده معرفی را کسری مشتقات با فیتزهاگ-ناگومو مدل میشرا .[٧] می�گیرد

.[۶] است پرداخته مدل حل به لاگرانژ درون�یابی تقریب و

مدل معرفی .٢

سایر به نسبت نورون�ها مشخصه وجه هستند. نورون�ها عصبی دستگاه�های در اطلاعات پردازش اصلی واحد
کار این است. دور فواصل تا نورون�ها دیگر به آن�ها انتقال و الکتریکی سیگنال�های تولید در آن�ها توانایی سلول�ها
انسان مغز در می�شود. انجام می�گوییم، اسپایک یا عمل پتانسیل آن�ها به که خاصی الکتریکی پالس�های تولید با
است. شده تشکیل کسون آ و سلولی جسم دندریت، تعدادی از نورون�ها همه�ی دارد، وجود نورون ١٠١١ تقریبا
در که دارد را پردازنده حکم واقع در سلولی جسم می�باشند. سلول خارج از پیام دریافت محل عموماً دندریت�ها
این بر علاوه می�سازد. منتقل را پیام این کسون آ نهایت در و می�کند تولید را مناسب خروجی ورودی، به پاسخ
هستند. یک�دیگر با نورون�ها ارتباط و اتصال محل سیناپس�ها دارد. وجود عصبی دستگاه در نیز سیناپس ١٠١۵

پیچیده�ای فرآیندهای معمولا و دارد آن ساختمان و نورون نوع به بستگی پاسخ انتشار و تولید و پیام دریافت فرآیند
.[۴ ،١] هستند

ارائه�دهنده ∗
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فیتزهاگ-ناگومو مدل یک در هاپف انشعاب و دینامیک بررسی

است: زیر به�صورت فیتزهاگ-ناگومو نوسان�ساز مدل

(١)

{
V̇ = V (a− V )(V − ١)−W + I,

Ẇ = bV − cW,

فرض ادامه در است. جریان مقدار I و بازیابی متغیر W غشایی، ولتاژ V ثابت، پارامترهای a, b, c آن در که
می�آیند: به�دست زیر دستگاه حل از تعادل نقاط می�پردازیم. مدل دینامیک بررسی به و I = ٠ }می�کنیم

V (a− V )(V − ١)−W = ٠,
bV − cW = ٠.

دستگاه ∆١ = a٢ − ٢a + (
−۴b
c

+ ١) تعریف با و است دستگاه تعادل نقطه یک P٠ = (٠, ٠) همواره
است: زیر تعادل نقطه دارای

P١ =

(
(a+ ١)±

√
∆١

٢
,
b

c
(
(a+ ١)±

√
∆١

٢

)
.

می�شود. تعریف ∆١ ≥ ٠ برای فوق تعادل نقطه که است واضح
است: زیر به�صورت (١) سیستم ژاکوبی ماتریس

Df(V,W ) =

(
٢aV − ٣V ٢ − a+ ٢V −١

b −c

)
.

به�صورت ژاکوبی ماتریس (٠, ٠) نقطه در

A = Df(٠, ٠) =
(
−a −١
b −c

)
,

است: زیر به�صورت Aماتریس مشخصه جمله�ای چند می�آید. به�دست

P (λ) = λ٢ − tr(A)λ+ δ(A) = λ٢ + (a+ c)λ+ (ac+ b).

نتیجه در

∆٢ = (a+ c)٢ − ۴(ac+ b), λ١,٢ =
−(a+ c)±

√
∆٢

٢
.

می�کنیم. بیان زیر گزاره به�صورت را مبدأ پایداری صورت این در .δ = detA می�کنیم فرض

(١) سیستم برای مبدأ تعادل نقطه .١.٢ گزاره

tr(A) < ٠ اگر و ناپایدار گره آن�گاه tr(A) > ٠ اگر ٢∆که ≥ ٠ و det(A) > ٠ هرگاه است گره (١
است. پایدار گره آن�گاه

اگر و ناپایدار کانون آن�گاه tr(A) > ٠ اگر که ∆٢ < ٠ و det(A) > ٠ هرگاه است کانون (٢
است. پایدار کانون آن�گاه tr(A) < ٠

.tr(A) = ٠ و det(A) > ٠ هرگاه است مرکز (٣
.det(A) < ٠ هرگاه است زینی نقطه یک (۴

است: زیر به�صورت P١ غیربدیهی تعادل نقطه برای ژاکوبی ماتریس

B =

 (a+ ١)±
√
∆١

٢
(٢a− ٣

٢
((a+ ١)±

√
∆١) + ٢)− a −١

b −c

 .
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ابرقویی اکرمی ح. م. و شلمزاری داوری ز.

داریم. را زیر گزاره P١ تعادل نقطه پایداری مورد در سپس .∆٣ = (tr B)٢ − ۴det(B) می�کنیم فرض

(١) سیستم P١برای تعادل نقطه .٢.٢ گزاره
٣∆؛ ≥ ٠ و detB > ٠ هرگاه است گره (١

٣∆؛ < ٠ و detB > ٠ هرگاه است کانون (٢
.detB < ٠ هرگاه است زینی نقطه یک (٣

مدل در انشعاب بررسی .٣

انشعاب انتظار مدل این در ژاکوبی ماتریس ساختار به توجه با می�پردازیم. مدل در انشعاب بررسی به بخش این در
مقدار جفت یک پارامتر از مشخصی مقدار ازای به تعادل نقطه در سیستم یک اگر دیگر، عبارت به داریم. هاپف
.[۵] می�آید به�وجود حدی سیکل انشعاب این در که داریم هاپف انشعاب انتظار باشد داشته �محض �موهومی �ویژه

می�کنیم. تبدیل جردن نرمال فرم به را دستگاه زیر متغیر تغییر از استفاده با ابتدا انشعاب یافتن برای

(
V

W

)
=

 ٠ ١
√
∆٢

٢
c

(x
y

)
.

داریم: α = a+ c صورت به انشعاب پارامتر گرفتن نظر در با همچنین

(٢)


ẋ =

٢√
∆٢

(b+ c(α− c))y − ٢c√
∆٢

((α− c+ ١)− y)y٢,

ẏ = (α− c+ ١)y٢ − αy − y٣ −
√
∆٢

٢
x,

می�آید. به�دست زیر به�صورت (٢) سیستم ژاکوبی ماتریس ویژه مقادیر و مشخصه چندجمله�ای

P (Λ) = Λ٢ + αΛ + (b+ c(α− c)),

Λ١,٢ =
−α± i

√
θ

٢
,

می�کنیم: بررسی را هاپف انشعاب شرایط حال .θ = α٢ − ۴(b+ c(α− c)) آن در که

,Λ(٠) = ± i
√
θ

٢
(١

,
d

dα
(Re(Λ(α)) = −١

٢
(٢

.κ =
−٣
٨

+
c٣ − c٢

٢
√
∆٢(b− c٢)

(٣

می�کنیم. خلاصه زیر قضیه در را بخش این نتیجه

κ > ٠ اگر علاوه�براین می�گیرد. قرار هاپف انشعاب تحت α = ٠ پارامتر مقدار به�ازای (١) سیستم .١.٣ قضیه
است. بحرانی فوق κ < ٠ اگر و بحرانی زیر انشعاب

عددی شبیه�سازی .۴

نمای شبیه�سازی به پارامترها عددی مقادیر برخی ازای به قبل بخش�های تحلیلی مطالب تایید برای بخش این در
.c = ٠٫ ١ و b = ١ کنید فرض قسمت این در می�پردازیم. XPPAUTO نرم���افزار از استفاده با سیستم فاز
فاز نمای a مقدار تغییر با نتیجه در است. α = a+c برابر انشعاب پارامتر کردیم بیان قبل بخش در که همان�طور
a = −٠٫ ٢ مقدار برای ١ شکل در داریم. هاپف انشعاب a = −٠٫ ١ ازای به نتیجه در می�کنیم. رسم را سیستم

٣٩۴
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a = ٠٫ ٢, b = ١, c = ٠٫ ١, I = ٠ ((ب)) a = −٠٫ ٢, b = ١, c = ٠٫ ١, I = ٠ ((آ))

.(١) سیستم فاز نمای .١ شکل

مبدأ نقطه و (ب)) (حالت ندارد وجود حدی سیکل a = ٠٫ ٢ مقدار برای و (آ)) (حالت دارد وجود حدی سیکل
برابر κ پارامتر مقدار a = −٠٫ ١, b = ١, c = ٠٫ ١ ازای به که است ذکر به لازم است. پایدار کانون یک
که است، پایدار آمده به�وجود حدی سیکل یعنی است بحرانی فوق انشعاب می�دهد نشان که است κ = −٠٫ ٣٧

می�کند. تأیید را مطلب این ١ شکل
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

گرید در متحرک موانع با ورونوی دیاگرام پویای بازسازی

آسعیدی∗ سعید
ایران کاشان، کاشان، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم گروه

محدث علی و
ایران تهران، امیرکبیر، دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده کامپیوتر، علوم گروه

کاربردهای از یکی است. کامپیوتر علوم مختلف شاخه�های در کاربردی مفاهیم ازجمله ورونوی دیاگرام چکیده.
ربات�ها حرکت برای موانع وجود با محیط در ایمن مسیرهای طراحی جهت رباتیک علم در ورونوی دیاگرام مهم
پس جمله از مختلف شرایط در ورونوی دیاگرام بازسازی و ساخت جهت مختلفی الگوریتم�های تاکنون است.
ایمن�ترین طراحی مسأله به داریم قصد مقاله این در ما است. شده ارائه محیط در مانع یک حذف و افزودن از
دیاگرام پویای بازسازی جهت راهکار سه مقاله این در بپردازیم. متحرک موانع وجود با ربات�ها حرکت برای مسیر
یکدیگر با کارایی لحاظ از نیز را شده ارائه راهکارهای و کرده، ارائه محیط در مانع یک حرکت صورت در ورونوی

می�کنیم. مقایسه
پویا. بازسازی متحرک، موانع ورونوی، دیاگرام محاسباتی، هندسه کلیدی: واژه�های

.68U05, 68W01 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

شبکه�های رباتیک، مانند مختلف زمینه�های در که است محاسباتی هندسه در اساسی مفاهیم از یکی ورونوی دیاگرام
است، شده داده صفحه در نقاط از مجموعه�ای کنید فرض دارد. کاربرد ... و شناسی اقلیم و جغرافیا کامپیوتری،
دیاگرام هستند. نزدیک�ترین نقطه آن به که صفحه از نقاطی مجموعه از است عبارت نقطه یک ورونوی ناحیه�ی
بیش ورونوی دیاگرام مفهوم است. نقاط از مجموعه این برای ورونوی نواحی مرزهای نشان�دهنده�ی نیز ورونوی
Fortune آقای ١٩٨٧ سال در .[١] است شده ارائه بار اولین برای ١٨۵٠ سال در و داشته قدمت قرن یک از

.[٣] داد ارائه ورونوی دیاگرام محاسبه�ی برای O(n) زمانی مرتبه از الگوریتمی
ورونوی کاربرد از نمونه�هایی [۵ ،٢] در است. شده ورونوی دیاگرام از زیادی استفاده�های رباتیک زمینه�ی در
کار فضای معمولا ربات، حرکت و رفتار بررسی در است. شده ارائه ربات�ها حرکت برنامه�ریزی و مسیر طراحی در
به�عنوان گرید سلول�های در ربات یک مسیر در موجود موانع که می�شود گرفته نظر در گرید یک به�صورت ربات

می�شوند. گرفته نظر در سایت�ها
به�دست ورونوی دیاگرام توسط باشد داشته را ممکن فاصله�های بیشترین موانع از که مسیر ایمن�ترین ترتیب این به
یک در مانع یک شدن اضافه و حذف از پس پویا به�صورت ورونوی دیاگرام تغییرات [۴] در .[۴ ،٢] آمد خواهد
به�منظور ضلعی شش گریدهای روی بر یافته توسعه ورونوی دیاگرام [٧] در است. گرفته قرار بررسی مورد گرید

است. شده محاسبه هوشمند عامل یک مسیریابی
قبلی دیاگرام از جدید دیاگرام و کرده تغییر پویا به�صورت ورونوی دیاگرام جدید،� مشاهدات و محیط تغییر با
توسط مانع یک حذف یا و گرید در جدید مانع یک مشاهده�ی است ممکن محیط در تغییرات می�آید. به�دست
شود.� ورونوی دیاگرام تغییر باعث می�تواند پویا به�صورت گرید در مانع حرکت همچنین، .[۴] باشد خارجی عوامل
به�عنوان است. شده انجام مطالعاتی مختلف شرایط و فضاها در متحرک موانع برای ورونوی دیاگرام محاسبه�ی برای
فضا و صفحه در متحرک نقاط ورونوی دیاگرام [۶] در و متحرک،� دیسکی موانع ورونوی دیاگرام [٨] در مثال،

است. گرفته قرار بررسی مورد محدود شرایط تحت

ارائه�دهنده ∗
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محدث ع. و آسعیدی س.

در ورونوی دیاگرام بازسازی و گرید، در مانع یک حرکت با ورونوی دیاگرام تغییر نحوه بررسی به مقاله این در
دیاگرام بازسازی جهت راه�کارهایی بررسی به ٣ بخش در و اولیه مفاهیم ارائه به ٢ بخش در می�پردازیم. شرایط این
قرار ارزیابی مورد کارائی لحاظ از شده ارائه راه�کارهای ۴ بخش در می�پردازیم. متحرک مانع یک وجود با ورونوی

می�گیرند.

اولیه مفاهیم .٢

disti نام به داده�ای ساختمان از می�گیریم. نظر در گرید به�صورت را ربات کار محیط [۴] مانند مقاله این در ما
مانع نزدیک�ترین این و می�کنیم استفاده سلول آن به مانع نزدیک�ترین تا گرید سلول iامین فاصله�ی ذخیره�ی برای
این به باشد، obst۵ = ٩ و dist۵ = ٣ اگر مثال به�عنوان می�شود. ذخیره obsti نام به داده�ای ساختمان در
است. ٣ برابر سلول دو این فاصله و دارد قرار ٩ شماره سلول در ۵ شماره سلول به مانع نزدیک�ترین که است معنی
در بود. خواهد obsti = i و disti = ٠ سلول آن برای باشد، داشته قرار i شماره سلول در مانعی اگر بنابراین

می�کنیم. استفاده disti برای ”i سلول ”مقدار عبارت از ادامه
محاسبه موانع ورونوی نواحی آن از استفاده با و می�دهد نشان را موانع تا سلول�ها فاصله کمترین سلول هر مقدار

می�کنند: معرفی را ورونوی ناحیه�ی خارجی و مرزی داخلی، سلول�های زیر تعاریف شد. خواهند

تمام اگر گوییم O مانع ورونوی ناحیه�ی داخلی سلول را O مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق x سلول� .١.٢ تعریف
باشند. O مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق و موجود x همسایگان

x اگر گوییم O مانع ورونوی ناحیه�ی مرزی سلول را O مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق x سلول� .٢.٢ تعریف
نباشد. O مانع ورونوی ناحیه�ی داخلی سلول

ناحیه�ی به متعلق x اگر گوییم O مانع ورونوی ناحیه�ی خارجی سلول را گرید به متعلق x سلول� .٣.٢ تعریف
نباشد. O مانع ورونوی

ساختمان مقادیر شود، حذف یا اضافه مانعی و کند تغییر پویا به�صورت است ممکن گرید وضعیت که �آن�جایی از
ساختمان و دایجسترا� الگوریتم از مقادیر این ویرایش برای شوند. ویرایش باید تغییر هر با نیز گرید سلول�های داده�ی
شماره سلول برای فاصله� شده ویرایش مقدار distnewi به�طوری�که� است شده استفاده distnewi نام به دیگری داده�ی

:[۴] می�کند حساب زیر به�صورت را مقدار این دایجسترا الگوریتم و می�کند ذخیره را i

(١) distnewi = min
n∈adj(i)

{disti, distance(i, n) + distnewn }.

همسایه سلول ٨ یا ۴ می�تواند که است i شماره سلول با همسایه سلول�های شماره بیانگر adj(i) ،(١) رابطه در
را آن می�توان که است i سلول از n شماره سلول فاصله�ی بیانگر distance(i, n) همچنین شود. گرفته درنظر
ارائه فاصله�ها کمترین مقادیر ویرایش در را مراتبی سلسله روال یک (١) رابطه گرفت. نظر در اقلیدسی فاصله�ی
شروع مانع سلول از می�نامیم، کاهنده موج را آن که موج، یک می�شود، اضافه گرید به مانعی که هنگامی می�دهد.
می�شود. منتشر و می�رود پیش نیابد کاهش مقدارشان که سلول�هایی تا و می�دهد کاهش را سلول�ها مقدار و می�شود
با موج این می�کنند. ایجاد را جدید ورونوی ناحیه�ی مرز می�شود متوقف آن�ها در کاهنده موج که سلول�هایی این

می�یابد. منتشر اولویت صف به سلول این افزودن با و شروع distnewo = ٠ دستور
اخذ جدیدی مقدار که سلول هر است. شده استفاده اولویت صف داده ساختمان از موج این پیاده�سازی برای

گردد. گرید در موج پیشبرد باعث تا شده افزوده صف این به می�کند،
می�دهد. نشان را مانع یک شدن اضافه ازای به کاهنده موج انتشار ١ شکل در اول سطر
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پایینی: سطر مرکز. در مانع یک افزودن با کاهنده موج انتشار مراحل بالایی: سطر .١ شکل
(١٠،٩،٨ (شماره�های کاهنده موج انتشار و (٨،٧،۶ (شماره�های افزاینده موج انتشار مراحل

.[۴] مرکز از مانع یک حذف با

اول موج آید. به�دست جدید ورونوی نواحی تا می�شود ایجاد موج دو می�شود، حذف گرید از مانعی که هنگامی
distnewo =∞ دستور با موج این می�شود. شروع شده حذف آن از مانع که سلولی از و می�نامیم افزاینده موج را
مقدار افزایش باعث افزاینده موج می�شود. منتشر اولویت صف به سلول این دادن قرار با و می�شود شروع
شده حذف سلول ابتدا در است! ناصحیح می�آورد به�دست سلول�ها برای که مقادیری و می�شود همسایه سلول�های
مقدار باشد، شده حذف مانع همان آن به مربوط مانع که همسایه سلول هر برای سپس می�کند. اخذ بی�نهایت مقدار
می�شود باعث این و می�دهیم قرار بینهایت بود کوچکی مقدار شده حذف مانع با همسایگی دلیل به که را سلول
همین به بود. خواهد ناصحیحی مقدار البته که آید به�دست همسایگانش از (١) رابطه طبق سلول این جدید مقدار
شده حذف مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق که برسیم سلول�هایی به که جایی تا می�رود پیش افزاینده موج ترتیب
که می�آید به�وجود دوم موج لحظه این در دارند. قرار شده حذف مانع ورونوی ناحیه�ی مرز در سلول�ها این نباشند.
سلول�های صحیح مقادیر و کرده استفاده دیگر نواحی سلولهای صحیح مقادیر از موج این است. کاهنده موج یک

.[۴] می�دهد نشان را موج دو این ١ شکل در دوم سطر می�کند. محاسبه باز را شده حذف ناحیه�ی

مانع حرکت به حساس ورونوی دیاگرام بازساخت راهکارهای .٣

همسایه�ی ٨ از یکی j سلول به�طوری�که کند حرکت j شماره سلول به i شماره سلول از نظر مورد مانع کنیم فرض
برای بنابراین است. شده اضافه j شماره سلول در و شده حذف i شماره سلول از مانع حالت این در باشد. i سلول
را j سلول در مانع افزودن و i سلول از مانع حذف دستور کافیست j سلول به i سلول از مانع حرکت پیاده�سازی

است. مانع حرکت پیاده�سازی راهکار اولین و ساده�ترین این کنیم. اجرا
دوم راهکار کرد. خواهیم ارائه مانع جابجایی از پس ورونوی دیاگرام بازساخت برای دیگر راهکار دو ادامه در
یگانه موج یک انتشار براساس سوم راهکار و است شده پیاده�سازی گرید سلول�های مقادیر شیفت عمل اساس بر

است. گرفته قرار بررسی مورد ۴ بخش در روش�ها این کارایی می�شود. مطرح ورونوی دیاگرام بازساخت برای

سلول�های مقادیر اگر مانع، یک حرکت در سلول�ها. دادن شیفت اساس بر ورونوی دیاگرام بازسازی .١.٣
مقایسه�ی با بگیریم، نظر در B جدول با را حرکت از بعد سلول�ها مقادیر و A جدول با را مانع حرکت از قبل گرید
از B جدول سلول�های اکثر تقریباً که کرد خواهیم مشاهده B و A جداول در کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�

می�آیند. به�دست حرکت جهت در A سلول�های دادن شیفت
ناحیه�ی داخلی سلول�های را می�آید، به�دست A سلول�های شیفت عمل توسط مقادیرشان که سلول�ها، این

کرده�ایم. نام�گذاری کرده حرکت مانع ورونوی
جهت در گرید سلول�های شیفت عمل با مانع آن داخلی سلول�های جدید مقادیر مانع، یک حرکت با بنابراین،
کافیست تنها نیست. اولویت صف در سلول�ها این دادن قرار و موج انتشار به نیازی و می�شوند محاسبه حرکت

کنیم. محاسبه کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی مرزی سلول�های برای را جدید مقادیر
ترتیب به بتوانیم تا می�دهیم قرار بی�نهایت را سلول�ها این مقدار مرزی، سلول�های جدید مقادیر آوردن به�دست برای

٣٩٩



محدث ع. و آسعیدی س.

محاسبه�ی با آوریم. به�دست (١) رابطه طبق و همسایگانش کمک به را آن�ها صحیح مقدار مانع، از آن�ها فاصله
انتشار تا می�کنیم اضافه اولویت صف به کرده اخذ که جدیدی مقدار وزن با را سلول آن سلول، هر صحیح مقدار

گیرد. صورت سلول آن برای
دارد. مهم نتیجه�ی سه مرزی سلول�های برای موج انتشار

می�کنند. اخذ صحیح مقدار و شده ویرایش مرزی سلول�های وزن اول،
آمده به�دست جدید مقادیر به توجه با و انتشار مراحل طی در ورونوی ناحیه�ی خارجی سلول�های از برخی دوم،
سلول�های در انتشار عمل طی دیگر، عبارت به شد. خواهند مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق مرزی، سلول�های برای

می�شوند. مشخص کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی جدید سلول�های مرزی،
ناحیه�ی به را خود تعلق آن�ها، از مانع گرفتن فاصله به توجه با انتشار مراحل طی در مرزی سلول�های از برخی سوم،

شد. خواهند متعلق مجاور مانع ورونوی ناحیه�ی به و می�دهند دست از مانع ورونوی
زیر به�صورت را سلول�ها دادن شیفت براساس ورونوی دیاگرام بازسازی الگوریتم مانع، یک حرکت با بنابراین،

می�کنیم: مطرح

با کار این می�دهیم. شیفت حرکت جهت سمت به را کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی سلول�های تمام (١)
می�شود. انجام مانع حرکت جهت خلاف در مجاور سلول�های مقدار کپی

می�دهیم. قرار بی�نهایت را کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی مرزی سلول�های مقدار (٢)
:i شماره�ی به بی�نهایت مقدار دارای هرسلول ازای به مانع از فاصله ترتیب به (٣)

مقدار به�عنوان و می�کنیم حساب (١) رابطه طبق همسایگانش کمک به را i سلول صحیح مقدار (آ)
می�دهیم. قرار آن در جدید

می�دهیم. قرار اولویت صف در جدیدش مقدار با را i سلول (ب)

مشخص مرزی سلول�های مقدار ٣آ قسمت در و مشخصمی�شود داخلی سلول�های مقدار الگوریتم از ١ مرحله در
می�شود. مشخص جدید مرز ٣ب قسمت در و می�شود

بی�نهایت با مانع، یک حذف به�منظور کاهنده-افزاینده. موج انتشار اساس بر ورونوی دیاگرام بازسازی .٢.٣
افزاینده موج یک به�این�صورت و می�کند تغییر اطراف سلول�های مقدار شده، حذف مانع سلول مقدار دادن قرار
همسایه، نواحی ورونوی سلول�های مقادیر از استفاده با سپس برسد. دیگر ورونوی نواحی مرز به تا می�گیرد صورت
مقادیر و می�شوند ویرایش همسایه سلول�های ترتیب همین به می�آید. به�دست یافته تغییر سلول�های صحیح مقدار
وزن دارای شده حذف مانع سلول که جایی تا می�گیرد صورت کاهنده موج یک به�این�صورت و می�کنند اخذ صحیح

کند. اخذ را خود صحیح مقدار بی�نهایت
که آن�جایی از حذف، عمل در نیست. مانع سلول مقدار دادن قرار بی�نهایت به نیازی مانع یک حرکت در اما
در اما آید. به�دست صحیح مقدار تا می�شود استفاده انتشار دو از نیست مشخص حذف از بعد مانع سلول مقدار
سلول و صفر مقدار مقصد سلول است. مشخص حرکت مقصد و مبدأ سلول دو هر مقادیر مانع، یک حرکت عمل
دو این کافیست تنها بنابراین، است. صحیح مقدار دو هر و می�کند اخذ مقصد تا آن فاصله با معادل مقداری مبدأ
دیگر سلول�های کاهنده-افزاینده انتشار موج یک تنها انجام با و کنیم اضافه صف به جدید مقادیر وزن با را سلول

می�باشد. مانع حرکت دهنده�ی نشان ٢ شکل از الف قسمت در شده ارائه شبه�کد کنیم. ویرایش را
طول در سلول یک برای شده محاسبه جدید مقدار که صورتی در ،٢ بخش در شده گفته کاهنده موج انتشار در
وزن با شده ویرایش سلول و می�شود سلول مقدار جایگزین کمتر مقدار آن باشد، سلول آن مقدار از کمتر انتشار
مقدار حالت دو در بخش، این در اما شد. خواهد اضافه اولویت صف به انتشار موج پیشبرد جهت خود جدید مقدار
دوم و یابد کاهش سلول آن برای جدید مقدار این�که اول می�کند. تغییر کاهنده-افزاینده انتشار طول در سلول یک
فاصله اگر می�شود گفته نامعتبر کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی به متعلق سلول باشد. نامعتبر سلول آن این�که

باشد. مانع مقصد سلول از سلول فاصله مساوی یا کمتر مانع مبدأ سلول از سلول
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یک به موج که زمانی کاهنده-افزاینده، موج انتشار حین در مانع، یک حرکت از پس سلول هر بودن معتبر
انتشار شبه�کد در سلول یک اعتبار بررسی عمل باید روش این پیاده�سازی برای شد. خواهد بررسی می�رسد، سلول
ارائه ٢ شکل از ب قسمت در کاهنده-افزاینده انتشار به مربوط شبه�کد بنابراین شود. داده قرار کاهنده-افزاینده

می�شود. داده نمایش ٢ شکل از ج قسمت در سلول یک اعتبار بررسی و می�گردد

�

.j سلول به i سلول از O مانع حرکت پیاده�سازی برای سوم راهکار شبه�کد الف: .٢ شکل
سلول. یک بودن معتبر بررسی ج: کاهنده-افزاینده. موج انتشار شبه�کد ب:

پس نامعتبر سلول یک می�کنیم. استفاده نامعتبر سلول�های شدن معتبر بررسی جهت valid داده�ی ساختمان از
تابع کمک به را سلول یک بودن معتبر Is_Invalid روال شد. خواهد معتبر صحیح مقدار اخذ و شدن ویرایش از
کاهنده-افزاینده موج انتشار به مربوط روال از ۶ شماره خط در می�کند. بررسی valid داده�ی ساختمان و فاصله
باشد، نامعتبر سلول اگر یا باشد سلول قبلی مقدار از کمتر آمده به�دست جدید مقدار اگر ،٢ شکل از ب قسمت در

می�شود. اضافه اولویت صف به و شده معتبر سلول این می�شود. ویرایش سلول مقدار
شده اضافه اولویت صف به خود جدید مقادیر با سلول�ها این ،j سلول به i سلول از مانع جابجایی با بنابراین،
افزایش نامعتبر سلول�های مقدار انتشار طول در الگوریتم، طبق می�شوند. کاهنده-افزاینده موج انتشار باعث و
ورونوی ناحیه�ی مرزهای تا انتشار موج می�یابند. کاهش می�شود کمتر جدیدشان مقدار که سلول�هایی و می�یابد

می�کند. ایجاد را کرده حرکت مانع جدید مرزهای و می�رود پیش

راهکارها مقایسه�ی و بررسی .۴

در آن�ها ورود بر مبتنی سلول�ها روی شده انجام مقایسه�های و عملیات شده ارائه الگوریتم�های در که آن�جایی از
فضایی و زمانی پیچیدگی لحاظ از راهکارها مقایسه�ی و کارایی بررسی برای مقاله این در ما است، اولویت صف
گرفتن درنظر از راهکار سه هر در همچنین می�پردازیم. اولویت صف به شده اضافه سلول�های تعداد بررسی به تنها
می�کنیم. نظر صرف می�شوند افزوده کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی به همسایه ورونوی ناحیه�ی از که سلول�هایی
مبدأ از مانع حذف جهت موج دو است. نیاز ورونوی دیاگرام بازسازی برای انتشار موج سه به اول راهکار در
در کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی سلول�های تمام تقریباً موج هر در مقصد. در مانع افزودن جهت موج یک و
دارای کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی اگر بنابراین می�شوند. موج پیشروی باعث و می�گیرند قرار اولویت صف
این در البته می�شود. اضافه اولویت صف به سلول ٣n تعداد به ورونوی دیاگرام بازسازی برای باشد، سلول n

باشد. مبدأ سلول مجاور مقصد سلول ندارد لزومی راهکار
می�آوریم به�دست را داخلی سلول�های جدید مقدار سلول�ها، دادن شیفت عمل از استفاده با دوم راهکار در ما
راهکار این می�کنیم. محاسبه را مانع ورونوی ناحیه�ی جدید مرز اولویت صف در مرزی سلول�های دادن قرار با و
محاسبات انجام بدون زیرا باشد. زیادی داخلی سلول�های دارای آن�ها ورونوی ناحیه�ی که است مفید موانعی برای

می�شود. محاسبه آن�ها مقدار همسایه سلول شیفت از استفاده با تنها و موج انتشار و
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در زیادی پسرفت و پیشرفت مانع، ورونوی ناحیه�ی مرز گرید، در مانع خانه�ای یک حرکت با دیگر، طرف از
مربوط موج اولویت صف در آن دادن قرار و� مرزی سلول یک جدید مقدار محاسبه�ی با بنابراین ندارد. دیگر نواحی
ناچیز پیشروی این از شد گفته که همان�طور داشت. نخواهد سلول آن اطراف در زیادی پیشروی مرزی سلول آن به

می�کنیم. نظر صرف راهکارها تمامی در همسایه نواحی در
داخلی سلول k که باشد سلول n دارای کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی کنیم فرض اگر دوم راهکار در بنابراین
سلول m دادن قرار با و می�آید به�دست مستقیم به�صورت سلول k مقدار �این�صورت در است، مرزی سلول m و
است کمتر اول راهکار در ٣n تعداد با مقایسه در تعداد این شد. خواهد بازسازی ورونوی دیاگرام اولویت صف در

باشد. کوچک k به نسبت m مقدار که زمانی به�خصوص
آن به مربوط عملیات و موج انتشار به نیازی داخلی سلول�های محاسبه�ی برای که هرچند راهکار این در البته
این در که مواردی دیگر از همچنین کرد. نظر صرف سلول�ها شیفت عمل برای لازم عملیات از نباید اما نیست،

است. مانع از فاصله ترتیب به مرزی سلول�های سازی مرتب برای لازم زمان شود گرفته نظر در باید راهکار
ورونوی دیاگرام موج، یک تنها انتشار و اولویت صف در مقصد و مبدأ سلول دو دادن قرار با سوم راهکار در
مقدار باشد نامعتبر سلول یک اگر یا یابد کاهش سلول یک مقدار اگر انتشار طول در می�کنیم. بازسازی را نهایی

می�شود. اضافه اولویت صف به جدید مقدار با و می�شود محاسبه آن جدید
مانع ورونوی ناحیه�ی اگر می�کند. محاسبه را سلول�ها جدید مقادیر ورونوی ناحیه�ی انتهای تا موج یک بنابراین
البته می�شود. محاسبه آن�ها جدید مقدار و رفته اولویت صف به سلول n تمامی باشد، سلول n دارای کرده حرکت

می�کنیم. نظر صرف ورونوی ناحیه�ی به شده افزوده سلول�های گرفتن نظر در از قبل راهکارهای همانند
مرزی سلول m و داخلی سلول k که باشد سلول n دارای کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه�ی کنیم فرض اگر
راهکار در سازی مرتب و شیفت عملیات که سرباری به توجه با باشد k مقدار از بیشتر m مقدار که زمانی است،
سلول�ها مقدار موج یک تنها انتشار با سوم راهکار برسد. نتیجه به سریعتر و بهتر سوم راهکار است ممکن دارد دوم
نیز سلول یک بودن نامعتبر شد گفته که همان�طور ندارد. دوم راهکار مانند سرباری عملیات و می�کند ویرایش را

نمی�کند. اضافه الگوریتم به عملیاتی هزینه�ی و می�شود بررسی موج انتشار حین در
بالاتری بسیار کارایی مانع یک حرکت در ورونوی دیاگرام بازسازی برای سوم و دوم راهکار دو هر بنابراین
در حرکت از پس را مانع یک ورونوی دیاگرام راهکارها این از استفاده با می�توان و دارند اول راهکار به نسبت

کرد. بازسازی قبول مورد زمان

نتيجه�گيری .۵

ورونوی دیاگرام پویای و برخط محاسبه است. محاسباتی هندسه در کاربردی و مهم مفاهیم از یکی ورونوی دیاگرام
پس ورونوی دیاگرام پویای بازسازی به مقاله این در ما دارد. رباتیک مانند مختلف زمینه�های در زیادی کاربردهای

نمودیم. ارائه الگوریتم�هایی منظور، این به و پرداختیم گریدی محیط در مانع حرکت از
می�کند. به�روزرسانی را موانع ورونوی نواحی مقصد در مانع افزودن و مبدأ از مانع حذف با اول الگوریتم

با سوم راهکار و می�پردازد ورونوی دیاگرام بازسازی به حرکت جهت در ورونوی نواحی شیفت با دوم الگوریتم
الگوریتم�های این از کدام هر می�کند. بازسازی را کرده حرکت مانع ورونوی ناحیه کاهنده-افزاینده، موج یک انتشار

می�کنند. عمل دیگری از بهتر خاصی شرایط در ورونوی دیاگرام پویای بازسازی
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١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

پیوسته مثلثی نرم بر مبتنی اول مرتبه فازی منطق در ساختارها ابرضرب

خاتمی∗ امین محمد سید
ایران بیرجند، بیرجند، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم گروه

همچنین و است متداول معنی�شناسی دوگان که پایه منطق برای متریک معنی�شناسی از داریم یادآوری ابتدا چکیده.
نتایج برشمردن و مرور این از بعد متریک. معنی�شناسی با پایه منطق در پیوسته ساختار مفهوم بر داریم مروری
از استفاده با سپس می�دهیم. بهبود را متریک معنی�شناسی با پایه منطق در فشردگی قضیه اثبات شرایط قبلی،
هر و I نامتناهی مجموعه هر برای فیلتر، مفهوم کمک به ابرفیلترها، و فیلترها خواص مرور و فشردگی قضیه
معرفی را آن�ها فراضرب متریک، معنی�شناسی با فازی منطق در پیوسته ساختارهای از {Mi}i∈I خانواده

می�کنیم. ثابت را واش قضیه انتها در و می�کنیم
ساختارها. فراضرب پیوسته، فازی منطق فازی، منطق کلیدی: واژه�های

.03B50, 03B52, 03C20 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

مقدمه .١

پیدایش به منجر که است متداولی تکنیک�های از یکی جبر و آنالیز در بعضاً همچنین و منطق در ساختارها فراضرب
که است دلیل این به تکنیکی چنین از استفاده می�شود. اولیه ساختار�های خاصیت همان با جدیدی ساختارهای
حفظ را اول مرتبه خواص همه است ممکن آن�ها اجتماع یا و ساختارها مستقیم حاصل�ضرب نامتناهی، حالت در

نکنند.
هر ازای به آن�گاه باشد، کلاسیک منطق در اول مرتبه ساختارهای از نامتناهی خانواده�ای {Mi}i∈I اگر
Miها همه در تقریباً که گزاره�ای هر به�علاوه داد. تشکیل را Miها فراضرب می�توان ،I مجموعه روی F فرافیلتر

بالعکس. و است درست نیز آن�ها فراضرب در باشد، درست
.[۴] کردند معرفی ریاضی آنالیز ساختارهای برای را فراضربی ساختار همکارانش و هنسون ٢٠٠٣ سال در
برای را فراضربی ساختار هنسون، کارهای از گرفتن ایده با همکارانش و بن�یاکوف ٢٠٠٨ سال در آن از پس
٢٠١۵ سال در .[٢] کردند معرفی بود لوکاسیویچ منطق از تعمیمی واقع در که پیوسته منطق به موسوم منطقی

.[۶] شد معرفی گودل منطق برای فراضربی ساختار
منطق�های همه رده برای را فراضربی ساختار ،[۶] و [۵] و [١] در موجود ایده�های تعمیم با حاضر مقاله در

می�کنیم. معرفی پیوسته s-نرم بر مبتنی فازی

فازی منطق برای متریک معنی�شناسی .٢

منطق سه .[٣] شد معرفی هایک توسط ١٩٩٨ سال در پایه منطق به موسوم پیوسته نرم -t بر مبتنی فازی منطق��
مقادیر مجموعه منطق این در هستند. پایه منطق از خاصی حالات واقع در حاصل�ضربی و گودل لوکاسیویچ، مشهور
پیوسته t-نرم یک & تعبیر که {&,→,⊥} از عبارتند پایه منطقی روابط و است [٠, ١] واحد یکه بازه درستی
گودل لوکاسیویچ، t-نرم�های است. صفر عدد ⊥ تعبیر و می�دهیم ⇒نمایش با آن�را که ٢ ∗ →مانده تعبیر ،١∗

از عبارتند حاصل�ضربی و
،x ∗L y = max{٠, x+ y − ١} لوکاسویچ: •

،x ∗
G
y = min{x, y} گودل: •

ارائه�دهنده ∗
،x∗y = y∗x ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به به�علاوه و است صعودی مؤلفه دو هر روی که ∗ : [٠, ٢[١ → [٠, ١] مثل پیوسته تابعی ١

.١ ∗ x = x و (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)
.z ≤ x ⇒ y اگر فقط و اگر x ∗ z ≤ y ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به که به�طوری ⇒: [٠, ٢[١ → [٠, ١] مثل است تابعی ٢
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فازی منطق در ساختارها ابرضرب

.x ∗π y = x.y حاصل�ضربی: •
به توجه با نیز و است واحد یکه بازه درستی مقادیر مجموعه این�که به توجه با به�راحتی t-نرم یک مانده مورد در
آن�گاه x ≤ y چنان�چه لذا و x ⇒ y = max{z : x ∗ z ≤ y} که گرفت نتیجه می�توان ،∗ پیوستگی

داریم x > y برای حاصل�ضربی و گودل لوکاسیویچ، t-نرم�های مورد در .x⇒ y = ١
،x⇒

L
y = ١+ y − x لوکاسویچ: •

،x⇒G y = y گودل: •
.x⇒π y = y/x حاصل�ضربی: •

می�شوند. ساخته ⊥ و & و ∗ منطقی روابط روی از پایه منطق� در ⊤ و ¬ ،↔ ،∨ ،∧ مثل دیگر منطقی روابط
حاصل و گودل t-نرم�های مانده و است پیوسته لوکاسیویچ t-نرم مانده فقط مشهور، t-نرم�های مانده�های بین در
منطق نتایج از خیلی که است شده باعث لوکاسویچ منطق در منطقی روابط تعبیر پیوستگی نیستند. پیوسته ضربی
حالت در داد. تعمیم هستند) پیوسته منطقی روابط دارای که آن توسیع�های یا (و لوکاسیویچ منطق به را کلاسیک
محدودیت� دلایل از یکی حاصل�ضربی، منطق و گودل منطق مثل آن مشهور حالت�های از بعضی یا و پایه منطق کلی

است. منطقی روابط تعبیرهای از بعضی پیوستگی عدم کلاسیک، منطق نتایج توسعه
و بن�یاکوف توسط شده معرفی پیوسته منطق از گرفتن ایده با ٢٠١۶ سال در پورمهدیان، و مقاله نویسنده
روی متریکی گرفتن نظر در و گودل، منطق روی متداول معنی�شناسی دوگان گرفتن نظر در با ،[٢] همکارانش
پیوسته توابعی به گودل منطق در منطقی روابط همه تعبیر که دادند نشان بود، ↔ منطقی رابط تعبیر که [٠, ١]
گزاره�ای پایه منطق برای کار این پورمهدیان و نویسنده مشترک همکاری با مجدداً نهایت در .[۶] می�شوند تبدیل

.[١] شد انجام
منطق سه برای موردی به�صورت را متریک معنی�شناسی با اول مرتبه فازی منطق مطالعه از گزارشی نویسنده
معنی�شناسی مطالعه نیز اول مرتبه پایه منطق عمومی حالت در کرد. ارائه [٨] در حاصل�ضربی و گودل لوکاسیویچ،
منطق برای کلی حالت در فشردگی قضیه آن کمک به حتی و است شده انجام کلی به�صورت نویسنده توسط متریک

است. داوری حال در [۵] در موضوع که رسید اثبات به اول مرتبه پایه
به�جای s-نرم یک با & تعبیر است، پایه منطق برای متداول معنی�شناسی دوگان که متریک معنی�شناسی در
مؤلفه دو هر روی که ⋆ : [٠, ٢[١ → [٠, ١] مثل پیوسته است تابعی پیوسته s-نرم یک می�گیرد. صورت t-نرم
و (x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) ،x ⋆ y = y ⋆ x ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به به�علاوه و است صعودی

هرگاه می�نامند ⋆ مانده را .→ به�علاوه .٠ ⋆ x = x

. y ≤ x ⋆ z اگر فقط و اگر x .→ y ≤ z
از عبارتند حاصل�ضربی و گودل لوکاسیویچ، t-نرم�های با متناظر s-نرم�های

،x ⋆L y = min{١, x+ y} لوکاسویچ: •
،x ⋆

G
y = max{x, y} گودل: •

.x ⋆π y = x+ y − x.y حاصل�ضربی: •
،& منطقی رابط تعبیر برای را پیوسته یکs-نرم ،⊥ تعبیر و محض غلط به�عنوان را ١ متریک، معنی�شناسی در
به�صورت نیز ⊤ و ∨ و ∧ منطقی رابط�های تعبیر می�گیریم. نظر →در تعبیر برای را پیوسته s-نرم این مانده و
رابط تعبیر می�شود. صفر ثابت تابع و مینیمم تابع ماکزیمم، تابع برابر ترتیب به و متداولشان تعبیر دوگان مشابه
⋆ s-نرم چنان�چه به�علاوه می�نامیم. متریک را معنی�شناسی این دلیل همین به و است متریک یک �↔ منطقی
تعبیر بگیریم، نظر در متریک این القایی توپولوژی با را [٠, ٢[١ و [٠, ١] و ٣ باشد لوکاسیویچ s-نرم از ضعیف�تر

بود. خواهند پیوسته توابعی منطقی روابط همه

ضابطه با d تابع و باشد آن مانده .→ و پیوسته s-نرم یک ⋆ اگر [١] .١.٢ قضیه
d(x, y) ≤ ،x, y, z ∈ [٠, ١] هر ازای به آن�گاه شود، تعریف d(x, y) = (x .→ y) ⋆ (y .→ x)

[٠, ١] روی متریک یک d آن�گاه باشد، ضعیف�تر لوکاسیویچ s-نرم از ⋆ چنان�چه به�علاوه .d(x, z) ⋆ d(z, y)

x ⋆ y ≤ x ⋆L y ،y و x هر ازای به ٣
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خاتمی ا. م. س.

تعریف [٠, ٢[١ روی متریک یک d
(
(x١, x٢), (y١, y٢)

)
= d(x١, y١) ⋆ d(x٢, y٢) تابع به�علاوه است.

هستند. پیوسته توابعی .→: ([٠, ٢[١,d)→ ([٠, ١], d) و ⋆ : ([٠, ٢[١,d)→ ([٠, ١], d) و می�کند

تابع با وجودی سور تعبیر و inf تابع با عمومی سور تعبیر معمولی، معنی�شناسی با فازی اول مرتبه منطق در
هر و ψ(y, x̄) فرمول هر ازای به یعنی می�شوند. دوگان نیز تعابیر این متریک معنی�شناسی در می�باشد. sup

آن�گاه دهیم، نمایش χM با را χ دلخواه فرمول تعبیر Mچنان�چه اول مرتبه ساختار

.φM(ā) = sup
b∈M
{ψM(b, ā)} آن�گاه φ(x̄) = ∀y ψ(y, x̄) اگر •

.φM(ā) = inf
b∈M
{ψM(b, ā)} آن�گاه φ(x̄) = ∃y ψ(y, x̄) اگر •

تشابه رابطه کرده�ایم، استفاده آن از ساختارها فراضرب ساختن برای این�جا در که ابزارهایی مهم�ترین از یکی
باشند: درست آن برای زیر به�صورت تشابه اصول هرگاه می�نامند تشابه محمول یک را ρ موضعی دو محمول است.

.∀xρ(x, x) S١
.∀x∀y

(
ρ(x, y)→ ρ(y, x)

)
S٢

.∀x∀y∀z
[(
ρ(x, y)&ρ(y, z)

)
→ ρ(x, z)

]
S٣

است. متریک یک نیز تشابه رابطه تعبیر متریک، معنی�شناسی در

M ساختار متریک معنی�شناسی با و باشد ضعیف�تر لوکاسیویچ s-نرم از ⋆ پیوسته s-نرم اگر [۵] .٢.٢ قضیه
کنیم تعریف چنان�چه به�علاوه است. متر شبه Mیک در ρ تعبیر آن�گاه کند، صدق تشابه اصول در

ρn(x̄, ȳ) = ρ(x١, y١)&ρ(x٢, y٢)&...&ρ(xn, yn),

Mاست). سخن (Mعالم Mnمی�باشد روی متر شبه یک نیز ρn تعبیر آن�گاه

که است این بودن مساوی بیرونی خواص هستند. (تساوی) تشابه رابطه درونی خواص مورد در تشابه اصول
نماد هر و P محمولی نماد هر با مرتبط بیرونی خواص این دهند. نتیجه را یکسانی برآیندهای باید مساوی اشیاء

زیر به�صورت تشابه» «مصداقیت اصول از عبارتند زمینه اول مرتبه زبان در f تابعی
،∀x̄, ∀ȳ

[
ρn(x̄, ȳ)→

(
P (x̄)↔ P (ȳ)

)]
E١

.∀x̄,∀ȳ
[
ρn(x̄, ȳ)→ ρ

(
f(x̄), f(ȳ)

)]
E٢

بود. خواهد پیوسته آن تعبیر کند، صدق تشابه مصداقیت اصول در تابعی یا محمولی نماد یک اگر

s-نرم از ضعیف�تر s-نرمی بر مبتنی که متریک معنی�شناسی با پایه منطق یک در کنید فرض [۵] .٣.٢ قضیه
صادق E١ اصل در P محمولی نماد اگر این�صورت در کند. صدق تشابه اصول Mدر ساختار است، لوکاسیویچ
اگر همچنین بود. خواهد ١-لیپشیتس پیوسته تابع یک PM : (Mn, ρMn ) → ([٠, ١], d) تابع آن�گاه باشد،
پیوسته تابع یک نیز fM : (Mn, ρMn )→ (M,ρM) تابع آن�گاه باشد، صادق E٢ اصل در f محمولی نماد

بود. خواهد ١-لیپشیتس

ساختار باشند، صادق تشابه مصداقیت اصول در زمینه، اول مرتبه زبان در محمولی و تابعی نمادهای همه اگر
است. پیوسته فرمولی هر تعبیر پیوسته ساختار یک در می�نامند. پیوسته ساختار یک را مربوطه

لوکاسیویچ s-نرم از ضعیف�تر آن s-نرم که متریک معنی�شناسی با پایه منطق یک در کنید فرض [۵] .۴.٢ قضیه
تشابه مصداقیت اصول در محمولی و تابعی نمادهای همه به�علاوه و کند صدق تشابه اصول Mدر ساختار است،

بود. خواهد ١-لیپشیتس Mپیوسته ساختار در فرمول�ها همه تعبیر این�صورت در کنند. صدق

فرافیلتر و فیلتر .٣

باشد، ناتهی مجموعه یک S اگر آن�ها. مورد در واقعیت چند و فرافیلتر و فیلتر مفهوم بر داریم مروری بخش این در
است: زیر خواص با S ناتهی زیرمجموعه�های از ناتهی خانواده�ای ،S مجموعه روی F فیلتر یک آن�گاه

.A ∩B ∈ F ،A,B ∈ F هر ازای به (١)

۴٠۶



فازی منطق در ساختارها ابرضرب

.C ∈ F ،C ⊇ A هر و A ∈ F هر ازای به (٢)
از استفاده با .S \A ∈ F یا و A ∈ F یا ،A ⊆ S هر ازای به هرگاه می�نامند فرافیلتر یک را S روی F فیلتر

دارد. وجود D شامل F فرافیلتر یک D فیلتر هر ازای به داد نشان می�توان زرن لم
لذا و F فیلتر یک آن�گاه باشد، متناهی اشتراک خاصیت دارای S زیرمجموعه�های از D مثل مجموعه�ای اگر

دارد. وجود D شامل F′ فرافیلتر یک
آن�گاه باشد، I روی فیلتر یک F بعلاوه و باشد X بتوی I از تابع یک f و ناتهی مجموعه دو I و X اگر
که است X روی فیلتر یک در مشمول لذا و است متناهی اشتراک خاصیت دارای {f(χ) : χ ∈ F} مجموعه

می�دهند. نمایش f(F) با آن�را
است x ∈ X عنصر به همگرا F فیلتر می�گویند باشد. X روی فیلتر یک F و توپولوژیک فضای یک X اگر
فیلتر حدی نقطه یک را x نقطه این�صورت در به�علاوه .U ∈ F ،x نقطه از U باز زیرمجموعه هر ازای به هرگاه

.F→ x می�نویسند و می�نامند F
x ∈ X برابر {xi}i∈I خانواده -حد F می�گویند باشد، ناتهی مجموعه یک I و توپولوژیک فضای Xیک اگر

.{i ∈ I : xi ∈ U} ∈ F ،x از U باز مجموعه هر ازای به هرگاه .limF xi = x می�نویسند و است
روی F فیلتر به�علاوه و باشد x٠ نقطه در پیوسته تابع یک f : X → Y و توپولوژیک فضای دو Y Xو اگر

.f(F)→ f(x٠) آن�گاه باشد، x٠ نقطه به همگرا X
I روی فیلتر یک F و ناتهی مجموعه یک I و Y به�توی X از تابعی f توپولوژیک، فضای دو Y و X اگر
باشد، پیوسته x نقطه در f تابع و limF xi = x ،X عناصر از {xi}i∈I خانواده برای وقت هر آن�گاه باشد،

.f(limF xi) = limF f(xi) داشت خواهیم

اصلی نتایج .۴

معنی�شناسی مورد در را [۵] در شده ارائه نتایج اول بخش در هستند. بخش دو بر مشتمل مقاله این اصلی نتایج
معنی�شناسی به مربوط نتایج همه در می�دهیم نشان دقیق�تر به�عبارت می�دهیم. تعمیم پایه منطق برای متریک
حذف قابل لوکاسیویچ s-نرم از ⋆ نرم-s بودن ضعیف�تر شرط کردیم، ذکر را آن�ها مقاله این ٢ بخش در که متریک
واش قضیه و می�کنیم معرفی متریک معنی�شناسی با پایه منطق برای را ساختارها فراضرب دوم بخش در است.

می�کنیم. ثابت متریک معنی�شناسی با پایه منطق برای را

آن تحت که می�کنیم معرفی [٠, ٢[١ و [٠, ١] روی توپولوژی بخش، این در متریک. معنی�شناسی تعمیم .١.۴
ضعیف�تر شرط با مقاله، ٢ بخش در قبلا که کنید توجه می�شوند. پیوسته توابعی پایه منطق منطقی روابط همه تعبیر
s-نرم از ⋆ s-نرم بودن ضعیف�تر شرط اکنون ولی داشتیم را موضوع این لوکاسیویچ، s-نرم از ⋆ s-نرم بودن

می�شود. حذف لوکاسیویچ

،r ∈ (٠, ١] هر ازای به آمده�اند. ١.٢ قضیه در که باشند همان�هایی d و d ، .→ ،⋆ کنید فرض .١.۴ تعریف
از است عبارت r شعاع به a ∈ [٠, ١] حول باز ⋆-گوی

Nr(a) = {b ∈ [٠, ١] : d⋆(a, b) < r}.
از است عبارت r شعاع با و a = (a١, a٢) ∈ [٠, ٢[١ حول باز ⋆-گوی مشابه به�طور

Nr(a) = {b ∈ [٠, ٢[١ : d⋆(a,b) < r}.
که به�طوری باشد موجود r > ٠ شعاع a ∈ G هر ازای به هرگاه می�نامیم ⋆-باز را [٠, ١] از G زیرمجموعه

می�شوند. تعریف مشابه به�طور [٠, ٢[١ ⋆-بازِ زیرمجموعه�های .Nr(a) ⊆ G

می�دهیم نمایش T⋆ با آن�را که [٠, ١] ⋆-بازِ زیرمجموعه�های همه خانواده ،١.۴ تعریف نمادگذاری با .٢.۴ قضیه
T⋆ با آن�را که [٠, ٢[١ ⋆-بازِ زیرمجموعه�های همه خانواده همچنین می�دهند. تشکیل [٠, ١] روی توپولوژی یک

می�دهد. تشکیل [٠, ٢[١ روی توپولوژی یک می�دهیم نمایش
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هستند. T⋆ به متعلق [٠, ١] و تهی مجموعه به�وضوح اثبات.
هر برای این�صورت غیر در و است T⋆ به متعلق که باشد تهی A ∩ B اگر .A,B ∈ T⋆ کنید فرض
که دارند وجود rB > ٠ و rA > ٠ لذا هستند، ⋆-باز دو هر B و A مجموعه در چون a ∈ A ∩ B عنصر

آن�گاه ،r = min{rA, rB} دهیم قرار اگر اکنون .NrB (a) ⊆ B و NrA(a) ⊆ A

Nr(a) ⊆ NrA(a) ∩NrB (a) ⊆ A ∩B

است. ⋆-باز مجموعه یک A ∩B لذا
باشد تهی G چنان�چه ،G = ∪i∈IGi باشیم داشته ⋆-باز مجموعه�های از {Gi}i∈I خانواده ازای به اگر
باشیم داشته i ∈ I ازای به چنان�چه آن�گاه ،a ∈ G و باشد ناتهی G چنان�چه و نداریم اثبات برای چیزی که
می�دهد نشان که Nr(a) ⊆ Gi ⊆ G که دارد وجود r > ٠ لذا است ⋆-باز مجموعه یک Gi چون ،a ∈ Gi

است. ⋆-باز نیز G
توپولوژی یک نیز T⋆ که می�دهد نشان مشابهی اثبات می�دهد. تشکیل [٠, ١] روی توپولوژی یک T⋆ بنابراین
□ می�سازد. [٠, ٢[١ روی

القایی توپولوژی�های همان دقیقاً ترتیب به T⋆ و T⋆ آن�گاه باشد، SL از ضعیف�تر ⋆ وقتی که دارید توجه
می�باشند. d و dمتریک توسط

از ضعیف�تر ⋆ پیوسته s-نرم این�که از نظر صرف ،٢.۴ قضیه و ١.۴ تعریف در شده معرفی نماد�های با .٣.۴ قضیه
.→: ([٠, ٢[١, T⋆)→ ([٠, ١], T⋆) و ⋆ : ([٠, ٢[١, T⋆)→ ([٠, ١], T⋆) تابع دو هر نباشد، یا باشد SL

هستند. پیوسته

آن معکوس تصویر دهیم نشان باید ،A ∈ T⋆ دلخواه ⋆-باز زیرمجموعه گرفتن نظر در با ،⋆ پیوستگی برای اثبات.
.a ∈ ⋆−١(A) کنید فرض منظور این برای است. [٠, ٢[١ از ⋆-باز زیرمجموعه یک ،⋆−١(A) یعنی ،⋆ تحت
است موجود r > ٠ پس شده، فرض ⋆-باز مجموعه یک A چون اما .a١ ⋆ a٢ ∈ A لذا و ⋆(a) ∈ A بنابراین
نظر در را b ∈ Nr(a) عنصر ادعا اثبات برای .Nr(a) ⊆ ⋆−١(A) می�کنیم ادعا .Nr(a١ ⋆ a٢) ⊆ A که

داریم است آمده [٧] در که خواصs-نرم به توجه با لذا d⋆(a,b) < r چون بگیرید.

d⋆(a١ ⋆ a٢, b١ ⋆ b٢) ≤ d⋆(a,b) < r.

بنابراین .b ∈ ⋆−١(A) لذا و ⋆(b) ∈ A که است معنی این به که b١ ⋆ b٢ ∈ Nr(a١ ⋆ a٢) ⊆ A لذا
داشتیم. بالا در که است ادعایی اثبات معنی به که Nr(a) ⊆ ⋆−١(A)

□ کرد. ارائه می�توان .→ پیوستگی برای مشابهی اثبات یکs-نرم، مانده خواص به توجه با مشابهاً

در نباشد. متر شبه است ممکن دیگر تشابه محمول لذا نیست، SL از ضعیف�تر ⋆ پیوسته s-نرم لزوماً چون
می�کند: صدق زیر خواص در تشابه محمول تعبیر واقع

.ρM(a, a) = ٠ •
.ρM(a, b) = ρM(b, a) •

.ρM(a, b) ≤ ρM(a, c) ⋆ ρM(c, b) •
در موضوع این می�نامیم. ⋆-مثلث نامساوی آن�را که است شده بیان کلی�تری شکل به مثلث نامساوی واقع در که

تعبیر مورد
ρn(x̄, ȳ) = ρ(x١, y١)&ρ(x٢, y٢)&...&ρ(xn, yn),

با به�علاوه می�باشد. ⋆-مثلث خاصیت با البته Mnو روی متر شبه یک ρn تعبیر یعنی است. مشابه شکل به نیز
متریک معنی�شناسی Mدر سخن عالم با ساختار Mیک اگر که داد نشان می�توان ٢.۴ قضیه اثبات مثل روندی

خانواده آن�گاه باشد، s دلخواه پیوسته s-نرم }با
Nρ

r>٠(a) = {b : ρM(a, b) < r}
}
٠<r≤١,a∈M

.
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مشابه به�طور می�دهند. Mتشکیل روی Tρ مثل توپولوژی یک برای پایه }یک
Nρ

r>٠(a) = {b : ρMn (a,b) < r}
}
٠<r≤١,a∈Mn .

می�دهیم. نمایش Tρn با آن�را که می�دهند Mnتشکیل روی توپولوژی یک برای پایه یک
کند، صدق تشابه اصول Mدر ساختار اگر دلخواه، پیوسته s-نرم هر با متریک معنی�شناسی در اگر به�وضوح

داشت خواهیم باشد صادق E١ اصل در P محمولی نماد چنان�چه آن�گاه

supā,b̄∈Mn

[
ρMn (ā, b̄)

.→
(
PM(ā)↔ PM(b̄)

)M]
= ٠.

،ā, b̄ ∈Mn هر برای بنابراین و

(١) d
(
PM(ā), PM(b̄)

)
≤ ρMn (ā, b̄).

از ما است. پیوسته PM : (Mn, Tρn) → ([٠, ١], T⋆) تابع ،T⋆ و Tρn توپولوژی�های پایه� به توجه با لذا
می�بریم. نام P محمول تعبیر ١-لیپشیتس پیوستگی به ١ رابطه

،ā, b̄ ∈Mn هر برای آن�گاه باشد، صادق E٢ اصل در f تابعی نماد چنان�چه مشابه به�طور

(٢) ρM
(
fM(ā), fM(b̄)

)
≤ ρMn (ā, b̄).

این ٢ رابطه به توجه با که باشد پیوسته تابع یک نیز fM : (Mn, Tρn) → (M,Tρ) تابع می�کند ایجاب که
می�نامیم. ١-لیپشیتس نیز را پیوستگی

اصول در هرگاه می�نامیم پیوسته ساختار یک Mرا ساختار ،⋆ دلخواه پیوسته s-نرم با متریک معنی�شناسی در
باشند. صادق تشابه مصداقیت اصول در ساختار آن زمینه زبان نماد�های همه به�علاوه و کند صدق تشابه

را آن�ها -ضرب F می�خواهیم ،I روی F فیلتر و پیوسته ساختارهای از {Mi}i∈I خانواده برای برای اکنون
کنیم. تعریف

آن�را عناصر و باشد {Mi}i∈I خانواده جهان�های مستقیم MIحاصل�ضرب =
∏

i∈I Mi اگر .۴.۴ تعریف
هم�ارزی رابطه MIیک روی زیر رابطه که دید می�توان به�راحتی آن�گاه دهیم، نمایش a = {a(i)}i∈I به�صورت

است:
.
{
i ∈ I :Mi |= ρ

(
a(i),b(i)

)}
∈ F اگر فقط و اگر a ∼F b

عبارت {Mi}i∈I خانواده -ضرب F می�دهیم. MI,Fنمایش با را ∼F رابطه هم�ارزی کلاس�های همه مجموعه
از است

MI,F =
(
MI,F, P

MI,F

j , f
MI,F

k

)
.

می�شود: تعریف زیر ضابطه با [٠, ١] Mnبتوی
I,F از PMI,F

j تابع ،Pj متغییره n محمولی نماد هر ازای به که

PMI,F
(
[x١]∼F

, ...., [xn]∼F

)
= limF P

Mi
(
x١(i), ...,xn(i)

)
,

می�شود: تعریف زیر به�صورت fMI,F :Mn
I,F →MI,F تابع ،f متغییره n تابعی نماد هر ازای به و

fMI,F
(
[x١]∼F

, ...., [xn]∼F

)
= [fx]∼F

,

.fx(i) = fMi
(
x١(i), ...,xn(i)

)
آن در که

ساختار ،I مجموعه روی F فیلتر هر ازای به و پیوسته ساختارهای از {Mi}i∈I خانواده هر ازای به .۵.۴ لم
است. MI,Fخوش�تعریف

عناصر برای به�علاوه باشند. موضعی دو تابعی و محمولی نماد دو f و P کنید فرض سادگی برای اثبات.
برای بنابراین .[aj ]F = [bj ]F کنید فرض j = ١, ٢ ازای به و MI,F از [a١]F, [a٢]F, [b١]F, [b٢]F

،j = ١, ٢

Aj =
{
i ∈ I :Mi |= ρ

(
aj(i),bj(i)

)}
∈ F.

۴٠٩



خاتمی ا. م. س.

i ∈ A = A١ ∩A٢ هر برای لذا

d
(
PMi

(
a(i)

)
, PMi

(
b(i)

))
≤ ρMi

٢

(
a(i),b(i)

)
= S

(
ρM١

(
a١(i),b١(i)

)
, ρM٢

(
an(i),bn(i)

))
= ٠.

می�گیریم نتیجه است، متریک یک d }چون
i ∈ I : PMi

(
a(i)

)
= PMi

(
b(i)

)
} ⊇ A ∈ F.

هاسدورف به توجه با و باشد موجود limF P
Mi
(
b(i)

)
اگر فقط و اگر است موجود limF P

Mi
(
a(i)

)
لذا

متریک، فضاهای بودن

PMI,F
(
[a١]∼F

, ...., [an]∼F

)
= PMI,F

(
[b١]∼F

, ...., [bn]∼F

)
.

می�باشد. خوش�تعریف است، شده تعریف PMI,F جاهایی همه در یعنی
MI,F در آن�ها تعبیر که می�کند Miایجاب در تابعی نمادهای تعبیر برای ١-لیپشیتس پیوستگی مشابهاً
□ باشد. خوش�تعریف

از -ضربی F هر که است امر این اصلی دلیل می�گیرد، قرار استفاده مورد واش قضیه اثبات در که زیر قضیه
F در اول مرتبه گزاره�های درستی F فرافیلترهای ازای به و نمی�کند حفظ را اول مرتبه گزاره�های درستی ساختارها،

می�نامند. فراضرب را -ضرب�هایی F چنین می�شود. حفظ -ضرب

یک F و باشند ([٠, ١], d) متریک فضای عناصر از خانواده دو {yi}i∈I و {xi}i∈I اگر [۵] .۶.۴ قضیه
آن�گاه باشد، I روی ابرفیلتر

.{i : xi ≤ yi} ∈ F اگر فقط و اگر limF xi ≤ limF yi

I روی فرافیلتر یک F و پیوسته ساختارهای از خانواده�ای {Mi}i∈I کنید فرض واش) (قضیه .٧.۴ قضیه
،
{
[ai]∼F

}n
i=١ ⊆MI,F و φ(x̄) فرمول هر ازای به باشد.

φMI,F
(
[a١]∼F

, . . . , [an]∼F

)
= limF φ

Mi
(
a١(i), . . . ,an(i)

)
.

F تعریف به توجه با اتمی فرمول�های مورد در می�شود. انجام فرمول�ها پیچیدگی روی استقرا با اثبات اثبات.
پیوستگی می�شوند، ساخته منطقی روابط از استفاده با که فرمول�هایی مورد در است. درست موضوع -ضرب،
۶.۴ قضیه کمک با می�شوند ساخته سورها کمک با که فرمول�هایی مورد در می�دهد. نتیجه را موضوع منطقی روابط
□ می�شود. نتیجه موضوع

پایانی سخن

منطق در را پیوسته ساختارهای ابرضرب توانستیم، است، شده معرفی [١] در که متریک معنی�شناسی تعمیم با ما
اثبات کلی حالت در پایه منطق برای را فشردگی قضیه می�توان ابرضرب تکنیک از استفاده با کنیم. معرفی پایه
معنی�شناسی بر مبتنی پایه منطق برای و [۶] است داده انجام گودل منطق برای قبلا را کار این نویسنده کرد.
با این بر علاوه .[۵] است داوری حال در و شده انجام موضوع نیز لوکاسیویچ s-نرم از ضعیف�تر s-نرم�های با
کرد. ثابت پایه منطق برای کلی حالت در نیز را تایپ حذف قضیه و تایپ�ها مفهوم بتوان شاید دیدگاه این از استفاده

کند. تسهیل را پایه منطق مدل نظریه گسترش می�تواند تایپ حذف قضیه و فشردگی قضیه
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توپولوژی و هندسه



١٣٩٩ اسفند ٢ تا بهمن ٢٧ ایران ریاضی سالانه کنفرانس یکمین و پنجاه

متریک نامتقارن التصاق با آماری پاراسایای منیفلدهای

راعی فاطمه
ایران تهران، فرهنگیان، دانشگاه

کاظمی∗ محمدباقر و
ایران زنجان، زنجان، دانشگاه

ساساکی LP منیفلدهای به موسوم آماری، ریمانی شبه منیفلدهای از دسته�ای مطالعه�ی به مقاله این در چکیده.
نشان و کرده تعریف آماری التصاق حسب بر را نیم-متقارنی التصاق منیفلدها این روی بر می�پردازیم. آماری
التصاق تانسورهای حسب بر را جدید التصاق به وابسته انحنای تانسور است. متریک التصاق این که می�دهیم

می�آوریم. به�دست ساختاری برداری میدان جهت در را آن�ها و کرده محاسبه آماری

متریک. التصاق پاراسایا، تقریبا ساختار آماری، منیفلد کلیدی: واژه�های
.60D05, 50C15 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه�بندی

پیش�گفتار .١

ریسمان نظریه آماری، فیزیک دیفرانسیل، هندسه آمار، در فراوانی کاربردهای اخیر سال�های در آماری منیفلدهای
پرداخته�اند منیفلدها از دسته این بررسی و مطالعه به نیز زیادی علاقمندان بنابراین و کرده�اند پیدا تصویر پردازش و

.[٣]
در اگر می�دهند. تشکیل p(x, ζ) پارامتریک چگالی تابع را آن نقاط مجموعه که است فضایی آماری، منیفلد
زیرمجموعه�ای را X حال است. بعدی n آماری منیفلد این�صورت در ،ζ = [ζ١, . . . , ζn] ∈ Rn توزیع�ها این

می�کنیم تعریف زیر به�صورت توانی مجموعه X برای بگیرید. نظر در R از

P(X) = {p(x) : X → R|x ∈ X, p(x) ≥ ٠,
∫
p(x)dx = ١}.

[٢] می�شود تعریف زیر به�صورت آماری منیفلد یا مدل یک ،p چگالی تابع و O ⊂ Rn باز مجموعه�ی ازای به

M := {p(x; ζ) ∈ P(X)|ζ = [ζ١, . . . , ζn] ∈ O}.
بگیرید نظر در زیر درایه�های با را g ماتریس

gij =

∫
X

(
∂

∂ζi
logp(x; ζ))(

∂

∂ζj
logp(x; ζ))p(x; ζ)dx,

بنابراین می�باشد نیز متقارن ماتریس این که می�شود ملاحظه تعریف به توجه با است. معین مثبت ماتریس یک که
(M, g) نتیجه در و می�شود گفته فیشر متر متر، این به که بدهد فوق آماری مدل برای متر یک تشکیل می�تواند

است: محاسبه قابل زیر به�صورت متر این برای کریستوفل ضرایب بنابراین است. ریمانی منیفلد یک

Γij,k =
١
٢
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij),

می�شوند: تعریف منیفلدها این روی بر نیز α-التصاق�ها ضرایب این کمک به
g(∇α

∂i
∂j , ∂k) = Γij,k.

است. نظر مورد لویچویتا التصاق همان باشد صفر با برابر آلفا حالتی�که در
می�نماییم. ارائه این�جا در منیفلدها این بهتر درک برای را زیر مثال

ارائه�دهنده ∗
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بگیرید نظر در را زیر نرمال توزیع چگالی تابع .١.١ مثال

p(x, ξ) =
١

σ
√
٢π
e
−
(x− µ)٢

٢σ٢ , x ∈ Γ = R,

.ξ = (ξ١, ξ٢) = (µ, σ) ∈ R× (٠,∞) از عبارتند توزیع این پارامترهای این�جا در
می�آید به�دست زیر به�شکل نیز آماری بعدی دو منیفلد این فیشر متر

gij =

 ١
σ٢

٠

٠
٢
σ٢

 .

می�کنیم. بیان التصاق�ها کمک با و دیفرانسیل هندسه دیدگاه از را آماری منیفلد تعریف ادامه در

موجود منیفلد این روی ∇ متقارن و آفین التصاق یک هرگاه می�گوییم آماری منیفلد را (M, g) ریمانی منیفلد
U, V,W ∈ χ(TM) هر ازای به �که باشد

(∇Ug)(V,W ) = (∇V g)(U,W ).

� که دارد وجود ∇∗ متقارن و آفین التصاق ،(M, g,∇) آماری منیفلد روی بر

(١) Ug(V,W ) = g(∇UV,W ) + g(V,∇∗
UW ),

التصاق ∇̂ کنیم فرض اگر .(∇∗)∗ = ∇ که دید می�توان به�راحتی می�شود. ∇نامیده التصاق دوگان ،∇∗ التصاق
می�شود تعریف زیر به�صورت K تانسوری میدان است، منیفلد لویچویتای

KXY = ∇XY − ∇̂XY,

داریم و است متقارن تانسوری که

KXY = KYX, g(KXY, Z) = g(Y,KXZ), ∀X,Y, Z ∈ χ(TM).

آماری پاراسایای منیفلد .٢

(١, ١) هرگاه می�نامیم پاراسایا منیفلد را (M, ξ, η, ϕ, g) است. بعدی n لورنتزی منیفلد (M, g) کنید فرض
به�طوری باشند داشته وجود منیفلد این روی بر g لورنتزی متر و η فرمی −١ ،ξ برداری میدان ،ϕ تانسوری میدان

:[۵] که
η(ξ) = −١ , ϕ٢(X) = X + η(X)ξ,

g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y ) + η(X)η(Y ).

ساساکی LP منیفلد کند صدق زیر شرط در g متر به وابسته ∇̂ لوی-چویتای التصاق ازای به اگر ساختار این
می�شود: نامیده

(∇̂Xϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ + η(Y )X + ٢η(X)η(Y )ξ.

هستند: برقرار زیر های تساوی منیفلدها از دسته این روی بر که داد نشان می�توان این�صورت در

ϕξ = ٠ , η(ϕX) = ٠ , rankϕ = n− ١.

نماییم تعریف را زیر فرمی دو Y و X برداری میدان هر برای اگر

Φ(X,Y ) = g(ϕX, Y ),

است. (٠, ٢) متقارن تانسوری میدان یک Φ(X,Y ) آن�گاه

۴١۴



آماری پاراسایای منیفلدهای

(ξ, η, ϕ, g)پاراسای ساختار دارای که است بعدی nلورنتزی آماری منیفلد (M, g,∇) فرضکنید تعریف١.٢.
هرگاه می�نامیم آماری ساساکی LP منیفلد را (M, ξ, η, ϕ, g,∇) است.

KXϕY + ϕKXY = ٠, (∇Xϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ + η(Y )X + ٢η(X)η(Y )ξ.

ریچی تانسور و R انحنا تانسور برای Z و Y ،X مماس برداری میدان�های ازای به پاراسایا منیفلدهای روی بر
:[۶] داریم را زیر تساوی�های لوی-چویتا، التصاق به وابسته Ric

R(X,Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y,(٢)
Ric(X, ξ) = (n− ١)η(X),

Ric(ϕX, ϕY ) = Ric(X,Y ) + (n− ١)η(X)η(Y ).

حالت در ونگارتن و گوس متناظر فرمول باشد. آماری ساساکی LP منیفلد زیرمنیفلد، Mیک ′ کنید فرض
است. زیر به�صورت آماری

∇XY = ∇′
XY + h(X,Y ), ∀X,Y ∈ χ(TM ′),

∇XN = −ANX +∇⊥
XN, ∀N ∈ χ(T⊥M ′),

و {∇Y
X , ANX} ∈ χ(TM ′) که به�طوری است آن به وابسته شکلی عملگر A و دوم نوع بنیادی فرم h که

است. {h(X,Y ),∇⊥
X

N} ∈ χ(T⊥M)

آماری متریک نیم-متقارن التصاق�های .٣

یعنی است متقارن تاب تانسور دارای لوی-چویتا التصاق می�دانیم

T̂ (X,Y ) = ∇̂Y
X − ∇̂X

Y − [X,Y ] = ٠,

.∇̂g = ٠ است وابسته متر با سازگار یعنی می�باشد متریک التصاقی نیز و

این به وابسته تاب تانسور ،η ١-فرمی ازای به گاه هر می�گوییم نیم-متقارن را ∇̄ خطی التصاق [١] .١.٣ تعریف
باشد: زیر به�صورت التصاق

T̄ (X,Y ) = η(Y )X − η(X)Y.

می�نماییم: تعریف را زیر التصاق�های (M, ξ, η, ϕ, g,∇) آماری ساساکی LP منیفلد روی بر

(٣) ∇̄XY := ∇XY + η(Y )X − g(X,Y )ξ +KXY,

(۴) ∇̄∗
XY := ∇∗

XY + η(Y )X − g(X,Y )ξ +KXY.

با آماری، منیفلدهای بودن متقارن به توجه با هستند. M روی خطی التصاق�هایی ∇̄∗ و ∇̄ که است واضح
زیر به�شکل و بوده نیم-متقارن متناظر تاب که می�شود ملاحظه جدید، التصاق این به وابسته تاب مستقیم محاسبه

می�آید به�دست

T̄ (X,Y ) = η(Y )X − η(X)Y.

است. متریک التصاقی است، شده تعریف بالا در که ∇̄ نیم-متقارن التصاق .٢.٣ قضیه
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داریم Z و Y ،X مماس برداری میدان�های ازای به ،(٣) و (١) تساوی�های به توجه با اثبات.

(∇̄Xg)(Y, Z) = Xg(Y,Z)− g(∇̄XY,Z)− g(Y, ∇̄XZ)

= Xg(Y,Z)− g(∇XY + η(Y )X − g(X,Y )U −KXY, Z)

− g(∇XZ + η(Z)X − g(X,Z)U −KXZ, Y )

= g(Y,∇∗
XZ)− g(Y,∇XZ) + ٢g(KXZ, Y )

= −٢g(KXZ, Y ) + ٢g(KXZ, Y ) = ٠.
□

می�گیریم نظر در زیر Mبه�صورت روی را ∇̄∗ نیم-متقارن التصاق به وابسته R̄∗ انحنای تانسور

(۵) R̄∗(X,Y )Z = ∇̄∗
X∇̄∗

Y Z − ∇̄∗
Y ∇̄∗

XZ − ∇̄∗
[X,Y ]Z.

هستند. برقرار زیر گزاره�های باشد، ∇∗ آماری التصاق با متناظر انحنای تانسور R∗ اگر

انحنای تانسور ،∇̄∗ نیم-متقارن التصاق با (M, ξ, η, ϕ, g,∇) آماری LPساساکی منیفلد روی بر .٣.٣ قضیه
هستند: مرتبط زیر به�صورت R∗ و R̄∗

R̄∗(X,Y )Z = R∗(X,Y )Z + {η(X)ξ −X −∇∗
Xξ −KXξ}g(Y, Z)

− {η(Y )ξ − Y −∇∗
Y ξ −KY ξ}g(X,Z)

+ (∇∗
XK)(Y,Z)− (∇∗

YK)(X,Z) +KXK(Y, Z)−KYK(X,Z)

− g(η(X)ξ −∇∗
Xξ −KXξ, Z)Y + g(η(Y )ξ −∇∗

Y ξ −KY ξ, Z)X.(۶)

∇̄∗ نیم-متقارن التصاق تعریف به توجه با ،KXY = K(X,Y ) = ∇XY −∇̂XY که آن�جایی از اثبات.
□ می�شود. حاصل مستقیم محاسبه با نتیجه ،(۵) رابطه در R̄∗ انحنای تانسور و (۴) معادله در

می�کنند: صدق زیر رابطه در آماری التصاق�های و لوی-چویتا التصاق آماری منیفلدهای روی بر می�دانیم

∇+∇∗ = ٢∇̂,
به بنابراین .R̃ + R∗ = ٢R داریم ∇ و ∇∗ ،∇̂ به وابسته R̃ و R∗ ،R انحناهای تانسور برای نتیجه، در

می�کنیم. بیان را زیر قضیه (۶) و (٢) های تساوی کمک

زیر رابطه ∇̄∗ نیم-متقارن التصاق با (M, ξ, η, ϕ, g,∇) آماری ساساکی LP منیفلد روی بر .۴.٣ قضیه
است: برقرار

R̄∗(X,Y )ξ = −R̃(X,Y )ξ + ٢(η(Y )X − η(X)Y )− η(Y ){∇∗
Xξ −KXξ}

− η(X){−∇∗
Y ξ −KY ξ}

+ (∇∗
XK)(Y, ξ)− (∇∗

YK)(X, ξ) +KXK(Y, ξ)−KYK(X, ξ)

+ η(∇∗
Xξ)Y + η(KXξ)Y − η(∇∗

Y ξ)X − η(KY ξ)X.

وابسته اسکالر و ریچی تانسورهای بین ارتباط می�توان انحنا تانسورهای اثر محاسبه با و فوق قضایای کمک به
آورد. به�دست نیز را شده ذکر التصاق�های به
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