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سمینار دبیر گزارش

با هماهنگی براساس دینامیکی سیستمهای و دیفرانسیل معادلات تیم پیشنهاد با محض ریاضی گروه

بود قرار ماندن، سمينار برگزاري نوبت در سال چند از پس مناسب، ریزی برنامه با و ایران ریاضی انجمن

به را دینامیکی سیستمهای و دیفرانسیل معادلات سمینار پانزدهمین ١٣٩٩ ماه تیر ۵ الی ۴ های تاریخ در

کشور مردم جمله از کشورها همه مردم که کرونا بیماری شیوع علت به ولی نماید. برگزار حضوری صورت

روش بررسی از پس کرد. اساسی تغییر سمینار برگزاری ریزی برنامه داد، قرار تاثیر تحت را ایران عزیزمان

تصمیم گیلان، دانشگاه امکانات از استفاده با و دوباره ریزی برنامه با و سمینار حضوری غیر برگزاری های

تخصصي سخنراني ۵۴ با سمينار شد. گرفته ١٣٩٩ اسفند ١٨ الی ١۶ های تاریخ در مجازی برگزاری به

شد. برگزار مطلوب كيفيت با و كامل آرامش در شده اعلام روز سه در پوستر ١٠ و عمومي سخنراني ۶ و

بگذاريد. درميان ما با آتي سمينارهاي برگزاري بهتر هرچه جهت در را خود پيشنهادات و نظرات نقطه لطفا

كادميك، آ صادقانه فضاي شدن فراهم با كه شد مي برگزار حضوري صورت به سمينار كه بوديم علاقمند بسيار

ديفرانسيل معادلات ضمينه در دوستان براي علمي مشاركت و نظر تبادل هاي زمينه ساختن فراهم ضمن

دانشگاه كنيم. آشنا بيشتر گيلان سرسبز استان و گيلان دانشگاه با را عزيزان شما ديناميكي، سيستمهاي و

و ایران دولتهای بین قرارداد چارچوب در عالی آموزش گسترش شورای تصویب با ١٣۵٣ سال در گیلان

لاهیجان مدیریت عالی مدرسه و رشت بازرگانی عالی مدرسه اینکه به توجه با شد. تاسیس سابق غربی آلمان

دانشگاه به آنان های فعالیت کلیه و غیرفعال ١٣۵۵ سال در بودند فعال گیلان استان در ١٣۴۶ سال از

كشور به وابستگی بدون و مستقل بطور گیلان دانشگاه اسلامی، انقلاب پیروزی از پس شد. منتقل گیلان

و رشد با و سرگرفت از دانشجو ۵٠٠ حدود با و تحصیلی رشته ٨ در را خود آموزشی فعالیتهای آلمان،

پزشکی و انسانی علوم کشاورزی، علوم فنی، پایه، علوم های دانشکده کشور، در عالی آموزش گسترش



٢

هنر و معماری و طبیعی منابع دانشکده ورزشی، علوم و بدنی تربیت دانشکده نیز آن از پس و شد ساخته

کارشناسی گرایش رشته ٢۵٣ کارشناسی، گرایش رشته ١٣٧ در اکنون هم گیلان دانشگاه شدند. تاسیس

در دانشگاه این پذیرد. می دانشجو گرایش رشته ۵۴۴ در مجموع در و دکتری گرایش رشته ١۵۴ ارشد،

شناسی) گیلان و خزر دریای آبی حوضه ) پژوهشکده دو و پردیس واحد یک و دانشکده ١٠ با حاضر حال

در عالی آموزش مراکز بزرگترین عنوان به و دانشجو هزار ١٨ بر بالغ علمی، هیأت عضو ۶٠٠ از بیش با

را دانشجو نفر ۴۵٠٠ حدود سالانه و است پژوهشی و آموزشی های فعالیت به مشغول کشور شمال منطقه

روزانه، های دوره برای دکتری و ارشد کارشناسی کارشناسی، تحصیلی مقاطع در گرایش – رشته ۵۴۴ در

های کشور دولتی های دانشگاه اتحادیه اعضای با دانشگاه این و نماید می پذیرش مجازی و پردیس شبانه،

و علمی ارتباطات اروپا اتحادیه و آسیا شرق جنوب کشورهای های دانشگاه از برخی خزر، دریای حاشیه

جهانی بندی رتبه و المللی بین نظام سه برتر های دانشگاه جمع در گرفتن قرار دارد. دانشجو و استاد تبادل

از جزئی کشور جامع برتر دانشگاه ده و دنیا برتر درصد یک های دانشگاه دسته و شانگهای لیدن، تایمز،

محض، ریاضی آموزشی گروه ٣ با ١٣٨٩ دیماه در ریاضی علوم دانشکده است. گیلان دانشگاه توانمندیهای

پذیرش دارد. علمی هیات عضو ٣١ حاضر حال در دانشکده این شد. تاسیس آمار و کاربردی ریاضی

ارشد، کارشناسی آمار، و کامپیوتر علوم کاربردها، و ریاضیات های رشته در کارشناسی، مقاطع در دانشجو

ریاضی رشته در الکترونیکی(مجازی) بخش و ریاضی آمار و کاربردی ریاضی و محض ریاضی های رشته در

معادلات هندسه، آنالیز، جبر، های زمینه با كاربردي ریاضی و محض ریاضی های رشته در دکتری و کاربردی

فرایندهای عملیات، در تحقیق عددی، آنالیز توپولوژیک، های گروه دینامیکی، های سیستم و دیفرانسیل

علوم های رشته در ارشد کارشناسی دانشجوی پذیرش مجوز اخذ شود. می انجام کاربردها یاضیات و تصادفی

ترتیب به دکتری و ارشد دانشجویان دوره اولین دارد. قرار دانشکده کار دستور در مالی ریاضیات و کامپیوتر

این در دکتری دانشجوی ۴٠ و ارشد دانشجوی ٨٣٠ کنون تا شدند. پذیرفته ١٣٨٢ و ١٣٧٠ سالهای در

دکتری دانشجوی ٧٢ و ارشد کارشناسی دانشجوی ٢٧٧ حاضر حال در اند. گردیده آموخته دانش دانشکده

کارشناسی کارشناسی، گانه سه مقاطع در دانشجو ١٠٣٩ مجموع در باشند. می تحقیق و تحصیل حال در

بالا و کشورمان علمی های توانایی به توجه با امیدواریم دارند. اشتغال پژوهش و تحصیل به دکتری و ارشد



٣

به آرامش زودتر هرچه کرونا ویروس کنی ریشه با و شده رعایت بهداشتی مسائل مردم، گاهی آ سطح بودن

های رشته اینکه به توجه با پيشنهاد يك شود. برگزار حضوری صورت به بعدي ها سمینار و برگردد کشور

مطرح کاربردها و ریاضیات صورت به فناوری و تحقیقات علوم وزارت طرف از کاربردی و محض ریاضی

به توجه با است. جامعه در ریاضیات کردن کاربردی آن اصلی هدف که است شده درسی ریزی برنامه و

.... برق ، مکانیک ، شیمی ، فیزیک های رشته در دینامیکی سیستمهای و دیفرانسیل معادلات رشته کاربرد

یک صورت به ديناميكي سيستمهاي و ديفرانسيل معادلات کاربردها و ریاضیات رشته در شود می پیشنهاد

در شود. پیگیری و مطرح دهد، پوشش خوبی به را کاربردها که مناسب درسی ریزی برنامه با مستقل گروه

هاي درس ايران رياضي انجمن همكاري با بخصوص رشته اين نظران صاحب همه از شود مي جهت اين

كند. كمك فناوري و تحقيقات علوم، وزارت اهداف به مي تواند مطمئنا كه نموده ريزي برنامه را مربوطه

ديناميكي سيستمهاي و ديفرانسيل معادلات سمينار پانزهمين علمي دبير

زاده تقی نصیر دکتر



سمینار برگزاری کمیته

دستجردی احمدی داوود

اسدی نادر

خشکبیجاری اکبری مژگان

امکان پور حامد

انصاری سعید

پورعبد معصومه

زاده تقی نصیر

جعفری میثم

حیاتی هانیه

صمیمی حسین

لامعی ساناز

نوری موسوی رودابه سیده

فومنی نژند مونا

براگوری هاشمی منصور

یوسفی الهام



سمینار علمی کمیته

دانشگاه خانوادگی ونام نام ردیف

گیلان دانشگاه دستجردی احمدی داود ١

گیلان دانشگاه خشکبیجاری اکبری مژگان ٢

گیلان دانشگاه تقی زاده نصیر ٣

تبریز دانشگاه اکبرفام جدیری اصغر علی ۴

مشهد فردوسی دانشگاه نجفی صابری جعفر ۵

بهشتی شهید دانشگاه قوچانی فخاری عباس ۶

مشهد فردوسی دانشگاه قانع هلن فاطمه ٧

گیلان دانشگاه جوان لامعی ساناز ٨

تهران دانشگاه ماموریان احمد ٩

بنیادی دانش های پژوهشگاه نصیری میثم ١٠



کلیدی سخنران



سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

ͳ΋دینامی های سیستم آماری پایداری

طالبی السادات امین

رابطه در زیادی مطالعات و گرفته قرار ها کار Έدینامی توجه مورد که هاست سال ͳ΋دینامی های سیستم ساختاری پایداری چ΋یده.
نگاشت به Έنزدی های نگاشت برای نقاط” ”تمام مدار Έتوپولوژی رفتار تغییر پایداری نوع این است. گرفته صورت موضوع این با
ͳم آنگاه باشیم، داشته را نظر مورد ͳ΋دینامی سیستم آماری رفتار مطالعه قصد تنها اگر که ͳصورت در دهد. ͳم قرار مطالعه مورد را ابتدایی
جاهای به نقطه Έی مدار زدن سر ترتیب دیΎر این، بر علاوه و کنیم ͳپوش چشم صفر اندازه مجموعه Έی در نقاط رفتار تغییر از توانیم
منظور این برای بود. خواهد مهم فضا مختلف ͳنواح به نقطه Έی مدار زدن سر نرخ تنها و داشت نخواهد اهمیت فاز فضای مختلف
قرار مطالعه مورد را ͳ΋دینامی سیستم Έی به Έنزدی های نگاشت برای آماری رفتار تغییرات که شده ارائه آماری پایداری نام به ͳمفهوم

بپردازیم. آن با رابطه در هایی قضیه و مفهوم این ارائه به مثال چند ذکر با داریم ͳسع ͳسخنران این در دهد. ͳم

٧
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سخنرانان



سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

نمادین Έدینامی از استفاده با پارامتری Έی چندجمله ای های از خانواده Έی در آشوب ͳبررس

ͳربیع مریم و اکبری منیره

مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد را فرد درجه از fa پارامتری Έی چندجمله ای های از خانواده Έی نمادین، Έدینامی از استفاده با چ΋یده.
فشرده ناوردای مجموعه Έی مͳ شود تصویر ٢ تناوب دوره با داف΄ تناوبی نقطه Έی یه fa ͳموضع ماکزیمم نقطه که ͳزمان مͳ دهیم نشان

است. آشوبناک آن روی fa که دارد وجود

پیش گفتار .١

ͳمتناه تعداد با دنباله ها فضای ͳبررس مͳ گیرد. قرار استفاده مورد بسیار نمادین Έدینامی گسسته، ͳ΋دینامی سیستم های مطالعه در
،Έلجستی نگاشت در آشوب ͳبررس برای مثال، برای است. شونده تکرار سیستم Έی پیچیده رفتار ͳبررس برای مفید ابزاری اغلب نماد،

ببینید). را [٧ ،۶] ) است ͳاساس ١ و ٠ نماد دو از دنباله ها فضای ، µ > ۴ ازای به Fµ(x) = µx(١ − x)

قرار مطالعه مورد [۵ ،٢] در آن کاربردهای از ͳبرخ و نمادین Έدینامی .[۴ ،٣] مͳ برد بهره نمادین Έدینامی از نیز مختلط Έدینامی
مͳ گیرد.

ͳمنف شوارتزی مشتق از استفاده با و مͳ گیرد قرار ͳبررس مورد [١] در fa(x) = ax٢(x − ١) + x توابع خانواده Έدینامی
است. آشوبناک ناوردا مجموعه ای روی fa که مͳ شود داده نشان fa

چندجمله ای های خانواده از است ͳتعمیم که fa,d(x) = axd(x−١)+x ͳحقیق چندجمله ای های خانواده ͳبررس به اینجا در
از ͳبرخ ازای به است. زوج عددی d ≥ ٢ و ͳحقیق عددی a < ٠ مͳ کنیم فرض مͳ پردازیم. ، fa(x) = ax٢(x− ١) + x

در ثابت را d ͳسادگ برای دارد. ساده ای رفتار آن از خارج و است آشوبناک آن روی fa که مͳ دهیم ارائه ناوردایی مجموعه a مقادیر
با نیست، ͳمنف لزوما fa شوارتزی مشتق اینکه دلیل به ،d ≥ ۴ حالت در .fa مͳ نویسیم fa,d جای به بعد به این از و مͳ گیریم نظر
با مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد را ناوردا مجموعه این روی fa رفتار نمادین، Έدینامی نیز و مختلط Έدینامی قضایای از ͳبعض از استفاده
زیر و مͳ کنیم ͳمعرف است، شده مجهز ناهاوسدورف توپولوژی Έی به که را A شمارش پذیر مجموعه ،fa توابع خانواده خواص به توجه

مͳ گیریم. کار به را ،ω = N ∪ {٠} ،Aω از ͳخاص مجموعه

. تناوبی نقاط نمادین، Έدینامی تزویج، آشوب، کلیدی: واژه های
.37E05, 37E15 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی

٩



ͳربیع م. و اکبری م.

نماد ͳنامتناه تعداد با دنباله ها فضای .٢

پایه ارائه با .A = N ∪ {L,R,E,W, ⋆} کنید فرض

B = {{n}, {L}, {R}, {L, ⋆,R}, {E, ٢n, ٢n+ ٢, ٢n+ ۴, · · · }, {W, ٢n− ١, ٢n+ ١, · · · } : n ∈ N}

σ : Aω → Aω انتقال نگاشت مͳ گیریم. نظر در را حاصلضرب توپولوژی با Aω فضای مͳ کنیم. مجهز توپولوژی Έی به را A
است. پیوسته ͳنگاشت حاصلضرب توپولوژی تحت مͳ شود، تعریف σ(s٠, s١, s٢, · · · ) = (s١, s٢, · · · ) صورت به که

، i ≥ ٠ هر ازای به که طوری به باشد s = (s٠, s١, s٢, · · · ) صورت به دنباله هایی شامل Σ ⊆ Aω کنید فرض .٢. ١ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در si, si+١

si+١ = k − ١ آنگاه si = k اگر ،k ≥ ٢ ازای به i.
si+١ = E آنگاه si = ⋆ اگر ii.

si+١ ∈ {⋆, L,R, ٢, ۴, ۶, · · · } آنگاه si ∈ {L,R} اگر iii.
si+١ ∈ {⋆, L,R} آنگاه si = ١ اگر iv.

.si+١ = W آنگاه si = E اگر همچنین ،si+١ = E آنگاه si = W اگر v.

مͳ شود. ͳبررس زیر گزاره های در Σ خواص

است. ناوردا σ تحت که است هاوسدورف زیرفضایی Σ .٢. ٢ گزاره

است. چΎال Σ مجموعه در σ|Σ تناوبی نقاط مجموعه .٢. ٣ گزاره

است. Σ در چΎال مدار Έی دارای σ .۴ .٢ گزاره

ناوردا مجموعه وجود .٣

d ≥ ٢ و ͳمنف عددی a ͳوقت را fa(x) = axd(x − ١) + x توابع خانواده مشترک مشخصات از ͳبرخ بخش این در
مͳ کنیم. ذکر است، زوج عددی

مͳ  کند. قط΄ را x محور x٠ < ٠ < x١ نقطه سه در fa نگاشت .١
است ͳموضع ماکزیمم نقطه Έی c١ است. ͳموضع مینیمم نقطه Έی c٠ است. c١ و c٠ ͳبحران نقطه دو دارای fa نگاشت .٢

.x٠ < c٠ < ٠ < c١ < x١ و
به |fn

a (x)| ، x /∈ [p٠, p١] و  هر  گاه    fa(p٠) = p١ و fa(p١) = p٠ طوری΋ه به دارند وجود pو١ pنقاط٠ .٣
مͳ گراید. بینهایت

به دارد وجود
(
In
)
n≥٠

مجزای دوبه دو بسته بازه های از دنباله ای و
(
Jn
)
n≥٠

مجزای دوبه دو باز بازه های از دنباله ای .۴
که طوری

c١ ∈ I٠ و c٠ ∈ J٠ .١ .۴
In ∩ Jm = ∅ ،mو n هر ازای به .٢ .۴

مͳ شوند. تصویر ٠ به نهایتا Jn و In وانتهایی ابتدایی نقاط ، n ≥ ٠ هر ازای به .٣ .۴
fa(In) = In−١ و fa(Jn) = Jn−١ .۴ .۴

مͳ گراید. ٠ به Jn بازه در نقطه هر مدار ،n هر ازای به .۵ .۴(
p٠, p١

)
=
(
∪n≥٠ In

)
∪
(
∪n≥٠ Jn

)
.۶ .۴

مجموعه در همواره یا و کند میل ∞ به بΎراید، ٠ به مͳ تواند دارد قرار Ii بازه در که نقطه ای هر مدار که مͳ دهد نشان بالا خواص
را زیر تقریبی مقادیر d = ٢ برای عددی محاسبات .fa(c١) = p١ که است چنان a مͳ کنیم فرض مقاله این در بماند. ∪i≥٠Ii
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پارامتری Έی چندجمله ای های از خانواده Έی در آشوب ͳبررس

d = ٢ ازای به f−٣/٨١۵٨۵ تابع نمودار :١ ش΋ل

ببینید). را ١ (ش΋ل مͳ دهد نشان

a ≈ −٣/٨١۵٨۵, p٠ ≈ −٠/۵۵٧۶۵, p١ ≈ ١/٢٩٠٧۵,
c٠ ≈ −٠/١١٢١۶, c١ ≈ ٠/٧٧٨٨٣, x٠ ≈ −٠/٢١۵۵٩, x١ ≈ ١/٢١۵۵٩,

مͳ دهیم قرار

Λ =
{
x ∈ [p٠, p١] : f

n
a (x) ∈ ∪i≥٠Ii ∪ {p٠, p١} n ≥ ٠ هر ازای به

}
مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد زیر گزاره های در را Λ مجموعه خواص

است. ناوردا fa تحت که است [p٠, p١] بسته مجموعه زیر Έی Λ مجموعه .٣. ١ گزاره

است. ناهمبند تماما Λ مجموعه .٣. ٢ گزاره

تزویج .۴

مͳ پردازیم. Λ ناوردای مجموعه روی fa خواص ͳبررس به ٢ بخش در شده ͳمعرف نمادین Έدینامی از استفاده با بخش این در

است. مزدوج (σ,Σ) با (fa,Λ) صورت این در .fa(c١) = p١ کنید فرض .١ .۴ قضیه

کنیم. ͳم تعریف زیر صورت به را h تزویج تابع قضیه این اثبات برای
آن در که h(x) = (s٠, s١, s٢, · · · )

sn =



j fn
a (x) ∈ Ij و j ∈ N اگر

L fn
a (x) ∈ [٠, c١) = IL اگر

R fn
a (x) ∈ (c١, x١] = IR اگر

E fn
a (x) = p١ اگر

W fn
a (x) = p٠ اگر

⋆ fn
a (x) = c١ اگر

تحت تناوبی نقاط بودن چΎال و چΎال مدار وجود مانند ͳخواص که این به توجه با سپس است. ͳهمسانریخت Έی h مͳ دهیم نشان و
مͳ کنیم. ثابت را زیر قضیه مͳ شوند، حفظ تزویج

است. آشوبناک Λ روی (fa,Λ) صورت این در . fa(c١) = p١ کنید فرض .٢ .۴ قضیه
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

نیوتونویید برداری میدانهای از استفاده با سوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاه ͳ΋دینامی تقارنهای ͳبررس

آهنگری فاطمه

(TODE) سوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاه نظیر ͳ΋دینامی تقارنهای جام΄ ͳبررس به حاضر، مقاله محوری موضوع چ΋یده.
نیوتونویید برداری میدانهای عنوان تحت دوم، مرتبه یافته برش مماس کلاف روی موجود برداری میدانهای از ͳمهم رده از استفاده با
برای دوم، مرتبه مماس کلاف بندی برگ ساختار و نیجنهویس ‐ فرولیچر بندی فرمول از استفاده با ابتدا منظور، بدین دارد. اختصاص
مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات میدان مطالعه برای ͳهندس دستگاه Έی بتوانیم تا کنیم ͳم استفاده قائم دیفرانسیل حساب Έی ایجاد
کلاف روی خاص برداری میدان Έی که دهیم، ͳم نسبت دوم مرتبه از اسپری شبه Έی ، TODE هر به واق΄، در نماییم. ایجاد سوم
ͳمفاهیم تعریف به آن، واسطه به و نموده نظیر ͳغیرخط التصاق Έی اسپری، شبه این به سپس، گردد. ͳم محسوب دوم مرتبه مماس
این وجود دیΎر، عبارت به شود. ͳم پرداخته ژاکوبی ͳریخت درون و بالاتر و Έی مرتبه از ͳ΋دینامی کوواریان مشتقات جمله از کلیدی
متناظر ژاکوبی ͳریخت درون های مؤلفه برحسب TODE Έی نظیر ͳ΋دینامی تقارنهای ͳهندس یابی مشخصه به منجر ،ͳغیرخط التصاق
التصاق از گرفته نشأت ͳ΋دینامی هموردای مشتق نظیر های مؤلفه ،ͳموضع حالت در که شد خواهد داده نشان نهایت، در شد. خواهد
برحسب TODE Έی ͳ΋دینامی تقارنهای توصیف به منجر ، TODE Έی نظیر دوم مرتبه از اسپری شبه توسط شده القا ͳکانون ͳغیرخط

شد. خواهد نیوتونویید برداری میدانهای

پیش گفتار .١

ساختارهای ب΋ارگیری با ،ͳجزئ و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاههای ͳکیف مطالعه به ͳتوجه قابل های پژوهش اخیر، های دهه در
از دستگاه هر به هستند. برخوردار ای ویژه اهمیت از دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات راستا، این در است. شده داده اختصاص ͳهندس
منجر ،ͳغیرخط التصاق این داد. نسبت ͳغیرخط التصاق Έی ،ͳکانون طور به توان ͳم (SODE) دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات
ͳمفاهیم به توان ͳم جمله، آن از کند؛ ͳم ایفا SODE Έی مطالعه در کلیدی ͳنقش که گردد ͳم ͳاهمیت حائز ͳهندس اشیای کردن القا به
ͳهندس ناورداهای ساختاری مطالعه واق΄، در نمود. اشاره ژاکوبی معادله و انحنا تاب، موازی، انتقال ،ͳ΋دینامی کوواریان مشتق چون
مرتبه تغییرات تقارنها، جمله از ͳاساس مفاهیم خصوص در بحث و ͳبررس برای قوی بستری ایجاد به منجر دوم، مرتبه دیفرانسیل معادلات
خصوص، این در مهم های پژوهش جمله از گردید. فینسلری و تصویری پذیری Έمتری همچنین، و تغییرات حساب معکوس مسأله اول،
نظیر ͳکانون ͳغیرخط التصاق Έی تعریف جهت تلاش اخیر، مهم ͳپژوهش موضوعات از ͳ΋ی نمود. اشاره [٧ ،۵ ،۴ ،١] به توان ͳم

ژاکوبی. ͳریخت درون نیوتونویید، برداری میدانهای اسپری، شبه ،ͳ΋دینامی تقارنهای کلیدی: واژه های
.34A26, 34C14, 70H50, 70G45 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی
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آهنگری ف.

چندین توان ͳم HODE هر به که است این موجود ͳاصل چالش باشد. ͳم (HODE) بالاتر مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاه
. [۶ ،٣ ،٢] است مطالعه مورد HODE مورد در ͳخاص اطلاعات حاوی آنها، از هرکدام که داد نسبت ͳغیرخط التصاق

استفاده با (TODE) سوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستگاه نظیر ͳ΋دینامی تقارنهای مطالعه حاضر، مقاله در ما ͳاصل هدف
دستگاههای به ، SODE دستگاههای ͳهندس نظریه گسترش به [۵ ،٣] از استفاده با واق΄، در باشد. ͳم نیوتونویید برداری میدانهای از
Έی ایجاد برای مماس های کلاف بندی برگ ساختار و نیجنهویس ‐ فرولیچر بندی فرمول از منظور، بدین شود. ͳم پرداخته TODE
(TODE) سوم مرتبه ͳمعمول ͳدیفرانسیل معادلات میدان مطالعه برای ͳهندس دستگاه Έی بتوانیم تا کنیم استفاده قائم دیفرانسیل حساب
ساختار دوم، مرتبه جت فضای جمله از ͳمهم ͳهندس مفاهیم ارائه و T ٢M روی ͳهندس ساختارهای ͳمعرف به سپس، کنیم. ایجاد
مؤلفه و یافته برش دوم مرتبه مماس کلاف روی ژاکوبی ͳریخت درون ،ͳغیرخط التصاق ضرایب دوم، مرتبه اسپری شبه دوم، مرتبه مماس
α ∈ {◦, ١, ٢} ازای به (hα, v٢) ͳغیرخط التصاق نظیر ͳ΋دینامی کوواریان مشتق و ͳموضع حالت در آن با متناظر انحنای های

شود. ͳم پرداخته

نیوتونویید برداری میدانهای و TODE دستگاه ͳ΋دینامی تقارنهای .٢

T ٢M = مماس کلاف ،M منیفلد روی (TODE) سوم مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل معادلات های دستگاه مطالعه چارچوب
شود: ͳم تعریف زیر صورت به شود، ͳم داده نشان j٢c : I → T ٢M نگاشت با که آن جت ترفیع دومین باشد. ͳم J٢

◦M

j٢c(t) =
(
xi(t),

١

١!

dxi

dt
(t),

١

٢

d٢xi

dt٢
(t)
)
.

(xi, y(١)i, y(٢)i) با را T ٢M روی القایی ͳموضع های مختصات و نموده ͳمعرف (xi) نماد با Mرا روی ͳموضع های مختصات
آن در که دهیم ͳم نمایش

y(١)i(j٢
◦c) =

d(xi(c(t))

dt
|t=◦, y(٢)i(j٢

◦c) =
١

٢

d٢(xi(c(t))

dt٢
|t=◦ .

،π٢
α : T ٢M → TαM ͳکانون سابمرشن ،α ∈ {◦, ١} هر برای چنین، هم است. T ◦M =M و y(◦)i = xi جا این در

در را T ٢M \ {٠} = {(x, y(١), y(٢)) ∈ T ٢M, y(١) ̸= ٠} کلاف زیر کند. ͳم القا T ٢M از ͳطبیع بندی برگ Έی
آنگاه باشد، منتظم خم Έی c : I →M اگر .T ٢M \ {◦} = (π٢

١)
−١(T ٢M \ {◦}) که باشید داشته توجه بΎیرید. نظر

. j٢c(t) ∈ T ٢M \ {◦} ،t ∈ I هر ازای به
Έی دلخواه، TODE دستگاه Έی به بخش، این در دارد. وجود ͳگوناگون ͳغیرخط های التصاق ،٢ مرتبه از S اسپری شبه Έی ازای به
ͳتمام محاسبه به آن، از استفاده با سپس، باشد. ͳم TODE این هندسه کننده توصیف که دهیم ͳم اختصاص ͳکانون ͳغیرخط التصاق
منجر شده، نتیجه انحنای های مؤلفه که شود ͳم داده نشان [٣] به توجه با شود. ͳم پرداخته ژاکوبی ͳریخت درون نظیر انحنای های مؤلفه
است، مطالعه مورد TODE نظیر های Έژئودزی خصوص در مفیدی اطلاعات حاوی تنها نه که گردد ͳم ژاکوبی معادله Έی ایجاد به

شد. خواهد نیوتونویید برداری میدانهای برحسب TODE دستگاه ͳ΋دینامی تقارنهای از ͳهندس ͳتوصیف ایجاد به منجر بل΋ه

محاسبه .[S,X] = ◦ اگر است S اسپری ٢‐شبه از ͳ΋دینامی تقارن Έی ،X ∈ X (T ٢M{◦}) برداری میدان .٢. ١ تعریف
مانند: T ٢M \ {◦} روی برداری میدان Έی که دهد ͳم نشان مستقیم

(٢. ١) X = X i(x, y(β))
∂

∂xi
+

٢∑
α=١

Y (α)i(x, y(β))
∂

∂y(α)i
,

و کند صدق ،α ∈ {١, ٢} هر ازای به ،α!Y (α)i = Sα(X i) در آن های مؤلفه اگر تنها و اگر است، ͳ΋دینامی تقارن

(٢. ٢) S٣(X i) + ۶X(Gi) = ◦.
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نیوتونویید برداری میدانهای و سوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ͳ΋دینامی تقارنهای

،T ٢M \{◦} روی برداری های میدان از زیر مجموعه ،S ٢‐اسپری Έی برای ͳ΋دینامی های تقارن ͳبررس هنگام در .٢. ٢ تعریف
کند. ͳم ایفا را ͳمهم نقش

(٢. ٣) X ٢
S =

{
X ∈ X (T ٢M{◦}), X = X i ∂

∂xi
+

٢∑
α=١

١

α!
Sα(X i)

∂

∂y(α)i

}
.

شود. ͳم نامیده ٢ مرتبه از نیوتونویید Έی ،X ∈ X ٢
S برداری میدان

گردد: ͳم حاصل زیر نتایج [۵ ،٣] به توجه با

نظر در را (S, (hα, v٢)) زوج به وابسته ∇ ͳ΋دینامی هموردای مشتق و (hα, v٢) ͳغیرخط التصاق و S اسپری شبه .٢. ٣ لم
اگر تنها و اگر است نیوتونویید Έی T ٢M \ {◦} Xروی برداری میدان بΎیرید.

(۴ .٢) X = X i δ

δxi
+

١

١!
∇(١)X i δ

δy(١)i
+

١

٢!
∇(٢)X i δ

δy(٢)i
.

نویسیم: ͳم α ∈ {١, ٢} هر ازای به که

١

α!
∇(α)X i =

١

α
Sα(X i) +

α∑
β=١

M i
(β)jS

α−β(Xj). (۵ .٢)

. v٢(X) = J(∇X) اگر تنها و Xاگر ∈ J١(X ٢
S) که Xداریم ∈ J١X (T ٢M \ {◦}) برداری میدان هر ازای به

X ∈ برداری میدان صورت، این در بΎیرید. نظر در را (S, (hα, v٢)) زوج به وابسته ∇ ͳ΋دینامی هموردای مشتق .۴ .٢ گزاره
باشد: برقرار زیر رابطه و بوده نیوتونویید اگر تنها و اگر است ͳ΋دینامی تقارن Έی ،X (T ٢M \ {◦})

(۶ .٢)
١

٢!
∇(J(٢)∇٢X) + Φ(X) = ◦.

vk[S,X] = ٠ hα[S,X]و = ٠ روابط اگر تنها و اگر است ͳ΋دینامی Xتقارن ∈ X (T ٢M\{◦})برداری میدان اثبات.
دهد: ͳم نتیجه ،α ∈ {٠, ١} هر ازای به hα[S,X] = ٠ روابط مجموعه اولین باشند. برقرار α ∈ {٠, ١} هر ازای به

داریم: X ∈ X (T ٢M \ {◦}) هر ازای به ،ͳطرف از .X ∈ X ٢
S با است معادل هم آن که ،[S,X] ∈ ker J

∇(v٢X) + Φ(X) = v٢[S,X].

هموردای مشتق α‐امین بنابراین، داشت. خواهند را مشخصات همان ، α ∈ {١, ٢} هر ازای به ∇(α)X(β)i های مؤلفه بنابراین،
کنیم: ͳم محاسبه زیر صورت به را X برداری میدان از ͳ΋دینامی

(٢. ٧) ∇(α)X =
٢∑

β=٠

∇(α)X(β)i δ

δy(β)i
, α ∈ {١, ٢}.

شود: ͳم نتیجه زیر رابطه (٢. ٧) و (۴ .٢) روابط از ،(h◦X = X i δ

δxi
(که X ∈ X ٢

S هر ازای به و

(v٢X) =
١

٢!
∇(٢)X i ∂

∂y(٢)i
=

١

٢!
J(٢)∇٢X.

□ گردد. ͳم کامل اثبات بالا، در شده حاصل نتایج از استفاده با
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آهنگری ف.

میدان گاه آن .∇J = ٠ کنید فرض و بΎیرید نظر در را (S, (hα, v٢)) زوج به ∇وابسته ͳ΋دینامی هموردای مشتق .۵ .٢ گزاره
و باشد نیوتونویید ΈیX اگر تنها و اگر است ͳ΋دینامی تقارن ΈیX ∈ X (T ٢M \ {◦}) برداری

(٢. ٨)
١

٢!
∇(∇(٢)X i) +

١∑
α=٠

١

α!
Ri

(α)j∇(α)Xj = ٠,

.h◦X = X i δ

δxi
که طوری به Xهستند ͳافق های مؤلفه Xها i آن، در که

Έی نظیر ͳ΋دینامی تقارنهای از زیر ͳهندس یابی مشخصه به توان ͳم (۵ .٢) و (۴ .٢) گزاره ، (٢. ٣) لم ،[٣] به توجه با نهایت، در
یافت: دست نیوتونویید برداری میدانهای برحسب دلخواه، TODE دستگاه

ͳ΋دینامی هموردای ∇مشتق و بوده S اسپری شبه توسط شده القا ͳکانون ͳخط غیر التصاق Έی (hα, v٢) کنید فرض .۶ .٢ قضیه
داشت: خواهیم صورت، این در باشد. آن متناظر

و باشد نیوتونویید Έی اگر تنها و اگر است ͳ΋دینامی تقارن Έی ،T ٢M \ {◦} Xروی برداری میدان :(١)

(٢. ٩)
١

٢!
∇٣J٢X + Φ(X) = ◦.

و اگر است، S از ͳ΋دینامی تقارن Έی ،T ٢M \ {◦} Xروی نیوتونویید برداری میدان Έی ،ͳموضع مختصات دستگاه در :(٢)
کند: صدق زیر ژاکوبی معادله در آن ͳافق های مؤلفه اگر تنها

(٢. ١٠)
١

٢!
∇٣X i+

(
٣
δGi

δxj
−S(N i

(٢)j)+N
i
(٢)lN

l
(١)j

)
∇◦X i+

(
٣
( δGi

δy(α)j
−N i

(٢)j

))
∇X i = ◦.
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

ͳعفون بیماری های انتشار برای واکسیناسیون برنامه شامل زمان‐گسسته ͳتصادف مدل Έی

پارسامنش محمود

،ͳغیرتصادف مدل مدل سازی روش تعمیم با و مͳ گردد ͳمعرف ͳعفون بیماری های انتشار برای ͳاپیدم مدل Έی مقاله این در چ΋یده.
زنجیر روش از استفاده با سپس مͳ شود. تشریح مذکور مدل برای مارکف زنجیرهای توسط زمان‐گسسته ͳتصادف مدل سازی ͳونگΎچ

مͳ گردد. بیان ͳغیرتصادف مدل ͳعموم مولد عدد حسب بر بیماری بقای و انقراض احتمال انشعاب،

مقدمه .١

يافته توسعه کشورهاي در Ͷحت مير و مرگ Ͷاصل عوامل از Ͷ΋ي همواره و کشيده چالش به را بشري جوام΄ همواره Ͷعفون هاي بيماري
و عوامل مطالعه بΎيرند، اوج و شوند ظاهر دوباره Ͷقبل هاي عفونت يا و آيد پديد جديدي عفونت است مم΋ن همواره که آنجا از اند. بوده
رفتار مطالعه ام΋ان کامپیوتری، سازی شبیه و ͳریاض مدل های مͳ باشد. برخوردار بسزایی اهمیت از آن ها کنترل همچنین و انتشار ͳونگΎچ
ناميده Ͷاپيدم مدل هاي معمولا مͳ پرازند جامعه Έی در ͳعفون بیماری Έی مطالعه به که ͳریاض مدل های مͳ کنند. فراهم را جامعه Έی
مدل سازي در مͶ شوند. بيان Ͷتفاضل معادلات يا و ديفرانسيل معادلات با ترتيب به که باشند گسسته يا و پيوسته است مم΋ن و مͶ شوند
و جابجايي ها سپس مͶ شود. افراز زيرجمعيت چند به بيماري پيشرفت به نسبت افراد وضعيت به توجه با مطالعه مورد جمعيت ،Ͷاپيدم
به Ͷرياض معادلات توسط مهاجرت، و مرگ و زاد قبيل از Ͷجمعيت تغييرات هرگونه طور همين و Ͷجمعيت گروه هاي افراد بين انتقال هاي

مͶ گردد. حاصل جمعيت آن رفتار براي Ͷ΋دينامي سيستم Έي ترتيب بدين و مͶ شوند مربوط ي΋ديΎر
گرفت. قرار مطالعه مورد و گردید ͳمعرف [٣] در است، گردیده بیان ͳمعمول دیفرانسیل معادلات غالب در که زیر زمان‐پیوسته مدل

(١. ١)

Ṡ = (١ − ε)Λ− βSI

N
− (µ+ ρ)S + γI + θV,

İ =
βSI

N
− (µ+ γ + α)I,

V̇ = εΛ + ρS − (µ+ θ)V.

. واکسیناسیون مارکف، زنجیر ،ͳاپیدم مدل کلیدی: واژه های
.92D25 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی
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پارسامنش م.

انتقال را عفونت مي توانند و هستند Ͷعفون که افرادي است. شده افراز دسته سه به بيماري پيشرفت به توجه با جامعه جمعیت مدل، این در
Έي هر افراد تعداد دارند. مصونيت بيماري مقابل در که افرادي و دارند، قرار شدن Ͷعفون معرض در و هستند سالم که افرادي دهند،
،ͳعفون افراد با موفق تماس Έی از پس سالم افراد مͶ شوند. داده نشان V (t) و I(t) ، S(t) با ترتيب به t لحظه در گروه ها اين از
ͳتمام در ͳطبیع مرگ مͳ یابند. بهبود γ نرخ با بیمار افراد همچنین و مͳ شوند بیمار مͳ شود، گفته استاندارد نرخ آن به که βSI

N
نرخ با

ͳزمان واحد هر در کنیم فرض مͳ شود. گرفته نظر در α بیماری اثر در مرگ نرخ همچنین و مͳ افتد اتفاق µ نرخ با ͳجمعیت گروه های
این به واکسیناسیون برنامه مͳ باشد. مهاجر افراد ͳحت و شده متولد تازه افراد شامل تعداد این شود. افزوده جامعه به جدید عضو Λ تعداد
صد ͳکارائ با واکسیناسیون مͳ شوند. واکسینه ε و ρ نسبت های با ترتیب به وارد تازه افراد و سالم افراد زمان واحد در که است ترتیب

مͳ دهند. دست از را بیماری برابر در ͳایمن θ نرخ با افراد و است ͳموقت واکسیناسیون این هرچند مͳ شود گرفته نظر در صد در
مجموعه Έی Γ = {(S, I, V ) ∈ R٣

+ : S + I + V ≤ Λ
µ
} ناحیه شوند، فرض ͳمثبت مقادیر µ و Λ اگر گردید بیان

مدل این برای ͳعموم مولد عدد مͳ مانند. ͳباق Γ در همواره ذستگاه جواب های Γ از باشروع ͳیعن است، ١. ١ دستگاه برای مثبت پایای
شد: داده زیر صورت به

R٠ =
β
(
µ(١ − ε) + θ

)
(µ+ γ + α)(µ+ θ + ρ)

,

صورت به بیماری بدون تعادل نقطه داری همواره دستگاه که گردید ثابت و

(١. ٢) E٠ = (S٠, I٠, V ٠) =

Λ
(
µ(١ − ε) + θ

)
µ(µ+ θ + ρ)

, ٠,
Λ(µε+ ρ)

µ(µ+ θ + ρ)

 ,

تعادل نقطه Έی و است ناپایدار بیماری بدون تعادل نقطه ،R٠ > ١ ͳوقت حالͳ که در است. سراسری پایدار R٠ < ١ ͳوقت که است
است: سراسری پایدار که است موجود زیر صورت به بیماری شامل فرد به منحصر

(١. ٣)

E∗ = (S∗, I∗, V ∗) =

(
Λ(µ+ γ + α)

βµ

(
١ − α(R٠ − ١)

µR+ α(R− ١)

)
,

Λ(R٠ − ١)

µR+ α(R− ١)
,

εΛ

µ+ θ

(
١ +

ρ(µ+ αε+ θ)/(ε(µ+ ρ+ θ))

µR+ α(R− ١)

))
,

است. شده فرض اختصار منظور به R = β(µ+θ)
(µ+γ+α)(µ+θ+ρ)

عبارت آن در که

مترقبه غیر عوامل از نمͳ توان مͳ رسد نظر به است، ͳتصادف صورت به ذاتاً ͳعفون بیماری های انتشار فرایند ماهیت که آنجایی از
رسید. واقعͳ تری مدل های به مͳ توان بیماری انتشار مدل های در ͳتصادف عوامل گرفتن نظر در با نمود. ͳپوش چشم ͳواقع دنیای در
کامپیوترهای بودن دسترس در و مناسب عددی روش های آمدن وجود به ،ͳتصادف فرایندهای آنالیز ͳریاض ابزارهای در اخیر پیشرفت های
فرمول  بندی به ما مقاله این ادامه در یابد. افزایش آن ها کارگیری به و ͳتصادف مدل های به توجه است گردیده باعث توانمند ͳکاف اندازه به
در بیماری بقای یا انقراض شرایط بیان به و پرداخت خواهیم مارکف زنجیرهای از استفاده با ١. ١ دستگاه توسط شده داده مدل ͳتصادف

مͳ پردازیم. ͳتصادف مدل

ͳمارکف زنجیر ͳتصادف مدل .٢

گروه های از Έی هر در افراد تعداد بیانگر که باشند ͳتصادف متغیرهای V (t) و ،I(t) ،S(t) و t ∈ [٠,∞) کنیم فرض
در افراد تعداد از متش΋ل X = (S, I, V ) بردارهای باشند. t لحظه در شده واکسینه و ،ͳعفون بیماری)، (مستعد سالم ͳجمعیت
∆ ͳزمان بازه در ͳجمعیت گروه های تغییرات بیانگر که ∆X = (∆S,∆I,∆V ) و t لحظه در ͳجمعیت گروه های از Έی هر
در جابجایی یا تغییر یه تنها طوری که به مͳ شود فرض Έکوچ ͳکاف اندازه به ∆ ͳزمان بازه هستند. بعدی سه ͳتصادف بردارهای مͳ باشد،
انجام ͳاحتمالات صورت به مدل در ͳجمعیت گروه های بین جابجایی و ͳجمعیت تغییرات ͳتمام مͳ کنیم فرض دهد. رخ ͳجمعیت گروه های
عنوان به مͳ شوند. تعریف ∆ ͳزمان بازه و ͳتصادف غیر مدل در جابجایی نرخ های ضرب حاصل از استفاده با انتقال احتمالات شوند.
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ͳعفون بیماری های برای واکسیناسیون شامل ͳتصادف مدل Έی

∆ Έکوچ ͳزمان بازه در آن ها احتمال همراه به ١. ١ دستگاه در مم΋ن جابجایی های و تغییرات :١ جدول

احتمال ͳجمعیت تغییر نماد
p١ = bS∆ ∆X(١) = (١, ٠, ٠) bS = (١ − ε)Λ

p٢ = dS∆ ∆X(٢) = (−١, ٠, ٠) dS = µS

p٣ = mSI∆ ∆X(٣) = (−١, ١, ٠) mSI =
βSI
N

p۴ = mSV∆ ∆X(۴) = (١, ١−,٠) mSV = ρS

p۵ = mIS∆ ∆X(۵) = (١−,١, ٠) mIS = γI

p۶ = mV S∆ ∆X(۶) = (١, ١−,٠) mV S = θV

p٧ = dI∆ ∆X(٧) = (١−,٠, ٠) dI = (µ+ α)I

p٨ = dV∆ ∆X(٨) = (٠, ١−,٠) dV = µV

p٩ = bV∆ ∆X(٩) = (٠, ٠, ١) bV = εΛ

p١٠ = ١ −
٩∑

k=١
pk ∆X(١٠) = (٠, ٠, ٠)

رخ mSI∆ با برابر ͳاحتمال با انتقال این صورت این در شود، داده نشان mSI با ( I به S از (انتقال ابتلا مورد Έی نرخ اگر مثال
مͳ شود. داده نشان ∆X = (−١, ١, ٠) صورت به برداری زبان به تغییری چنین مͳ دهد.

نرخ جدول، احتمالات قسمت در است. شده آورده ١ جدول در آن ها با متناظر احتمال همراه به جابجایی ها و تغییرات این ͳتمام
به مهاجرت و زاد نرخ و ،d نماد اندیس توسط ͳجمعیت گروه Έی در مرگ نرخ ،m نماد اندیس توسط ͳجمعیت گروه دو بین جابجایی
Έی بیانگر تنها که مͳ باشد ∆X(i) پیشامد Έی با متناظر pi احتمال هر است. شده مشخص b نماد اندیس توسط ͳجمعیت گروه Έی

کنید.( رجوع [١] به ͳتصادف مدل سازی با بیشتر آشنایی (برای است جامعه در تغییر
آید: بدست ١ جدول از مͳ تواند t+∆ تا t زمان از ∆ بازه طول در ناصفر انتقال احتمال های بنابراین

(٢. ١)
pX,X+∆X(n)(∆) = Prob{X(t+∆) = X +∆X(n)|X} = pn, n = ١, . . . , ٩,

pX,X(∆) = Prob{X(t+∆) = X|X} = p١٠.

بقا و انقراض احتمال .٣

مارکف زنجیر بقای یا انقراض احتمال های تعیین به کنید)، رجوع [٢] به ͳتکمیل اطلاعات (برای انشعاب زنجیر روش از استفاده با
ͳبررس ͳغیرتصادف مدل بیماری بدون تعادل نقطه ͳ΋نزدی در I وضعیت Έدینامی روش، این در مͳ پردازیم. {S(t), I(t), V (t)}
S٠ = Λ(µ(١−ε)+θ)

µ(µ+θ+ρ)
داریم E٠ بیماری بدون تعادل نقطه در مͳ شود. فرض مستقل فرایند Έی عنوان به {I(t)} فرایند و مͳ گردد

و S(t) = S٠ دادن قرار با بنابراین .R٠ =
β(µ(١−ε)+θ)

(µ+γ+α)(µ+θ+ρ)
= βS٠

N ٠(µ+γ+α)
که مͳ کنیم توجه همچنین .N ٠ = Λ

µ
و

بود: خواهد زیر صورت به ١ ش΋ل به توجه با {I(t)} انشعاب زنجیر زاد احتمال های ،V (t) = V ٠

(٣. ١)

f(٠) =
µ+ γ + α

βS٠

N ٠ + (µ+ γ + α)
=

١

R٠ + ١
,

f(٢) =
βS٠

N ٠

βS٠

N ٠ + (µ+ γ + α)
=

R٠

R٠ + ١
,

f(k) = ٠, k ∈ Z+ , k ̸= ٠, ٢.
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آن مم΋ن وجابجایی های I(t) فرایند :١ ش΋ل

نوست: زیر صورت به u ∈ [٠, ١] برای مͳ توان را زاد توزیع برای احتمال مولد تابع بنابراین

φ(u) =
∞∑
n=٠

f(n)un = f(٠) + f(٢)u٢ =
R٠

R٠ + ١
u٢ +

١

R٠ + ١
,

.R٠ > ١ اگر فقط و اگر m > ١ و R٠ ≤ ١ اگر فقط و اگر m ≤ ١ بنابراین .m = φ′(١) = ٢R٠
R١+٠ مͳ آوریم بدست

فقط و اگر مͳ شود صفر جذب q احتمال با و ،R٠ ≤ ١ اگر فقط و اگر مͳ شود جذب صفر به Έی احتمال با {I(t)} فرایند بنابراین
در R٠u

٢ − (١ + R٠)u + ١ = ٠ معادله حل با است. (٠, ١] در φ تابع ثابت مقدار کوچ΋ترین q که ،R٠ > ١ اگر
مͳ کنند: اثبات را زیر قضیه شده مطرح مباحث بنابراین، .q = ١

R٠
مͳ یابیم

مͳ شود، داده ١ جدول در شده بیان انتقال احتمال های با گسسته مارکف زنجیر توسط که SVIS ͳتصادف مدل برای .٣. ١ قضیه

مͳ دهد. رخ بیماری انقراض Έی احتمال با آنگاه ،R٠ ≤ ١ اگر (١)
مͳ شود: داده زیر صورت به بیماری انقراض احتمال ،R٠ > ١ اگر (٢)

lim
t→∞

Prob{I(t) = ٠} =
( ١

R٠

)I(٠)
,

است. اولیه ͳعفون افراد تعداد I(٠) آن در که

گیری نتیجه .۴

مدل سازی روش تعمیم با است، واکسیناسیون شامل که استاندارد نرخ با ͳغیرتصادف ͳاپیدم مدل Έی ͳمعرف از پس مقاله این در
ب΋ارگیری با سپس گردید. فرمول بندی مارکف زنجیرهای از استفاده با شده، ͳمعرف مدل برای زمان‐گسسته ͳتصادف مدل Έی ،ͳغیرتصادف
منقرض بیماری Έی احتمال با است Έی مساوی یا کمتر ͳغیرتصادف مدل ͳعموم مولد عدد ͳوقت که شد داده نشان انشعاب زنجیر روش

مͳ دهد. رخ Έی از کمتر احتمال با اتفاق این باشد Έی از یزرگتر عدد این اگر و مͳ شود
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

یافته تعمیم شیفت فضای

تهمتن روزبه و دستجردی احمدی داود

خواص نیز خود دیΎر، رشته های در کاربرد ضمن و هستند ͳ΋دینامی دستگاه های مطالعه برای کارآمد ابزاری شیفت فضاهای چ΋یده.
مجموعه Έی از نماد ها که نمادهاست از دنباله Έی Έکلاسی شیفت فضای در نقطه هر مͳ گذارند. نمایش به را ͳغن و متنوع ͳ΋دینامی
تعمیم را شیفت فضاهای مفهوم مقاله، این در مͳ شوند. اندیس گذاری صحیح یا ͳطبیع اعداد توسط دنباله این و شده انتخاب الفبا نام به

مͳ شوند. اندیس گذاری کلͳ تر مجموعه ای توسط بل΋ه نشده اندیس گذاری صحیح اعداد توسط لزوما نقاط بطوری΋ه داده ایم

پیش گفتار .١

دستگاه پویایی و است مجرد نمادهای از دنباله هایی توسط هموار یا Έتوپولوژی پویای دستگاه مدلسازی از عبارت نمادین پویایی
استفاده مارکوف افراز از کار این  انجام برای معمولا شود. ͳم داده نمایش σ با که مͳ شود مدلسازی نوبت) (یا شیفت عملΎر توسط
شیفت دستگاه دستگاه هایی، چنین مهمترین مͳ انگارد. افراز عناصر از ͳاجتماع روی به را افراز از عضو هر دستگاه نگاشت که مͳ شود
فضای ͳتابع دیΎر عبارت به بود. خواهد سیستم از عضوی باشد شده تامین الفبا از آن مولفه های که دنباله ای هر دستگاه این در است. کامل
یا (σ(x))n = xn+١ دستور با σ : AN → AN اینصورت، در است. ما الفبای مجموعه A که بود خواهد AZ یا AN ما فاز

مͳ شود. داده s ∈ N برای f(s) = s+ ١ که (σ(x))s = xf(s)
مͳ شود. گرفته نظر در دلخواه هم f : S → S و S دلخواه مجموعه ،Z یا N جای به مقاله، این در

ͳاصل نتایج .٢

صورت به را σf : AS → AS تابع باشد. تابع Έی f : S → S و مجموعه دو S و A کنید فرض .٢. ١ تعریف

σf (x)(s) = x(f(s))

مͳ شود. نامیده تعمیم یافته کامل شیفت (A, S, f) سه تایی همچنین، یافته نامیم. تعمیم شیفت تابع آنرا و کرده تعریف

σf اگر تنها و اگر است Έی به Έی f دراینصورت باشد. یافته تعمیم کامل شیفت فضای Έی (A, S, f) کنید فرض .٢. ٢ گزاره
باشد. پوشا

شیفت. فضای نمادین، Έدینامی کلیدی: واژه های
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تهمتن روزبه و دستجردی احمدی داود

Έی σf اگر تنها و اگر است پوشا f دراینصورت باشد. یافته تعمیم کامل شیفت فضای Έی (A, S, f) کنید فرض .٢. ٣ گزاره
باشد. Έی به

نیازمندیم. زیر تعریف به پیوسته σf داشتن برای لذا و کامل شیفت فضای بر متر ͳطبیع تعمیم برای

y و x هر برای باشد. Έی به ͳمتناه ͳتابع l : S → N٠ و یافته تعمیم کامل شیفت فضای (A, S, f) کنید فرض .۴ .٢ تعریف
دهید قرار و N(x, y) := min{l(s) : x(s) ̸= y(s), s ∈ S} کنید فرض AS به متعلق

dl(x, y) :=

{
٠, x = y

( ١
٢)

N(x,y), x ̸= y
.

نامیم. Έمتری شیفت فضای را (A, S, f, l) چهارتایی آنگاه

شود تعریف زیر بصورت l : S → N٠ تابع و A = {٠, ١, ٢} ،S = N کنید فرض .۵ .٢ مثال

l(n) = ۵k, ۵(k − ١) ≤ n ≤ ۵k, k ∈ N

باشند زیر بصورت x, y ∈ AS اگر اکنون

x = ٠٠٠٠٢٠٠٠٠٢٠٠٠٠٢ . . . , y = ١١١١٢١١١١٢١١١١٢ . . .

l(n) ≥ ۵ داریم x(n) ̸= y(n) که n هر ازای به زیرا N(x, y) = ۵ آنگاه

کنید فرض .۶ .٢ مثال

S =

n times︷ ︸︸ ︷
Z× Z× · · · × Z, f(k١, k٢, . . . , kn) = (k١ + ١, k٢ + ١, . . . , kn + ١)

از است عبارت AS فضای در ١
٢ شعاع و x مرکز به گوی دراینصورت، .l(k١, k٢, . . . , kn) = max{|k١|, . . . , |kn|} و

برابراند. x با توپر واحد مربع بر که هایی y تمام
است. دوطرفه شیفت فضای همان (A, S, f, l) آنگاه ،n = ١ اگر بویژه

کنید تعریف s ∈ S برای .|G| <∞ و است شده تولید G ⊆ S توسط که باشد نیم گروه Έی (S, ∗) کنید فرض .٢. ٧ مثال
فرض و است.) Έی به ͳمتناه ͳتابع l که کنید (توجه l(s) = min{|n١ + · · ·+ nk| : s = gn١

١ . . . gnk
k , gi ∈ G}

آنگاه t = ١ و S = Z اگر بویژه کنید. تعریف f(s) = s ∗ t بصورت را f : S → S تابع باشد. ثابت t ∈ S کنید
است. دوطرفه شیفت فضای همان (A, S, f, l)

است. متر Έی ۴ .٢ تعریف در شده تعریف dl تابع .٢. ٨ قضیه

ͳمعرف مترهای ͳیعن ،dl′ و dl متر با ترتیب به Έمتری شیفت فضای دو (A, S, f, l′) و (A, S, f, l) کنید فرض .٢. ٩ قضیه
معادلند. AS روی dl′ و dl توسط شده القاء توپولوژی آنگاه باشند. ۴ .٢ تعریف در شده

S است، Έی به ͳمتناه ͳتابع l : S → N٠ تابع چون باشد. Έمتری شیفت فضای (A, S, f, l) که کنید فرض .٢. ١٠ نکته
ͳیعن این که است ١

٢
m حداقل AS در متمایز نقطه دو هر فاصله آنگاه ،|S| = m < ∞ اگر شماراست. حداکثر مجموعه Έی

است. شمارا مجموعه ای S که مͳ گذاریم این بر را فرض بعد به این از دلیل همین به است. گسسته Έتوپولوژی فضای Έی AS

خواص دارای بنابراین و است AZ شیفت فضای با ١ همسانریخت Έمتری شیفت هرفضای ، ٢. ٩ قضیه و بالا نکته بنابر .٢. ١١ نکته
است. فشرده AS آنگاه باشد ͳمتناه A اگر بخصوص هستند. ی΋سان ͳ΋توپولوژی

1Homeomorph
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یافته تعمیم شیفت فضای

در شده تعریف متر به نسبت σf شیفت تابع دراینصورت باشد Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .٢. ١٢ قضیه
است. پیوسته ۴ .٢ تعریف

نیست. درست لزوما بالا قضیه ، ۴ .٢ تعریف در l بودن Έی به ͳمتناه شرط بدون که مͳ دهد نشان بعد مثال

صورت به را l : S → N٠ و f : S → S همچنین .S = N٢
٠ و A = {٠, ١} کنید فرض .٢. ١٣ مثال

f(s) =


(n, ٠), s = (n, n)

(n, n), s = (n, ٠)

s, اینصورت غیر در

, l((m,n)) = n

داریم x ∈ AS برای حال کنید. تعریف

B(σf (x),
١
٢) = {y ∈ AS : y|l٠ = σf (x)|l٠}

= {y ∈ AS : y|N{٠}×٠ = σf (x)|N{٠}×٠}

.σf (B(x, r)) ⊆ B(σf (x),
١
٢) که نمͳ شود یافت ͳمثبت r لذا و

Έی P = {O(s) : s ∈ S} دراینصورت باشد. Έی به Έی f و Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض
هر از مͳ دهیم. نمایش P = {Oj : j ∈ N٠} بصورت را P پس شماراست حداکثر P شماراست، S چون و است S از افراز
ͳم را x ∈ AS هر بنابراین، .si,j = f i(s̄j) مͳ کنیم تعریف اکنون بنامید. s̄j آنرا و کنید انتخاب عضو Έی دقیقا Oj ∈ P

داد نمایش زیر بصورت توان

. . . x(−٢, ٠) x(−١, ٠) x(٠, ٠) x(١, ٠) x(٢, ٠) . . .

. . . x(−٢, ١) x(−١, ١) x(٠, ١) x(١, ١) x(٢, ١) . . .

. . . x(−٢, ٢) x(−١, ٢) x(٠, ٢) x(١, ٢) x(٢, ٢) . . .
...

...
...

...
...

ͳبعض برای و نباشد پوشا f است مم΋ن (البته نامیم. ͳم چندسطری نمایش را AS اعضای نمایش این ،x(i, j) = x(si,j) که
نشود.) تعریف ͳمنف iهای برای si,j ،j

i سطر x′(i) که بنویسیم x = (x′(٠), x′(١), . . . ) بصورت مͳ توان را x ∈ AS هر چندسطری نمایش به توجه با
یا Xi = AN٠ یا Xi = AZ که AS =

∏∞
i=١ Xi یا AS =

∏n
i=١ Xi ͳیعن است. x چندسطری نمایش از ام

شمارایی حداکثر ضرب حاصل Έمتری شیفت فضای گفت مͳ توان باشد نداشته متناوب نقطه f اگر مخصوصا .Xi = A{٠,١,...,r}

است. طرفه دو یا طرفه Έی شیفت فضاهای از

متناوب نقطه f آنگاه باشد، ترایا  σf اگر دراینصورت باشد. Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .١۴ .٢ قضیه
ندارد.

در باشد. نداشته متناوب نقطه و باشد Έی به Έی ͳتابع f باشد. Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .١۵ .٢ قضیه
است. ترایا  σf و هستند چΎال AS در σf متناوب نقاط اینصورت

و w = w٠w١ . . . wn−١ ∈ Ln(A) و باشد یافته تعمیم کامل شیفت فضای Έی (A, S, f) کنید فرض .١۶ .٢ تعریف
بطوری΋ه باشد موجود s ∈ S اگر مͳ افتد اتفاق x در w مͳ گوییم .x ∈ AS

x(s) = w٠, σf (x)(s) = w١, . . . , σ
n−١
f (x)(s) = wn−١.

.w ⊏ x مͳ نویسیم آنصورت در
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تهمتن روزبه و دستجردی احمدی داود

دهید قرار .F ⊂ L(A) و باشد یافته تعمیم کامل شیفت فضای Έی (A, S, f) کنید فرض .٢. ١٧ تعریف

XF := {x ∈ AS : ∀w ∈ F , w ̸⊏ x}.

مͳ نامیم. Έمتری شیفت فضای از یافته تعمیم زیرشیفت را XF

است. پایا σf تحت و بسته XF دراینصورت باشد. Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .٢. ١٨ قضیه

ماتریس ΈیM و باشد یافته تعمیم کامل شیفت فضای Έی (A, S, f) Aو = {٠, . . . , k− ١} کنید فرض .٢. ١٩ تعریف
مͳ کنیم تعریف باشد. Έی و صفر درایه های با k × k

XM = {x ∈ AS : ∀s ∈ S, M(x(s), σf (x)(s)) = ١}

مͳ نامیم. ͳمتناه نوع از یافته) (تعمیم شیفت زیر Έی را σf |XM
دراینصورت

اگر دراینصورت باشد. ͳمتناه نوع از شیفت زیر Έی σf |XM
و Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .٢. ٢٠ قضیه

است. ناپذیر تحویل M آنگاه باشد، ترایا σf |XM

نیست. درست لزوما بالا قضیه عکس مͳ دهد نشان بعد مثال

و l(m,n) = ٢m+ n ،f(m,n) = (m+ ١, n) ،S = N٠ × {٠, ١} ،A = {٠, ١} کنید فرض .٢. ٢١ مثال

کنید فرض و گرفته نظر در را (A, S, f, l) Έمتری شیفت فضای از XM ͳمتناه نوع از شیفت زیر .M =

[
٠ ١
١ ٠

]
U = {x ∈ XM : x(٠, ٠) = ٠, x(٠, ١) = ١}, V = {x ∈ XM : x(٠, ٠) = x(٠, ١) = ٠}.

اینصورت در

σ−n
f (U) ∩ V = {x ∈ XM : x(٠, ٠) = x(٠, ١) = x(n, ٠) = ٠, x(n, ١) = ١}.

در درایه n − ١ و هستند (n, ٠) و (٠, ٠) بین که اول سطر در درایه n − ١ بر باید x ∈ σ−n
f (U) ∩ V هر که کنید توجه

چون اما شود. تعریف هستند (n, ١) و (٠, ١) بین که دوم سطر

Mn(٠, ٠) ≥ ١ ⇐⇒ n ∈ ٢Z, Mn(٠, ١) ≥ ١ ⇐⇒ n ∈ ٢Z+ ١,

.σ−n
f (U) ∩ V = ∅ بنابراین و نمͳ باشد تعریف قابل دوم یا اول سطر در م΋ان Έی ͳطبیع n هر ازای به

Έی به Έی f و باشد ͳمتناه نوع از شیفت زیر Έی σf |XM
و Έمتری شیفت فضای Έی (A, S, f, l) کنید فرض .٢. ٢٢ قضیه

باشد. نامتناوب M اگروتنهااگر دارد ͳآمیختگ σf |XM
دراینصورت باشد نداشته متناوب نقطه و باشد
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

ͳ΋دینامی سیستم ‐C∗ Έی روی فوریه فضای

ͳیوسف شمس مرضیه

Έکلاسی ساختار مفهوم این سازیم. ͳم مقداری ‐C∗ فوریه فضای ،ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم مفهوم Έکم با مقاله این در چ΋یده.
بخشد. ͳم تعمیم را ایمارد توسط شده ساخته

پیش گفتار .١

١٩۶۴ سال در پ.ایمارد توسط بار اولین دلخواه فشرده موضعاً گروه Έی برای B(G) و A(G) یس اشتیل فوریه و فوریه جبر
نوع از جبرهای ایمارد، ͳمعرف از پس کند. شناسایی ͳگروه جبر روی از را G فشرده موضعاً گروه داشت ͳسع ایمارد شد.[٢] ͳمعرف
∗C–سیستم های پایه بر که کنیم ͳمعرف را بردار‐مقداری فوریه جبر داریم ͳسع مقاله این در کردند. ͳط را ͳمفصل تاریخچه فوریه
نشسته ثمر به [١] در ͳکنت و بدُش توسط مقداری بردار یس اشتیل فوریه جبر ساختن برای ارزشمندی تلاش های مͳ شود. بنا ͳ΋دینامی
،ͳ΋دینامی ‐سیستم های صلیبی ضرب شده) تحدید و (پر ‐جبر کراندار کاملا̈ ضربΎرهای جبر ابزار Έکم به [١] در نویسندگان است.
مͳ پردازیم. ͳ΋دینامی ‐سیستم های C∗روی فوریه فضاهای ͳمعرف به دیΎری دیدگاه از مقاله این در کردند. شناسایی را باناخ جبر این

شد. خواهد تصریح م΋مل مفروضات است، فشرده موضعاً گروه Έی G و ی΋دار ∗C‐جبر Έی A مقاله این سرتاسر در

ͳ΋دینامی سیستم های ‐C∗ .٢

فشرده موضعاً گروه ،A جبر ‐C∗ شامل (A,G, α) سه تایی Έی از است عبارت ͳ΋دینامی سیستم های ‐C∗ Έی .٢. ١ تعریف
همΎرای توپولوژی با که Aاست روی ی΋ریختͳ های Atuهمه A از منظور آن در که ،α : G→ Aut A پیوسته ͳهمریخت Gو

است. مجهز نقطه ای) نرم (توپولوژی قوی

ببریم. بهره αx نماد از α(x) جای به است مم΋ن ادامه در ͳراحت برای
نمایش مفهوم و G روی فشرده محمل با ∗C‐مقداری پیوسته توابع شامل Cc(G,A) فضای با خواننده که است این بر فرض

دارد. آشنایی [٣] هیلبرت ͳمدول فضاهای روی ͳ΋دینامی های سیستم از هموردا

. ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم وردا، هم نمایش فوریه، جبر کلیدی: واژه های
.46L55, 46L05 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی
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مͳ  کنیم تعریف f ∈ Cc(G,A) روی باشد، ͳ΋دینامی‐C∗Έی (A,G, α) کنید فرض [۴] .٢. ٢ گزاره

∥f∥ = sup
{
∥πU(f)∥ : است (A,G, α) Έی نمایش هموردا از (π, U)

}
کامل سازی است. ∥ · ∥١ تسلط تحت و مͳ  شود نامیده جام΄ نرم که مͳ کند، تعریف Cc(G,A) روی نرم Έی ∥ · ∥ صورت این در
مͳ شود. داده AαGنمایش با و مͳ شود نامیده G Aتوسط از صلیبی ∗C‐جبر که است، ∗C‐جبر Έی جام΄، نرم با Cc(G,A)

شده مطالعه کامل طور به [۴] در (A,G, α) هموردای نمایش های و AαG نمایش های بین ارتباط و صلیبی ∗C‐جبر خواص
است.

∗C‐مقداری فوریه فضای .٣

ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی صلیبی جبر ‐C∗ ابزارهای از استفاده با ∗C‐مقداری فوریه جبر برای ای ایده مͳ کنیم ͳسع مقاله این در
ساختار که هرچند مͳ دهد. تعمیم را ͳپیچش ضرب و نمایش ها بین ارتباط مورد در خصوص به Έکلاسی اولیه نتایج ایده این کنیم. ارائه

است. ابهام از هاله ای در حدی تا آن جبری
است. مدول هیلبرت ΈیL٢(G,A) باناخ فضای مͳ شود، دیده ͳسادگ به باشد، ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض

مͳ دهیم قرار

ρ :A −→ B(A)

a −→ La

و

ρ̃ : A −→ B(L٢(G,A))

a −→ h −→ r −→ ρ(αr−١(a))(h(r)),

و

U : G −→ B(L٢(G,A))

s −→ h −→ r −→ αs(h(S
−١r)).

نمایش ها و ͳپیچش ضرب بین Έکلاسی ارتباط از ͳصورت حالت این در است. هموردا ρ̃ با و است ͳان΋ی نمایش ΈیU صورت این در
مͳ شود: حاصل زیر صورت به ∗C‐مقداری فرم در

⟨U(s−١)ξ, η⟩ = αs−١(ξ ∗ η̃(s))

کامل سازی مقداری، بردار فوریه فضای از منظور این صورت در باشد، ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .٣. ١ تعریف
فرم به توابع توسط شده تولید برداری فضای

f : GA −→ A

(s, x) −→ ⟨ρ̃(x)U(s−١)ξ, η⟩

است. زیر نرم با L٢(G,A) در ξ ،η Έی برای
مͳ دهیم قرار f ∈ A(G,A) برای

∥f∥ = inf
{
∥ξ∥∥η∥ : f(s, x) = ⟨ρ̃(x)U(s−١)ξ, η⟩

}
(ρ̃, U) هموردای نمایش از ضریب تابع Έی را ⟨ρ̃(x)U(s−١)ξ, η⟩ فرم به عضو هر مͳ دهیم. A(G,A)نمایش با را فضا این

مͳ نامیم. آن متناظر بردارهای را ξ ،η و
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فوریه فضای

فرم به ͳنمایش فضا این عضو هر مͳ نامیم. A‐مقداری فوریه فضای را ،A(G,A) باناخ فضای .٣. ٢ تعریف

f : GA −→ A

(s, x) −→
∞∑
i=١

⟨ρ̃(x)U(s−١)ξi, ηi⟩

بر آیا است، برقرار A(G) در آنچه با مشابه که، این و خیر یا مͳ دهد تش΋یل جبر Έی فوق شده تعریف فضای که این ͳبررس دارد.
ضرب شود داده نشان باید منظور این به نیست. شده شناخته هنوز مͳ شود، ͳمعرف Cc(G,A) در فشرده محمل با بردارهای حسب
آن، از مناسبی صورت یا (ρ̃, U) با هیلبرت مدول های ͳداخل تانسوری ضرب روی (ρ̃, U) منظم هموردای نمایش دو ͳطبیع تانسوری

است. ارز هم

،u∗ ،a ،u این صورت در a ∈ A و x ∈ A(G,A) و باشد ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .٣. ٣ گزاره
دارند. تعلق A(G,A) به ǔ و ũ

ایمارد فوریه جبر ،A(G,A) فوریه فضای صورت این در باشد. ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .۴ .٣ گزاره
دارد. بر در طولپا صورت به را

است. فوریه جبرهای Έکلاسی حالت در موجود نتایج از ͳتعمیم ذیل قضیه

تعریف صلیبی ∗C‐جبر روی مثبت کاملا نگاشت Έی ی΋سان بردارهای با ͳ΋دینامی سیستم Έی منظم نمایش ضرایب .۵ .٣ گزاره
مͳ کنند.

است. برقرار کلͳ تری ش΋ل به فوق قضیه عکس

T : L١(G) → کراندار ͳخط نگاشت هر هرگاه مینامیم، ریس نمایش  پذیر را (A,G, α) ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم .۶ .٣ تعریف
داشته f ∈ L١(G) هر برای که باشد موجود چنان g ∈ L∞(G,B(A)) که معنا این به شود، ͳمعرف انتگرال حسب B(A)بر

.T (f) =
∫
fg باشیم

است. ریس نمایش پذیر (A,G, α) ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم ،ͳمتنوع شرایط تحت

این صورت در باشد. A به AαG صلیبی ∗C‐جبر از مثبت کاملا نگاشت Έی T : AαG → A کنیم فرض . .٣. ٧ گزاره
f ∈ AαG هر برای که طوری به موجودند، چنان آن در ξ بردار و X مدول هیلبرت Έی روی (π, U) هموردای نمایش

T : AαG→ A, T (f) = ⟨πU(f)ξ, ξ⟩.

هرنگاشت هرگاه مͳ نامیم، تفکیΈ پذیر را A ∗C‐جبر باشد. ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .٣. ٨ تعریف
شود. نوشته مثبت کاملا نگاشت های ͳخط ترکیب به صورت φ : AαG→ A کراندار کاملا

در تفکیΈ پذیر نگاشت های برای مشابه تعریف از ضعیف تری صورت و است مقاله همین برای ͳموضع تعریف Έی فوق تعریف
هستند. تفکیΈ پذیر انژکتیو، نویمان فون جبرهای مثال عنوان به ∗C‐جبرهاست. ͳکل نظریه

زیرفضای A(G,A) این صورت در باشد. تفکیΈ پذیر A و ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .٣. ٩ گزاره
است. CB(AαG,A) ،A به AαG از کراندار کاملا نگاشت های ازفضای بسته ای

ساختار این صورتA(G,A)دارای در باشد. AتفکیΈ پذیر و ͳ΋دینامی ∗C‐سیستم Έی (A,G, α) کنیم فرض .٣. ١٠ نتیجه
است. ͳطبیع عملΎری
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

ͳجنوچ چندجمله ایهای و ریتز تقریب از استفاده با متغیر مرتبه ی کسری دیفرانسیل معادلات از رده  ای حل

فیروز جایی عرب م. و متین فر، م. ،ͳشیخ س.

ابتدا مͳ پردازیم. متغیر مرتبه ی کسری دیفرانسیل معادلات از دسته ای عددی حل به ریتز تقریب از استفاده با مقاله این در چ΋یده.
ͳهم محل روش Έکم با سپس مͳ شود. زده تخمین پایه توابع عنوان به ͳجنوچ چندجمله ایهای و ریتز تقریب از استفاده با مجهول، تابع
نرم افزار از استفاده با که مͳ آید بدست ͳغیر خط معادلات از جبری ͳدستگاه ͳهم محل نقاط عنوان به ͳجنوچ ریشه های انتخاب و
و دقت دیΎر روش های با آن عددی نتایج مقایسه ی و عددی مثال Έی حل با انتها در مͳ پردازیم. آن حل به Mathematica 10

مͳ شود. داده نشان روش کارایی

پیش گفتار .١

یافته ͳفراوان کاربرد ͳمهندس علوم و ͳطبیع پدیده های درمدل سازی آن بالای دقت دلیل به اخیر دهه های در کسری دیفرانسیل معادلات
در مواد غلظت و ͳزیست انتشارهای در پیچیده ͳ΋دینامی سیستم های توصیف در ثابت مرتبه ی از کسری دیفرانسیل معادلات اما است.
متغیر مرتبه ی کسری مشتق عنوان تحت عملΎری ١ رز و سام΋و توسط بار اولین است. نداشته مناسبی عمل΋رد [۴] ناهمΎن محیط های
دسته ای حل به ریتز، تقریب از استفاده با مقاله این در .[۵] باشد سیستم پارامترهای یا م΋ان زمان، از ͳتابع مͳ توانست که گردید ͳمعرف

مͳ پردازیم: زیر فرم به متغیر مرتبه ی کسری دیفرانسیل معادلات از

(١. ١)

{
cDα(x)u(x) + a(x)u′(x) + b(x)u(x) + c(x)u(τ(x)) = f(x), x ∈ [٠, ١],

u(٠) = λ٠, u(١) = λ١,

cDα(x)نشان  دهنده ی و a(x), b(x), c(x) ∈ C٠]٢, ١], α(x), τ(x), f(x) ∈ C[٠, ١], ٠ ≤ τ(x) ≤ ١  که
مͳ گردد. تعریف زیر بصورت که است ٢ کاپوتو مشتق

.ͳجنوچ چندجمله ای متغیر، مرتبه کاپوتو مشتق ریتز، تقریب کلیدی: واژه های
.34A08, 65L60 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی

1Samko and Ross
2Caputo
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[۶] مͳ باشد زیر بصورت u(x) پیوسته ی تابع برای ،n− ١ < α(x) ≤ n متغیر مرتبه ی کاپوتو کسری مشتق .١. ١ تعریف

(١. ٢) cDα(x)u(x) =

{
١

Γ(n−α(x))

∫ x

٠ (x− t)n−α(x)−١ dnu(t)
dtn

dt, n− ١ < α(x) < n,
dnu(x)
dxn , α(x) = n,

: گرفت نظر در کاپوتو مشتق برای را زیر خواص مͳ توان (١. ٢) تعریف با است. گاما تابع نشان دهنده ی ،Γ(.) که

است ͳخط عملΎری کاپوتو مشتق (١)

cDα(x)(λf(x) + µg(x)) = λ cDα(x)f(x) + µ cDα(x)g(x), µ, λ ∈ Z

.
دارند ͳفراوان کاربرد عددی محاسبات در نیز زیر ویژگͳ های همچنین (٢)

cDα(x)C = ٠ C is a constant,

cDα(x)xk =

{
Γ(k+١)

Γ(k+١−α(x))
xk−α(x), n ≤ k ∈ N,

٠, o.w .

مͳ گردد تعریف زیر بصورت [٢] مͳ شوند داده نشان Gn(x) نماد با معمولا که n درجه ی ͳجنوچ چندجمله ایهای .١. ٢ تعریف

Gn(x) =
n∑

k=٠

(
n

k

)
gn−kx

k,

مͳ گردند: ظاهر زیر بصورت نمایی مولد توابع تعریف در ͳجنوچ اعداد و ͳجنوچ چندجمله ایهای همچنین جنوچͳ  گویند. اعداد را gn که

٢text

et + ١
=

∞∑
n=٠

Gn(x).
tn

n!
, (|t| < π),

٢t

et + ١
=

∞∑
n=٠

gn.
tn

n!
, (|t| < π).

ریتز روش شرح .٢

توسط ١٩٠٨ سال در بار اولین که مͳ باشد اولیه و مرزی مقدار دیفرانسیل معادلات حل در ساده و کارامد ͳروش ریتز تقریب روش
مͳ شود: گرفته نظر در زیر بصورت (١. ١) معادله ی در u(x) مجهول تابع تقریب این در گردید. ارائه ریتز

(٢. ١) u(x) ∼= uk(x) =
k∑

n=٠

cnx(x− ١)Gn(x) + w(x).

:ͳیعن صدق کند (١. ١) مساله ی مرزی شرایط در باید تابع این و ٣ گویند برآورنده تابع را w(x) تابع

w(٠) = u(٠), w(١) = u(١).

شرایط از استفاده با را برآورنده تابع مͳ توان حالت ساده ترین در دارد. محاسبات وحجم دقت میزان در بسزایی نقش برآورنده تابع انتخاب
مͳ شود: تبدیل زیر گسسته ی حالت به مساله (١. ١) معادله ی در (٢. ١) رابطه ی جایΎذاری با کرد. محاسبه درونیابی روش و مساله مرزی

(٢. ٢) cDα(x)uk(x) + a(x)u′k(x) + b(x)uk(x) + c(x)uk(τ(x)) = f(x).

3satisfier function
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ͳجنوچ چندجمله ایهای و ریتز تقریب از استفاده با متغیر مرتبه ی کسری دیفرانسیل معادلات از رده  ای حل

دستگاه مͳ کنیم. استفاده ͳهم محل نقاط عنوان به ͳجنوچ چندجمله ای ریشه های از (٢. ٢) معادله ی در ck مجهول ضرایب محاسبه ی برای
کران و تقریب این وجود لم و قضیه Έی بیان با ادامه در مͳ کنیم. حل Mathematica10 نرم افزار از استفاده با را حاصله جبری

مͳ کنیم. بیان را آن خطای

Y = بطوری΋ه مͳ گیریم نظر در را {Gi(x)}i=١,··· ,n ⊂ L٠]٢, ١] ͳجنوچ چندجمله ایهای از ͳمتناه مجموعه ای .٢. ١ قضیه
u(x) ⊂ دلخواه عضو هر لذا است L٠]٢, ١] از ͳمتناه بعد با زیرفضایی Y چون .Span{G١(x), · · · , Gn(x)}

بطوری΋ه مͳ باشد ũ(x) ⊂ Y تقریب بهترین دارای L٠]٢, ١]

∀y(x) ∈ Y, ∥u(x)− ũ(x)∥ ≤ ∥u(x)− y(x)∥.

□ شود. مراجعه [١] به اثبات برای اثبات.

بطوری΋ه دارند وجود {ci}i=٠,...,n ی΋تای ضرایب که گرفت نتیجه مͳ توان ũ(x) ∈ Y چون ͳطرف  از

u(x) ∼= ũ(x) =
n∑

i=٠

ciGi(x).

تقریب بهترین برای خطا کران آنگاه باشد، مشتق پذیر مرتبه n + ١ و پیوسته ͳتابع ،u : [x٠, xl] → R که کنید فرض .٢. ٢ لم
بود خواهد زیر صورت به

∥u− ũ∥ ≤ M(xl − x٠)
(٢n+٣)

٢

(n+ ١)!
√

٢n+ ٣
,

است. M = maxx∈[x٠,xl]|un+١(x)| که

□ شود. مراجعه [٢] به اثبات برای اثبات.

عددی نتایج .٣

است. شده گرفته نظر Ekدر = |u(x)− uk(x)| صورت به مطلق خطای مͳ گیریم. کار به مثال Έی حل برای را ریتز تقریب

بΎیرید نظر در را زیر متغیر مرتبه کسری دیفرانسیل معادله .٣. ١ }مثال
Dα(x)u(x) + cos(x)u′(x) + ۴u(x) + ۵u(x٢) = f(x), x ∈ [٠, ١],

u(٠) = ٠, u(١) = ١,

مͳ باشد u(x) = x٢ مساله دقیق جواب .f(t) = ٢x٢−α(x)

Γ(٣−α(x))
+ ۵x۴ + ۴x٢ + ٢xcos(x) و α(x) = ۵+sinx

۴ که
مقادیر گرفت. نظر در w(x) = x بصورت مͳ توان را برآورنده تابع مساله مرزی شرایط به توجه با دارد. قرار ١ < α(x) < ٢ و

مͳ آیند دست به زیر صورت به ckها،

c٠ = ١, c١ = −٢٫٢٠١۶٨ × ١−١٠۵, c٢ = ۴٫٠٨٣٠۴ × ١−١٠۴,

c٣ = −١٫٨۴۶٢١ × ١−١٠۵, c۴ = ٢٫٠٩٩٠٨ × ١−١٠۴.

روش مͳ باشد مشخص نتایج از که همان طور و است شده مقایسه [٧ ،٣] در شده بیان روش های با ریتز تقریب مطلق ١خطای جدول در
است. شده رسم تقریبی و دقیق جواب ١ نمودار در هم چنین است، آورده به دست بالا دقت با جوابی k = ۵ نقاط تعداد با ریتز تقریب
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.٣. ١ مثال برای تقریبی و دقیق جواب نمودار :١ ش΋ل

٣. ١ مثال مطلق خطای مقایسه :١ جدول

x ریتز روش |E۵| [٧]E٢٠ [٣]E٢٠

٠٫١ ١٫۶۶۵٣٣ × ١−١٠۶ ٢٫٧٩۶۵۵ × ١−١٠۴ ١٫١٧ × ٨−١٠

٠٫٣ ۶٫۶۶١٣۴ × ١−١٠۶ ٣٫۵٠۴١۴ × ١−١٠۴ ٢٫١٧ × ٨−١٠

٠٫۵ ١٫١۶۵٧٣ × ١−١٠۵ ۴٫٣٧٧٠۵ × ١−١٠۴ ٢٫۴۵ × ٨−١٠

٠٫٧ ٧٫۴٩۴٠١ × ١−١٠۶ ۵٫٣٧٩٠٣ × ١−١٠۴ ٢٫٠٧ × ٨−١٠

٠٫٩ ١٫۶۶۵٣٣ × ١−١٠۶ ۶٫۵١٧٠١ × ١−١٠۴ ١٫١١ × ٨−١٠
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

لورنز سیستم برای مقاوم ردیاب کنترل کننده Έی ͳطراح

دانشفر رضا محمد و شیرازیان محمد

آشوبناک رفتارهای پیشنهادی، ͳکنترل قانون طبق است. شده ارائه لورنز سیستم   برای جدید ردیابی کنترل روش Έی مقاله، این در چ΋یده.
اختلال معرض در که لورنز سیستم برای کنند. ردیابی را شده تعیین پیش از مقادیر مͳ  توانند سیستم حالت  های و شده کنترل لورنز سیستم
سازی شبیه مطالعات توسط خوبی به پیشنهادی کنترل ͳاثربخش است. شده ͳطراح لیاپانف تابع بر ͳمبتن قوی مسیر کنترل Έی دارد، قرار

است. شده داده نشان شده

پیش گفتار .١

کرد: توصیف زیر شرح به مͳ  توان را لورنز سیستم
ẋ١(t) = −σx١(t) + σx٢(t)

ẋ٢(t) = rx١(t)− x٢(t)− x١(t)x٣(t)

ẋ٣(t) = −bx٣(t) + x١(t)x٢(t)

(١. ١)

ͳافق راستای در دما تغییرات و سیال) حرکت (شدت ͳهمرفت مایع حرکت دهنده نشان ترتیب به x٣(t) و x٢(t) ،x١(t) آن، در که
ͳهندس ضریب و است) متناسب ∆t دمای اختلاف (با ͳریل شماره پرانتل، عدد ترتیب به b و r ، σ پارامترهای باشند. ͳم عمودی و

شود.  ͳم حذف اختصار برای t زمان نماد اختصار، برای هستند[١]. مثبت ͳΎهم که مͳ  دهند نشان را ماده) (خواص
استفاده لورنز سیستم آنالیز برای اغلب که اند شده انتخاب r = ٢٨ و b = ٨

٣ ،σ = ١٠ صورت به پارامترها مقاله، این در
خصوصیات، این با مͳ  شوند. تنظیم (x(٠)١, x(٠)٢, x(٠)٣) = (١٠, ۵,−١۵) صورت به اولیه شرایط همچنین مͳ  شوند.
به حساسیت واسطه به معمولا˦ آشوب که مͳ  شود خاطرنشان کند[٣]. ͳم پیروی پروانه  ای اثر نام به آشوبناک الΎویی از سیستم حالت ΁پاس
مورد در که است جالب نتیجه، در باشد؛ داشته همراه به سیستم عمل΋رد در ͳخطرات است مم΋ن که است ، ͳپیش بین غیرقابل اولیه شرایط
ک. (ر. است سیستم به ردیاب کننده کنترل Έی افزودن ها، روش این از ͳ΋ی شود. مطالعه آشوبناک رفتار سرکوب و کاهش ͳونگΎچ
را سیستم بودن آشوبناک مجددا که است شده کشیده تصویر به ١ ش΋ل در سیستم حالت ΁پاس قطعیت، عدم حضور در .([۴] و [٢]

آشوبناک. رفتار لیاپانف، تابع ردیاب، کنترل لورنز، سیستم دیفرانسیل، معادلات دستگاه کلیدی: واژه های
.34D20, 34H15. :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی
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بهره با قطعیت، عدم حضور در لورنز سیستم برای جدید ردیاب کننده کنترل Έی لیاپانف تابع از استفاده با مقاله، این در دهد. ͳم نشان
کند. ͳم پایدار و همΎرا شده تنظیم پیش از حالت Έی به را سیستم آشوبناک رفتار کار، این دهیم. ͳم ارائه تغییر قابل های

اختلال. دارای لورنز سیستم Έدینامی .١ ش΋ل

مقاوم ردیاب کنترل ͳطراح برای لیاپانوف تابع از استفاده .٢

قطعیت عدم  وجود هنگام در سیستم بودن مقاوم که مایلیم نتیجه، در کرد. جلوگیری قطعیت  ها عدم از نمͳ  توان ͳعمل محیط Έی در
به مͳ  تواند ͳغیرقطع لورنز سیستم باشد، داشته وجود سیستم پارامتر های در ͳاختلالات کنید فرض شود. گرفته نظر در ردیاب کنترل برای

شود: ͳبازنویس زیر صورت
ẋ١ = −(σ +∆σ)x١ + (σ +∆σ)x٢ + u١

ẋ٢ = (r +∆r)x١ − x٢ − x١x٣ + u٢

ẋ٣ = x١x٢ − (b+∆b)x٣ + u٣

(٢. ١)

است: زیر شرح به ما پیشنهادی کننده کنترل سیستم، این برای
u١ = k١(x٢ − x٢r) + σ(x١r − x٢r)

u٢ = k٢(x٢ − x٢r)− (rx١r − x٢r − x١rx٣r)

u٣ = k٣(x٢ − x٢r) + bx٣r − x١rx٢r

(٢. ٢)

شوند: نوشته زیر شرح به مͳ  تواند بسته حلقه ردیابی خطاهای Έدینامی ،(٢. ١) در (٢. ٢) جایΎذاری با
ė١r = −σe١r + (k١ + σ)e٢r + d١

ė٢r = (r − x٣r)e١r + (k٢ − ١)e٢r − x١re٣r + d٢ − e١re٣r

ė٣r = x٢re١r + (k٣ + x١r)e٢r − be٣r + d٣ + e١re٢r

(٢. ٣)

درجه تابع اکنون .d١ = ∆σ(x٢ − x١), d٢ = ∆rx١, d٣ = −∆bx٣ و i = ١, ٢, ٣ ،ei = xi − xi,r آن در که
مͳ گیریم: نظر در را زیر دوم

V =
١

٢
e١r

٢ +
١

٢
e٢r

٢ +
١

٢
e٣r

٢(۴ .٢)

٣۴



لورنز سیستم برای مقاوم ردیاب کنترل کننده Έی ͳطراح

داریم: (٢. ٣) از استفاده و زمان به نسبت V از گیری مشتق با اینصورت در

V̇ = e١rė١r + e٢rė٢r + e٣rė٣r

= e١r (−σe١r + (k١ + σ)e٢r + d١)

+ e٢r ((r − x٣r)e١r + (k٢ − ١)e٢r − e١re٣r − x١re٣r + d٢)

+ e٣r (x٢re١r + (k٣ + x١r)e٢r − be٣r + d٣ + e١re٢r)

داشت: خواهیم فوق عبارت سازی ساده با

V̇ =
[
−σe٢

١r
+ d١e١r

]
+
[
(k٢ − ١)e٢

١r
+ d٢e٢r

]
+
[
−be٢

٣r
+ d٣e٣r

]
+ (k١ + σ + r − x٣r)e١re٢r + x٢re١re٣r + k٣e٢re٣r

≤
[
−σe٢

١r
+ d١e١r

]
+
[
(k٢ − ١)e٢

٢r
+ d٢e٢r

]
+
[
−be٢

٣r
+ d٣e٣r

]
+ α١

٢e٢
١r + α٢

٢e
٢
٢r + α٢

٣e
٢
١r + α٢

۴e
٢
٣r + α٢

۵e
٢
٢r + α٢

۶e
٢
٣r

≤ (−σ + α١
٢ + α٢

٣) e
٢
١r
+ d١e١r + (k٢ − ١ + α٢

٢ + α٢
۵) e

٢
٢r

+ d٢e٢r + (−b+ α٢
۴ + α٢

۶) e
٢
٣r + d٣e٣r

≤
٣∑

i=١

{
−pi
(
eir −

di
٢pi

)٢

− pi
d٢
i

۴pi٢

}
(۵ .٢)

آن، در که

p١ = − (−σ + α١
٢ + α٢

٣) , p٢ = − (k٢ − ١ + α٢
٢ + α٢

۵) , p٣ = − (−b+ α٢
۴ + α٢

۶) ,

همچنین

α٢ = α٣ = α۵ = ١, α١ =
k١ + σ + r − x٣r

٢
, α۴ =

x٢r

٢
, α۶ =

k٣

٢

باشد، ͳم صفر به پایدار مجانبی خطای با ردیاب کننده کنترل Έی ،(٢. ١) ͳ΋دینامی سیستم برای (٢. ٢) کننده کنترل .٢. ١ قضیه
معادل: طور به یا i = ١, ٢, ٣,pi < ٠ هرگاه

−σ − r + x٣r − ٢
√
σ − ١ < k١ < −σ − r + x٣r + ٢

√
σ − ١

k٢ < −١

−
√

۴b− x٢
٢r
< k٣ < +

√
۴b− x٢

٢r

(۶ .٢)

(۴ .٢) لذا و V̇ < ٠ دید توان ͳم وضوح به ،(۵ .٢) نامعادله از آنگاه ، pi < ٠ باشیم داشته i = ١, ٢, ٣ هر برای اگر اثبات.
□ باشد. ͳم (e١, e٢, e٣) = (٠, ٠, ٠) نقطه حول (٢. ١) سیستم برای لیاپانف تابع Έی

ردیابی کننده های کنترل (k١, k٢, k٣) = (−σ − r + x٣r,−١, ٠) آمده بدست بهینه بهر ه  های مجموعه از استفاده با
است. شده داده ٢نشان ش΋ل در لورنز سیستم برای آن  ها با متناظر Έدینامی و مͳ  شوند اعمال ٢٠‐ام ثانیه در ترتیب به (٢. ٢) رابطه
ردیابی خطای است. مطلق قدر بیانگر |.| آن در که است، شده توصیف |e١r|+ |e٢r|+ |e٣r| توسط بار هر در کل ردیابی خطای
فرض گرفته صورت سازی شبیه در است. شده داده نشان ٢ ش΋ل توسط نیز مختلف بهره  های مجموعه سه با ردیاب کنترل تحت کل
و d١ = sin(٢πt)(x٢ − x١), d٢ = ١۴ sin(۴πt)x١ و ردیابی مراج΄ (x١r, x٢r, x٣r) = (٠, ٠, ٠) که ایم کرده

باشند. لورنز سیستم های اختلال d٣ = sin(۶πt)x٣
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ردیابی. خطای همراه به مقاوم بهره  های با حالت پاس΁  های .٢ ش΋ل

سپاس گزاری

دارند. ͳم اعلام پژوهش این از حمایت بابت نیشابور دانشΎاه از را خود گزاری سپاس مراتب نویسندگان
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HIV ویروس میزبان بدن در عفونت پایداری تشخیص

علͳ نژادمفرد محمد و دادی، زهره قلͳ پور، زهرا

در عفونت و بیماری از عاری وضعیت ͳتحلیل روش های از استفاده با و مͳ شود ͳمعرف HIV بیماری مدل Έی مقاله این در چ΋یده.
در که مͳ شود مشاهده مͳ شود. ͳبررس نقاط این ͳ΋نزدی در مدل ͳکیف رفتار عددی شبیه سازی های Έکم با و مͳ گردد تعیین میزبان بدن
ͳوضعیت عفونت، وضعیت و ناپایدار وضعیت Έی بیماری از عاری وضعیت مناسب، درمان عدم و میزبان بدن در ویروس وجود صورت

مͳ شود. پایدار

مقدمه .١

نهفته عفونت های مͳ توانند ویروس ها این که مͳ باشد ویروس ها رترو خانواده از ایدز بیماری عامل (HIV) انسان ͳایمن نقص ویروس
شناخته HIV-2 و HIV-1 شامل ،HIV ویروس نوع دو تاکنون که باشد داشته را سلول در کوتاه مدت اثر هم چنین و مدت ͳطولان
ͳول مͳ باشد برخوردار بیشتری بودن واگیر و ͳتهاجم قدرت از و شد شناخته زودتر که بود ͳویروس از ͳنوع HIV-1 ویروس است. شده
.[١] است عاج) ساحل غرب تا سنگال جنوب (از آفریقا غرب به محدود آن ابتلای دارد کمتری سرایت توانایی HIV-2 که آنجا از

الرمیر، و ونگ هم چنین و مͳ باشند عددی شبیه سازی منظر از HIV Έدینامی مطالعه حوزه در محققین اولین جزء کریشنر و پرلسون
.[٢] داده اند قرار مطالعه مورد را CD۴+ مارکر با T سلول های حضور صورت در HIV عفونت دینامیΈ های

نظر در ͳخط غیر نرخ با را ͳآلودگ مدل این در ٢٠٠٧ سال در وسانگ ونگ که طوری به گرفت قرار توجه مورد مدل ها این آن از پس
را بدن ͳدفاع ͳایمن سیستم به HIV عفونت مدل Έی پرلسون ،١٩٨١ سال در .[٣] کرده اند ͳبررس را آن سراسری Έدینامی و گرفته

متغیر سه شامل مدل این که .[۴] داد توسعه

غیرآلوده سلول های جمعیت اندازه (١)
آلوده سلول های (٢)

آزاد ویروس ذرات (٣)

. ناپایداری پایداری، ویروس، ،ͳغیرخط مدل کلیدی: واژه های
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است: شده ارائه ͳخط غیر دیفرانسیل معادله Έی صورت به که است میزبان بدن در HIV عفونت بیانگر حاضر مدل مͳ باشد.

Ṫ = S − αT + rT

(
١ − T + I

Tmax

)
− kT qV

İ = kT qV − βI

V̇ = NβI − dV

و آلوده CD۴+ مارکر با T سلول های و سالم CD۴+ مارکر با T سلول های نشان دهنده ترتیب به V و I و T این جا در که
سالم، T سلول های ͳطبیع مرگ نرخ نشان  دهنده ترتیب به نیز Tmax و d ،β ،α پارامترهای هم چنین و مͳ باشند HIV آزاد ویروس های
و +CD۴است مارکر با T سلول های غلطت حداکثر و HIV آزاد ویروس مرگ نرخ ،HIV ویروس به آلوده T سلول های مرگ نرخ
CD۴+ مارکر با T سلول های از HIV عفونت بروز ،kT qV عبارت +CD۴مͳ باشد. مارکر با سالم T سلول های تولید منبع S
که مͳ شود فرض هم چنین و مͳ باشد مثبت ثابت Έی q > ٠ و عفونت میزان نشان دهنده k > ٠ که طوری به مͳ کند توصیف را سالم

مͳ کند. تولید باز را ویروس ذرات N خود عمر طول در ،CD۴+ مارکر با T سلول هر
را زیر تعادل نقاط ͳتحلیل روش های Έکم به و مͳ شوند انتخاب زیر صورت به [۴] مقاله داده های براساس مدل این پارامترهای مقادیر

مͳ آوریم: دست به

(T, I, V ) → (١۴٩٠٫٠٣, ٠, ٠) بیماری): از (عاری اول تعادل نقطه •
(T, I, V ) → (٨٨٫٨٨٨٩, ۵٢١٫۵٠٣, ۶۵١٫٩۴١) : (عفونت) دوم تعادل نقطه •

(T, I, V ) → (−٠٫٠٣٣۵۵۶٣, ٠, ٠) : سوم تعادل نقطه •

پارامتر مقدار پارامتر مقدار
٠٫٣ β ٠٫٠٢ α

٣ r ٢٫۴ d

١۵٠٠ Tmax ١٠ N

٠٫٠٠٢٧ K ٠٫١ S

١ q

اجرای از قبل حال نیست. قبول قابل نظر مورد مدل برای متغیرها، نامنفͳ بودن لزوم به توجه با سوم تعادل نقطه که نمود توجه ͳبایست
مͳ کنیم. جلب زیر نکات به را خواننده توجه عددی، شبیه سازی

لنفوئیدی، اندام های کردن آلوده اولیه، عفونت شامل مراحل این که مͳ یابد توسعه دهه Έی طول در HIV ویروس عفونت معمول جریان
آلوده را +CD۴بدن مارکر Tبا سلول های واق΄ در ایدز ویروس است. مرگ و ͳبالین بیماری ،ͳبالین ͳنهفتگ ،HIV ویروس بیان افزایش
افتاد خواهد بعد مرحله در که ͳاتفاق و ببرد بین از ͳحت یا و تضعیف را بدن ͳایمن سیستم اولیه مراحل همان در که مͳ شود باعث و مͳ کند
هستند آلوده سلول ها آن از عدد ΈیCD۴+ مارکر با T سلول های عدد ٧٠ هر ازای به ͳیعن آمده در نهفته حالت به ویروس که است این
جمله از بدن از ͳمختلف جاهای در است مم΋ن و هستند چرخش حال در ما بدن سیستم سلول های که آنجایی از ͳول نیستند رویت قابل که
مͳ باشد. آلوده ما بدن سلول های از ͳ΋ی نمͳ دهدکه تشخیص انسان بدن ͳدفاع سیستم که است حالت این در کنند پیدا ظهور ... و قلب مغز،

مͳ شود: مشاهده پایداری نظریه کارگیری به با

است. پایدار عفونت تعادل نقطه و ناپایدار بیماری از عاری تعادل نقطه .١. ١ قضیه

است: زیر صورت به مدل ژاکوبین ماتریس
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HIV ویروس میزبان بدن در عفونت پایداری ‐ ٠. ٠٢‐(١۵٠٠/(T+I)-١)٣+T/۵٠٠‐ ٠. ٠٠٢٧تشخیص V ‐(T/۵٠٠) ٠٠٢٧T .٠ ‐
٠. ٠٠٢٧ V ٠. ٣ ‐ ٠. ٠٠٢٧ T

٠ ٣ ۴ .٢ ‐


مͳ آید: دست به زیر صورت به دوم و اول تعادل نقطه برای ویژه مقادیر ترتیب به که

بیماری: از عاری تعادل نقطه •

−۴٢٫٩٨٠١٢−,٫٩٧٩٢٩, ٢٫٢٧٩٢٩

بیماری: از عاری تعادل نقطه •

−٢٫٨۴٨٢۵,−٠٫٠١۵٣٢٨٣ + ٠٫٨۴١۶٧٨i,−٠٫٠١۵٣٢٨٣ − ٠٫٨۴١۶٧٨i

نمودارها از سری Έی کرد: بیان مͳ توان را ΀واض مطلب دو شده، رسم نمودارهای برای ادامه در است. برقرار وضوح به قضیه بنابراین
حالت به نهایت در و مͳ کنند بازسازی به شروع آن از بعد و تضعیف سپس و شده اند آلوده ما بدن ͳایمن سیستم که هستند این نشان دهنده
است زیاد بدن آلوده سلول های تعداد که اندازه همان به ویروس خود تکثیر با که هستند این نشان دهنده دیΎر سری Έی و برمͳ گردند اولیه

مͳ باشد. خود بازسازی حال در انسان بدن ͳایمن سیستم هم اندازه همان به
مͳ توان بارز مثال مͳ کند. پیدا ظهور ͳبالین علائم که است مرحله ای اول، مرحله کرد. اشاره مͳ توان مرحله تا چهار به ٢ و ١ نمودارهای در
CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد از ͳیعن مͳ آید پایین شدت به بدن ͳایمن سیستم آن ظهور با که کرد اشاره ͳسرماخوردگ علائم به
تعداد که است این مͳ شود مشاهده ١ نمودار در که آنچه است. آمده پایین تر ͳحت است م΋عب میلͳ متر ١٢٠٠ تا ٨٠٠ بین معمولا˦ که
همین به و مͳ کند بازسازی را خود بدن ͳایمن سیستم که است معنا بدان این واق΄ در و است ثابت مرحله ای در بدن ͳایمن سیستم سلول های
نهفته ویروس که مͳ باشد مرحله ای دوم، مرحله است. لازم ͳکوتاه زمان مدت بوده دارا قبلا که ͳسالم سلول های به رسیدن برای دلیل
نسبی افزایش از پس مرحله این در مͳ آید. پایین آلوده سلول های نسبت همان به سالم سلول های تعداد که است ͳمعن بدان این و است
مرحله این در که معناست بدان این مͳ شود ١ مرحله  مشابه فاز وارد مجدداً ایستایی، حفظ عدم صورت در ۴٨٠ به ͳایمن سالم سلول های
آخر، مرحله در برویم پیش جلو به که همان طور مͳ کند. پیدا کاهش ٣۵٠ به آن تعداد باشد داشته سالم سلول ۴٨٠ بدن اینکه جای به
اول مرحله در بدن ͳایمن سلول های تعداد مͳ کنید مشاهده ٢ نمودار در که همان طور و مͳ آید پایین شدت به ما بدن ͳایمن سلول های تعداد
این و ندارد را خود بازسازی فرصت بدن دیΎر و مͳ رسد ٢٨٩ عدد به سلول ها از تعداد این آخر مرحله در که ͳحال در بوده عدد ١٣٠٠
آن از مرور به بیماری از عاری تعادل نقطه ͳ΋نزدی در اولیه شرط با که مͳ شود مشاهده ٢ و ١ نمودار به توجه با ایدز. بیماری شروع ͳیعن
تعادل نقطه (٨٩, ۵٢٢, ۶۵٢) وضعیت با بیمار Έی برای ٣ نمودار در است. نقطه این ناپایداری معنای به این و شده ایم دور وضعیت
به فرد این در درمان شروع مͳ رسد نظر به و است نکرده تغییری هیچ فرد در ͳآلودگ میزان و بدن ͳایمن سیستم که مͳ شود مشاهده دوم
مشاهده یΈ ساله بازه Έی در ۴ نمودار در بدهد. کاهش را بدن در ͳآلودگ میزان و نموده تقویت را ͳایمن سیستم تا مͳ نماید Έکم وی
تقریباً از پس و دارد وجود ͳویروس ذرات و ویروس به آلوده سلول های ،CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد بین م΋رر نوسان که مͳ شود
است. دوم تعادل نقطه پایداری معنای به این و مͳ رسد عفونت تعادل نقطه همان تقریباً ͳیعن (٨۶, ۵٢٢, ۶۵۴) وضعیت به بیمار ماه ۶

مراج΄
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به آلوده سلول های تعداد معرف قرمز رنگ ،CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد معرف آبی رنگ روزه ٢٠ نمودار این در :١ ش΋ل
مͳ باشد (T, I, V ) = (١٣٠٠, ١٠٠, ۵٠) اولیه شرط است. میزبان بدن در ویروس ذرات تعداد سبز رنگ و ویروس

به آلوده سلول های تعداد معرف قرمز رنگ ،CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد معرف آبی رنگ روزه ٣۶٠ نمودار این در :٢ ش΋ل
مͳ باشد (T, I, V ) = (١٣٠٠, ١٠٠, ۵٠) اولیه شرط است. میزبان بدن در ویروس ذرات تعداد سبز رنگ و ویروس

به آلوده سلول های تعداد معرف قرمز رنگ ،CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد معرف آبی رنگ روزه ٣۶٠ نمودار این در :٣ ش΋ل
مͳ باشد (T, I, V ) = (٨٩, ۵٢٢, ۶۵٢) اولیه شرط است. میزبان بدن در ویروس ذرات تعداد سبز رنگ و ویروس

4. M. Khalid, M. Sultana F. Zaidi, F. S. Khalid, A Numerical of a model for HIV infection CD4+
T-Cell, international of innovation and scientific research,16(2015)79-85
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به آلوده سلول های تعداد معرف قرمز رنگ ،CD۴+ مارکر با T سلول های تعداد معرف آبی رنگ روزه ٣۶٠ نمودار این در :۴ ش΋ل
مͳ باشد (T, I, V ) = (٢٠٠, ۴٠٠, ۵٠٠) اولیه شرط است. میزبان بدن در ویروس ذرات تعداد سبز رنگ و ویروس
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

ͳبینایی سنج از ͳناش ͳغیرخط مرزی مقدار مساله جواب برآورد

ͳکتان ر. و مجیدی فر س.

روش از سپس مͳ شود. ͳمعرف است، ͳغیرخط مرزی مقدار مساله بصورت که چشم قرنیه ش΋ل از ͳریاض مدل Έی مقاله این در چ΋یده.
را مقاله نهایت در و نمود خواهیم استفاده مرزی مقدار مساله از حاصل ͳغیر خط انتگرال معادله عددی حل برای ͳخط تکه ای ͳان΋هم م

مͳ دهیم. پایان ͳتحلیل نتایج عددی تایید با

پیش گفتار .١

مͳ شود. ͳناش قرنيه هندسه خطاهای ͳبرخ از بينايی اختلالات از بسياری و مͳ نمايد فراهم چشم قرنيه را انکساری قدرت سوم دو حدود
برای بنابراين، دارد. آن کننده توصيف مدل های و قرنيه ͳتوپوگراف دانش به زيادی ͳبستگ ͳتماس لنزهای و انکساری ͳجراح موفقيت

است. مهم بسيار قرنيه ش΋ل دقيق توصيف ،ͳ΋پزش چشم اهداف
این شده اند. ساخته پوسته تئوری براساس مدل ها این از دسته ای است. شده پيشنهاد پژوهش گران توسط قرنيه ش΋ل برای ͳمتنوع مدل های
روش های اساس بر قرنیه کامپیوتری مدل های از ͳبرخ .[٢] مͳ کنند توصیف را زیادی ͳ΋فیزی جزییات اما هستند پیچیده معمولا مدل ها
مساله تبديل با مͳ گيريم. نظر در را يافت تعميم [۵] در سپس و ارايه [٣] در ابتدا که ͳمدل مقاله اين در .[١] شده اند ارایه محدود اجزا
کارایی نهایت در بود. خواهیم Ͷخط تکه اي ͳان΋هم  م روش با آن حل درصدد انتگرال، معادله Έي به مدل اين در آمده بدست مرزی مقدار

آزمود. خواهیم [۴] در شده ارایه نتایج با آمده بدست عددی نتایج مقایسه با را روش

قرنیه ش΋ل ͳریاض مدل .٢

خوبی تقریب و مͳ شود استفاده گسترده طور به که است فرضیه ای این است. R شعاع با متقارن قرنیه هندسه مͳ کنیم فرض شروع در
نهایت،  در است. ͳثابت تنش دارای و نداشته خمش که معنا این به است غشاء Έی قرنیه مͳ کنیم فرض مͳ آورد.  فراهم قرنیه ش΋ل برای

شود. مدل سازی قرنیه از ΀سط Έی فقط است ͳکاف بنابراین و مͳ گیریم نادیده را ضخامت توزیع در تنوع

. ͳان΋هم م روش ،ͳغیرخط انتگرال معادله چشم، قرنیه مدل بندی ،ͳغیرخط مرزی مقدار مساله کلیدی: واژه های
.65R20, 45G15 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی
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مͳ کنیم.  محاسبه را آن بر وارد نیرو های برآیند و مͳ گیریم نظر در را قرنیه از h = h(x)[m] قسمت تنها شعاع،  تقارن به توجه  با

مماس صورت به T [N ] تنش مͳ کنیم. حساب را مͳ شود وارد قرنیه از ͳمقطع برش به نرمال جهت در که P [
N

m
] ثابت فشار همچنین

گرفته نظر در مدل برای قرنیه ͳ΋الاستی ͳویژگ دلیل به ͳارتجاع نیرو های ،(١ (ش΋ل مͳ کنند عمل h با متناسب ͳارتجاع نیرو های و
مͳ کنیم فرض هم چنین مͳ گیریم.  نظر در را ∆x Έکوچ اختلال و است ثابت تقارن مرکز از x فاصله ،hϵC٢ مͳ کنیم فرض شده اند. 

داریم صورت این در ،(١ (ش΋ل مͳ شوند بر آیند y جهت در نیرو ها و است ثابت بخش این طول در فشار که

Tsin(ϕ) + Tsin(ψ) + Pcos(ϕ)∆x− kh∆x = (٢. ١),٠

داریم sin(x), cos(x) به مربوط ͳمثلثات روابط و ش΋ل به توجه با ادامه در است. ͳارتجاع نیروی با متناسب ثابت k آن در که

sin(ϕ) =
−h′

(x)√
١ + (h′(x))٢

, sin(ψ) =
h

′
(x+∆x)√

١ + (h′(x+∆x))٢
, P cos(ϕ) =

P√
١ + (h′(x))٢

,

مͳ شود نتیجه هوپیتال قاعده از استفاده با حدگیری و ∆x بر رابطه طرف دو تقسیم سپس و (٢. ١) رابطه در روابط اين جایΎذاری با

−h′′
(x)

(١ + (h′(x)٢)
٣
٢

+ kh(x) =
P√

١ + (h′(x))٢
(٢. ٢)

نوشت مͶ توان که معنا این به مͳ دهیم انجام را ساده سازی ها ͳبرخ است، اندک قرنیه ΀سط انحراف چون ادامه در

sin(ϕ) ≈ tan(ϕ) = −h′
(x), sin(ψ) ≈ tan(ψ) = h

′
(x+∆x).(٢. ٣)

مͳ شود حاصل قرنیه ش΋ل توصیف برای زیر شده ساده  معادله قبل مشابه بنابراين

−Th′′
(x) + kh(x) =

P√
١ + (h′(x))٢

(۴ .٢)

باشد h(R) = ٠ مͳ خواهیم وضوح به مͳ کند. توصیف را قرنیه هندسه که است ͳدوران ΀سط از النهار نصف Έی h(x) ͳمنحن
چون است، h

′
(٠) = ٠ مͳ کنیم، تحمیل که ͳدوم مرزی شرط باشیم.  نداشته ارتفاع حاشیه در مͳ خواهیم و است قرنیه شعاع R چون

باشیم. داشته تقارن محور ΀سط و مبدا در النهار ها نصف بین هموار ارتباط Έی مͳ خواهیم

مͳ کنیم. تبدیل بعد بدون معادله Έی به را (۴ .٢) معادله  ،h∗ =
h

R
, x∗ =

x

R
جدید متغیر های انتخاب با انجام سر

ͳغیر خط معادله ترتیب این به

−h′′(x) + ah(x) =
b√

١ + (h′(x))٢
, h(١) = ٠, h′(٠) = ٠,(۵ .٢)

هستند. مثبت ثابت های a, b است مشخص که همانطور و b :=
PR

T
, a :=

KR٢

T
آن در که مͳ شود حاصل قرنيه ش΋ل برای

ͳخط تکه ای ͳان΋م هم روش .٣

منظور این برای مͳ کنیم. تبدیل انتگرال معادله به را مͳ باشد قرنیه بندی مدل از حاصل که (۵ .٢) مرزی مقدار مساله ابتدا در
مͳ دهد نتیجه ،h

′
(٠) = ٠ مرزی شراط از استفاده و رابطه این طرفین از انتگرال گیری .h

′′
(x) := u(x) مͳ کنیم تعریف

داریم مجدد انتگرال گیری با .h
′
(x) =

∫ x

٠ u(t)dt

h(x)− h(٠) =

∫ x

٠
h

′
(t)dt =

∫ x

٠

∫ t

٠
u(x١)dx١dt =

∫ x

٠
(x− t)u(t)dt,

۴٣
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عددي نتايج :٢ ش΋ل قرنیه مقط΄ ΀سط :١ ش΋ل

داریم قبل رابطه و h(١) = ٠ مرزی شرط از صورت اين در ،h(٠) := α بΎیرید نظر در

α = −
∫ ١

٠
(١ − t)u(t)dt.

انتگرال معادله به (۵ .٢) مرزی مقدار مساله بالا، روابط جایΎذاری با

−u(x) + a

(
−
∫ ١

٠
(١ − t)u(t)dt+

∫ x

٠
(x− t)u(t)dt

)
=

b√
١ + (

∫ x

٠ u(t)dt)
٢

(٣. ١)

صورت به را آن مͳ توان که مͳ شود تبدیل

−u(x) + a

∫ ١

x

(t− ١)u(t)dt+ a

∫ x

٠
(x− ١)u(t)dt =

b√
١ + (

∫ x

٠ u(t)dt)
٢
,(٣. ٢)

نوشت.

عددی روش .۴

ی΋نواخت شب΋ه منظور این برای کرد. خواهیم استفاده (٣. ٢) انتگرال معادله حل برای ͳخط تکه ای ͳان΋م هم روش از بخش این در

زیر Xn کنید فرض مͳ گیریم. نظر در h =
١

n
گام طول با xj = jh, j = ٠, ١, . . . , n صورت به [٠, ١] بازه بر را نقاط از

درونیاب تصویر عملΎر ترتیب این به باشد {x٠, . . . , xn} گره ای نقاط در [٠, ١] روی ͳخط تکه ای توابع همه مجموعه از فضایی
ͳکلاه توابع lj(t) آن در که مͳ شود تعریف ،Pnu(x) =

∑n
j=٠ u(xj)lj(x) صورت به Pn : X = C(D) −→ Xn

۴۴



ͳکتان ر. و مجیدی فر س.

هستند.
نوشت مͳ توان (٣. ٢) معادله برای شب΋ه، نقاط در ͳان΋هم م شرط گرفتن نظر در با صورت این در ،u(xi) ≈ ui کنید فرض

−
n∑

i=٠

uili(xj) + a

∫ xj

٠
(xj − ١)

n∑
i=٠

uili(t)dt+ a

∫ ١

xj

(t− ١)
n∑

i=٠

uili(t)dt−
b√

١ + (
∫ xj

٠

n∑
i=٠

uili(t)dt)٢

= ٠,

داریم زیر بازه ها روی انتگرال ش΋ستن با و ͳکلاه توابع خواص از

−uj + a(xj − ١)
j−١∑
k=٠

∫ xk+١

xk

n∑
i=٠

uili(t)dt+ a
n−١∑
k=j

∫ x−k+١

xk

(t− ١)
n∑

i=٠

uili(t)dt−
b√

١ +

[
j−١∑
k=٠

∫ xj

٠

n∑
i=٠

uili(t)dt

]٢
= ٠

نمود خلاصه زیر صورت به را بالا رابطه مͳ توان هستند. صفر غیر lk+١(t) و lk(t) مقادیر تنها xk ≤ xk+١ برای که آنجایی از

−uj + a(xj − ١)
j−١∑
k=٠

∫ xk+١

xk

(uklk(t) + uk+١lk+١(t)) dt+ a
n−١∑
k=j

∫ xk+١

xk

(t− ١) (uklk(t) + uk+١lk+١(t)) dt

− b/

١ +

(
j−١∑
k=٠

∫ xk+١

xk

uklk(t) + uk+١lk+١(t)

)٢
 ١

٢

= ٠, j = ٠, ١, ..., n.

تعریف با ادامه در

αk :=

∫ xk+١

xk

lk(t)dt =

∫ xk+١

xk

lk+١(t)dt, βk :=

∫ xk+١

xk

(t− ١)lk(t)dt, θk :=

∫ xk+١

xk

(t− ١)lk+١(t)dt,

داریم

−uj+a(xj−١)
j−١∑
k=٠

αk [uk + uk+١]+a
n−١∑
k=j

[ukθk + uk+١βk]−b/

[
١ +

(
j−١∑
k=٠

αkuk + βkuk+١

)٢] ١
٢

= ٠ j = ٠, ١, · · · , n

این حل با مͳ دهد. تش΋یل شب΋ه نقاط در را u(t) مجهول تابع از ͳغیر خط معادلات دستگاه j = ٠, ١, · · · , n ازای به بالا رابطه
مͳ شود. حاصل u(tn) ،· · · ،u(t١) ،u(t٠) مقادیر نیوتون، مانند تکراری روش های از دستگاه

عددی نتایج .۵

بعلاوه مͶ دهد. نشان ،b = ٠٫۵ aو = ٠٫٢١۶ پارامترهاي مقادير براي را شده Ͷمعرف Ͷان΋هم م روش از حاصل عددي نتايج ٢ ش΋ل

D = ٢
a
(
√
a٢b٢−٢ab١+٢

ab
− ،C = ١−

√
٢−١ab٢+a٢b٢

ab
آن در که شده اند داده نشان نيز [۴] در آمده بدست کران هاي ش΋ل اين در

HD(t) ≤ h(t) ≤ HC(t), HD١(t) ≤ که است شده ثابت و شده D١تعريف = b
√

١ − b٢ ،C١ = b و ١
ab
+b)

محاسبه کران هاي محدوده در Ͷان΋هم م روش از آمده دست به تقریب های است، مشخص ٢ ش΋ل از که همانطور .h(t) ≤ HC١(t)

دارند. قرار [۴] نويسندگان توسط شده
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سمینار ١۵امین
ͳ΋دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات

گیلان دانشΎاه ،١٣٩٩ اسفند ١٨ تا ١۶

قیمت گذاری مساله حل در جدید روش

صاحبی فرد حسین و دسترن;، الهام ،ͳیاسین زینب

Έکلاسی مدل های از استفاده لذا مͳ باشد. ... و ͳاجتماع اقتصادی، ،ͳسیاس مختلف عوامل تاثیر تحت پایه دارایی Έدینامی چ΋یده.
مدل تحت ͳتوان معامله اختیار قیمت گذاری مقاله این در ندارد. ͳچندان کارایی معاملات اختیار قیمت گذاری در پایه دارایی حرکت
روش با قیمت گذاری معادله و مͳ شود گرفته نظر در ͳمختلف نظام های پایه دارایی برای مدل، این در شده است. انجام سوئیچینگ رژیم

شده است. حل ناوردا زیرفضای

پیش گفتار .١

شیوه در انقلابی بلΈ‐شولز مدل Έبی ش است. ͳمال اقتصادهای در موضوعات مهم ترین از ͳ΋ی معامله اختیار ارزش گذاری
رهایی برای زیادی متخصصان بلΈ‐شولز از بعد بود. نیز نقص هایی دارای مدل این اما آورد. وجود به معامله اختیار قیمت گذاری

.[٢] کردند ارائه تلاطم دینامیΈ های برای مدل هایی ، آن نقص های از
مͳ تواند که ͳمدل یافته است. تمرکز (سهام) پایه دارایی بازار ساختاری ش΋ست های روی بر تجربی مطالعات اکثر اخیر سال های در

است. سوئیچینگ رژیم مدل کند اندازه گیری و دهد توضیح را تغییر این
محاسبه را غیره و ارز نرخ و بهره نرخ جمله از مهم، متغیر چندین از پیچیده ͳزمان سری های خواص موثر به طور سوئیچینگ رژیم مدل
سایر به نسبت را مدل این برتری و داده توسعه سوئیچینگ رژیم مدل های با را ͳاقتصادسنج رسیده، پژوهش های و تحقیقات مͳ کند.
.[٣] گرفت قرار استفاده مورد مشتقات و سهام بازارهای در گسترده به طور سوئیچینگ رژیم مدل ترتیب بدین است. کرده ثابت مدل ها

شده است. ارائه معامله اختیار قیمت گذاری به مربوط ͳدیفرانسیل معادلات حل برای جدید ͳروش مقاله این در

مدل .٢

Έریس اندازه Q و ͳبراون فرایند توسط شده تولید فیلتر
{
Ft : t ≥ ٠

}
مفروض، احتمال فضای (Ω, F, P ) کنید فرض

(Ω, F, P ) روی
{
Xt : t ≥ ٠

}
مارکوف زنجیر Έی وسیله به مفروض اقتصادی حالت که کنید فرض همچنین باشد. ͳخنث

بردار های از ͳمتناه مجموعه Έی با را
{
Xt : t ≥ ٠

}
حالت فضای مͳ توان مسئله، کلیت دادن دست از بدون شده باشد. مد ل سازی

اختیار. قمیت گذاری ،ͳمال ͳریاض ناوردا، زیرفضاهای کسری، دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژه های
.13D45, 39B42, 47A15 :[٢٠١٠] ͳموضوع طبقه بندی

۴٧



صاحبی فرد ح. و دسترن;، ا. ،ͳیاسین ز.

و
{
Xt : t ≥ ٠

}
کنید فرض .ei = (٠, . . . , ١, . . . , ٠) این جا در شناخت. χ :=

{
e١, e٢, . . . , eM

}
واحد

باشد مذکور مارکوف زنجیره از ، i, j = ١, ٢, . . . ,M ،
[
qij
]

مولد H کنید فرض همچنین باشند. مستقل
{
Wt : t ≥ ٠

}{
Xt : t ≥ ٠

}
برای کرد ثابت مͳ توان ͳنیم‐مارتینگل قضیه از استفاده با . [۴]

(٢. ١) Xt = x٠ +

∫ t

٠
HXs ds+Mt,

پایه دارایی قیمت است.
{
Xt : t ≥ ٠

}
وسیله به شده تولید فیلتر به نسبت مقدار RM ͳمارتینگل فرایند

{
Mt : t ≥ ٠

}
که

مͳ کند تبعیت زیر فرایند از t لحظه در St

dSt = µXtStdt + σXtStdWt,

زیر به صورت که است وابسته
{
Xt : t ≥ ٠

}
به
{
σt : t ≥ ٠

}
پایه دارایی نوسان و

{
µt : t ≥ ٠

}
سهام ارزش سود که

مͳ شود تعریف

(٢. ٢) µXt := µ(t,Xt) =< µ,Xt >, σXt := σ(t,Xt) =< σ,Xt >,

مͳ کند. صدق زیر سوئیچینگ رژیم معادله در V بنابراین .Vi := V (t, s, ei), i = ١, ٢, . . . ,M کنید فرض

−riVi +
∂Vi
∂t

+ riS
∂Vi
∂S

+
١

٢
σ٢
iS

٢∂
٢Vi
∂S٢

+ < V,Hei >= ٠, (٢. ٣)

است برابر زیر معادله با که است سهموی دیفرانسیل معادله Έی

−riVi + ∂Vi

∂t
+ riS

∂Vi

∂S
+ ١

٢σ
٢
iS

٢ ∂٢V
∂S٢ +

∑
i ̸=j qij(Vj − Vi) = ٠, (۴ .٢)

V (T, s, ei) = V (s), i = ١, ٢, . . . ,M (۵ .٢)

نا وردا فضای زیر روش با دقیق جواب یافتن .٣

نوشت زیر صورت به را (۴ .٢) معادله کسری زمان تعمیم مͳ توان

∂αVi
∂tα

= riVi − riS
∂Vi
∂S

− ١

٢
σ٢
iS

٢∂
٢Vi
∂S٢

−
∑
i ̸=j

qij(Vi − Vj) = ٠, (٣. ١)

کسری ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات M = ٢ دادن قرار با .٠ < α < ١ فرض با است. کاپوتو کسری مشتق ، ∂αVi

∂tα
که

مͳ آیند. دست به زیر

∂αV١
∂tα

= r١V١ − r١S
∂V١
∂S

− ١
٢σ

٢
١S

٢ ∂٢V١
∂S٢ − q١٢(V١ − V٢) = ٠. (٣. ٢)

∂αV٢

∂tα
= r٢V٢ − r٢S

∂V٢

∂S
− ١

٢
σ٢

٢S
٢∂

٢V٢

∂S٢
− q٢١(V٢ − V١) = ٠.

برای دقیق جواب Έی که W٢ =< ١, s٢ > × < ١, s٢ > ناوردای فضای زیر به وابسته دقیق جواب مجموعه Έی مͳ توان
یافت زیر ش΋ل به است فوق معادله

V١(t, s) = A١(t) + S٢A٢(t),

V٢(t, S) = B١(t) + S٢B٢(t).

۴٨



قیمت گذاری مساله حل در جدید روش

مͳ شود حاصل زیر کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات آنها مجدد بازسازی و اخیر معادلات در جواب دادن قرار با

(٣. ٣)
dαA١

dtα
= q١٢A١(t) + r١A١(t)− q١٢B١(t),

(۴ .٣)
dαB١

dtα
= q٢١B١(t) + r٢B١(t)− q٢١A١(t),

(۵ .٣)
dαA٢

dtα
= q١٢A٢(t)− r١A٢(t)− σ٢

١A٢(t)− q١٢B٢(t),

(۶ .٣)
dαB٢

dtα
= q٢١B٢(t)− r٢B(t)− σ٢

٢B٢(t)− q٢١A٢(t).

داریم (۴ .٣) و (٣. ٣) معادلات طرف دو هر از گرفتن لاپلاس تبدیل با .α ∈ (٠, ١) کنید فرض

sαL{A١(t)} − sα−١A(٠)١ = q١٢L{A١(t)}+ r١L{A١(t)} − q١٢L{B١(t)}, (٣. ٧)

sαL{B١(t)} − sα−١B(٠)١ = q٢١L{B١(t)}+ r٢L{B١(t)} − q٢١L{A١(t)}. (٣. ٨)

نوشت مͳ توان بنابراین .A(٠)١ = A(٠)٢ = B(٠)١ = B(٠)٢ = ١ کنید }فرض
L{A١(t)}(sα − q١٢ − r١) + q١٢L{B١(t)} = sα−١,

L{B١(t)}(sα − q٢١ − r٢) + q٢١L{A١(t)} = sα−١.

مͳ باشد زیر صورت به فوق معادلات دستگاه جواب

(٣. ٩) L{A١(t)} =
sα−١(sα − q٢١ − r٢ − q١٢)

(sα − q١٢ − r١)(sα − q٢١ − r٢)− q١٢q٢١
,

نوشت زیر بصورت مͳ توان که

L{A١(t)} = s٢α−١

s٢α+sα(−q١٢−r١−q٢١−r٢)+q١٢r٢+q٢١r١+r١r٢
(٣. ١٠)

+ sα−١(−q٢١−r٢−q١٢)
s٢α+sα(−q١٢−r١−q٢١−r٢)+q١٢r٢+q٢١r١+r١r٢

. (٣. ١١)

مͳ شود. استفاده زیر لم از لاپلاس، تبدیل از A١(t) تابع کردن پیدا برای دیΎر عبارت به

داریم α ≤ β, α > γ, a ∈ R,Sα−β > |a|, |Sα + aSβ| > |b| برای .٣. ١ لم

L−١

[
sγ

sα + asβ + b

]
= xα−γ−١

∞∑
n=٠

∞∑
k=٠

(−b)n(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ (K(α− β) + (n+ ١)α− γ)

xk(α−β)+nα.

(٣. ١٢)

نوشت مͳ توان فوق لم از استفاده با .[١]

A١(t) =
∑∞

n=٠

∑∞
k=٠(−q١٢r٢ − q٢١r١ − r١r٢)

n(q١٢ + q٢١ + r١ + r٢)
k

(
n+ k

k

)
t(٢n+k)α (٣. ١٣)

×
(

١
Γ (kα+٢αn+١) − (q١٢ + r٢ + q٢١)

tα

Γ (kα+٢αn+α+١)

)
. (١۴ .٣)

۴٩
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B١(t) =
∑∞

n=٠

∑∞
k=٠(−q١٢r٢ − q٢١r١ − r١r٢)

n(q١٢ + q٢١ + r١ + r٢)
k

(
n+ k

k

)
t(٢n+k)α (١۵ .٣)

×
(

١
Γ (kα+٢αn+١) − (q١٢ + r١ + q٢١)

tα

Γ (kα+٢αn+α+١)

)
.

داشت خواهیم آنها ͳبازنشان و (۶ .٣) و (۵ .٣) معادله طرف دو هر روی لاپلاس تبدیل به کارگیری با مشابه، به طور

L
{
A٢(t)

}
= sα−١(sα−q١٢+r٢−q٢١+σ٢

٢)
(sα−q١٢+r١+σ٢

١)(s
α−q٢١+r٢+σ٢

٢)−q١٢q٢١
,

L
{
B٢(t)

}
= sα−١(sα−q١٢+r١−q٢١+σ٢

١)
(sα−q١٢+r١+σ٢

١)(s
α−q٢١+r٢+σ٢

٢)−q١٢q٢١
. (١۶ .٣)

داریم. را زیر جواب های فوق لم از استفاده با اخیرو معادلات از گرفتن معکوس لاپلاس تبدیل با

A٢(t) =
∑∞

n=٠

∑∞
k=٠(q١٢r٢ + q٢١r١ − r١r٢ + q٢١σ

٢
١ + q١٢σ

٢
٢ − r١σ

٢
٢ − r٢σ

٢
١ − σ٢

١σ
٢
٢)

n (٣. ١٧)

×(q١٢ + q٢١ − r١ − r٢ − σ٢
١ − σ٢

٢)
k

(
n+ k

k

)
t(٢n+k)α (٣. ١٨)

×
(

١
Γ (kα+٢αn+١) − (σ٢

٢ − q١٢ + r٢ − q٢١)
tα

Γ (kα+٢αn+α+١)

)
. (٣. ١٩)

B٢(t) =
∑∞

n=٠

∑∞
k=٠(q١٢r٢ + q٢١r١ − r١r٢ + q٢١σ

٢
١ + q١٢σ

٢
٢ − r١σ

٢
٢ − r٢σ

٢
١ − σ٢

١σ
٢
٢)

n

×(q١٢ + q٢١ − r١ − r٢ − σ٢
١ − σ٢

٢)
k

(
n+ k

k

)
t(٢n+k)α

×
(

١
Γ (kα+٢αn+١) − (σ٢

١ − q١٢ + r٢ − q٢١)
tα

Γ (kα+٢αn+α+١)

)
. (٣. ٢٠)
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نمایه نویسندگان
١۴، آهنگری

٢٢، احمدی

٩ ، اکبری

٢٢، تهمتن

٢۶، یوسفی شمس

٣٠، شیخی

٣۴، شیرازیان

٧، طالبی

٣٨، نیا فاتحی

٣٨، پور قلی

۴٣، فر مجیدی

١٨، پارسامنش

۴٨، یاسینی

۵١
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