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Abstract. In this paper, we introduce the concept of Menger
probabilistic normed Riesz spaces. Next, we investigate the Hyers
Ulam Rassias stability of preserving lattice cubic functional equa-
tion in Menger probabilistic normed Riesz spaces.

1. Introduction

The theory of probabilistic metric spaces was introduced by Menger
[?] in 1951. He emphasized that replacing the number d(p, q), which
gives the distance between two points p and q in a non-empty set S,
by a distribution function Fpq whose value Fp,q(t) at t ∈ [0,+∞) is
interpreted as the probability of the distance between the points p and q
is smaller than t. Menger’s idea was developed by the mathematicians.
The theory of probabilistic normed spaces, was introduced by Serstnev
in 1963 [?].
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A classical question in the theory of functional equations is the fol-
lowing: When is it true that a function which approximately satisfies a
functional equation D must be close to an exact solution of D? If the
problem accepts a solution, we say that the equation D is stable. The
first stability problem concerning group homomorphisms was raised by
Ulam [?] in 1940.

Riesz spaces or vector lattices are real vector spaces equipped with
a partial order. Under this partial order the Riesz spaces must satisfy
some axioms, including the axiom that it is a lattice. Riesz spaces are
named after Frigyes Riesz who first defined them in 1930 [?].

A non empty set X with a relation ”≤” is said to be an ordered set
whenever the following conditions are satisfied

1. x ≤ x for every x ∈ X;
2. x ≤ y and y ≤ x implies that x = y for all x, y ∈ X;
3. x ≤ y and y ≤ z implies that x ≤ z for all x, y, z ∈ X.

An order set (X,≤) is called a lattice if any two elements x, y ∈ X
which have a least upper bound denoted by x ∨ y = sup{x, y} and a
greatest lower bound denoted by x ∧ y = inf{x, y}.
A real vector space X which is also an order set is an order vector
space if the order and the vector space structure are compatible in the
following sense

1. If x, y ∈ X such that x ≤ y, then x+ z ≤ y + z for all z ∈ X,
2. If x, y ∈ X such that x ≤ y then αx ≤ αy, for all α ≥ 0.

If (X,≤) is lattice and order vector space then it is called Riesz space.
A norm ‖.‖ on Riesz space X, is called lattice norm if ‖x‖ ≤ ‖y‖
whenever |x| ≤ |y|. A normed Riesz space (X, ‖.‖,≤) is called Banach
lattice if (X, ‖.‖) is Banach space, (X,≤) is Riesz space and ‖.‖ is
lattice norm, for all x, y ∈ X.

Let X be a Riesz space, let the positive cone X+ of X consist of all
x ∈ X such that x ≥ 0. For every x ∈ X, let

x+ = x ∨ 0, x− = −x ∨ 0, |x| = x ∨ −x.

Let X be a Riesz space, for all x, y, z ∈ X, the following assertions
hold

1. x+ y = x ∨ y + x ∧ y , −(x ∨ y) = −x ∧ −y.
2. x+ (y ∨ z) = (x+ y) ∨ (x+ z) , x+ (y ∧ z) = (x+ y) ∧ (x+ z).
3. |x| = x+ + x− , |x+ y| ≤ |x|+ |y|.
4. x ≤ y is equivalent to x+ ≤ y+ and y− ≤ x−.
5. (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) , (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z).

A Riesz space X is Archimedean, if x ≤ 0 holds whenever the set
{nx : n ∈ N} is bounded from above.
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Definition 1.1. Let X, Y be Archimedean Riesz spaces. The function
P : X → Y is called positive if P (X+) = {P (|x|) : x ∈ X} ⊂ Y +.

Theorem 1.2. For a function P : X → Y between two Riesz spaces
the following statements are equivalent

1. P is lattice homomorphism. (It means that P (x∨y) = P (x)∨P (y)
for all x, y ∈ X).

2. P (x+) = P (x)+ for all x ∈ X.
3. P (x ∧ y) = P (x) ∧ P (y), for all x, y ∈ X.

Definition 1.3. Let X and Y be two Banach Lattices and P : X → Y
a positive function. We define

(P1) Lattice homomorphism functional equation: for all x, y ∈ X
P (|x| ∨ |y|) = P (|x|) ∨ P (|y|).

(P2) semi-homogeneity: for all x ∈ X and every number α ∈ R+,

P (α|x|) = αP (|x|).
(P3) homogeneity of degree 3: for all x ∈ X and every number

β ∈ R+,
P (β|x|) = β3P (|x|).

Remark 1.4. Given two Banach lattices X and Y , let a positive function
P : X → Y satisfy property (P1). Then the following statements are
valid

1. P (|x ∨ y|) ≤ P (|x|) ∨ P (|y|) for all x, y ∈ X.
2. The semi-homogeneity implies that P (0) = 0.
3. P is an increasing operator, in the sense that if x, y ∈ X are such

that |x| ≤ |y|, then P (|x|) ≤ P (|y|).
A distance distribution function (briefly, a d.d.f.) is a non-decreasing

function F defined on R+ that satisfies F (0) = 0 and F (+∞) = 1, and
is left continuous on (0,∞). The set of all d.d.f’s will be denoted by
∆+; and the set of all F in ∆+ for which limx→+∞− F (x) = 1 by D+.
The elements of ∆+ are partially ordered via F ≤ G if and only if
F (x) ≤ G(x) for all x ∈ R+.

The space ∆+ has both maximal element ε0 and a minimal element
ε∞ defined by

ε0(x) =

 0 if x ≤ 0

1 if x > 0
ε∞(x) =

 0 if x < +∞

1 if x =∞
A t-norm T is continuous if and only if it is continuous in the first
component, i.e., if for each y ∈ [0, 1] the one place function

T (., y) : [0, 1]→ [0, 1] x 7−→ T (x, y);
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is continuous. A continuous t-norm T is Archimedean if T (x, x) < x
for all x ∈ (0, 1).

Definition 1.5. [?] A Menger probabilistic normed Riesz space ( Menger
PNR- space for short) is a qua-ternary (X, ν, T,≤) where (X,≤) is a
real Riesz space, T is a continuous t-norm and ν : X → D+ (for x ∈ X
the distribution function ν(x) is denoted by νx and νx(t) is the value
of νx at t ∈ R) satisfying the following conditions

(M1) νx(0) = 0 for all x ∈ X;
(M2) νx = ε0 iff x = θ (θ is the null vector in X);
(M3) ναx(t) = νx(

t
|α|) for all x ∈ X and α ∈ R \ {0};

(M4) νx+y(t1 + t2) ≥ T (νx(t1), νy(t2)), for all x, y ∈ X and t1, t2 ∈ R+;
(M5) norm Riesz Menger property: νx(t) ≥ νy(t) whenever |x| ≤ |y| for
all x, y ∈ X and t ∈ R+.

Example 1.6. Let (X, ‖.‖,≤) be a normed Riesz space. Define ν :
X → D+ by

νx(t) =


t

t+ ‖x‖
if t > 0

0 if t ≤ 0

then (X, ν, T,≤) is a Menger PNR space.

Definition 1.7. [?] Let (X, ν, T,≤) be an Menger probabilistic normed
Riesz space. Let {xn} be a sequence in X. Then {xn} is said to be
convergent if there exists an x ∈ X such that

lim
n→∞

νxn−x(t) = 1.

In this case x is called the limit of {xn}.

Definition 1.8. [?] The sequence {xn} in Menger probabilistic normed
Riesz space (X, ν, T,≤) is called Cauchy if for each ε > 0 and δ > 0,
there exists some n0 such that

νxn−xm(δ) > 1− ε,

for all m,n ≥ n0.

Clearly, every convergent sequence in a Menger probabilistic normed
Riesz space is Cauchy. If each Cauchy sequence is convergent in a
Menger probabilistic normed Riesz space (X, ν, T,≤), then it is called
Menger probabilistic Banach Riesz space (briefly, Menger PBR- space).

Theorem 1.9. [?] Let (X, ν, T,≤) be a Menger probabilistic normed
Riesz space, then lattice operators are continuous.
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2. Main Results

Theorem 2.1. Let f be a function from Menger probabilistic normed
Riesz space (X, ν, T,≤) to Menger probabilistic Banach Riesz space
(Y, µ, T,≤), where T is an Archimedean continuous t-norm and νp, µq 6=
ε∞, for all p ∈ X and q ∈ Y . Let

µf(x0∨τx∨ηy)−τf(x)∨ηf(y)(t) ≥ νϕ(x,y)(t) (2.1)

for all x0, x, y ∈ X, with x0 6= 0 and for all τ, η ≥ 1 and t > 0. Here
ϕ : X ×X → X is a mapping such that

ϕ(S1(x), S1(y)) ≤ ταϕ(x, y), (2.2)

for some α ∈ [0, 1). Then there exists a unique function g : X → Y
which satisfies property P1 and inequality

µg(x)−f(x)(t) ≥ νϕ(x,x) ((τ − τα)t) (2.3)

is thus valid for every x ∈ X.

Proof. Replacing y and η with x and τ , respectively, in (??), we get

µf(S1(x))−τf(x)(t) ≥ νϕ(x,x)(t), (2.4)

for all x ∈ X. Hence

µ 1
τ
f(S1(x))−f(x)

(
t

τ

)
≥ νϕ(x,x)(t), (2.5)

for all x ∈ X. Putting x = S1(x) in the above inequality, (??) and
(M5), we obtain

µ 1
τ
f(S2(x))−f(S1(x))

(
t

τ

)
≥ νϕ(S1(x),S1(x))(t)

≥ νϕ(x,x)

(
t

τα

)
, (2.6)

for all x ∈ X. Therefore

µ 1
τ2
f(S2(x))− 1

τ
f(S1(x))

(
τα−2t

)
≥ νϕ(x,x) (t) , (2.7)

for all x ∈ X and t > 0. By comparing (??) and (??) and by using
(M4), we have

µ 1
τ2
f(S2(x))−f(x)

(
(τ−1 + τα−2)t

)
≥ νϕ(x,x) (t) , (2.8)

for all x ∈ X. Again, replacing x by S1(x) and using (M5) in the last
inequality, we get

µ 1
τ2
f(S3(x))−f(S1(x))

(
(τ−1 + τα−2)t

)
≥ νϕ(S1(x),S1(x)) (t)

≥ νταϕ(x,x)(t), (2.9)



6 EHSAN MOVAHEDNIA AND PARVANEH LO′LO′

for all x ∈ X. It follows that

µ 1
τ3
f(S3(x))− 1

τ
f(S1(x))

(
(τα−2 + τ 2α−3)t

)
≥ νϕ(x,x)(t). (2.10)

Comparing (??) and (??) and by using (M4), we obtain

µ 1
τ3
f(S3(x))−f(x)

(
(τ−1 + τα−2 + τ 2α−3)t

)
≥ νϕ(x,x) (t) , (2.11)

for all x ∈ X and t > 0. By following this process, we have

µ 1
τn
f(Sn(x))−f(x)

(
τ−1

(
n−1∑
k=0

τ k(α−1)t

))
≥ νϕ(x,x) (t) . (2.12)

for all n ∈ N. Replacing n by n−m in the above inequality, for some
m ∈ N, such that n > m. We get

µ 1
τn−m f(Sn−m(x))−f(x)

(
τ−1

(
n−m−1∑
k=0

τ k(α−1)t

))
≥ νϕ(x,x) (t) .(2.13)

Substituting x with Sm(x) in (??) and using (M5), we obtain

µ 1
τn−m f(Sn(x))−f(Sm(x))

(
τ−1

(
n−m−1∑
k=0

τ k(α−1)t

))
≥ νϕ(Sm(x),Sm(x)) (t)

≥ νϕ(x,x)

(
t

τmα

)
,

for all x ∈ X. Therefore

µ 1
τn
f(Sn(x))− 1

τm
f(Sm(x))

(
τ−1

(
n−1∑
k=m

τ k(α−1)t

))
≥ νϕ(x,x)(t).(2.14)

Let c > 0 and ε > 0 be given. Since νϕ(x,x)
(t) ∈ D+, so limt→∞ νϕ(x,x)(t) =

1. Therefore there is some t0 > 0, such that

νϕ(x,x)(t0) ≥ 1− ε.

Fix some t ≥ t0. Since
∑∞

k=1 τ
k(α−1) =

τα

τ − τα
, so there exists some

n0 ≥ 0, such that for each n > m > n0, the inequality

τ−1
n−1∑
k=m

τ k(α−1)t < c, (2.15)
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holds. It follows that

µ 1
τn
f(Sn(x))− 1

τm
f(Sm(x))(c) ≥ µ 1

τn
f(Sn(x))− 1

τm
f(Sm(x))

(
τ−1

(
n−1∑
k=m

τ k(α−1)t0

))
≥ νϕ(x,x)(t0)

≥ 1− ε, (2.16)

for all x ∈ X. Hence
{

1
τn
f(Sn(x))

}
is a Cauchy sequence in Menger

probabilistic Banach Riesz space (Y, µ, T,≤) and thus this sequence
converges to g(x) ∈ Y. It means that

lim
n→∞

µ 1
τn
f(Sn(x))−g(x)(t) = 1, (2.17)

for all x ∈ X. Furthermore, by putting m = 0 in (??), we obtain

µ 1
τn
f(Sn(x))−f(x)

(
τ−1

(
n−1∑
k=0

τ k(α−1)t

))
≥ νϕ(x,x)(t). (2.18)

Therefore

µ 1
τn
f(Sn(x))−f(x)(t) ≥ νϕ(x,x)

(
τ.t∑n−1

k=0 τ
k(α−1)

)
. (2.19)

Since νp, µq 6= ε∞ and T is an Archimedean continuous t-norm, then
norm probabilistic is continuous [?]. Thus as n→∞, we have

µg(x)−f(x)(t) ≥ νϕ(x,x) ((τ − τα)t) . (2.20)

Next, we show that g satisfies P1. Replacing η by τ in (??), we get

µf(x0∨τx∨τy)−τf(x)∨τf(y)(t) ≥ νϕ(x,y)(t). (2.21)

We have

µf(S1(x∨y))−τf(x)∨τf(y)(t) ≥ νϕ(x,x)(t) (2.22)

Substituting x, y with Sn(x) and Sn(y) respectively, in the last inequal-
ity, we get

µf(S1(Sn(x)∨Sn(y)))−τf(Sn(x))∨τf(Sn(y))(t) ≥ νϕ(Sn(x),Sn(y))(t). (2.23)

It follows that

µf(Sn+1(x∨y)−τf(Sn(x))∨τf(Sn(y))(t) ≥ νϕ(Sn(x),Sn(y))(t)

≥ ντnαϕ(x,y)(t)

= νϕ(x,y)
(

t
τnα

)
, (2.24)

for all x ∈ X. This yields

µ 1
τn+1 f(Sn+1(x∨y))− 1

τn
f(Sn(x))∨ 1

τn
f(Sn(y))

(t) ≥ νϕ(x,y)(τ(τn(1−α))t).(2.25)
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Since norm probabilistic is continuous, so the term on the right-hand
side of the above inequality tends to 1 as n→∞. Therefore

µg(x∨y)−g(x)∨g(y)(t) ≥ 1. (2.26)

So
g(x ∨ y) = g(x) ∨ g(y). (2.27)

Consequently, the property (P1) holds and the proof is completed. �
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بزرگترین باشد. آن بی�کران ترتیبی دوگان E˜
uo و باناخ مشبکه�ی یک E کنیم فرض چکیده.

می�شود. نامیده آن ترتیبی پیوسته�ی بخش و می�شود داده نشان Ea با E نرمی بسته�ی ایده�آل
می�باشد. E˜

n ترتیبی پیوسته�ی بخش E˜
uo که می�شود داده نشان مقاله دراین

پیش�گفتار .١

x, y ∈ بردار دو هر به�ازای به�طوری�که می�باشد مرتب برداری فضای یک ،E برداری مشبکه�ی
به�صورت عضو دو اینفیمم و سوپریمم باشند. Eموجود در دو هر inf{x, y} و sup{x, y} ،E

می�شوند. داده نشان زیر
x ∨ y := sup{x, y} , x ∧ y := inf{x, y}.

با ترتیب به را x مانند برداری قدرمطلق و منفی قسمت مثبت، قسمت برداری ی مشبکه هر در
(xα)α∈I تور می�کنیم. تعریف |x| = x ∨ (−x) و x− = (−x) ∨ 0 و x+ = x ∨ 0

نشان xα
o−→ x به�صورت و می�شود گفته x ∈ E به ترتیبی همگرای E برداری مشبکه�ی در

هر برای و yγ ↓ 0 به�طوری�که باشد موجود E در (yγ)γ∈Γ مانند دیگری تور هرگاه می�شود داده
همچنین ·|xα−x| ≤ yγ ،α ≥ α0 هر به�ازای که به�طوری باشد موجود ای α0 ∈ I ،γ ∈ Γ
با و گوییم x ∈ E به بی�کران ترتیبی همگرای را E برداری مشبکه�ی در (xα) مانند تور یک
تور ·|xα − x| ∧ y

o−→ 0 باشیم داشته y ∈ E+ هر برای هرگاه می�دهیم نشان xα
uo−→ 0 نماد

از A زیرمجموعه�ی ·xα
uo−→ 0 هرگاه گوییم بی�کران ترتیبی پوچ را E برداری مشبکه�ی در (xα)
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y ∈ A و |x| ≤ |y| ،x, y ∈ E هر برای هرگاه می�نامیم صلب(توپر) را E برداری مشبکه�ی
ایده�آل یک را E برداری مشبکه�ی از A مانند صلب برداری زیرفضای هر ·x ∈ A که دهد نتیجه
پیوسته�ی را E برداری مشبکه�ی روی ϕ : E −→ R خطی تابعی می�گوییم. ترتیبی) (ایده�آل
ϕ(xα) −→ 0 آنگاه ،E در xα

o−→ 0 اگر ،(xα) ⊆ E تور هر برای هرگاه گوییم ترتیبی
دوگان E برداری مشبکه�ی روی ترتیبی پیوسته�ی و خطی های تابعی تمام برداری فضای ·R در

می�شود. داده نشان E˜
n با و می�شود گفته E ترتیبی پیوسته�ی

|x| ≤ |y|رابطه��ی هرگاه است مشبکه�ای Eیکنرم برداری مشبکه�ی روی ∥.∥ نرم تعریف١.١.
یک به مجهز برداری مشبکه�ی نرم�دار، برداری مشبکه�ی هر باشد. ∥x∥ ≤ ∥y∥ مستلزم E در
باناخ مشبکه�ی یک را E باشد، کامل E نرم�دار برداری مشبکه�ی اگر است. مشبکه�ای نرم

می�نامیم.

کراندار به�طور E روی ϕ خطی تابعی باشد. باناخ مشبکه�ی یک E کنیم فرض .٢.١ تعریف
(xα) نرمی کراندار بی�کران ترتیبی پوچ تور هر برای هرگاه می�شود گفته بی�کران ترتیبی پیوسته�ی

·ϕ(xα) → 0 ،E در

تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نشان Ea با را E باناخ مشبکه�ی ترتیبی پیوسته�ی بخش
می�کنیم:

Ea = {x ∈ E : است نرمی پوچ [0, |x|]در مجزا دنباله�ی .{هر

پژوهش دست�آورد�های .٢

ایده�آل بزرگترین که می�دهیم نشان بخش این در باشد. باناخ مشبکه�ی یک E کنیم فرض
شد. خواهد E˜

uo برابر E˜
n نرمی بسته�ی

احکام ϕ ∈ E˜
n هر برای صورت این در باشد. باناخ مشبکه�ی یک E کنیم فرض .١.٢ قضیه

معادلند: زیر
ϕ؛ ∈ E˜

uo (١)
ϕ(xn)؛ → 0 ،E در (xn) نرمی کران�دار بی�کران ترتیبی پوچ دنباله�ی هر برای (٢)

ϕ(xn)؛ → 0 ،E در (xn) نرمی کران�دار مجزای دنباله�ی هر برای (٣)
است. نرمی پوچ [0, |ϕ|] بازه�ی در مجزا دنباله�ی هر (۴)

بازه�ی ϕ ∈ E˜
n هر برای است، E* ایده�آل E˜

n که آنجایی از که، می�کنیم ملاحظه
می�شود. گرفته نظر در یکسان E∗ در یا E˜

n در [0, |ϕ|]

بی�کران ترتیبی پوچ دنباله�ی یک (xn) و ϕ ∈ E˜
uo یعنی، باشد. برقرار (١) کنیم فرض برهان.

حال است. برقرار (٢) لذا ϕ(xn) → 0 تعریف طبق این�صورت در باشد. E در نرمی کران�دار
نتیجه�ی طبق باشد. E در نرمی کران�دار مجزای دنباله�ی یک (xn) و باشد برقرار (٢) کنیم فرض
نرمی کراندار بی�کران ترتیبی پوچ دنباله�ی یک (xn) بنابراین ·xn

uo−→ 0 داریم [١] مرجع ٣.۶



٣ باناخ مشبکه�ی یک بی�کران ترتیبی دوگان از خواصی

برقرار کنیم(٣) فرض حال است. برقرار نیز (٣) لذا و ϕ(xn) → 0 فرض طبق پس است.
، [٢] مرجع ١.١٨ قضیه�ی در ریس-کانتروویچ فرمول طبق ·ϕ ∈ E˜

uo می�دهیم نشان باشد.
داشت خواهیم ،ϕ ∈ E˜

n چون

|ϕ|(|xn|) = sup{|ϕ(yn)| : |yn| ≤ |xn|}·
|yn| ≤ چون .(∥xn∥ ≤ 1) باشد E در نرمی کران�دار مجزای دنباله�ی یک (xn) کنیم فرض
مجزای دنباله�ی یک (yn) بنابراین و ∥yn∥ ≤ ∥xn∥ لذا است باناخ مشبکه�ی یک E و |xn|
برای بنابراین و sup|ϕ(yn)| → 0 پس ϕ(yn) → 0 فرض طبق و بود خواهد نرمی کران�دار

.|ϕ|(|xn|) → 0 داریم: ،BE بسته�ی واحد گوی در مجزا دنباله�ی هر
صلب مجموعه�ی A جای به ،|ϕ|(|.|) مشبکه�ای نرم نیم ρ جای به [٢] مرجع ۴.٣۶ قضیه�ی در
اینکه به توجه با . می�گیریم نظر در i : E → E همانی عملگر T جای به و BE نرمی کران�دار

lim
n→∞

|ϕ|(i(|xn|) = lim
n→∞

|ϕ|(|xn|) = 0

E در ای u ≥ 0 دلخواه، ε > 0 هر برای است، BE در دلخواه مجزای دنباله�ی یک (xn) و
داریم x ∈ BE هر برای که به�طوری است موجود

|ϕ|(i(|x| − u)+) ≤ ε.

لذا
supx∈BE

|ϕ|((|x| − u)+) ≤ ε.

بنابراین .(|x|−u)+ = |x|−|x|∧u داریم x = (x−y)++x∧y رابطه�ی طبق طرفی از

supx∈BE
|ϕ|(|x| − |x| ∧ u) = supx∈BE

|ϕ|((|x| − u)+) ≤ ε · (1)

پس ،u ≥ 0 اینکه به توجه با آنگاه باشد، BE در بی�کران ترتیبی پوچ تور یک (xα) اگر
و u = 0 دهیم قرار (١) رابطه�ی در اگر .|ϕ|(|xα| ∧ u) → 0 بنابراین و |xα| ∧ u

o−→ 0

دلخواه، ε هر به�ازای آنگاه ،xα = x

lim
α

sup|ϕ|(|xα|) ≤ ε.

طرفی از
0 ≤ lim

α
inf |ϕ|(|xα|) ≤ lim

α
sup|ϕ|(|xα|).

لذا
lim
α

inf |ϕ|(|xα|) ≤ ε.

بنابراین است، دلخواه مثبت عدد εچون
|ϕ|(|xα|) → 0.

داشت خواهیم |ϕ(xα)| = |ϕ|(xα) و |ϕ|(xα) ≤ |ϕ|(|xα|) اینکه به توجه با

|ϕ(xα)| ≤ |ϕ|(|xα|) → 0.



پرویز امیر زهرا و رنجبری، اصغر دکتر زاده، حسن لیلا ۴

و ϕ ∈ E˜
uo پس .ϕ(xα) → 0 ،(xα) نرمی کران�دار بی�کران ترتیبی پوچ تور هر به�ازای چون

نظر در با اینکار برای معادلند. (4) و (3) که می�دهیم نشان حال است. برقرار (3) ⇒ (1) لذا
در ترتیبی بازه�ی آن در که [٣] مرجع ٢.٣.٣ قضیه�ی در ،B = [−|ϕ|, |ϕ|] و A = BE گرفتن
� می�آید. دست به حکم است، شده گرفته E∗

ترتیبی پیوسته�ی بخش E˜
uo این�صورت در باشد. باناخ مشبکه�ی یک E کنیم فرض .٢.٢ نتیجه

می�باشد. E˜
n

قبلی قضیه�ی (1) ⇒ (4) طبق این�صورت در باشد. دلخواه ϕ ∈ E˜
uo کنیم فرض برهان.

پس .ϕ ∈ (E˜
n)

a لذا است نرمی پوچ [0, |ϕ|] در مجزا دنباله�ی هر و ϕ ∈ E˜
n

دنباله�ی هر و ϕ ∈ E˜
n این�صورت در ϕ ∈ (E˜

n)
a کنیم فرض برعکس، .E˜

uo ⊆ (E˜
n)

a

بنابراین .ϕ ∈ E˜
uo قبلی قضیه�ی (4) ⇒ (1) طبق بنابراین است نرمی پوچ [0, |ϕ|] در مجزا

.(E˜
n)

a ⊆ E˜
uo

�
.(ℓ1)˜uo = (ℓ∞)a که می�دهیم نشان است. ℓ∞ ترتیبی پیوسته�ی بخش (ℓ1)˜uo .٣.٢ مثال
است نرمی پوچ [0, |ϕ|] در مجزا دنباله�ی هر و ϕ ∈ ℓ∞ این�صورت در ϕ ∈ (ℓ∞)a کنیم فرض
ϕ ∈ (ℓ1)˜n = (ℓ1)∗ = ℓ∞ این�صورت در .ϕ ∈ (ℓ1)˜uo کنیم فرض حال .ϕ ∈ (ℓ1)˜uo پس

.ϕ ∈ (ℓ∞)a پس است نرمی پوچ [0, |ϕ|] در مجزا دنباله�ی هر و
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Abstract
In this reaserch we introduce the concept of best coapproximation on Banach lattices with

a strong unit. We study the existence problem of best coapproximation in these spaces. Also,
we develop the theory of best coapproximation in quotient of Banach lattice spaces and discuss
about the relationship between the coproximinal elements of a given space and its quotient space.
Finally, we show that every lattice isomorphism is an coapproximation preserving map.

1 Introduction and preliminaries
Another kind of approximation, called best coapproximation was introduced in normed linear spaces
by C. Franchetti and M. Furi [2]. The theory of best coapproximation is much less developed as com-
pared to the theory of best approximation in abstract spaces. In this parer, we develop the theory of
best coapproximation by elements of closed downward sets, which are nacassarily nonconvex sets, in a
Banach lattice with a strong unit. Also, we introduce the notion of best coapproximation in quotient
Banach lattice spaces. We shall determine some conditions which coproximinality can be transmitted
to quotient spaces and vice versa. Finally, we obtain some conditions for maps under which preserve
best coapproximation by downward subsets of Banach lattices.

A real vector space X is said to be an ordered vector space whenever it is equipped with an order
relation ≤ (i.e., ≤ is a reflexive, antisymmetric, and transitive binary relation on X). A vector lattice
space (or a Riesz space) is an ordered vector space X with the additional property that for each pair
of vectors x, y ∈ X , the sup{x, y} and the inf{x, y} both exist in X . As usual, sup{x, y} is denoted
by x ∨ y and inf{x, y} by x ∧ y. Recall that a vector subspace W of a vector lattice space X is said
to be a vector sublattice, whenever W is closed under the lattice operations of X , i.e., whenever for
each pair x, y ∈ W the vector x ∨ y and x ∧ y (taken in X) belongs to W . A subset A of a vector
lattice space is called solid whenever |x| ≤ |y| and y ∈ A imply x ∈ A. A solid vector subspace
of a vector lattice space is referred to as an ideal. For any vector x in a vector lattice space define
x+ := x ∨ 0, x− := x ∧ 0 and |x| := x ∨ (−x). The element x+ is called the positive part, x− is
called the negative part, and |x| is called the absolute value of x. If X is an ordered vector space,
then the set X+ = {x ∈ X : x ≥ 0} is called a positive cone of X , and its members are called
the positive elements of X . An element 1 ∈ X is called a strong unit if for each x ∈ X there exists
0 < λ ∈ R such that x ≤ λ1. Then for each x ∈ X there exists 0 < λ ∈ R such that |x| ≤ λ1.
Using 1 we can define a norm on X by

∥x∥ = inf{λ > 0 : |x| ≤ λ1}. (1)
Recall that a norm ∥.∥ on a vector lattice space is said to be a lattice norm whenever |x| ≤ |y| implies
∥x∥ ≤ ∥y∥. A vector lattice space equipped with a lattice norm is known as a normed vector lattice
space. If a normed vector lattice space is also norm complete, then it is referred to as a Banach lattice.
It is well known that X equipped with the norm (1) is a Banach lattice which is called a Banach
lattice with strong unit 1.
The closed ball with center at x and radius r defined on Banach lattice X as follows:

B(x, r) = {y ∈ X : ∥y − x∥ ≤ r} = {y ∈ X : x− r1 ≤ y ≤ x + r}.
Let A be an ideal in Banach lattice space X . We recall that the equivalence class determined by x
in X

A will be denoted by ẋ = x + A. In X
A we introduce a relation ≤̇ by letting ẋ≤̇ẏ whenever there

exist x1 ∈ ẋ (i.e., x1 − x ∈ A) and y1 ∈ ẏ with x1 ≤ y1. Clearly, X
A under the relation ≤̇ is an

ordered vector space and it is easy to show that X
A is a vector lattice space (for more details see [1]).

Let A be a closed ideal of a Banach lattice space X . Then the vector lattice space X
A under the

quotient norm
∥ẋ∥ = inf{∥y∥ : y ∈ ẋ},

is a Banach lattice space. In fact, the quotient vector space X
A is itself a Banach lattice space.

A linear operator T : X −→ Y between two lattice vector spaces X and Y is said to be a lattice
(or Riesz) homomorphism whenever T (x∨ y) = T (x)∨ T (y) holds for all x, y ∈ X . Note that every
lattice homomorphism is a positive operator, i.e., it carries positive vectors to positive vectors. This
is equivalent to saying that every lattice homomorphism is order preserving, i.e., x ≤ y implies that
T (x) ≤ T (y), and also it is equivalent to

|T (x)| = T (|x|)
for all x ∈ X . It is important to note that the range of a lattice homomorphism is a lattice sub-
space. A lattice homomorphism which is in addition one-to-one is referred to as a lattice isomorphism.
Clearly, the map x → ẋ, from X to X

A , is a linear operator called the canonical projection of X onto
X
A . The lattice homomorphisms are closely related to ideals. For every ideal A of a Banach lattice
space X , the canonical projection of X onto the Banach lattice space X

A is a lattice homomorphism
(for more details see [1]).

Let W be a nonempty subset of a normed linear space X . An element w0 ∈ W is called a best
coapproximation to x ∈ X from W if for every w ∈ W ,

∥w − w0∥ ≤ ∥x− w∥.
The set of all elements of best coapproximation to x ∈ X from W is denoted by RW (x). If each
x ∈ X has at least one best coapproximation w0 ∈ W , then W is called a coproximinal subset of X .

2 Best coapproximation by downward sets
In this section we show that a closed downward set is coproximinal and obtain some results on best
coapproximation elements.
Definition 2.1. A nonempty subset W of an ordered vector space X is called downward if

(w ∈ W , x ≤ w) =⇒ x ∈ W.

A simple example of a downward set is a set of the form {y ∈ X : y ≤ g} , where
g ∈ X . For another example, let f : X −→ R be an increasing function, then its lower level
sets Sc(f ) = {x ∈ X : f (x) ≤ c} for all c ∈ R, are downward.

Proposition 2.2. Let W be a downward and coproximinal subset of Banach lattice space X and
w1, w2 ∈ RW (x). Then w1 ∧ w2 ∈ RW (x).��
Corollary 2.3. Let W be a vector sublattice and RW (x)� be a subspace of Banach lattice space X ,
then RW (x) is a vector sublattice of X .
Theorem 2.4. Let W be a nonempty subset of Banach lattice space X and x ∈ X \ W . Then
w0 ∈ RW (x) �if and only if for every w ∈ W ,

w − rw1 ≤ w0 ≤ w + rw1
�where �rw = ∥x− w∥.��
Theorem 2.5. Let W be a closed downward subset of Banach lattice X . Then for each x ∈ X such
that x ≥ W , W is a coproximinal subset of X .
Example 2.6. Let X = R and W = (−∞, 0]. Then W is a closed downward set in X and so is
coproximinal and we have RW (1) = [−1, 0].

Let S be a vector sublattice of X , we define
Š = {x ∈ X : ∥w∥ ≤ ∥x− w∥ ∀w ∈ S} = R−1({0}).

Proposition 2.7. Let S be a vector sublattice of Banach lattice X . Then,
(a) S ∩ Š = {0}.

(b) for all w ∈ S we have d(w, Š) = ∥w∥.
Theorem 2.8. Let S be a coproximinal vector sublattice of Banach lattice X . If Š is a vector sublattice
of X , then Š is proximinal.

3 Best coapproximation in quotient spaces
In this section we discuss about coproximality of sublattices in quotient of Banach lattice spaces.
Proposition 3.1. A subset W of a vector lattice space X is downward in X if and only if WA is downward
in X

A .
Corollary 3.2. Let W be a closed and downward subset and A be an ideal of X . Then W

A �is coprox-
iminal in �XA .
Theorem 3.3. Let S�be a sublattice and A be an closed ideal in Banach lattice X such that A ⊆ S.
If S�is coproximinal in X , then S

A is a coproximinal sublattice of �XA .
Theorem 3.4. Let S be a sublattice and A be a closed and proximinal ideal in Banach lattice X such
that A ⊆ S. If S

A��is coproximinal in X
A , then S is a coproximinal sublattice of �X .

Theorem 3.5. Let S be a sublattice and A be an closed ideal in Banach lattice X such that A ⊆ S.
If S is coproximinal in X�, then we have �

Q(RS(x)) ⊆ RS
A
(Q(x)),

�In particular if A is proximinal in X , then �
Q(RS(x)) = RS

A
(Q(x)).

4 Coapproximation preserving maps
In this section we shall obtain characterization of coapproximation preserving maps on Banach lat-
tices.
The following lemma characterizes the maps which preserve downwardness of downward subsets of
vector lattices.
Lemma 4.1. [3] (1) Let X and Y be two vector lattices and T : X −→ Y be an injective positive
operator, such that T−1 is a positive operator. Then W is a downward subset of X if and only if
T (W ) is a downward subset of Y .
(2) If T : X −→ X is a positive operator and f : X −→ R is an increasing function, then
Sc(f ◦ T ) = {x ∈ X : f ◦ T (x) ≤ c} for all c ∈ R are downward.

The next theorem which has been proved in [1], page 94, described necessary and sufficient conditions
for an operator between two vector lattice spaces, that is a lattice isomorphism.
Theorem 4.2. [1] Assume that an operator T : X −→ Y between two vector lattice spaces is one-to-one
and onto. Then T is a lattice isomorphism if and only if T and T−1 are both positive operators.
Proposition 4.3. Let X and Y be two Banach lattices with strong units 1X and 1Y , respectively and
T : X −→ Y be an injective positive operator such that T−1 is positive and T (1X) = 1Y . Then, T
is a norm isometry, i.e. ∥T (x)∥ = ∥x∥ for all x ∈ X .
Definition 4.4. Let X and Y be Banach lattices with strong units 1X and 1Y , respectively. A linear
operator T : X −→ Y is called a coapproximation preserving operator if for all downward sets W in
X and all x ∈ X :

(a) W is a downward subset of X if and only if T (W ) is a downward subset of Y .

(b) T (RW (x)) = RT (W )(T (x)).
Theorem 4.5. Let X and Y be Banach lattices with strong units 1X and 1Y , respectively. Let
T : X −→ Y be an injective positive operator which T−1 is a positive operator and T (1X) = 1Y .
Then T is a coapproximation persevering operator.
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Abstract
H∗-algebra is defined by Warren Ambrose. These structure are complete algebra w.r.t. norm ∥·∥A

that corresponding with inner product ⟨·, ·⟩A. Trace class is a sub-algebra of H∗-algebra and define on it
a trace norm τ (·). The space (τ (A), τ (·)) is a complete sub-algebra of H∗-algebra.

algebra; H∗-algebra; trace class Primary: 06F25; Secondary: 16R30.

1 Introduction
An algebra is a vector space A with a multiplication A × A → A s.t. (a, b) 7→ ab which is associative and
linear in each of the two variables of multiplication operator. A Banach algebra is an algebra A over field F
with equipped the norm ∥·∥A that is a Banach space such that for all a, b ∈ A, ∥ab∥A ≤ ∥a∥A ∥b∥A. An unital
Banach algebra is a Banach algebra with a unit element 1A such that ∥1A∥A = 1F. An involution is a map
a 7→ a∗ from A into A such that (a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗ and (αa + b)∗ = ᾱa∗ + b∗, for a, b ∈ A and α ∈ C.
Each Banach algebra equipped with an involution is called Banach ∗-algebra or B∗-algebra. A C∗-algebra is
a Banach algebra A with an involution such that ∥a∗a∥A = ∥a∥2A for every a ∈ A.

2 H∗-Algebra
H∗-algebra is defined by Warren Ambrose in [1]. We survey some properties of this algebra. Also we checking
the difference between that and the similar algebra in an example.
Definition 2.1. Banach algebra A is called H∗-algebra if:
i. The underlying Banach space of A is Hilbert space.

ii. For each a ∈ A, there exist adjoint a∗ ∈ A such that

⟨ab, c⟩A = ⟨b, a∗c⟩A and ⟨ab, c⟩A = ⟨a, cb∗⟩A (2.1)

for all a, b, c ∈ A.

This means, the algebra norm ∥a∥A and the Hilbert space norm ⟨a, a⟩1/2A are equal. Also, the adjoint a∗ of a
may not be unique.
Example 2.2. We explain two example for H∗-algebra and relation between this and C∗-algebra:
i. Complex number, C, with inner product ⟨α, β⟩ = Re (αβ∗) and induced norm by this, is an H∗-algebra and
C∗-algebra.

ii. The Clifford algebra A = Cl0,n is a real H∗-algebra w.r.t. ⟨λ, µ⟩ := 2n[λµ]0 = 2n
∑

A λAµA. Then
|λ|20 := ⟨λ, λ⟩0 = 2n

∑
A λ2A be an induced norm by above inner product on C ℓ02 (i.e. i2 = j2 = −1).

Assume λ = i + j, then λλ = 2, |λλ|0 = 4 and |λ|20 = 8. Hence |λλ|0 ̸= |λ|20. Therefore Cl0,n with this
norm is not a C∗-algebra (For more information see [2]).

Let A be an H∗-algebra and a ∈ A. Then aA = {0} is equivalent to Aa = {0}. Define Z :=
{a ∈ A|aA = {0}}.
Definition 2.3. An H∗-algebra is proper or semi-simple if Z = {0}.
Theorem 2.4. An H∗-algebra is proper if and only if every element has a unique adjoint.
Definition 2.5. Let A be an H∗-algebra and a, e, f ∈ A. Then a is self-adjoint member of A if a∗ = a. a
is positive member of A if ⟨ax, x⟩A ≥ 0 for all x ∈ A. a is normal element if a∗a = aa∗. e is idempotent
if e2 = e ̸= 0. e is sa-idempotent (projection) if e be an idempotent and a self-adjoint element. Idempotents
e, f are called doubly orthogonal if ef = fe = 0 and ⟨e, f⟩A = 0. An idempotent is primitive if it can not be
expressed as the sum of two doubly orthogonal idempotents.
Theorem 2.6. Every proper H∗-algebra contains a non-empty maximal family of doubly orthogonal primitive
sa-idempotents.
Definition 2.7. Let T is a bounded linear operator in Banach algebra X , then T will be called a right central-
izer of X if T satisfies the identity T (xy) = (Tx)y. We will use the symbol R(X) to denote the collection of
all right centralizers of X .

Let a be arbitrary and La : A → A be the operator of the left multiplication by a, i.e. La(x) := ax. Then
La ∈ R(A). We define C(A) to be subspace generated by the operators La, a ∈ A. C(A) is the closed
subspace of R(A) in the operator norm.

2.1 Trace-Class for H∗-Algebras
In continuous, A is a proper H∗-algebra. We discuass about trace–class and trace–functional.

Saworotnow show that for each a ̸= 0 in A there exists a sequence {en} of mutually orthogonal projections
and a sequence {λn} of positive numbers such that a∗a =

∑
n λnen. Also that a∗aen = ena

∗a = λnen for

each n. Then they define [a] :=
∑

n µnen, where µn :=
√
λn ≥ 0. For each a ∈ A there exists a unique

positive member [a] of A such that [a]2 = a∗a (note that [a]∗ = [a]).

Definition 2.8. Trace-class for A is the set τ (A) = {xy|x, y ∈ A}. Also, if a = xy ∈ τ (A), define
tr a := ⟨y, x∗⟩A.

Trace tr is a positive functional, i.e. if a ∈ A be a positive then tr (a) ≥ 0. There exists b ∈ A such that
tr (b) < 0. Therefore in follow use “[ · ]” to build a norm of this functional. For every a ∈ A, [a] is a positive
member of A.

Definition 2.9. With above assumption, we define τ (a) := tr ([a]) = tr (
∑∞

n=1 µnen) =
∑∞

n=1 µn for every
a ∈ A.

Corollary 2.10. Suppose A be an H∗-algebra. Then

i. τ (a∗a) = tr (a∗a) = ∥a∥2A, for all a ∈ A;

ii. |tra| ≤ τ (a), for all a ∈ τ (A);

iii. If a ∈ τ (A) and S is a right centralizer then τ (Sa) ≤ ∥S∥ τ (a);
iv. ∥a∥A ≤ τ (a), for all a ∈ τ (A);

v. τ (ab) ≤ ∥a∥A · ∥b∥A, for all a, b ∈ A;

vi. τ (ab) ≤ τ (a)τ (b), for all a, b ∈ τ (A).

3 Completeness of Trace Class
In this section, investigated trace-class space τ (A) with norm τ (·) and show that (τ (A), τ (·)) is a complete
space. Therefore by Proposition 2.10, part (vi), this space is Banach algebra.

Lemma 3.1. If a ∈ τ (A) then the mapping fa defined on C(A) with fa(S) = tr (Sa) is a bounded linear
functional and ∥fa∥ = τ (a).

Theorem 3.2. Each bounded linear functional on C(A) is of the form fa for some a ∈ τ (A).

This means, the above correspondence between τ (A) and C(A)∗ is an isometric isomorphism. τ (A) can be
identified with the space of all bounded linear functionals on C(A).

Corollary 3.3. τ (A) is a Banach algebra in the norm τ (·).
Proof. τ (A) is complete since it is isometric to the dual of C(A).

Theorem 3.4. For every right centeralizer S the mapping fS(x) = tr (Sx), is a bounded linear functional on
τ (A) such that ∥fS∥ = ∥S∥. Conversely, each bounded linear functional on τ (A) is of the form fS for some
S ∈ R(A). Thus R(A) is isometric isomorphic to τ (A)∗.

Example 3.5. Consider standard structure ℓ2(N) with the common addition and scalar product. Suppose
a = (a1, a2, · · · ) = {ai}∞i=1 , b = (b1, b2, · · · ) = {bi}∞i=1 ∈ ℓ2(N) where ai, bi ∈ F = C. We de-
fine a · b := {ai · bi}∞i=1, ⟨a, b⟩A :=

∑∞
i=1 aibi and a∗ := (a1, a2, · · · ) where ai is conjugate of complex

number ai. Then ∥a∥A = ⟨a, a⟩1/2A = (
∑∞

n=1 |an|2)1/2 is induced norm. A is an H∗-algebra, because
⟨ab, c⟩A = ⟨b, a∗c⟩A = ⟨a, cb∗⟩A =

∑
aibici, but it has not C∗-algebra structure. For check this, let

a = (2, 3, 0, 0, · · · ). Then ∥a∥2A ̸= ∥a∗a∥A.
Let δi =

{
δij

}∞
j=1, i ∈ N, where δij is the Kronecker delta. Then {δi} is family of doubly orthogonal

primitive sa-idempotents.
For every a = {an}∞n=1, [a] = {|an|}∞n=1. Then tr (a) =

∑∞
n=1 an and τ (a) =

∑∞
n=1 |an|. Therefore

∥a∥A = ⟨a, a⟩1/2A =
√

τ (a∗a).
Finally, (τ (A), τ (·)) is a Banach algebra, but is not a C∗-algebra.
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آن کابردهای و تابعی آنالیز سمینار ششمین مبسوط چکیده
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ها قاب جوشی هم عملگرهای

طبا بنی سادات نرگس
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متناظر عملگرهای سپس کرده معرفی را جوش هم های قاب داریم سعی نوشته این در چکیده.
و معرفی شوند، می نامگذاری نیز فضا زیر های قاب عنوان به که ها قاب از دسته این با
متناظر قابی عملگرهای با ها قاب از دسته این عملگرهای که دید خواهیم . نماییم بررسی

. دارند مشابهی خواص عموما و هستند مرتبط

پیش گفتار .١

مختلف های شاخه در آن کاربردهای چون کرد پیشرفت ریاضی در سرعت به ها قاب نظریه
پردازش ، ها سیگنال پردازش به توان می کاربردها این جمله از . گردید مشخص کاربردی و محض
داده از قسمتهایی بازیابی و بازسازی . کرد اشاره غیره و سازی نمونه نظریه ، ها داده و تصاویر
برای . [3] هاست قاب مهم کاربردهای از یکی اند شده حذف دلیل هر به که شده منتقل های
و ساخت را لازم های مولفه ابتدا در توان می ها قاب ساختار ساختن کاربردی و بخشیدن بهبود
که هایی قاب و ها مولفه این بین ارتباط آورد. دست به را نظر مورد قاب ، ها آن ترکیب از پس
اهمیت . است جوشی هم های قاب عبارتی به یا فضا زیر های قاب با مرتبط میشوند ساخته
میتوان . کنند می رفتار ها قاب -g به شبیه بسیار انها که است جهت آن از ها قاب از دسته این
بازسازی فرمول حتی و قابی عملگرهای و ترکیب ، تجزیه عملگرهای ، ها قاب از دسته این برای
می نیز بودن دقیق خاصیت و سازی مینیمم ، فشردگی مثل مفاهیمی .همچنین آورد دست به نیز

. گیرد قرار بحث مورد تواند
قاب ، آنها مهم و خاص انواع از یکی که است آمده دست به فضا زیر های قاب از متفاوتی انواع
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. قابی عملگر ، جوشی هم های قاب ، قاب کلیدی. واژگان

١



... ٢

قاب ساز ریزه چند انالیز از نیز فضا زیر در ها موجک آن در که است هارمونیک فضای زیر های
، فضا زیر های قاب بررسی آغازین نقطه عنوان به توان می . آید می دست به فضا زیر های
. فضاست تمام در هایی قاب به رسیدن منظور به آنها اتصال سپس و موضعی های قاب ساختن
خاص ساختار با فضا کل برای قابی به ها مولفه برای لازم شرایط ایجاد با توان می بعدی گام در
و دافین١ مطالعات به موضعی های قاب از فضا کل در ها قاب ساختن ایده . رسید دلخواه و
آمده دست به گابور های قاب و ها موجک ساختن برای مشابهی روشهای . گردد می باز ٢ شیفر
. [3] است آمده دست به جبرها - C∗ از استفاده با هم دیگری های روش . [1, 2, 4, 5] است

ها قاب بر مروری .٢

مراجعه i] به بیشتر مطالعه برای . میکنیم بیان را ها قاب ایی پایه خواص و تعاریف ابتدا در
های ثابت اگر است H برای قابی ، H هیلبرت فضای در F = {fi}i∈I دنباله . گردد

که طوری به باشند موجود ( بالایی و پایینی های کران ) 0 < A ≤ B < ∞

A ∥f∥2 ≤
∑

i∈I |⟨f, fi⟩|2 ≤ B ∥f∥2 , ∀f ∈ H .

توی به انرا ، f ∈ H بردار تحلیل منظور به . است l2(I) قاب یک با متناظر فضای
: میگردد تعریف زیر صورت به تجزیه عملگر . کنیم می تصویر آن متناظر فضای

TF : H −→ l2(I)

TF (f) = {⟨f, fi⟩}i∈I
الحاقی صورت به است H به متناظرش فضای از نگاشتی که متناظرش ترکیب عملگر و

میگردد: تعریف تجزیه عملگر

TF
∗ : i2(I) −→ H

TF
∗({ci}i∈I) =

∑
i∈I cifi

: رسید خواهیم قابی عملگر به TF
∗ و TF ترکیب از

SF : H −→ H
SF (f) = TF

∗TF (f) =
∑

i∈I⟨f, fi⟩fi
: است پذیر وارون و الحاق خود ، مثبت عملگری که

S = TT ∗ =⇒ S∗ = (TT ∗)∗ = TT ∗ = S.
f ∈ H, Sf = 0 =⇒ ⟨Sf, f⟩ = 0 =

∑m
k=1 |⟨f, fk⟩|

2

. است یک به یک عملگری S و f = 0 قابی خاصیت از استفاده وبا
است قاب یک H فضای در {fk}mk=1 عناصر خانواده که است شده عنوان ١ . ١ . ٣ نتیجه [3] در
عناصری تواند می قاب یک که میدهد نشان نتیجه ین ا span{fk}mk=1 = H اگر تنها و اگر
1�Duffin
2Scheafer
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خانواده نیز {gk}nk=1 و H برای قابی {fk}mk=1 اگر واقع در . باشد شامل را پایه یک از بیش
. بود خواهد H برای قاب یک مجددا {fk}mk=1 ∪ {gk}nk=1 ، باشد H بردارهای از دلخواهی

. میشود نامیده افزونگی دارای یا کامل فوق نباشد پایه که قابی
f اگر حال ، پوشاست T ترکیب عملگر پس ، است برقرار span{fk}mk=1 = H چون حال

g ∈ NT
⊥ = RT ∗ و Tg = f که یافت طوری را g ∈ Cm توان می باشد مفروض

S = RTT ∗ = H

زیر فرم به نمایشی دارای ، f هر طرفی از . است پذیر وارون نهایت در و پوشاست S لذا و
: است

f = SS−1f =
∑m

k=1⟨S−1f, fk⟩fk
، S خودالحاقی خاصیت از استفاده با و

f =
∑m

k=1⟨f, s−1fk⟩fk
که طوری به هست {f̂i}i∈I قابی دوگان یک حداقل ، باشد قاب یک F = {fi}i∈I اگر

f =
∑

i∈I⟨f, fi⟩f̂i =
∑

i∈I⟨f, f̂i⟩fi , ∀f ∈ H.

قاب یک را F ، A = B = 1 اگر و A = B آن در که است قابی ، چسبان قاب یک
ازای به لذا و { 1

A
fi}i∈I با است برابر کانونیک قابی دوگان حالت این در . نامیم می پارسوال

: نوشت توان می f هر

f = 1
A
TF

∗TF (f)

آمده دست به پارسوال های قاب یا چسبان های قاب ساخت برای گوناگونی های روش
در بیشتر جزئیات . هستند پیچیده دلایلی به پارسوال های قاب ساختن های روش . [4] است

. است آمده [1, 4, 5]

فضاهای زیر از ایی خانواده {wi}i∈I و شمارا اندیس مجموعه یک I کنید فرض .٢ . ١ تعریف
{(wi, vi)}i∈I صورت این در . است (vi > 0) ، ها وزن از ایی خانواده {vi}i∈Z Hو در بسته

که باشند موجود 0 < C ≤ D < ∞ های ثابت اگر میشود نامیده قابی جوشی هم یک

C∥f∥2 ≤
∑

i∈I vi
2∥Πwi

(f)∥2 ≤ D∥f∥2 , ∀f ∈ H

جوشی هم های کران را D و C . است wi فضای زیر روی به متعامد تصویر ، Πwi
آن در که

. نامند می قاب

اگر است فشرده C جوشی هم قاب یک {(wi, vi)}i∈I خانواده

C∥f∥2 =
∑

i∈I vi
2∥Πwi

(f)∥2
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جوشی هم پایه یک و C = D = 1 اگر داریم پارسوال جوشی هم قاب یک ، C = D اگر
اگر داریم یکه متعامد

H =
⊕

i∈I wi.

یک گوییم کند صدق جوشی هم تعریف نامساوی راست قسمت در فقط {(wi, vi)}i∈I اگر
. داریم D بسلی جوشی هم کران با جوشی هم بسل دنباله

{fij}j∈Ji,i∈I و H فضای در جوشی هم قاب یک {(wi, vi}i∈I کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
در قاب جوشی هم سیستم یک {(wi, vi, {fij}j∈Ji}i∈I صورت این در . باشد wi در قابی
کران ، باشند {(wi, vi)}i∈I برای جوشی هم قاب های کران D و C اگر . است H فضای
قاب برای مشترک قابی های کران B و A اگر . بود خواهند نیز قابی جوشی هم سیستم های

. هستند نیز موضعی قابی های کران ، باشند {fij}j∈Ji های

موضعی های دوگان ، موضعی های قاب با f̂ij}متناظر }j∈Ji,i∈I قابی های دوگان گردایه
بردارهای شامل دنباله و ابسته و جوشی هم های قاب خواص بین ارتباط مورد در . هستند قاب

. ایم آورده [4] از را زیر قضیه ، موضعی قابی

و H از ایی بسته فضای زیر wi و باشد vi > 0 کنید فرض ، i هر ازای به .٢ . ٣ قضیه
داریم همچنین . باشد Bi و Ai های کران با wi برای قابی {fij}j∈Ji

: است ارز هم زیر شرایط صورت این در . A = infi∈IAi ≤ supi∈IBi = B < ∞

. است H برای جوشی هم قاب یک {(wi, vi)}i∈I (i)

. است H برای قاب j∈Ji,i∈I{vifij}یک (ii)

های کران با H برای جوشی هم قاب سیستم یک {(wi, vi, {fij}j∈Ji)}i∈I اگر ویژه به
و AC های کران با H برای قاب یک {vifij}j∈Ji,i∈I آنگاه باشند D و C جوشی هم قابی

. است BD
آنگاه ، باشد D و C های کران با H برای قاب یک {vifij}j∈Ji,i∈I اگر همچنین
جوشی هم قابی های کران با H برای قاب جوشی هم سیستم یک {(wi, vi, {fij}j∈Ji)}i∈I

. است D
A

و C
B

نقش اسانتر بازسازی فرمولهای ایجاد در ، خاص ساختار داشتن خاطر به فشرده های قاب
قبل قضیه در که داشت توجه باید . طورند همین نیز فشرده جوشی هم های قاب . دارند مهمی
تنها و اگر است H برای فشرده C- جوشی هم قاب یک {(wi, vi)}i∈I که است شده ثابت

. باشد H برای فشرده - C قاب یک {vifij}j∈Ji,i∈I اگر

پژوهش دست آورد های .٣

داده نمایش اسکالر ضرایب از ایی گردایه توسط ورودی سیگنال یک ، ها قاب نظریه دیدگاه از
مورد فضای . میگیرد اندازه قابی بردار هر روی را ها سیگنال متعامد تصویر ضرایب این . میشود
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توسط سیگنال یک ، جوشی هم های قاب دیدگاه از . باشد می l2(I) نیز مبحث این در نظر
، دهند می نمایش فضا زیر هر روی را سیگنال متعامد تصویر که برداری ضرایب از ایی گردایه
میگیریم نظر در زیر صورت به را بحث این نمایش فضای منظور همین برای . شود می مشخص

(
∑

i∈I
⊕

wi)l2 = {{fi}i∈I | fi ∈ wi , {∥fi∥}i∈I ∈ l2(I)}
تعریف را جوشی هم قابی عملگر و تجزیه ، ترکیب عملگرهای تعاریف توان می مشابه طور به

. کرد

یک . باشد H برای جوشی هم قاب یک W = {(wi, vi)}i∈I کنید فرض .٣ . ١ تعریف
آن متناظر تجزیه عملگر . کنیم می تصویر متناظرش نمایش فضای به تحلیل جهت به را سیگنال

گردد: می تعریف زیر شکل به TW

TW : H −→ (
∑

i∈I
⊕

Wi)l2
TW (f) = {viΠwi

(f)}i∈I
: آید می دست به ترکیب عملگر آوریم دست به را T ∗ ، فوق عملگر الحاقی اگر

Tw
∗ : (

∑
i∈I

⊕
wi)l2 −→ H

TW
∗(f) =

∑
i∈I vifi , f = {fi}i∈I ∈ (

∑
i∈I

⊕
wi)l2

: آید می دست به زیر شکل به W برای SW جوشی هم قابی عملگر آخر در و

SW (f) = TW
∗TW (f) =

∑
i vi

2Πwi
(f) .

. داراست را قابی عملگر خواص از بسیاری جوشی هم قابی عملگر

باشد D ، C های کران با {vi}i∈I به وابسته فضای زیر قاب یک {Wi}i∈I اگر .٣ . ٢ قضیه
و است پذیر وارون و الحاق خود ، مثبت عملگری {vi}i∈I و {wi}i∈I برای Sw,v قابی عملگر ،

CI ≤ Sw,v ≤ DI .

: بود خواهد زیر صورت به آن در بازسازی فرمول

f = TS−1
w,v

w, v Tw,v
∗(f) =

∑
i∈I vi

2 Sw,v
−1Πwi

(f) , f ∈ H .

: f ∈ H هر ازای به : اثبات

⟨Sw,v(f), f⟩ = ⟨
∑

i∈I vi
2Πwi

(f), f⟩ =
∑

i∈I vi
2⟨Πwi

(f), f⟩ =∑
i∈I vi

2∥Πwi
(f)∥2

. است مثبت عملگری Sw,v پس

⟨Cf, f⟩ = C∥f∥2 ≤
∑

i∈I vi
2∥Πwi

(f)∥2 = ⟨Sw,v(f), f⟩ ≤ ⟨Df, f⟩ =⇒
CI ≤ Sw,v ≤ DI
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، f, g ∈ H هر ازای به طرفی از . است H روی پذیر وارون عملگری Sw,v پس

⟨Sw,v(f), g⟩ =
∑

i∈I vi
2⟨Πwi

(f), g⟩ =
∑

i∈I vi
2⟨f,Πwi

(g)⟩
: آورد دست به زیر شکل به میتوان را بازسازی فرمول نهایت در و است خودالحاق Sw,v پس

f = Sw,v
−1Sw,v(f) =

∑
i vi

2Sw,v
−1Πwi

(f) .

جوشی هم عملگرقابی نمایش .۴

ازای به و است H برای جوشی هم قابی سیستم یک {(wi, vi, {fij}j∈Ji)}i∈I کنید فرض
هم قابی عملگر صورت این در ، باشند متناظر قابی های دوگان F̂i = {f̂ij}j∈Jj ، i ∈ I

: آورد دست به زیر صورت به توان می را Sw ، متناظر جوشی

Sw =
∑

i∈I vi
2T ∗

F̂i
TFi

=
∑

i∈I vi
2TFi

∗TF̂i
.

، f ∈ H هر ازای به : اثبات
Sw(f) =

∑
i∈I vi

2Πwi
(f) =

∑
i∈I vi

2
∑

j∈Ji⟨f, fij⟩f̂ij =∑
i∈I vi

2
∑

j∈Ji⟨f, f̂ij⟩fij .

می دست به نتیجه متناظر ترکیب عملگرهای و TF̂i
و TFi

تجزیه عملگرهای تعریف به توجه با
. آید
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Abstract. There are several results on the perturbation of frame
sequences in Hilbert spaces that have introduced by Christensen.
We state some results on the perturbation of dual frames.

1. Introduction

A sequence {fi} in a Hilbert space H is called a frame if there exist
constants A,B > 0 such that

A‖f‖2 ≤
∞∑
i=1

| 〈f, fi〉 |26 B ‖ f ‖2, (f ∈ H).

The numbers A and B are called frame bound, also they are not unique.
In addition, it follows from the definition that if {fi} is a frame for H,
then span {fi} = H. The frame is called tight frame when A = B. If
A = B = 1, it is called a Parseval frame. We say that {fi} is a frame
sequence if it is a frame for span {fi}. The sequence {fi} ⊆ H is a
Bessel sequence if at least the upper frame bound B exists. In this case
the bounded operator T : l2(N) → H defined by T{ci}∞i=1 =

∑∞
i=1 cifi

is usually called the pre-frame operator. Furthermore, the composing

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 47H10; Secondary: 47H09.
Key words and phrases. Frames; Dual frames; Perturbations; Riesz bases.
∗ Speaker.
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of operator T with its adjoint gives the frame operator

S : H → H, Sf := TT ∗f =
∞∑
i=1

〈f, S−1fi〉fi.

If both of the frame conditions are satisfied, then S is invertible and
self-adjoint. Moreover, the following is holds

f =
∞∑
i=1

〈f, S−1fi〉fi =
∞∑
i=1

〈f, fi〉S−1fi.

A sequence {gi}∞i=1 ⊆ H is called a dual frame for {fi}∞i=1 if

f =
∞∑
i=1

〈f, gi〉fi, (f ∈ H).

The classical choice for {gi}∞i=1 is {S−1fi}∞i=1. Every frame at least has
a dual. In fact, if {fi}∞i=1 is a frame, then {S−1fi}∞i=1, which is a frame
with bounds B−1 and A−1, is a dual for {fi}∞i=1; it is called the canonical
dual, a dual which is not be the canonical dual is called an alternate
dual, or simply a dual.

Example 1.1. [2] Let {ei}∞i=1 be an orthonormal basis for H and con-
sider the frame

{fi}∞i=1 = {e1, e1, e2, e3, · · · },
which is a frame with bounds A = 1, B = 2. The canonical dual frame
is given by

{S−1fi}∞i=1 =

{
1

2
e1,

1

2
e1, e2, e3, · · ·

}
As an example of non-canonical dual frame we mention

{gi}∞i=1 = {0, e1, e2, e3, · · · }
and

{gi}∞i=1 =

{
1

3
e1,

2

3
e1, e2, e3, · · ·

}
Theorem 1.2. [1] Let {fi}∞i=1 be a frame for H with the pre-frame
operator T . Then {gi}∞i=1 is a dual for {fi}∞i=1 if and only if

gi = S−1fi + ui

for some Bessel sequence {ui}∞i=1 such that

∞∑
i=1

〈f, fi〉ui = 0, (f ∈ H).
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2. Main results

The question of stability where plays a crucial role states that if {ei} is
an orthonormal basis and {gi} in some sense is ”close” to {ei}, does it
follow that {gi} also is a basis?A classical result states that if {ei} is an
orthonormal basis for a H, then a sequence {gi} in H is a orthonormal
basis if there exists a constant λ ∈ (0, 1) such that

‖
∑

ci(ei − gi) 6 ‖
∑

ciei‖,

for all finite sequences of scalars {ci}. We will now discuss a natural
extension of this result to the frame setting.That is, assuming that {fi}
is a frame for a Hilbert space H, we want to find conditions on a per-
turbed family {gi} that imply that it is a frame.We discuss also similar
results for dual frames.

We apply the following lemma frequently.

Lemma 2.1. [4] Let X be a Banach space and U : X → X a linear
operator, if constants λ1, λ2 ∈ (0, 1) there exist such that

‖Ux− x‖ 6 λ1‖x‖+ λ2‖Ux‖, (x ∈ X),

then the linear operator U is bounded and invertible. In addition,

1− λ1
1 + λ2

‖x‖ ≤ ‖Ux‖ 6 1 + λ1
1− λ2

‖x‖, (x ∈ X).

and
1− λ2
1 + λ1

‖x‖ ≤ ‖U−1x‖ 6 1 + λ2
1− λ1

‖x‖, (x ∈ X).

Theorem 2.2. [3, 5, 6] Let {fi}∞i=1 be a frame with bounds A,B for H.
Let {gi}∞i=1 ⊆ H and suppose that there exist constants λ1, λ2, µ ≥ 0
such that max (λ1 + µ√

A
, λ2) < 1 and

‖
n∑
i=1

ci(fi − gi)‖ 6 λ1‖
n∑
i=1

cifi‖+ λ2‖
n∑
i=1

cigi‖+ µ

(
n∑
i=1

| ci |2
) 1

2

for all scalars c1, c2, · · · cn(n ∈ N), then {gi}∞i=1 is a frame with bounds

A

(
1−

λ1 + λ2 + µ√
A

1 + λ2

)2

B

(
1 +

λ1 + λ2 + µ√
B

1− λ2

)2

.

Theorem 2.3. [3, 5, 6] Suppose that {gi}∞i=1 ⊆ H and a sequence
{fi}∞i=1 be a frame for span{fi}∞i=1 , with bounds A,B. If there exists
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constant λ1, µ ≥ 0 , λ2 ∈ [0, 1] and scalars c1, c2, · · · cn ∈ N such that,

‖
n∑
i=1

ci(fi − gi)‖ 6 λ1‖
n∑
i=1

cifi‖+ λ2‖
n∑
i=1

cigi‖+ µ

(
n∑
i=1

| ci |2
) 1

2

,

then {gi}∞i=1 is a Bessel sequence with bound B
(

1 +
λ1+λ2+

µ√
B

1−λ2

)2
.

Theorem 2.4. [3, 5, 6] Assume that {gi}∞i=1 ⊆ H and a sequence
{fi}∞i=1 is a frame for H with bounds A,B and K is a compact operator
from l2 into H with

K{ci}∞i=1 =
∞∑
i=1

ci(fi − gi).

Then the sequence {gi}∞i=1 is a frame for span{gi}∞i=1.

Theorem 2.5. Suppose that {fi}∞i=1 is a frame, then there exists an
infinite dual {gi}∞i=1 ⊆ H such that

K{ci}∞i=1 =
∞∑
i=1

ci(gi − S−1F fi).

is a compact operator from l2 to H.

Theorem 2.6. Let {gi}∞i=1 be a dual frame of {fi}∞i=1 and {hi}∞i=1 be a
Bessel sequence such that

K{ci}∞i=1 =
∞∑
i=1

ci(gi − hi).

Then {hi}∞i=1 is also a dual of {fi}∞i=1.
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