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 پیشگفتار
گذاشتن  اشتراک به و تبادل میعادگاه مالی ریاضی محوریت با انسانی علوم و ریاضیات همایش

 .است پولی و مالی های زمینه در دانشگاهی پژوهشگران و سرمایه بازار فعالان تجربه و علم میان

شناسایی  برای است مکانی است، سرمایه بازار کارآفرینان و دانشگاه آموختگان دانش محل آشنایی

های  تجربه دانشگاه استادان که است جایی سرانجام و کار، بازار در آنها جذب و جوان استعدادهای

 . کنند می لحاظ خود درسی های برنامه در و دریافت را سرمایه بازار فعالان

 

 آمار، دانشکده در 99 اسفند ششم الی چهارم روزهای انسانی علوم و ریاضیات همایش ششمین

 یازده سال طول در قبلی همایش پنج برگزاری پشتوانۀ با طباطبائی علامه دانشگاه رایانه و ریاضی

 تجربیات علمی، همایش این در کنندگان شرکت که است این هدف .شد خواهد برگزار گذشته،

 بنابراین یک .بگذارند اشتراک به اند، وابسته آن به که را موسساتی و خود فنی و اداری آموزشی،

 لذا برقراری و موسسات و افراد این ضعف و قوت نقاط شناخت همایش این برگزاری فوری نتیجۀ

 پیدا می اهمیت وقتی پیوند این برقراری است.  یکدیگر به رساندن یاری جهت ها آن بین پیوند

 بیمه و مالی، مهندسی مالی، مدیریت اقتصاد، مالی، ریاضیات های رشته اموختگان دانش که کند

 در آینده و شده آشنا پولی و مالی موسسات در خود بالقوۀ همکاران با همایش این در سنجی بیم

 که بنیان هدفی .کنند می پیدا را خود نظر مورد شغل و شتافته ها آن یاری به دور چندان نه ای

  .هستند و بوده آن به دستیابی صدد در تاسیس بدو از مالی ریاضیات رشتۀ گذاران

کند  می کار به آغاز طباطبائی علامه دانشگاه در حالی در انسانی علوم و ریاضیات همایش ششمین

های سنتی را در نوردیده و رسم نوین آموزش و  طومار آموزش و کنفرانس 91پاندمی کوید  که

های  روشکنفرانس آنلاین را آنچنان بر جوامع بشری تحمیل کرده است که تصور باز گشت به 

نماید. بنابراین نحوۀ اجرای این همایش با تمام  را دور از ذهن می 91وید قبل از شیوع کسنتی 

ها  های مخابراتی قوی و متخصصین پشتیبان آن همایش های پیشین متفاوت است. به دستگاه

مان در  وابسته است. بسیار تکنولوژیک است و هیجان انگیز و هراس آور، زیرا اگر رشته از دست

 رسد. لی قطع گردد، بار همایش به مقصد نمیرود و ارتباط به هر دلی

چنان ارتقا بخشیده که  از سوی دیگر این تکنولوژی قدرت ارتباطی فعالان همایش را آن 

اند پای صحبت اندشمندانی  بنشینند که پیش از این تصورش هم ممکن نبود. این  توانسته

است و لذا در این  نجر شدهها نیز م ناخواه به گسترش موضوعی سخنرانی گسترش جغرافیا خواه

همایش با دامنۀ وسیعی از موضوعات مواجهیم که از یک سو با دامنۀ موضوعات ارایه شده در 



 

 

گیرد که در  پنجمین همایش قابل قیاس نیست و از طرف دیگر موضوعات بسیاری را در بر می

 حال حاضر در ریاضیات مالی در سطح دنیا مورد تحقیق اند.

، "یادگیری ماشین در نظریۀ مالی"هایی با موضوع  در این همایش سخنرانی به عنوان نمونه  

نظریۀ قرارداد، که "، "سازی بازاهای مالی شبیه"،  "تکنولوژی مالی"، "یادگیری ماشین در بیمه"

 ، و ... ارایه شده است. "نصیب خود کردند. 6192طراحان آن جایزۀ نوبل اقتصاد را در 

وژیک ما را قادر ساخته است با دستاوردهای علمی جهانیان به ویژه این گسترش تکنول       

باشیم.  ها دسترسی داشته هموطنان خود در داخل و خارج کشور به سرعت برق و باد آشنا و به آن

با این حال در ریاضیات مالی آشنایی صرف بدون در اختیار داشتن آزمایشگاهی بزرگ، عرصۀ 

شود که  کند و او را به سوی تحقیقاتی رهنمون می خارج مینوآوری را  از دسترس پژوهشگر 

های وی در عمل در بازار کاربرد  ای ارگانیک با بازارهای مالی ندارد و بنابراین دستاورد رابطه

کند و در خوشبینانه ترین حالت ریاضیات مالی به ریاضیات فیزیک تبدیل  چندانی پیدا نمی

همایش پیوند دادن اندیشمندان داخلی ریاضیات مالی با  شود. بنابراین یکی از اهداف این می

ها پژوهشگران ریاضیات مالی در  همکاران خود در خارج از ایران است تا با استفاده از تجربیات آن

مند شوند. در این صورت تحقیقات  ها بهره های ایران از امکانات تحقیفاتی و انتشاراتی آن دانشگاه

های ریاضیات مالی، بازارهای  گذارد که به آزمایشگاه قدم در راهی میریاضیات مالی در کشور ما 

شود و ریاضیات مالی تولید شده در ایران به ریاضیات جهانی نزدیک و  مالی جهان، منتهی می

شود. البته فراهم آوردن امکانات ورود ایرانیان به این بازارها یکی دیگر از ابزارهای  نزدیک تر می

   شود. ای نه چندان دور محقق می انشااله در آینده این تقریب است که

 از ریاضی رشتۀ چندین همرس نقطۀ بیمه و بانک، بورس، ریاضیات مثابۀ به مالی ریاضیات      

 آن در اصیل تحقیقات بنابراین است. دیگر طرف از مدیریتی و اقتصادی رشتۀ چندین و یک طرف

 یکی بنابراین .است تیمی همکاری نیازمند لذا و علمی مختلف متخصصین همکاری نیز نیازمند

 علمی، جانبۀ چند های همکاری بستر کردن فراهم همایش این برگزاری های هدف دیگر از

 .است همایش در کنندگان شرکت بین و فنی آموزشی،

های  گروه در نحوی به که اند شده دعوت موسساتی و ها دانشگاه از همایش علمی کمیتۀ اعضای

با  مطابق همایش محورهای افزایش با متناسب و دارند سروکار مالی ریاضیات رشتۀ با خود

ششمین  مورد در .شوند می همکاری به دعوت جدید محورهای برای نیاز مورد های تخصص

 .اند شده دعوت دانشگاه 93 از کمیته این اعضای همایش

بازار  کنشگران میعادگاه را همایش این انسانی، علوم و ریاضیات همایش ششمین برگزاری کمیتۀ

ریاضیات  :دانشجویان بیمه، و بانک و بورس :مباحت به علاقمندان دانشگاه، محترم اساتید سرمایه،



 
 

 

را  همگان و داند می سنجی، بیم و بیمه، مالی، اقتصاد مالی، مدیریت مالی، مهندسی اقتصاد، مالی،

 .نمایند شرکت فعالانه آن در که کند می دعوت

های دانشگاه علامه طباطبائی مرتبط با این همایش، مشخصا معاونت  از کلیه ارگان در پایان

المللی، مدیرکل پژوهشی، شبکۀ مجازی دانشگاه، رئیس دانشکدۀ  های بین پژوهشی، دفتر همکاری

 آمار، ریاضی و رایانه، و اعضای گروه ریاضی کمال تشکر و قدردانی را دارم.

 

 

 

 

 

 

 

  

 محمد جلوداری ممقانی

همایش ریاضیات  ششمینر دبی

 و علوم انسانی



 

 

 

 

 :اهداف برگزاری همایش

فراهم آوردن زمینه های تبادل نظر بین فعالان بازار سرمایه و فعالان دانشگاهی در زمینه ی 

ریاضیات مالی و مهندسی مالی ، شناسایی زمینه های تحقیقاتی مورد نیاز بازار سرمایه از سوی 

و لذا هدایت تحقیقات به سوی رفع نیاز های واقعی کشور ، شناسایی مسایل فعالان دانشگاهی 

آموزشی مورد نیاز بازار سرمایه و ایجاد زمینه برای تغییرات متناسب در برنامه های آموزشی ، آشنا 

بازار های پولی و مالی با رشته های تحصیلی ریاضیات مالی و مهندسی مالی.همچنین   کردن

ن هم اندیشی و تبادل نظر بین مدرسین و کاربران ریاضیات در شاخه های فراهم آوردن امکا

 مختلف علوم انسانی.

  



 
 

 

 

 محورهای همایش:

 حسابان مالیاوین و کاربردهای آن در نظریه مالی، مدلهای مالی و  :ریاضیات مالی

های بهره و مشتقات  قیمت گذاری مشتقات مالی، اعتبارات، ریسک اعتباری، نظریه نرخ

های نکول اعتباری، معادلات دیفرانسیل تصادفی، معادلات دیفرانسیل  بهره، سواپنرخ 

ها در علوم انسانی، نظریه بهینه سازی سبدهای سرمایه  با مشتقات جزئی و کاربرد آن

های  های متناظر با مدل گذاری، ریاضیات سرمایه گذاری، نظریه سرمایه گذاری، هندسه

 ،مالی، فیزیک مالی. کنترل بهینه

 ریاضیات صندوق های سرمایه گذاری، بیمسنجی. ریاضیات بیمه های  :ریاضیات بیمه

 فاجعه آمیز

 مدیریت ریسک مالی و مدیریت قیمت گذاری، تحلیل بنیادی :مهندسی مالی 

 ریاضیات در اقتصاد، ریاضیات در علوم اجتماعی،  :کاربرد ریاضیات در علوم انسانی

 مدیریت ریاضیات در زبانشناسی، ریاضیات در

 ها ها، بیمه گذاری، بورس های سرمایه بنگاه :بازارهای سرمایه , ... 

 ریاضیات رمزارزها، کاربردهای در بازارهای مالی و مهندسی مالی و :رمز ارزها ... . 
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Cryptocurrencies and their economic implications 
 

Khosrow Dehnad 
Columbia University & Director of Analytics and Chief Data Scientist CONCORD ADVICE. 

 

Abstract. There is a great deal of controversy in the financial community about Bitcoin and 

cryptocurrencies. Optimists believe that Bitcoin and the blockchain technology behind it have 

the potential to transform the Financial Industry and the way transactions are done in the 

Economy. On the other hand, pessimists believe that Bitcoin is a fad and a bubble similar to 

Tulip Mania and will implode and cause a great deal of financial pain.  

This talk examines the mathematical and computer science foundation 

of cryptocurrencies. It also discuss the challenges to regulators and 

central banks and the question of trading and risk managing such assets. 
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Utility Maximization Under Ambiguity 
 

 

Erfan Salavati 
Amirkabir University

 

 

 Abstract: In classical utility theory, the basic assumption is that each 

individual is trying to maximize the expected utility of his outcome. 

This expectation is assumed to be taken under some known probability 

distribution ℙ.  

After the financial crisis of a decade ago, the assumptions of classical 

utility theory have been called into question. One of these assumptions 

has been the specificity of the probability distribution. The proposed 

alternative is a situation in which even the distribution is not known a 

priori, but rather it comes from a family of distributions. This family is 

called the ambiguity set. Instead of ordinary expected utility, the 

individual is trying to maximize a robust utility functional,  

𝑋↦min𝑄∈[𝑈(𝑋)] 

Where 𝒬 is the ambiguity set.  

In recent years a lot of research has been done in Robust Utility 

Maximization, each one concerned with a different assumption on 

ambiguity set. Among these works, the G-expectation theory of Peng 

(2007) seems to have been the most successful.  

In this talk, we generalize the G-expectation to the heavy-tailed 

distributions. We also propose a new risk measure which is suitable for 

such non-linear expectation. Then, we find the explicit solution for the 

optimal portfolio under this new risk measure. 
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 های مالی در تحلیل داده گیری ماشینکاربرد یاد
 

 محمدرضا اصغری اسکوئی
 علامه طباطبائیدانشگاه گروه رایانه، 

 

که تا قبل از باشد  یکارهابه انجام قادر  نیماشپیشرفت هوش مصنوعی سبب شده که : چکیده

های جدیدی همچون  شاهد رشد فناوری و پدیده یحوزه مال در. در انحصار انسان متخصص بود آن

معاملات پرتواتر و ماشینی، رمزارز، زنجیره بلوکی، قراردادهای هوشمند و تامین مالی جمعی 

. یادگیری ماشین یکی از مباحث هوش مصنوعی است که امکان ساخت اتوماتیک میهست

های  سازی پدیده مدلو  یمدارتقاء کارآبراساس داده و مشاهدات با هدف  یمحاسبات یها برنامه

سازی با قدرت  نماید. از خصوصیات مهم یادگیری ماشین، مدل پیچیده و پویا را فراهم می

 یشناسائاز جمله متن و تصویر در کنار اعداد و ارقام،  انواع داده لیتحلامکان پذیری بالا،  تطبیق

 ی است. و مدلساز نیدر تخم فرابرازشو امکان کنترل  دهیچیپ یها یالگو

امروزه کاربردهای مختلفی از یادگیری ماشین در حوزه مالی مطرح و عملیاتی شده است که از 

سبد  لیتشکهای عمیق،  بینی تغییرات متغیرهای مالی با کمک شبکه سازی و پیش جمله مدل

و های مالی  مدلدرکنار های اجتماعی، اخبار و گزارشات  محتوی شبکه لیتحلدارائی بهینه، 

 د،یخر میتصمشامل  یتمیآلگور معاملاتی تحولات مالی، و ساختار یبیترک یالگو یائشناس

 یابیارزو اثر شوک،  سکیر لیتحل، و فروش دیخر نهیحجم به نیو تخمدارائی و فروش  ینگهدار

ی را می توان نام برد. در این اعتبار سنجو نیز  تقلب یالگو کشفخریدو فروش،  یها یاستراتژ

 شود.  های مرتبط معرفی می سخنرانی به تشریح برخی از این کاربردها پرداخته و چالش
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آینده تکنولوژی های نوین مالی و تاثیر آن بر بازارهای 

 متفاوت
 

 زیبا حبیبی لشکری

 دانشگاه پلی تکنیک مادرید
 

 

های نوین بر  سزایی در گشایش افقسهم بهی مالی در جهان،  های اخیر عرصه : پیشرفتچکیده

های مالی گردیده  ها و فناوری رفتار مصرف کنندگان داشته ومنجر به چالشی عظیم میان بانک

هایی که نگرشی همسو با تغییرات نوین ندارند به منظور  ها را به ویژه آن است. از این رو، بانک

ی خویش از جمله مقابله با کاهش مداوم تجار-های سنتی تضمین سودآوری مجبور به تغییر روش

روی به فناوری مالی )فین  فروشی کرده و خرده رو به رشداعتبار پایین و رقابت   نرخ بهره، رشد

چین و قراردادهای هوشمند  ها ، بلاک داده های جدید، کلان اند. از سوی دیگر، الگوریتم آوردهتک( 

 .است  ها کرده ید واسطهها را محکوم به رقابت با انواع جد نیز بانک

ها در این عرصه، از نداشتن  رغم تمامی این پیشرفت های مالی علی مغفول نماند که فناوری

دسترسی کافی به بازارهای سرمایه، اعتبار و پایگاه مشتریان و به طور کلی فقدان شناخت مطلوب 

 برند. در مورد آنها رنج می

ها نیز از  بانک، ترین رکود جهانی تاکنون قرار داده عمیقگیری ویروس کرونا ما را در  حال که همه

، آنها نیز برای عبور از این رکود ی خویش این قاعده مستثنی نبوده و با توجه به تجارب گذشته

های دیجیتالی جدید به دلیل برخورداری بیشتر از سرعت عمل،  مجبور به پذیرفتن گزینه

پذیری بالا  های جدید با قابلیت انعطاف این دلایل، فناوری پذیری و امنیت شده اند. مزید بر انعطاف

ها و حتی مشکلات مقطعی  افزون حال حاضر جهان مانند مقررات دولت در مقابل مشکلات روز

 اند.  ی اجتماعی در دوران کرونا مورد توجه قرار گرفته مانند فاصله

تر و  انقطاع جهانی، ما اندیشمندانه شاید پر بیراه نباشد با عنایت به تغییرات سریع و بلادر آخر 

ی مالی و نتایج این تغییرات در بازار گفتگو و تعامل  روی عرصه شکیباتر نسبت به اتفاقات پیش

 کنیم.
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The uncertain shape of grey swans 

 
 

Hamidreza Arian 

Sharif University 
 

 

Abstract. Extreme Value Theory (EVT) is one of the most commonly 

used approaches in finance for measuring the downside risk of 

investment portfolios, especially during financial crises. In this paper, 

we propose a novel approach based on EVT called Uncertain EVT to 

improve its forecast accuracy and capture the statistical characteristics of 

risk beyond the EVT threshold. In our framework, the extreme risk 

threshold, which is commonly assumed a constant, is a dynamic random 

variable. More precisely, we model and calibrate the EVT threshold by a 

state-dependent hidden variable, called Break-Even Risk Threshold 

(BRT), as a function of both risk and ambiguity. We will show that 

when EVT approach is combined with the unobservable BRT process, 

the Uncertain EVT's predicted VaR can foresee the risk of large 

financial losses, outperforms the original EVT approach out-of-sample, 

and is competitive to well-known VaR models when back-tested for 

validity and predictability. 
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 های اتکایی طراحی و ارزیابی بیمه
 

 

 امیر تیمورپاینده نجف آبادی

 دانشگا شهید بهشتی

 

کنند.  ی هر کشور ایفا می ی صنعت بیمه اتکایی نقش بسیار مهمی در توسعههای  بیمه چکیده:

ی اتکایی به صورت اجباری به صنعت تکلیف  ای که در برخی از کشورها )نظیر ایران( بیمه گونه به

های  های اتکایی و چگونگی طراحی بیمه شود. در این سخنرانی در مورد ضرورت وجود بیمه می

های اتکایی  ی واقعی، چگونگی طراحی بیمه رد. سرانجام با ارائه چند نمونهاتکایی بحث خواهیم ک

 های خُرد را نشان خواهیم داد. های غیرزندگی و بیمه برای بیمه

های  های تعاونی، سنجه های خرُد، بیمه های غیرزندگی، بیمه های زندگی، بیمه بیمه کلید واژه:

 ریسک
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تی بازار سرمایه معرفی ابزارها و روش های نوین معاملا

 ایران با تاکید بر تفاوتهای آنها با دیگر کشورها
 

 مسلم پیمانی

 دانشگاه علامه طباطبائی

 

روترین بازارها در توسعه ابزارهای مالی جدید و بازارهای سرمایه جهان، یکی از پیش چکیده:

بازارها طراحی و ای است که با هدف پوشش نیازهای متنوع فعالین گسترده این عموماً پیچیده

هایی در هایی کلی بین بازار سرمایه کشورهای مختلف، تفاوترغم وجود شباهتشود. علیاجرا می

های معاملاتی وجود دارد که عموماً به دلیل نیازهای خاص هر بازار و الزامات این ابزارها و روش

نبوده و به دلیل شرایط خاص قانونی هر کشور است. بازار سرمایه ایران نیز از این قاعده مستثنی 

اقتصادی کشور و همچنین قوانین و الزامات شرعی حاکم بر آن، تغییرات جزئی و بعضاً اساسی در 

ها در ایران رخ داده است. بر این مبنا، ضروری است در سازی این ابزارها و روشنحوه اجرا و پیاده

گذاری و المللی برای قیمتجود بینهای ریاضی شناخته شده و پذیرفته شده مواستفاده از مدل

ها دقت لازم به عمل آمده و اصلاحات ضروری و حتی گیری در خصوص این ابزارها و روشتصمیم

ها ایجاد گردد. بر این اساس پس بنیادینی در آنها صورت گیرد تا قابلیت کاربرد و اجرا در این مدل

ها توضیح داده شده و رمایه ایران، این تفاوتهای نوین معاملاتی بازار ساز معرفی ابزارها و روش

مند گران علاقهگردد تا پژوهشهای ریاضی خاص آنها ارائه میای برای توسعه مدلکارهای اولیهراه

 های کاربردی و بومی بپردازند.به حوزه ریاضیات مالی به توسعه و حل این مدل

 

-زار سرمایه، الزامات قانونی و شرعی، بومیهای نوین معاملاتی، باابزارهای و روش لغات کلیدی:

 های ریاضی.سازی مدل
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 های بیمه محور در شرکت ارزیابی و نظارت ریسک

 
 لیلی نیاکان

 پژوهشکده بیمه

 

بیمه و میزان رقابت حاکم بر بازار  یافتگی صنعت  هر کشوری با توجه به میزان توسعه :چکیده

های اخیر در نظام  گیرد. یکی از تحولاتی که در سال می کار های نظارتی مختلفی را به نظامخود، 

ای به نظارت مالی بوده است  نظارت بر صنعت بیمه ایران رخ داده است تغییر نظام نظارت تعرفه

های بیمه کمتر شود. در این نظام نظارتی، درعین  ای شرکت که باعث شد مداخله در عملیات بیمه

حسابرسی  تری در خصوص گران، مسئولیت سنگین بیمه های های کمتر برای فعالیت محدودیت

داخلی، حسابرسی قانونی، الزامات توانگری، حاکمیت شرکتی و نظارت بر عهده آنها گذاشته شد. 

، عمدتاً بر میزان رعایت مقررات توسط است مبتنی بر قواعدفعلی که مالی و در رویکرد نظارت 

گر با آنها مواجه  هایی که بیمه همه ریسکویکرد در این ر گیرد. مؤسسات بیمه نظارت صورت می

های اخیر رویکرد نظارت مبتنی بر ریسک مورد توجه  لذا در سال ؛شود است در نظر گرفته نمی

نهادهای ناظر بیمه در بسیاری از کشورها قرار گرفته  همچنینالمللی ناظران بیمه و  انجمن بین

های ریسکی جدی و در  اد ناظر بر حوزهرویکرد نظارتی جدید مبتنی بر تمرکز نه است.

 هایی است که به توجه بیشتری احتیاج دارند.  شرکت

های بیمه در نظام نظارت مبتنی بر ریسک و  هدف این مقاله معرفی فرایند ارزیابی ریسک شرکت

گری، اعتباری  های بازار، بیمه این ارزیابی نظارتی بر مبنای ارزیابی ریسکنحوه نظارت بر آنهاست. 

نمره  توان سازی آنها می نهایت با مدلدر کهو عملیاتی، کفایت سرمایه و حاکمیت شرکتی است 

را شرکت بیمه وضعیت ریسک نوع اقدام نظارتی متناسب با  را تعیین وریسک هر شرکت بیمه 

علاوه بر داشتن دید کلی نسبت به  ه از این روش این است کهمزیت استفاد .مشخص نمود

توان شناسایی و  ها با مشکل مواجه است می هایی را که شرکت در آن وضعیت شرکت، حوزه

 اقدام نمود. نسبت به رفع مشکل مربوطه
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STOCHASTIC VOLATILITY DRIVEN BY WEIGHTED 

FRACTIONAL BROWNIAN MOTION WITH DELAY 
 

 

Mahdieh Tahmasbi 

Tarbiat Modares University 

 

Abstract. Malliavin Calculus is an infinite-dimensional differential 

calculus on the Wiener space and there are various applications in 

finance, for example in pricing and hedging financial options and also in 

sensibility with respect to the parameters. In this Lecture, we give a brief 

introduction of Malliavin calculus on the stochastic integrals of 

weighted fractional brownian motion (wfBm) and then we state its 

application to approximate the price of one financial derivative with 

stochastic volatility driven by wfBm and some time-delay tau. 

 

Keywords: Malliavin calculus, Stochastic volatility models, Weighted 

fractional Brownian motion, Implicit Euler scheme. 

Classiffcation: 65C30, and 60H07. 
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On Stein method and applications in  

finance & insurance 
 

Ehsan Azmodeh 

Leeds University 

 

Abstract: Stein method is devised in the early seventies by Charles 

Stein (1920-2016) a Stanford statistician to measure the distance 

between probability distributions by means of characterizing differential 

operators. Stein's motivation was to develop an effective alternative to 

Fourier methods to prove Berry-Esseen type CLTs when dealing with 

functionals of dependent random variables. A few years after, the 

method was adapted to the Poisson approximation by Louis Chen, his 

former Ph.D student. Since then, Stein's original idea has got a lot of 

attentions and the methodology has been applied to a very broad family 

of probability distributions. In this talk, we explain the Chen-Stein road 

map and illustrate some applications in finance and insurance 

mathematics. 
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 نظریه قراردادها در زمان پیوسته

 
 آرش فهیم

 دانشگاه ایالتی فلوریدا
 

نوبل اقتصاد،  ی برنده لگرام،یدارد. م یطولان خچهیقراردادها در زمان گسسته تار ی هینظر چکیده:

شاخه،  نیمورد استفاده در ا یاضیابزار ر نیتر شاخه است. مهم نیاز مبدعان و متخصصان ا یکی

ضمن شرح  ،یسخنران نیپسرو است. در ا یتصادف لیفرانسیو معادلات د یکنترل تصادف ی هینظر

 جیته و نتاها پرداخ مدل نیقراردادها، به توسعه ا ی هیدر نظر وستهیپ-زمان ی هیاول یها مدل

داد چگونه معادلات پسرو  می. به علاوه، نشان خواهمیده یها را شرح م مدل نیمنتج از ا یاقتصاد

معادلات  نیا ی هیو روش حل ارائه شده بر پا شوند یقراردادها ظاهر م ی هیدر نظر یعیبه طور طب

 .ستیچ
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Market consistent and hedging consistent 

valuation 

 
Hirbod Asa 

Kent Business School 

 

 

Abstract: The existing literature on market-consistent valuation MCV) 

always assumes that the liquid assets cannot change the market 

valuation of a risky portfolio. In other words, an MCV needs also to be a 

hedging consistent valuation (or HCV). In this talk, we will discuss how 

HCV can be a restrictive condition when it comes to MCV. Then we 

consider a pure MCV, or MCV without hedging, and discuss how one 

can relate it to market sub-consistent valuation (MSCV). The 

discussions will follow by proposing methods for real word implement. 
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 و کاربردهای آن های زمانیسریدر  ایساختار دوره
 

  9مهدی شمس

 گروه آمار ،یاضیدانشگاه کاشان، دانشکده علوم ر 9

 

. اگر یک نامانا دارند رفتار، هواشناسی هایمربوط به دادههای زمانی های سریمدل: چکیده

ای رسد در یک دوره چندهفتهمشاهده شود، به نظر مییکسان زمان  یکهر روز در  در متغیر

طیفی  چگالیبه عنوان مثال، میانگین و  ات فصلی است.ساختار تغییر دارای یکست، اما مانا

یک این مشکل تقسیم برای . رویکرد معمول هستندزمستان متفاوت  تابستان وهای فصل در

ها به صورت جداگانه برای دو یا سه ماه از جزیه و تحلیل دادهتو  مجزاهای سال به بخش

براوردی ای، های زمانی با ساختار دورهبینی سریپیش در این مقاله در . استچندین سال 

 شود.پیشنهاد می واریانسهمچنین پارامترها و  برای

 رگرسیون خطی، سری فوریه.مدل اتورگرسیو، ای، فرایند مانا، ساختار دورهکلمات کلیدی: 

 .60G10 ،62M10 ،62J05 :موضوعی طبقه بندی

 
 

 مقدمه 1

 یک فرایند تصادفی X t نقراط   از nتعرداد دلخرواه    ای است، اگر بررای هرر  دارای ساختار دوره 

 زمرررانی
itهرررر عررردد صرررحیح ، k T و برخررری اعرررداد مثبرررت  بررره نرررام دوره رابطررره  

         1 1,..., ,...,
d

n nX t X t X t kT X t kT        ًبرقرار باشرد. یرک فراینرد اکیردا

T ای است، زیرا توزیع احتمرال ترو م بررای هرر مقردار     مانا یک حالت خاص از یک ساختار دوره

ای همبسته به عنوان یک فرایند برا سراختار   یک دنباله تصادفی به طور دوره [1]در  یکسان است.

t ،. فرض کنید بررای هرر   شدای در معنای وسیع تعریف دوره  2E X t    متنراهی اسرت، اگرر 

    m t E X t هرر عردد   و  tتابع میانگین سری زمانی باشد، در این صرورت بررای هرر     

k ،صحیح    m t m t kT تابع کوواریانس . 

                                                           
9
 سخنران  
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           ,R s t E X s m s X t m t     

، در رابطه kهر عدد صحیح و   sو  tنیز برای هر    , ,R s t R s kT t kT   صدق می-

 شرود کره  فرض می tپارامتر پیوسته  کند. برای X t  در میرانگین درجره دوم پیوسرته اسرت.     

ص  ، ([5]پرذیر اسرت  ای، هماهنگیساختار دورهنشان داد که یک فرایند تصادفی با [2] همچنین 

زیرا داری نمایش  ،(474     2 iftX t m t e dZ f   است که در آن  Z f یک ترابع   

,0تصادفی با میانگین صفر و حدود انتگرال برای  1, 2,...,t     پارامتر پیوسته وt    بره ترتیرب

به صورت  1 1
2 2
, و ,  پذیر داری نمایش. تابع کوواریانس یک فرایند هماهنگیاست 

      1 2 1 2, exp 2 ,R s t i sf tf dS f f   

است که در آن       1 2 1 2,dS f f E dZ f d Z f.  

ای  برای یک فرایند با ساختار دوره Z f فراینرد برا نموهرای ناهمبسرته نیسرت. ترابع        لزوماً یک

 دوبعردی   1 2,S f f    ثابرت اسرت مگرر اینکره  1 2T f f  اگرر  یرک عردد صرحیح باشرد.     

 1 2,S f f یک تابع توزیع طیفی دوبعدی در نظرر گرفتره شرود، ترابع چگرالی طیفری برر روی         

 .شود میخطوط موازی متمرکز 

ای، براوردی های زمانی با ساختار دورهبینی سریدر این مقاله برای پارامترها و واریانس در پیش

 شود.پیشنهاد می

 

 اتورگرسیو  نمایش 2

های زمانی، برازش یک مدل اتورگرسیون متناهی به کمرک روش   بینی سری یک روش عملی پیش

دار و دور از صرفر  مانا یک چگالی طیفری کرران  زمان -حداقل مربعات است. اگر یک فرایند گسسته

توان توسط یک مدل اتورگرسیون متناهی تقریب زد. برا اسرتفاده از روش    داشته باشد، طیف را می

های با مرتبه توان اتورگرسیون، با استفاده از حداقل محاسبات می[6]در گام به گام پیشنهاد شده 

 بالا را براورد کرد.
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استفاده  توانند در طول دوره تغییر کنند. ای، ضرایب اتورگرسیو می اختار دورهبرای یک فرایند با س

های متحرک برا  متغیر برای پیشگوهای فرایندهای با تغییرات فصلی برای میانگین-از ضرایب زمان

 استفاده شد. [7] فرایندهای نامانابرای و   [3]های نمایی وزن

ای اگر یک فرایند با ساختار دوره X t، توانرد   دارای میانگین صفر باشد، اتورگرسیون متناهی می

 :به صورت زیر نوشته شود

(1.2)               1 1 1 pX t a t X t a t p X t p t        

sکررره  sو  tکررره در آن بررررای هرررر  t و هرررر عررردد صرررحیحk ،   m ma t a t kT  ،

   0E t  ،     0E s t   و      2 2E t E t kT   . 

برای یک فرایندهای مانا، ضرایب اتورگرسیو یعنری  ma t      .بایرد در شررایط مانرایی صردق کننرد ،

توان با تبدیل فرایند به یک فرایند مانای چندمتغیره و با شکستن آن بره   لازم را میهای محدودیت

ها و متناسب کردن هر نقطه زمانی در یک دوره به عنوان یک مولفه از یک فرایند چندمتغیره دوره

های تصادفی به طور پذیر بودن دنبالهبرای نشان دادن هماهنگی [1] بدست آورد. این روش توسط

هرای ضررایب اتورگرسریو یرک فراینرد مانرای       ای همبستگی اسرتفاده شرد. شررایط مراتریس     دوره

 یک شرط لازم برای   [6]چندمتغیره در ma tکنند را فراهم می. 

T از آنجایی که ضرایب اتورگرسیو با دوره صورت زیر ای هستند، توسط یک سری فوریه به  دوره 

 شوند: بسط داده می

                       

       
 2

0
cos 2 sin 2 .

T

m mn mnn
a t m a n t m T b n t m T 


       

 توان اگر ساختار فرایند به آرامی با زمان تغییر کند، می ma t m را برا یرک سرری فوریره بره       

 صورت زیر تخمین زد:

         
0

cos 2 sin 2 , 2 .
q

m mn mn

n

a t m a n t m T b n t m T q T 


       

 شود: به صورت زیر بازنویسی می (9.6)بنابراین معادله 

           
1 0

cos 2 sin 2
p q

mn mnm n
X t X t m a n t m T b n t m T t  

 
        
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 یا  

   

           

01

1 1
cos 2 sin 2 .

p

mm

p q

mn mnm n

X t a X t m

a X t m n t m T b X t m n t m T t  



 

  

        



 
 

ای توسرط   هرای زمرانی برا سراختار دوره    های خطری سرری  بینی دهد که پیش این معادله نشان می

زمانی، بلکه روی گذشرته سرری زمرانی بره      رگرسیون کردن حال، نه تنها روی گذشته خود سری

های اصلی و هارمونیک دوره های فرکانسها و کسینوسها با سینوسدست آمده توسط ضرب داده

 آید. به دست می

ای تنها توسط برردار سرتونی   های زمانی چندمتغیره با ساختار دوره بسط سری X t  و مراتریس-

 های مربعی
mna  و 

mnb شوندتفسیر می. 

 

 های چندمتغیرهمثال 3

های دمای دو متغیره شامل حرداکثر و حرداقل    براورد پارامترهای یک مدل اتورگرسیو بر روی داده

ای، روی خرواص مرتبره    انجام شده است. به منظور حذف میانگین دوره یک منطقهدمای روزانه در 

 اولنقطره زمرانی برا شرروع از      9421ساله متشکل از  4های ها به بخش شود و دادهدوم تمرکز می

شروند و یرک    در یک سال کبیسه تقسیم شده است. دو بخش با هم جفرت و تفریرق مری    فروردین

دهند. در چارچوب رگرسریون   میانگین صفر را به دست می نقطه زمانی و 9421سری دومتغیره از 

yخطی معمولی  X        هرای که در آن برای یرک فراینرد دومتغیرره، بعرد مراتریس
2n

y


 ،

n pX ،2p   و
2n 

هایشان نشان داده شده است. با استفاده از براورد معین مثبرت از  با اندیس 

 .ارائه شده است [6] درماتریس تابع کوواریانس، یک راه حل پایا، 

از سری زمانی دومتغیره      1 2X t x t x t      سری زمانیkچندمتغیره به  بعدی

 :شودصورت زیر تشکیل می

                 1 2 1 2 1, , sin 2 , sin 2 , cos 2 , .U t x t x t x t t T x t t T x t t T      

 بینی توسط رگرسیون کردن پیش X tروی      1 , 2 , ,U t U t U t p    یعنی 



  

 

 

 

 یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان|  17

 

 

               1 1 2 2X t B U t B U t B p U t p t        

 آید. برای حل رگرسیون خطی از محاسبات ماتریسی به دست می

       

       

1

1

, 0,1, , 1 ,

, 1,2, ,

N

t m

N

t m

m U t U t m m p

H m U t X t m m p

 

 

    

  




 

 یعنی اصلاح شدهو به طور معادل حل معادلات نرمال 

 (1.3) 

 

 

 

     

     

     

 

 

 

ˆ 11 0 1 1

ˆ2 1 0 2 2 ˆ
 

1 2 0 ˆ

BH p

H p B
H B

H p p p B p

       
    

               
    

               

 

های با استفاده از فرمول افراز برای ماتریس (9.3)در معادله  معکوس ماتریسشود. استفاده می 

 متقارن تولید شده است. در یک مرحله مشخص،

     

     

     

1

0 1 1

1 0 2

 

1 2 0

r

r

r r



    
 

    
 
 
       

 

1B̂ضرایب رگرسیون براورد شده،  .از مرحله قبل در دسترس است H  ها به و باقیمانده

 صورت

                         ˆ ˆ ˆ1 1 2 2e t X t B U t B U t B p U t p           

ای تغییر کند. تواند به طور دورهای باشد، واریانس خطا میهستند. اگر فرایند دارای ساختار دوره

براورد تغییرات با فرض این که واریانس خطا مورد بررسی قرار گرفت.  [4]این نوع فرایند توسط 

آید. ضرایب براورد شده تواند با یک سری فوریه شامل یک جمله تقریب زده شود، به دست میمی

,1برای  ,7n  :به صورت زیر هستند 
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   

     

     

1
0 1

1

1

1

1

ˆ ,

ˆ cos 2 ,

ˆ sin 2 .

N

N pk t

N

n N pk t

N

N pk t

V e t e t

V e t e t nt T

W e t e t nt T





 

 

 













 

 و از این رو 

  

  

0 0

1
2

1
2

ˆ ,

ˆ 1 cos 8

ˆ 1 cos 8

n n

n n

V V

V V n

W W n







 

 

 

 و همچنین      
7

0 1
2 cos 2 sin 2n nn

V t V V nt T W nt T 


   . در انتها

 .شودرگرسیون با استفاده از واریانس خطای براورد شده برای حداقل مربعات وزنی تکرار می
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بررسی و مساله مدلسازی دینامیک تو م سواپ واریانس سلف و شاخص در این تحقیق : چکیده

 های واریانس سلف سواپاختیار اروپایی شاخص پایه و قیمت گذاری اختیار اروپایی  گذاری قیمت

  [4-2]مورد مطالعه قرار گرفته است. در مدل ارایه شده که براساس نتایج تحقیقاتی برگامی

در   گیرد. های واریانس سلف انجام می سواپبا  شاخص سازگار گذاری اختیار قیمتاستوار است، 

چولگی و قابلیت کنترل مجزای از جمله های کلاسیک  های آن نسبت به مدل ادامه برتری

 گذاری  قیمت همچنین کارایی مدل مورد مطالعه در بیان شده است. های تلاطم/اسپات همبستگی

 ارایه شده است. VIXشاخص تلاطم  هایاختیار  و  S&P500 اختیار اروپایی

  ، سواپ واریانس    VIX شاخص تلاطم  ، مشتقات تلاطمکلمات کلیدی: 

 AMS :35R09, 91G20, 91G30 طبقه بندی موضوعی

 

 مقدمه-1

اخیرا قراردادهای سواپ واریانس برای پوشش ریسک تلاطرم سربدهای اختیرار مرورد توجره قررار       

 دارایی پایه و تلاطم سرلف را  تو مدینامیک  [4-2]گرفته است. در مدل معرفی شده توسط برگامی 

به صورت مستقیم قابل دستیابی بود. در نتیجه کرالیبره  نه منعطف و  نه که معرفی کرد به گونه ای

هرای   سرازی تلاطرم آنری را  برا  مردل سرواپ       زی پارامترها با موانعی مواجه گردید. برگامی مدلسا

کررد جرایگزین نمرود. ایرن مردل را       واریانس سلف که در هر بازه مقدار جدید و متفاوتی اتخاذ مری 

 توان شبیه مدل بازار لایبور برای تلاطم درنظر گرفت. می

دینامیرک ترو م سرواپ    گامی با سراختار بردون آربیترراژ از    در این پژوهش مدلی مبتنی بر نتایج بر

 ایم. های زیر را مورد مطالعه قرار داده و شاخص پایه با ویژگیواریانس 

 .قیمت اختیار شاخص قابلیت انطباق لبخند تلاطم ضمنی شاخص و -      

                                                           

 سخنران 
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 با تطابق قیمت/لبخند تلاطم ضمنی آن.  VIXتعیین اختیار   -      

 ساختار زمانی نرخ سواپ واریانس مشاهده شده. امکان ایجاد -     

 ها.   امکان پرش در بازده و تلاطم با تو مدینامیک  -     

 امکان پارامتری سازی مستقل همبستگی تلاطم/اسپات و چولگی تلاطم ضمنی اختیارها. -     

 .امکان کنترل مجزای چولگی و ساختار زمانی تلاطم تلاطم -     

 گذاری اختیارها. و کارا در قیمتقابلیت انعطاف  -     

 

 

در مدل ارایه شده انعطاف پذیری به دلیل وجود پرش در ساختار پواسون فراهم شده است. عرلاوه   

ه دسازی رویه تلاطم ضمنی بعنوان یک برترری نسربی از مردل برگرامی شرمر      براین امکان کالیبره

 .را داشت ATMلبخند تلاطم ضمنی  قابلیت کالیبره کردن شود که تنها می

ندیفرآ افتهی تحقق انسیوار
tSیزمان ی در بازه 0, ‎‎T صورت به

1

2

,

1

i

i

k
t

t T

i t

SM
RV log

k S




 
  

 
 

 

 راگر   .اسرت  یزمران  ی برازه این  تعداد معاملات Mو  افرازها    تعدادk که  شود یم فیتعر
tS -میرا نر   

  .همگراست متیق تمیمرتبه دوم لگار راتییبه تغ افتهی تحقق انسیوار ، میریدر نظر بگ نگلیمارت

             (1.1)                                  
1

2

1

[ .[log ] log ]i

i

k
t

T t

i t

S
log S S

S




 
  

 
 

 

‎‎tیدو سررس ‎tبا شروع از ‎‎‎(‎‎VS( سواپ واریانس T،  بازده  افتهی تحقق انسیالتفاوت وار  مابه

سانی)نرخ سواپ وار یو مقدار توافق یتمیلگار
T

tVاز  انسینرخ ثابت سواپ وار  پرداخت  و  ( است

 رابطه زیر قابل محاسبه است.

                             (2.1)               1
([log ] [log ] | ).T

t T t tV S S
T t

 


E F 

، tزمان سلف در  انسی وار
1 2t T T ، ی دوره در 

1 2 ]‎ ‎‎[T Tاست زیر صورت به. 

         (3.1)          

2 1

1 2

2 1

, 2 1

12 2 1

( ) ( )1
([log ] [log ] | ) .

T T
T T t t

t T T t

T t V T t V
V S S

T T T T

  
  

 
E F   
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دوره  یبراKیتوافق متیقT دیبا سررس سلف انسیسواپ وارخرید  اریاخت متیقبنابراین  و

یزمان 1 2, ‎T T، زمان در tکند. در رابطه زیر صدق می 

 
2

1 2

1

d ,

1 2( , , , ) ( ) | .

T

s
t

r s T T

T tt T T K e V K
  E F 

 

 هیو شاخص پا انسیوار  سواپتوام  یها کینامید -2

برودن  پذیر نامتناهی  های سواپ واریانس سلف تقسیم نرخ تنها فرض برای توزیع تو م دارایی پایه و

 . ستاآن 

  گسسته انسیوار یها سواپ فرایند
i

tV( ،1: i iT Ti

t tV V 
)  مری  تبعیت  ریانتشار ز-معادله پرشاز

 نماید

  (1.2)            

1 2( ) ( )

0 0
0 0 0

exp{ d d (d d )}. 
i
t i i

t t t
X k T s k T si i i i

t s sV V e V s e Z e xJ x s     
       

که در رابطه فوق 
tZ  ،حرکت براونی

1 2,k k مقادیری ثابت وJ   برای تعیرین   است.پواسون اندازه

 دینامیک دارایی پایه بایستی موارد زیر را مد نظر قرار دهیم.  

 اسپات ی افتهی لیتنز متیق .9
0

exp( ( )d )
t

t s s tS r q s S   .مارتینگل مثبت باشد 

 سازگار با یکینامید .6
i

tV ا توجه بره  ب ندیمرتبه دوم فرا راتییکه تغ یبه طور داشته باشد

 به صورت (2.1)رابطه 
1

[[ ] [ln ] | ]
i i

i

T T t tE lnS S V

 F باشد. 

با دارایی پایهفروش /دیخر یها   اریاخت قیمت .3
tS  یمشاهده شرده بره ازا   ریسازگار با مقاد 

 در بازار باشد. دهایو سررس یتوافق یها متیق

که در هر تصادفی را برای فراهم ساختن شرایط فوق معرفی کرد  "تلاطم موضعی"تابع  یبرگام    

شد تا با  مقادیر آن به روزرسانی می یا بازه 
i

tV  مشاهده شده متناسب باشد. در این مقاله

 کنیم: سازگار است به صورت زیر تعریف می( 9.6)دینامیک دارایی پایه را که با رابطه 

(2.2) 
1

1

1

0 1
0

0

1

0

exp{ ( )d ( ) ( )

( , ) (d d )}.

m

m i i

i

i
i

mT

T s s i i i i T T

m T
i

i T
T

S S r q s T T W W

u x V J x s

 










     





 
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توجه داریم همبسرتگی جرزء انتشرار سرواپ واریرانس و حرکرت براونری دارایری پایره بره صرورت           

, tW Z t  و تابع تعینی( , )i

iu x V         بیرانگر سرایز پررش دارایری پایره )ترابعی از سرواپ

 داریم:  (1.2)و ( 2.2)، (2.1)واریانس( است. با توجه به روابط

   (3.2)                                       2 2( , ) (d ).
i i

i i

T i i TV u x V x     

 

 گذاری اختیار خرید قیمت-3

ییاروپاخرید  اریاختقیمت     00, , , mC S K T دیسررس با  
mT  یتوافق متیو قK زیر  صورت به

 .[1]قابل بیان است 

   (1.3)                                  0 *(0, , , ) [ ( , , ; )].
m

BS

m T mC S K T C U K T  E  

جواب معادله بلک شولز به ازای پارامتر تلاطمBSCهک
2

2 2

* 1

0

1
(1 )( )

mT

i i

im

T T
T

      و 

)ی تصادف ریمتغ , )

m

Z J

TF    ریپذ اندازه 
mTU          است که 

(2.3 )

1

1

1
( , )2 2

0 1

0

1
exp{ ( 1) (d ) ( ) ( )

2

( , ) (d d )}.

i
i Ti

m i i

i

i
i

m
u x V

T i i i T T i

i

T
i

i T
T

U S e x T T Z Z

u x V J x s

    










 
      

 



 

 
 

بره   [1] تحقیرق شرود   JوZ مسریر از  Nمونت کارلو بره ازای ا روش ب می تواند (1.3رابطه )

 عبارتی

(3.3)                        ( )

* 0

1ˆ , , ; ( ) (0, , , ).
m

N
BS k

N T m mC C U K T k C S K T
N




  

در حالیکره مردل      دهرد  می را     کردن مدل برای تمام رویه تلاطم ضمنی امکان کالیبره (3.3)معادله 

d)کاراست.  اندازه لوی  ATM تلاطم ضمنیکالیبره کردن چولگی برگامی فقط برای  )x  و تابع

i
u ( به ازای اندازه پرش6.3در معادله )    انتشرار مرترون( بصرورت زیرر     -های نرمرال )مردل پررش

 باشد.   می
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2

2

( )

2
1

( )
2

x m

dx e dx 
 




 ,          

1/2

0

( , ) i

i

i

Ti

i T ii

V
u x V b x

V

 
  
 
 

 

 داریم.  (3.2)با جایگذاری تابع و اندازه فوق در رابطه  

2 2 2 2 2

0

( ).i

i

i

Ti

i T i ii

V
V b m b

V
     

 مقدار ثابتشدت پرش و واریانس توزیع نرمال، 2میانگین و mکه  
ib   دلخواه اما به گونره

ای انتخاب می شود که 
2

i،از طرفی این پارامتر حاوی جهت مخرالف پررش دارایری     نامنفی باشد

 است. VIXپایه و پرش شاخص 

 

 VIXتلاطم  شاخص-4  

6ی شیکاگو بورس اختیار معامله 
 (CBOE  )  شاخص تلاطمVIX   آن به که مقدار کرد  را معرفی

 کمک سواپ واریانس

(1.4)                   

2

( )

2

0

2 1
( ,, ; ) 1

T
tr T tT i t

t i

i i

K F
VS e Q K T t

T t K T t K

  
   

   
 

به ازای دو زمان سررسید 
1 2

30T TN N [1]شود  به صورت زیر محاسبه می 

(2.4)            

2 11 2

2 1 2 1

1 2

30 30365
100 ( ) ( ) .

30

T TT T

t t t

T T T T

N N
VIX T t VS T t VS

N N N N

  
    

   

 

،   Tو سررسید  iKاختیارها)خرید/فروش( با قیمت توافقی عرضه و تقاضا قیمت میانی Qتابع 

tF  قیمت شاخص سلفS&P500 0وK،اولین قیمت توافقی
iK تفاضل دو کمترین

1 سررسید است به طوری که 1

2

i i
i

K K
K  

  فرض می کنیم پرش ها تغییرات متناهی .

به ( 1.4)و رابطه ی ‎‎‎(‎‎VS(( را با توجه به تعریف سواپ واریانس9.9) یافته اریانس تحققودارند، 

                     کنیم سه عبارت مجزا تجزیه می

                                                           
2 Chicago Board Options Exchange  
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(3.4) 
2 20

2

2 1 1
[log ] [log ] ( ( ) d ( ) d

1 1
( )d ( 1 ) (d d ))

2

t

t

F

T t T T
F

T T
y

s
t t

ts

S S K S K S K K
T t K K

y
F e y J y s

F F


     



     

 

  

 

 خواهیم داشت( 9.4با محاسبه امید ریاضی رابطه فوق و مقایسه با فرمول )

         (3.4)     
2

2 30 2
( 1 ) (d ) ) | .

2

T
t y

t t t
t

y
VIX V e y y ds

T t
  

     
  

 E F 
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ای برای صکوک گذاری دارایی سرمایهمقایسه کاربرد مدل قیمت

 در بازارهای مالی

 ، rahmanimr@yahoo.com 3مرتضی رحمانی 

*4فریبا مرادنوری 
 fmoradnoori@gmail.com    

مهم ترین کارکرد یک نظام مالی، تسهیل جریان مالی و سوق دادن آن در جهت کاراترین  چکیده :

گذاری است. ابزار مالی به عنوان تسهیل کننده جریان مالی، به تولیدکنندگان فرصت نوع سرمایه

جایی صادی را با اتکا به منابع پولی و مالی با سرعت و دقت بیشتری مورد جابهدهد تا منابع اقتمی

قرار دهند. در نظام مالی اسلامی وجود ابزارهای مالی مناسب سبب افزایش کارایی سرمایه و 

تخصیص بهینه منابع خواهد شد. در این میان اوراق بهادار اسلامی)صکوک( نوعی از ابزارهای مالی 

شود. از آن جایی که محاسبه فزایش کارایی سرمایه و تخصیص بهینه منابع میاست که سبب ا

-باشد از این رو به مقایسه کاربرد مدل قیمتریسک و بازده در مورد صکوک نیز حایز اهمیت می

نتایج پژوهش ای برای صکوک در بازارهای مالی ایران پرداخته شده است. گذاری دارایی سرمایه

و قدرت تببین  26/1با بتای پرتفوی صفر برابر با   SCAPMدهد که قدرت تبیین مدل نشان می

 CAPMباشد در حالی که این عامل برای مدل می 77/1با بهره صفر برابر با  SCAPMمدل 

گذاری صکوک در بازار توان چنین نتیجه گرفت که برای قیمتاست. از این رو می 55/1برابر با 

 مدل اول در مقایسه با سایر مدل ها از اولویت بیشتری برخوردار است. ای ایران، سرمایه

 گذاری، صکوکبازارهای مالی، قیمت  واژگان کلیدی :

 G12بندی موضوعی: طبقه

 

 مقدمه -9

های اصلی دولت و فرایند تامین مالی یکی از مباحث مهم اقتصاد مالی و یکی از دغدغه

ها و ابزارهای گوناگونی وجود دارد که هر کدام دارای ها است. برای تامین مالی روششرکت

[. توسعه و پیشرفت اقتصادی هر کشوری در گرو توسعه 9ها و خواص مربوط به خود است]ویژگی

ها را مسلمانان ای از جمعیت آنبازارها، نهادها و ابزارهای مالی است. کشورهایی که بخش عمده

                                                           
3
  فرهنگ عضو هیئت علمی ریاضی و آمار دانشگاه علم و  
  )نویسنده مسئول(  کارشناسی ارشد ریاضی مالی، دانشگاه علم و فرهنگ* 4
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ی خود از بازارهای بدهی کلاسیک )مبتنی بر بهره(، دچار دهند در پاسخ به نیازهای مالتشکیل می

شوند. حال از آنجایی که بسیاری از ابزارهای مالی در دنیا مبتنی بر بهره هایی میمحدودیت

گذاری و تامین مالی کنند، از هستند لذا مسلمانان نیاز به یک بازار مالی دارند که بتوانند سرمایه

اند که ای طراحی شدهابزار مالی اسلامی به گونه[. 9د نداشته باشد]طرفی ربا در این عملیات وجو

ها های واقعی اقتصاد حضور دارند و سود این فعالیتدارندگان اوراق به صورت مشاع در فعالیت

 شود.های عملیاتی بین دارندگان اوراق توزیع میپس از کسر هزینه

شود که معمولا به عنوان اوراق بهادار مییکی از مهم ترین ابزارها به عنوان صکوک شناخته 

مطابق با شریعت نامیده می شود. امروزه صکوک به عنوان محصول اصلی در بازار سرمایه اسلامی 

یک توضیح ساده درباره صکوک مدرن این محسوب می شودکه کارکردهای آن متفاوت است. 

دهد تا مقدار زیادی پول یا میاست که صکوک ابزارهای مالی هستند که به فعالان بازار اجازه 

تواند با ایجاد ساختار متنوعی از صکوک با گذاران بدست آورند. این کار میسرمایه را از سرمایه

گیرندگان است در دهندگان و وامدارایی یا دارایی پایه انجام شود. فرایند اوراق قرضه شامل وام

گذاری از طریق قراردادهای اسلامی است. حالیکه فرایند صکوک شامل اوراق بهادار و سرمایه

گذارانی که علاقمند به اشتراک یا خرید صکوک هستند، سندی را دریافت خواهند کرد که سرمایه

گذاران حق های نقدی است. پس از سررسید، این سرمایهبیانگر مالکیت دارایی، ریسک و جریان

 [.4دارند معادل ارزش صکوک را دریافت نمایند]

 

 مبانی نظری -6

ها، به ویژه ریسک یکی از مباحث مهم بازار سرمایه، آگاهی از میزان ریسک شرکت

ها ایفا کند؛ زیرا اعتقاد بر این است تواند نقش به سزایی در تصمیم گیریسیستماتیک است که می

ت ها تابعی از ریسک سیستماتیک بوده و ریسک سیستماتیک بیانگر تغییراکه بازده سهام شرکت

 [.6نرخ بازده یک سهم نسبت به نرخ بازده کل بازار سهام است]

باشد. یکی از گذاری مییکی از موضوعات مهم در بحث ابزارهای مالی اسلامی بحث قیمت

 5(CAPMای )های سرمایهگذاری داراییگذاری دارایی، مدل قیمتهای قیمتترین مدلمعروف

-بینی بازده مورد انتظار سهام میهای پیشیکی از مدل گذاری دارایی سرمایهباشد. مدل قیمتمی

  عبارت است از : CAPMباشد. فرم کلی مدل 

                                                           
5
 Capital asset pricing model  
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(9-6)                                                  0j f m fR R R R  
                                                                                                                                                                                   

ام، jبازده مورد انتظار سهم : jR  که در آن:
fR، نرخ بازده بدون ریسک :mR بازده بازار :

)شاخص بازار(، j fR R، صرف ریسک : m fR Rصرف بازار و :
0 درجه تغییرپذیری :

 دهد.بهادار فرضی را نسبت به تغییرپذیری بازده یک ورقه بهادار متوسط نشان میبازده ورقه

گذاری را برای توسعه مدل قیمت (MVT) 2مارکوویتزواریانس -( تئوری میانگین9124شارپ )

گذاری دارایی مدل قیمت. [3]( تحت شرایط تعادل بازار گسترش دادCAPM)دارایی سرمایه 

تواند به طور مستقیم برای برآورد بازده ابزارهای مالی اسلامی پر ریسک بکار سرمایه شارپ نمی

گذاران مسلمان تعلق ندارد. اسلام ی سرمایهگذارهای مدل به دنیای سرمایهرود زیرا ورودی

دار و تجارت غیرحلال را ممنوع کرده است. بنابراین، لازم است های ریسکگذاری در داراییسرمایه

گذاری دارایی سرمایه ایجاد شود که با ابزارهای مالی اسلامی طبق دستورات شریعت، مدل قیمت

گذاری کرد برای پیشنهاد دو نسخه از مدل قیمتتطبیق داده شده است. در این راستا، دو روی

 شود.( اتخاذ میSCAPMدارایی سرمایه مطابق با شریعت )

9) SCAPM ( با سبد سهام بتا صفرSCAPM(Z):) 

(6-6  )                             
s s s s si z i M zE r E r E r E r    

 
 

6) SCAPM ( با وجه نقد یا بازده بدون ریسک صفرSCAPM(C):) 

(3-6                                       )   
s s si i ME r E r  

 
 

که در آن
si

r ،
szr  و

sMr  به ترتیب بازده سهام مطابق با شریعت، پورتفوی بتا صفر و سبد سهام

باشد.بازار می
si

 دهنده کوواریانس استاندارد بین نشانsi  بازده سهام مطابق با شریعت وsM 

 .[3]باشدبازده سبد سهام بازار مطابق با شریعت می

 تحلیل مدل پژوهش -3

هایی است که اوراق صکوک به شرکت داده و اطلاعات مورد استفاده در این پژوهش مربوط

تجزیه و تحلیل باشد. شرکت می 79اند. که مجموعاً شامل منتشر کرده 11-17در بازه زمانی 

رگرسیونی برای هر مدل به صورت جداگانه انجام شده است؛ نتایج حاصل از تجزیه و تحلیل 

 باشند:های این پژوهش به شرح زیر میرگرسیون داده

                                                           
6
 Mean Variance Theory (MVT) 
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 با بتای صفر  SCAPM تحلیل مدل -9-3

ای است با این تفاوت که عامل چولگی به های سرمایهاین مدل، همان مدل قیمت گذاری دارایی

 آن اضافه شده است. 

 

 

 با بتای صفر SCAPM: تخمین مدل  9جدول 

عرض از  پرتفوی ها 

 مبدا

ضریب تعیین 

 تعدیل شده

 بتا

SH  69/9 ضریب  

92/6  

229/1  694/1  

 tآماره 

SM  12/9 ضریب  

27/6  

591/1  362/1  

 tآماره 

SL  92/9 ضریب  

17/9  

295/1  421/1  

 tآماره 

BH 35/1 ضریب  

79/6  

474/1  273/1  

 tآماره 

BM 14/9 ضریب  

23/6  

592/1  667/1  

 tآماره 

BL 52/9 ضریب  

13/9  

222/1  592/1  

 tآماره 

گانه نشانگر ضرایب سبد سهام شش 7ی ریسک سیستماتیک و ضریبدهنده، بتا نشان9در جدول 

گیرند. هم چنین قرار می 14/9و  35/1ای بین گانه در دامنهباشند. ضرایب سبد سهام ششمی

ی قدرت اکتشافی)توضیحی ( مدل است. همان گونه که از ضریب تعیین تعدیل شده نشان دهنده

 295/1و  474/1ای بین ین تعدیل شده این مدل در دامنهگردد ضریب تعیمشاهده می 9جدول 

-قرار گرفته که نشان از قدرت تببین بالای مدل دارد. این بدین معنی است که مدل مذکور می

                                                           
7
 Coefficient 
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درصد از تغییرات بازده مورد انتظار صکوک را تبیین نماید؛ یعنی افزایش کل عامل  26تواند تا 

 دهد.بازده مورد انتظار افزایش میچولگی توانایی مدل را در برآورد نرخ 

 با بهره صفر  SCAPM تحلیل مدل -6-3

 با بهره صفر SCAPM: تخمین مدل  6جدول 

عرض از  پرتفوی ها 

 مبدا

ضریب تعیین 

 تعدیل شده

 بتا

SH  27/1 ضریب  

22/6  

427/1  991/1  

 tآماره 

SM  11/1 ضریب  

47/6  

545/1  647/1  

 tآماره 

SL  15/9 ضریب  

52/6  

247/1  392/1  

 tآماره 

BH 77/1 ضریب  

14/6  

722/1  522/1  

 tآماره 

BM  27/9 ضریب  

15/6  

797/1  337/1  

 tآماره 

BL 74/1 ضریب  

17/9  

414/1  494/1  

 tآماره 

گونه گیرند. همانقرار می 15/9و  74/1ای بین گانه در دامنهضرایب سبد سهام شش 6در جدول

و  427/1ای بین گردد ضریب تعیین تعدیل شده این مدل در دامنهمشاهده می 6جدول که از 

قرار گرفته که نشان از قدرت تببین بالای مدل دارد. این بدین معنی است که مدل مذکور  722/1

درصد از تغییرات بازده مورد انتظار صکوک را تبیین نماید؛ یعنی افزایش کل عامل  77تواند تا می

 دهد.توانایی مدل را در برآورد نرخ بازده مورد انتظار افزایش می چولگی

  CAPM تحلیل مدل -3-3

 CAPM : تخمین مدل 3جدول 
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عرض از  پرتفوی ها 

 مبدا

ضریب تعیین 

 تعدیل شده

 بتا

SH  45/9 ضریب  

52/9  

541/1  913/1  

 tآماره 

SM  991/9 ضریب  

93/6  

393/1  923/1  

 tآماره 

SL  12/1 ضریب  

12/6  

424/1  632/1  

 tآماره 

BH  21/1 ضریب  

16/6  

475/1  694/1  

 tآماره 

BM 71/9 ضریب  

11/6  

565/1  937/1  

 tآماره 

BL  22/1 ضریب  

45/9  

516/1  322/1  

 tآماره 

گونه گیرند. همانقرار می 71/9و  21/1ای بین گانه در دامنهضرایب سبد سهام شش 3در جدول

و  393/1ای بین گردد ضریب تعیین تعدیل شده این مدل در دامنهمشاهده می 3که از جدول 

قرار گرفته که نشان از قدرت تببین مدل دارد. این بدین معنی است که مدل مذکور می 541/1

 درصد از تغییرات بازده مورد انتظار صکوک را تبیین نماید. 55تواند تا 

 نتیجه گیری -4

یه گذاری موفق، مستلزم شناسایی عوامل موثر بر سرمایه گذاری و ریسک های مرتبط مروزه سرماا

این امر موجب شد که نظریه ها،  .آن و تخصیص بهینه منابع با هدف کسب بالاترین بازده است با

های مالی و پیش بینی بازده سهام مطرح گذاری داراییهای گوناگونی برای قیمتها و روشمدل

قدرت تبیین مدل  3و6،9باتوجه به نتایج جدول  .ز در حال توسعه و تغییر باشدشده و هر رو

SCAPM  باشد و قدرت تببین مدل درصد می 26با بتای پرتفوی صفر برابر باSCAPM  با

درصد بوده  55برابر با  CAPMدرصد بوده در حالی که این عامل برای مدل  77بهره صفر برابر با 

ای ایران، گذاری صکوک در بازار سرمایهچنین نتیجه گرفت که برای قیمت تواناست. از این رو می
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ها از اولویت بیشتری برخوردار است. با بتای پرتفوی صفر در مقایسه با سایر مدل SCAPMمدل 

تواند در مقایسه با سایر مدل ها، بازده مورد با بتای پرتفوی صفر می SCAPMبنابراین مدل 

 بینی نماید. ت بیشتری پیشانتظار صکوک را با دق

 منابع : -5

های تامین مالی در سیستم اسلامی با تاکید بر ارجمندی بهزاد، مریم، بررسی روش .9

صکوک ، پایان نامه کارشناسی ارشد علوم اقتصادی،دانشکده علوم انسانی و مدیریت، 

 ( .9321نور، ) دانشگاه پیام

ظهیری، نازی . بررسی رابطه بین ریسک مهرآرا، محسن ؛ فلاحتی، ذبیح الله ؛ حیدری  .6

تا سال  9327سیستماتیک و بازده سهام در بازار بورس اوراق بهادار تهران )از سال 

گذاری ای ؛ فصلنامه سیاستگذاری دارایی سرمایه( با استفاده از مدل قیمت9316

 . 27-19(، صفحه 9316پیشرفت اقتصادی دانشگاه الزهرا)س( ، سال اول ، شماره اول ،)
3. S. A. Hakim , Z. Hamid , A. K.  Mydin Meera  , Capital Asset 

Pricing Model and Pricing of Islamic Financial Instruments . 

Islamic Econ , vol . 29 . No,1 ،(2016).pp: 21-39 . 

4. S. S. Razak  , B. Saiti , Y. Dinç,The contracts, structures and 

pricing mechanisms of sukuk: A critical assessment, Borsa 

Istanbul Review ,(2019), pp:21 -33. 
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معرفی و ارزشگذاری محصول جدید بیمه درمان با خدمات 

 بستری محدود و الحاقیه مزایای قابل برداشت تضمین شده 

 

 61آبادی دکتر امیرتیمور پاینده نجف، 92ساراسادات موسوی

 دانشگاه شهید بهشتی، تهران، ایران.گروه بیمسنجی  9

 دانشگاه شهید بهشتی، تهران، ایران.گروه بیمسنجی  6

 

گذاری موجودی حساب در  با سرمایه کهنوعی محصول مستمری هستند مستمری متغیر  :چکیده

دهد. بر اساس همین ویژگی،  گذران می بازارهای مالی، فرصت تولید نرخ بازده بالاتری را به سرمایه

گذار پرداخت  های متغیر برای حفاظت از درآمدهای ثابتی است که طولانی مدت به بیمه مستمری

ر مقابل تورم و سایر معضلات اقتصادی از گردد. به علاوه این نوع مستمری سپر دفاعی خوبی د می

محصولات مستمری متغیر را به همراه انواع  های بیمه شرکت معمولااین دست خواهد بود. 

ها باعث جذابیت  گویند. این ضمانت آن ضمانت مستمری می هند که بهد یارائه م ییها الحاقیه

محصول جدید  مقالهاین  . کند نامه بیشتر می بیشتر محصول شده و تمایل افراد را به خرید بیمه

های  خواهد کرد که علاوه بر هزینهبیمه درمان را معرفی و ارزشگذاری مستمری متغیری در حوزه 

دهد. از طرف دیگر به دلیل  ی محدودی را نیز پوشش میگذار، خدمات بستر پزشکی فرد بیمه

ن محصول با محصولات بانکی قابل رقابت بوده و وجود الحاقیه مزایا قابل برداشت تضمین شده، ای

. به همین دلیل است محصول معرفی استمعضلات اقتصادی  مقابللذا سپر دفاعی مناسبی در 

 .گذاران دارد ای برای بیمه شده، جذابیت ویژه

مستمری متغیر، مراقبرت بلندمردت، مسرتمری مراقبرت، مزایرای قابرل برداشرت        کلمات کلیدی: 

 .تضمین شده تمام عمر

 .G22, I1 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

همچنین ، دیدهای ج بیماری درمانافراد به  نیاز همزمان با آن وکی های پزش پیشرفت تکنولوژی

بیمه  برای استفاده ازافراد تمایل از جمله مواردی است که طول عمر  مرتبط با  هی از ریسکآگا

                                                           
2
 s_moosavi@sbu.ac.ir، سخنران 

9
 amirtpayandeh@sbu.ac.ir 
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به های بیمه  شرکت کرده است. به همین منظوربیشتر  را و محصولات مستمری مراقبت بلندمدت

را ارائه  یجدید ی جامعه محصولات به افراد سالخورده و از کارافتاده رسانی بهتر تخدممنظور 

 به علاوه افزایش وافزایش رضایت آنان ، ی درمان افرادها نههزی کرده و به این ترتیب موجب کاهش

ی لات مالکو وجود مش برخی اشتباهات عملیاتیبه دلیل  اما .دان شدهشرکت بیمه  کارایی

و نیازهای  وی این مواردجوابگ بلند مدت به خوبی بیمه مراقبت حصولات بیمه مستمری وم

مستمری و بیمه دو محصول ترکیبی از  محصول ههمین امر سبب شده است ک اند. نبوده زیربنایی

برای اولین بار در سال  ارانکرتو و همی شود. ممستمری مراقبت عمر معرف مراقبت بلندمدت به نام

ها را ارئه نمودند.  مراقبت یلندمدت و مستمری  محصول ترکیبی حاصل از دو محصول بیمه 6119

در واند ت می نشان دادند که مستمری مراقبت عمر( نیز 6111و وب ) (6193براون و وارشاوسکی )

به علاوه آنها  .به کار گرفته شود مراقبت بلند مدت ای بازار محصول بیمه کاهش رکود راستای

کاهش هزینه مراقبت  چون دیگری های مزیت ترکیبیای  ترکیب این محصول بیمهنشان دادند که 

 در بر دارد.وم را عم برایای  خدمات بیمهدسترسی بلند مدت و سهولت 

بیمه مراقبت بلند ترکیب از  ارائه کردند که محصول جدیدیو همکاران  هاسی 6192در سال 

 .شود حاصل می 91برداشت تضمین شده با الحاقیه مزایای قابلهمراه مدت و مستمری متغیر 

امر ارتباط مستقیم دارد و همین وضعیت سلامت بیمه گذار  ابی محصولاتچنین پرداخت مزایای 

در این مقاله ما محصول جدیدی را  .شودیچیده بسیار پمحصولات این ارزیابی  شود تا موجب می

ایم که علاوه بر الحاقیه مزایای قابل برداشت تضمین شده، خدمات بستری  ارزشگذاری کرده

روش  و جدید معرفی شده محصول جزئیات 9.9  بخشزیردر دهد.  محدودی را نیز پوشش می

نتایج  6در بخش نیز در نهایت دهیم.  میرار ی قمورد بررسمختصرا را  محصولاین  شگذرایارز

 .گیرد سازی و ارزشگذاری محصول مورد بررسی قرار می عددی مربوط به شبیه

 

 خصوصیات محصول 1-1

کنیم که وضعیت جسمی و روحی  قبل از توضیح خصوصیات مربوط به این محصول، فرض می

 ها بر اساس مقاله پریچارد ( بوده و شدت انتقال از وضعیت9شکل )گذار به صورت  فرد بیمه

 شود. محاسبه می [3]
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 Guaranteed Lifetime Withdrawal Benefit 
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 نامه گذار برای این بیمه وضعیت بیمه :1 شکل

 

را به     گذار در وضعیت سلامتی بوده و مبلغ بیمه که کنیم می فرض در ابتدای قرارداد

در  R(t) گر نیز این مبلغ را در یک صندوق با میزان بازده مشخص  پردازد. بیمه گر می بیمه

های مدیریتی ثابت و  های شرکت بیمه )هزینه گذاری کرده و هر سال هزینه سرمایه امtسال 

های بستری برای  های پزشکی، هزینه گذار )هزینه هزینه مربوط به تضمین( و مزایای بیمه

گذار  د روز متناهی و مزایای برداشت تضمین شده( را از حساب کسر کرده و به بیمهتعدا

گذار فوت کند و یا اینکه حساب  شود که فرد بیمه نامه زمانی منقضی می پردازد. این بیمه می

 گر مذکور به صفر برسد. به عبارت دیگر بیمه

  در انتهای سالt کند. به  ت میپراخ مستمری مزایای عنوان بهرا        ام

 مزایای، یکی از گذار بیمه فرد سلامتی های وضعیت به توجه باعلاوه در این زمان 

    مدت بلند مراقبت بیمه
   یا مزایای بستری محدود  

 )روز Lتنها برای (   

 پردازد. را نیز می
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 سال ابتدای  درt،الزحمه تضمین شده  حق ام𝛼  
 ثابت مدیریتی الزحمه حق و  

M کند. می برداشت حساب از را 

نامه فرض  در این بیمهنشان دهد،  tگذار را در زمان  وضعیت سلامتی بیمه ( )  اگر   حال

گذار از سوی شرکت بیمه و در ازای خرید این محصول  که مزایای پرداختی به بیمه ایم کرده

   به صورت زیر است:
   

    {  ( )          }     (   )   {  ( )    }   

   
  (    

  (    )  (∑   

  

   

 ∑    
 

   

   

)  {  }))  {  ( )  }   
     ( ) 

  ،   ،  ، cبه طوریکه 
به ترتیب مقدار ثابت، نرخ تورم، مبلغ پرداختی برای بستری    و   

نامه و اولین زمانی که تعداد  ام بیمهtنامه ، تعداد کل روزهای بستری تا سال  ام بیمهtدر سال 

صندوق بازده سالانه  رسد، هستند.  به علاوه میروز( Lروزهای بستری به سقف خود )

به   و    زیر در نظر گرفته شده است که   به صورت امtگذاری مشترک در سال  سرمایه

 گذار هستند:  ترتیب حرکت براونی استاندارد و باقیمانده عمر فرد بیمه

      {(  
  

 
)   (       )}                ( ) 

  و قبل از برداشت مزایا با نماد  tارزش حساب در زمان  حال اگر
نمایش داده شده و   

  
  ، آنگاهو بعد از برداشت باشد tارزش حساب در زمان   

  
     

  
     ((  𝛼)  

     )  

  
        

             

  
     ((  𝛼)  

          
     

   )             

  
     (      

     
    

 )  

     ( ) 

 

 عبارت زیر را محاسبه کنیم:برای ارزشگذاری محصول کافی است 

  [∑
(      

     
 )

 ( )

 

   

]

   [
    (    

  (      
     

 )

 ( )
]      ( ) 

ارزش حساب بازار  ( ) بوده و  Qامیدریاضی تحت اندازه ریسک خنثی    به طوریکه 

 است. tواحد در زمان  9پول با ارزش اولیه 

 نتایج اساسی 2
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نتایج عددی مربوط به  با توجه به آنچه در بخش قبل توضیح داده شده، در این بخش

کنیم که مبلغ پرداختی برای  دهیم. برای این منظور فرض می ارزشگذاری محصول را ارائه می

 91و  9111هر روز بستری در بیمارستان و تعداد کل روزهای تحت پوشش به ترتیب برابر با 

  باشد. همچنین تعداد روزاهای بستری 
 96.3و  1.3نیز از توزیع پوآسن مرکب با نرخ   

به ترتیب   ، نرخ تورم و cالزحمه تضمین،  سازی شده است. به علاوه هزینه مدیریتی، حق شبیه

گرفته شده است. پارامتر میانگین و انحراف استاندارد % در نظر 6% و %5، 2، 1.112، 311

در نظر گرفته شده است. شکل زیر میزان  1.92و  1.14نیز به ترتیب  6موجود در رابطه 

 دهد. ت ارزش منصفانه محصول را در برابر پارامترهای مربوطه نشان میحساسی

 
محصول در مقابل تغییر پارامترهای مهم روزهرای بسرتری، ضرریب مزایرای      تغییر ارزش منصفانه: 2شکل 

 های درمان و نرخ تورم برداشتنی، ضریب هزینه
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بینیم، ارزش منصفانه محصول معرفی شده ارتباط مستقیم برا تعرداد    ( می6همانطور که در شکل )

گرذار بیشرتر    گر نسبت به بیمره  روزهای بستری دارد. چرا که با افزایش روزهای بستری، تعهد بیمه

شود و باید مزایای بیشتری به وی بپردازد. اینمطلرب در خصروص ضرریب مزایرای مربروط بره        می

( معرفی شده است نیز صادق است. علاوه بر این دو مورد، تراثیر  9های پزشکی که در رابطه ) هزینه

های تضمین شده و نرخ بهره نیز به صورت مستقیم بوده و با افزایش ایرن   ضریب مربوط به برداشت

 یابد. ارزش منصفانه محصول نیز افزایش میموارد، 
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 نظریه گراف در دستور زایشی کاربرد

 

 6شهلا صیفوری، 9ابراهیم بدخشان

 ebadakhshan@uok.ac.irدانشگاه کردستانی شناس زباندانشیار گروه 9

 seifourish@yahoo.comی همگانی دانشگاه کردستانشناس زباندانشجوی کارشناسی ارشد    6
 

صورت گسترده  به یشیدستور زا یها لیوتحل هیتجزدر ریاضی  یها روشمفاهیم و  :چکیده

را   «زبانساختار  فیتوص» ی چامسکی جهتنظر اساس الگوهای و دنریگ یمورداستفاده قرار م

پس از طرح  است.زایشی  گراف در دستور هیبر نظرمروری هدف این مقاله  .دنده یمتشکیل 

برای ایجاد  ریاضیاتی به تبعیت از شینحو زادر  که شود یمگراف به این نکته پرداخته مفهوم 
و این عملیات  شود یمایجاد زوج مرتب استفاده  در ی دکارتیها ضربترتیب در اعضای مجموعه از 

کاربرد ساختار سلسله مراتبی در  د.ریپذ یماز نظریه گراف انجام  برگرفتهدر ساخت سلسله مراتبی 

چامسکی به کمک آن از عهده مدلی مناسب است که در دستور زایشی گرا  های برنامه کمینه تبیین

این مطالعه سعی در مطرح نمودن کاربرد نظریه  وتحلیل ساخت جمله برآمده است نسبی تجزیه
رویکرد تحلیلی یا قیاسی و  درواقعوتحلیل سلسله مراتبی  یهتجز گراف در دستور زایشی را دارد.

علوم انسانی  ریاضیات درمبانی کاربرد نماید.  یمترکیب  باهمرویکرد استقرایی یا سیستمی را 
 آورده است.زایشی موجبات درک و بسط هرچه بیشتر این حیطه را فراهم  دستور در خصوصاً

 

 ، نظریه گرافریاضی، دستور زایشیکلمات کلیدی: 

 JEL:Z13بندی  طبقه :ی موضوعیبند طبقه

 

 مقدمه 1

ساختار  فیتوص یبرای چامسکی نظر ی ریاضی اساس الگوهایها روشمفاهیم و 
هر چه  زایشی در دستورو مفاهیم ریاضیات  ها روشی ریکارگ به دهد یمشناسی را تشکیل  زبان

ی با مفاهیم انتزاعی در نحو ختگیآم درهم گاه .زدیآم یمبیشتر این حیطه را با مباحث انتزاعی در هم 
 نامفهومبه مباحث پایه در ریاضیات  ناآشنایک مخاطب  ازنظرکه  رسد یمی ا درجهزایشی به چنان 

ی شناس زبانی به مباحث پایه در ا نهیزم شیپنیازمند یک دانش  ،این انتزاع .درک رسد یمبه نظر 
امکان  این فرض شیطور پ به نی؛ بنابراریاضیاتی و کاربردی نمودن این مفاهیم در این حیطه است

به  یاضیر یها رشته گرید ای یاضیبر محتوا از حساب ر یمبتن یاز سازوکارها یوجود دارد که برخ
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در ی ریاضی ها روشمفاهیم و  بکار بستن .(۱۲: ۱۱۲۲کارنی، حوزه ساختار جمله منتقل شود )
در  ها روشکاربرد آن  ایو  شود یمشاهده م یعیطب یها که در زبان ییها دهیپدی زبانی یا در ها نظام

ی ریاضیاتی است که چامسکی خود یکی از افرادی است که شناس زبانالگوهای دستوری، ناشی از 
 دستوری در نحو زایشی شده است. ی ریاضی در الگوهایها روشباعث توسعه این رشته با کاربرد 

) یدستور گشتار نیعنوان اول هاست توسط زبان شناسان به مدت(  Pānini )پانینی ستور زباند
 

generative grammar
 یعیکه زبان طبو این بینش را شده است  مدرن شناخته یدر معنا( 
است و فون هومبولت  لهلمیدار و وامرا دارد  نامحدوداز امکان محدود توانایی تولید بالقوه  صورت به

زبان  است. شده انیبنیز  در حدود دو قرن قبل از میلاد یپاتاجالهندی  سیدستورنواین تفکر توسط 
زبان محاسباتی  کرد کهتعریف  گونه نیا توان یمرا  (computing language)  محاسباتی

متعلق  یقواعد محاسبات جهانی و صراحت روشن بهاست قادر  است که ی صوریا محاسبه زبان کی
 لدیبلومفی منطقی ها اسیقبا بسط  بیان نماید ی صوری را از طریق یک فرا زبانها از زبان یبرخ به
اساس ی بر سلسله مراتب یساختارها دهیا ژهیو به یاضیر یشناس زبان هیپا یدستگاه مفهوم (۲۲۱۱)
 یداخل یازهایواسطه ن به (.۱۱۱2)پولوم و کرنای، یافتتوسعه  ساختواژیو  یواج یها دهیپد

مشکلات پردازش خودکار اطلاعات  زیآن و ن یاساس یها دهیا لیتکم و ینظر یشناس زبان
را  یاتیاضیر یشناس منشأ زبان باًیو تقری ریاضیاتی رونق بیشتری گرفت شناس زبانی، شناخت زبان
ی شناس زبانبسیاری از مباحث  دری فرایندهای محاسباتی دگیچیپ .دانست ۲۲۹۱دهۀ  توان یم

 چامسکی را متمایل به استفاده هرچه بیشتر ازجملهشناسان،  زبان در دستور زایشی، خصوصاًنظری، 
ی موجود در آن ها از قاعده یا با مجموعه صوری زبان کی، ریاضیاتی نموده استی شناس زباناز ابزار 

 گرامر مولد دهیا ۲۲۹1در سال  ،ییکایشناس آمر زبان ،یوام چامسکن از طرفی شود یم ییزبان شناسا
صوری مطالعه ساختار جمله کاملاً در به نحو  کردیرو نی. اه استکرد یرا معرف یا دستور زایشی

بنیان نهاده شده است. واضح  بر اساس نمادها و قواعدبدین شکل که گرامر مولد چامسکی  است
 توان یجملات و کلمات را نم موردنظرمولد یا دستور زایشی  در دستوراست که در رویکرد چامسکی 

در  .شود دهینام زبان کزیرا یک گرامر مولد باید از قوانینی پیروی نماید تا ی عنوان زبان دانست به
ی دکارتی بر روی ساخت سلسله مراتبی که ها ضربنحو زایشی به تبعیت از ریاضیات با استفاده از 

مورد استفاده واقع می ی درخت ا سازهاز نظریه گراف در ریاضیات منشعب شده است و به نام ساخت 
 درواقعو  شود یمو موجبات ترتیب واژگان در مجموعه فراهم  شوند یمی مرتب ایجاد ها زوجشود، 

ی ا سازهساخت  که گفته شد گونه همان .ردیگ یمساخت سلسله مراتبی شکل پروسه خطی شدن 
گراف مدلی ریاضی برای یک مجموعه گسسته  از نظریه گراف در ریاضیات است. متأثردرختان 

با  ؛ وو یال رأساز  شده لیتشکگراف  کی .است که اعضای آن به طریقی به هم مرتبط هستند
یک  پس برای آن متذکر شد. توان یمانواع متنوعی را در ریاضیات  ها الو ی ها رأستوجه به تعداد 
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اگر  مییگو یم. یک گراف را همبند است ها رأسو  ها الی متناهی از یا مجموعهگراف متشکل از 
بدون دور  یک گراف هم بندآن گراف وجود داشته باشد. در  رأسحداقل مسیری بین هر جفت 

 عنوان بهدرخت  رأس: اگر یک دار شهیراز: درخت  اند عبارتگراف درخت  انواع .شود یمدرخت نامیده 
 .)الف( نمودارگویند  دار شهیری دیگر متمایز گردد درخت را ها رأسریشه از سایر 

 
و رفاع ابهاماات    حیتوضا ی استفاده از ساخت سلسله مراتبی کمک شاایانی در  دستور گشتار در

یی ها سازهسلسله مراتبی به  صورت بهنحوی در جملات نموده است و اینکه ساختارهای نحوی 

مجموعاه اول   .شاوند  یما  فیبا اشاره به دو مجموعه توص عمدتاً ها گراف .اند شدهی ده سازمان

 .در درخت هستند برچسب داری ها گرهرئوس . نمودار ب(است )ها  از رأس یا مجموعه

 
درخت مجموعه  یها شاخه{.  A,B,C,D,E,F,Gاز } اند عبارتدر درخت )ب( مجموعه رئوس 

 است دهینام (edge set) مجموعه را مجموعه حاشیه نی( ا۱۱۲۱) یکارن دهند یم لیرا تشک یگرید

 .شود یمتعریف  شوند یمبه هم متصل  ها شاخه لهیوس بهیی که ها گرهو این مجموعه به لحاظ جفت 
جفت  نی؛ بنابراشود یممشاهده  ها جفتیک ترتیب در  در نمودار درختی، یا سازه تسلط بهدر توجه 

(. ۹۲: ۱۱۲۱کارنی، باشند ) یمدر ساختار سلسله مراتبی مرتب  یها زوج حاشیه ها در مجموعه گره
 C,G >, < C,F >, > B,E >از:}  اند عبارت )ب(ی مرتب در مجموعه حاشیه در نمودار ها زوج
>, <B,D >, < A,C >, < A,B >  در  مذکور، عضو اول زوج مرتب ی مرتبها زوج{در

 .استدوم  بالاتر از عضو ،نمودار
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 :میریگ یمنظر  را درنمودار درختی )ج( 

 
ی غیر ها گرهی مرتب در مجموعه ایجاد کرد. ابتدا ها زوجی دکارتی ها ضرببا استفاده از  توان یم

خواهد بود  Pی مرتب در مجموعه ها زوجدکارتی  ضرب حاصلو  شود یمپایانی در هم ضرب داخلی 
ی مرتب در ها زوجو نتیجه مجموعه  شوند یمی پایانی در هم ضرب دکارتی ها گره و سپس
اما در زوج مرتب  دهد ینمرا تغییر  خواهد بود. گفته شد جابجایی اعضا، مجموعه Zمجموعه 

مساوی  Aضربدر  B با Bضربدر  Aارتی به عب دهد یمجابجایی اعضا زوج مرتب آن را تغییر 
 .ستین

A  B   B   A 

P =   B,F    B, G    B, M    F, M  
Z=   b, f   b, m    f,m  

نامتقارن بر مختصه دوم  یا مرتب تسلط سازه یها مختصه اول در زوج Zو  Pدر دو مجموعه  

مفااهیم ریاضای   و  از متادها  LCAصورت گسترده در تبیاین مفااهیم    به (۲۲۲۹)د. کین ندار

 (.۲2۲1بدخشاان و صایفوری،   مرتب بهره جسته اسات )  یها دکارتی و زوج یها ازجمله ضرب

 مراتاب  سلسلهاصل ترسیم درخت  ها آنسه اصل اساسی در تفکر تحلیلی وجود دارد که یکی از 

است. در انسان توانایی جهت درک موضوعات مختلف و تمییاز دادن آن موضاوعات و ارتباا     

عناوان یاک ابازار توانمناد در علاوم       گراف به هینظر و موجود است دادن اجزای آن موضوعات

 از جمله در دستور زایشی کاربرد دارد.مختلف 

 نتایج اساسی 2

 مسئلهواقعی مستلزم ساختن مدلی از آن  مسئلهی کاربرد هر نظریه ریاضی در هر طورکل به
نیاز به  مسئلهبه زبان ریاضیاتی است. درک چگونگی تناظر مفهومی از مدل با مفهومی متناظر از 

فیزیکی باشد باید بر  مسئله اگر .دهد یمدرک هر دو زمینه از سوی شخصی دارد که کاربرد را انجام 
وقوف داشت. همچنین باید درک کرد که چه ارتباطی  ربط داده شود ها آنحقایق فیزیکی که باید به 

بین مفاهیم ریاضی وجود دارد تا بتوان تناظری بین این مفاهیم و مفاهیم فیزیکی برقرار کرد. 
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 آمده دست بهنتیجه  احتمالاًباشد،  برقرارشدهاین تناظر بر اساس معنی و مفاهیم خاصی  که یدرصورت
ی ها مدلخواهد داشت. اگر به دلیل این جنبه استفاده از در مدل ریاضی معنی و مفهوم فیزیکی 

به حقیقت یا نتیجه تازه دست  توانست ینمزیرا  داشت یم مسئلهریاضی نبود، ریاضی سهم کمی در 
اشاره شد که کاربرد ساختار سلسله مراتبی در دستور زایشی مدلی  (.۱۲۲، ۲۲1۱ نرینگ،) ابدی

 وتحلیل ساخت جمله برآمده است. هده نسبی تجزیهمناسب است که چامسکی به کمک آن از ع
این  تواند پاسخگو باشد. سازوکاری که جهت انتقال نتایج از سطوح بالا به پایین و برعکس، می

مراتب ابزاری است که تفکیک اطلاعات را در سطح جمله دربرمی گیرد. درواقع بهره بردن از  سلسله
را برای چامسکی در جهت تفکیک  سازوکار،  وتحلیل ساختار جمله نظریه گراف ریاضی در تجزیه

تفاده اطلاعات در سطح جمله و انتقال نتایج از نحو محض به سطوح رابط را هموار نموده است. اس
بندی نحو  مراحل مختلف صورت گرا از طراحی این نوع از سیستم سلسله مراتبی، برنامه کمینه

های علمی را میسر نموده است و متعاقباً در  وتحلیل محض و کاربرد عملی طیف وسیعی از تجزیه
 است. سعی شده فراهمها  های خاص آن ریزی خطی شدگی نمود انواع پارامترها و مشخصه برنامه

های ریاضی برای حل مسائل ساختاری در جملات بوده است و  کارگیری مدل دستور زایشی در به
این مقاله  هدف یاً نمایان است.قوبدین شکل نگرش کلی و مدیریت علمی در بخش نحو 

ساخت سلسله  دو نوعی از کاربرد نظریه گراف در دستور زایشی بود که دربرگیرنده هر لیوتحل هیتجز
که اشاره شد ساخت سلسله مراتبی از نظریه گراف در ریاضیات  گونه همانخطی است و مراتبی و 

بنیان نحو زایشی بر مبانی ریاضیات استوار  منشعب شده و این خود شاهدی بر این نکته است که
 است.

 ها مرجع

ی الملل نیبدهمین همایش  ،یشناس زبانی دکارتی در ها ضربصیفوری، کاربرد ش. بدخشان،  . ا. ۲
 .۲2۲1، دانشگاه علامه طباطبایی،  تهرانهمایش،  بخش پوستر ،ی ایرانشناس زبان
 .(۲2۳۱، ) ناشر دانشگاه کردستان، نظریه گراف رشیدیان،  .پ. ۱

3. N .Chomsky, Syntactic structure, Mouton, (1957). 

4. N .Chomsky, Knowledge of language: Its nature, origin, and use, 

Greenwood Publishing Group(1986. 

5.A. Carnie, Constituent structure. Vol. 5 , Oxford University Press 

,(2010). 

6.G. K., Pullum, and A. Kornai. "Mathematical linguistics.", (2003): 17-

20. 

7.R.S., Kayne,. The antisymmetry of syntax. No. 25, mit Press. , (1994). 

8.E. D., Nering,  Linear algebra and matrix theory (No. 04; QA251, N4, 

(1970.). 
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های ارزش در معرض ریسک با استفاده از فیلتر  رهیافت

 برای مدیریت ریسک در بازار اوراق بهادار  نویسی
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انرژی و کالاهای انرژی یک ضرورت  مالی، انجام مدیریت ریسک برای بازده پرتفوهای: چکیده

و یا  GARCHهای موجود در مدیریت ریسک در بازارهای مالی، مانند  باشد. با این حال،  روش می

شود.  که وجود دارد، مخصوصاٌ در بازارهای انرژی دچار خطا می یهای مدیریت ریسک دیگر روش

را برای نظارت و ارزیابی دقیق های بهتری  ضروری است که مدیریت ریسک انرژی روش بنابراین

برای ارزش در معرض ریسک تعیین کنند. از آنجایی که هیچ روش خاصی نسبت به روش دیگر 

های مختلف برای مدیریت ریسک  بهتر نبوده و برای این کار روش دقیق وجود ندارد، همواره روش

اره کاربرد آن برای عموم های خوبی هستند ولی همو شود. این روش ها با اینکه روش بکار برده می

های ساده و موجود مانند روش پارامتریک  مردم بسیار دشوار است، برای بهبود و بازده بهتر، روش

کنیم که و شبیه سازی تاریخی و چندین روش دیگر را با فیلتر نویسی ترکیب نموده و بررسی می

و سرمایه گذاران خرد بر کدام روش برای کمینه سازی ریسک برای  سرمایه گذاران، بازرگان 

چنین با استفاده از فیلتر نویسی مقدار ارزش در معرض  باشد. هم اساس راهبرد خود مناسب تر می

 کنیم.  ریسک و رویکردهای مرتبط با آن را محاسبه می

 ، فیلتر نویسی.(VaR)کالاهای انرژی، مدیریت ریسک، ارزش در معرض ریسککلمات کلیدی: 

 .  K32, A32, D32 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

باشد، از این  برای رشد و شکوفایی بازارهای مالی هر کشور، نیاز به داشتن اوراق بهادار متنوع می

رو در بیشتر کشورهای توسعه یافته، اوراق بهادار متنوعی وجود دارد، که در این بازارهای مالی 
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های سرگردان که  همواره نقدینگی پردازند و های بورسی به خدمات به سرمایه گذاران می شرکت

 کنند. تواند موجب ناهنجاری در کشور شود را جذب این بازارها می می

با توسعه بازارهای مالی نیاز به عرضه اوراق مشتقه انرژی و اوراق دیگر برای بهبود پوشش ریسک 

شود تحلیل و  برای سرمایه گذاران بسیار ضروری است، از آنجایی که تعداد ابزار مشتقه زیاد می

چنین یک کار  های این ابزار نیاز به نیروی انسانی بسیار زیاد و هم ی رفتار قیمت نظارت بر نحوه

ای این کار را انجام داد و  توان بصورت لحظه باشد. با استفاده از فیلتر نویسی می زمان بر می

یک روش را برای کل بازار توان  خدمات متناسبی را ارائه نمود. هم چنین با استفاده از فیلتر می

 اوراق بهادار استفاده نمود.

 

 فیلترنویسی 2

چنرین وجرود اوراق    هرای بورسری و هرم    به علت وسیع بودن بازار سرمایه و زیاد بودن تعداد شرکت

ی فراوان زیر نظر گرفتن تمامی بازار سرمایه بسیار مشکل اسرت. بررای از برین برردن ایرن       مشتقه

تروان   ویژگی فیلتر نویسی را به قسمت دیدبان اضافه نموده است، که می مشکل سایت اوراق بهادار

هایی که لازم است، به بازار سررمایه اشرراف داشرت و از     ها و پارامتر با استفاده از این قسمت ویژگی

 .آن استفاده نمود
 

 ( و فیلتر نویسیVaRترکیب ارزش در معرض ریسک ) 2-1

ی میزان  برای سرمایه گذاران، بازرگانان و تولیدکنندگان محاسبه [1]یکی از مسائل مهم و ضروری

باشد. یکی از رویکردهای مهم و کاربردی بررای فعالیرت در    ریسک فعالیت خود به صورت کمی می

تواند میرزان ریسرک اوراق مشرتقه را بره      می VaRباشد، زیر  می VaRبازارهای سرمایه هر کشور 

های متنوعی وجرود دارد کره بره محاسربه ریسرک در       ند. روشصورت کمی و به واحد پول بیان ک

ها ممکن است همواره با خطا همرراه شرود، و    چنین تمامی این روش پردازد. هم شرایط مختلف می

کنیم با استفاده از فیلتر نویسی و برا اسرتفاده از      باشد. سعی می هیچ روشی بهتر از روش دیگر نمی

را با سه روش مختلرف محاسربه کنریم. از آنجرایی کره میرزان         VaRپارامتر بازده روزانه، میزان  

توان به اطلاعات آنلایرن بریش    باشد، پس نمی اطلاعات موجود در سایت اوراق بهادار شصت روز می

ی میرزان   محاسربه  VaRی  های محاسبه از شصت روز کاری دسترسی داشته باشیم. یکی از روش

توان این مقدار را با استفاده از فیلتر نویسی روی سایت  میباشد، که  تغییر پذیری اوراق مشتقه می
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هرای   اوراق بهادار محاسبه نمود و تغییر پذیری شصت روزه را بدست آورد. فرمرول محاسربه برازده   

1روزانه

1

_




 i i

i

i

s s
u

s
  و مقدار تغییرپذیری به صورت زیر است: 

(1.9)                            
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

   

توان  را با توجه به سطح اطمینان مورد نظر می VaRی میزان تغییر پذیری مقدار  پس از محاسبه

  از فرمول زیر بدست آورد:

(1.6)                             VaR tZ 
   

باشرد. حرال سرعی     یکی از معایب روش بالا، تأثیر برابر بازدهای قدیمی و جدید به یک انردازه مری  

های ده تایی تقسیم نموده و به محاسبه ارزش در معرض ریسرک   های خود را به گروه کنیم داده می

شصرت    VaRی مقردار   های جدید بیشتر از قبل بوده و محاسبهبپردازیم. در این صورت تاثیر داد

چنین در روش سوم، روش خاص از میانگین متحرک موزون  شود. هم روز به شکل بهتری انجام می

 کنیم: کنیم. و از فرمول زیر میزان تغییر پذیری را محاسبه می استفاده می (EWMA)نمایی 

(1.3)                                                       
2 2 2

1 1
(1 )

n n nu    
   

فیلترر نمروده و خروجری خرود را در قسرمت      ها را بااستفاده از فیلتر نویسی،  حال تمامی این روش

 دهیم. نمایش می 9دیدبان برای گروهای مختلف در جدول 
 

  (CVaR)ترکیب فیلتر نویسی و ارزش در معرض ریسک شرطی 2-2

باشرد. برا    می CVaRارزش در معرض ریسک شرطی  [2]یکی از مسائل مهم برای سرمایه گذاران

بکار برد. برا   شصت روز  VaR ی دلخواه را برای محاسبه توان هر شرط استفاده از فیلتر نویسی می

درصدی در یرک روز   95های قبل و شرط پنج روز صف فروش و ریزش  توجه به تعاریف در قسمت

تروان هرر شررط     چنین مری  دهیم، هم نمایش می 6را به فیلتر اضافه نموده و خروجی را در جدول 

 دلخواهی را به این قسمت اضافه نمود.
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های نفتی، کرک و  با استفاده از سه روش بالا برای گروه فرآورده VaRمحاسبه  :1جدول 

 سوخت هسته ای

 
 

 های نفتی برای گروه فرآورده CVaRمحاسبه ارزش در معرض ریسک شرطی : 2جدول 
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و جریانات نقدی در معرض   (EaR) ترکیب درآمد در معرض ریسک 3

 و فیلتر نویسی)  (CFaRریسک 

، زیررا  بسریاری از سررمایه     [3]باشرد  می EaRدرآمد در معرض ریسک  از مسائل مهمیکی دیگر 

و فیلترر نویسری و     p/e گذاران و سهام داران  به دنبال دریافت سرود سرالانه هسرتند. برا ترکیرب     

VaR هایی کره   توان فیلتر را گسترش داد و فیلتر را برای سهم میp/e      کمترری دارنرد محاسربه

است که  CFaR(. هم چنین یکی از مسائل مهم، جریانات نقدی در معرض ریسک 3نمود )جدول 

، پیاده سرازی  [4]می توان با ترکیب فیلتر نویسی و رفتار سرمایه گذاران به اطلاعات دلخواه رسید 

تگی به اسرتراتژی  چنین این روش بس قابل مشاهده است. هم 4برای برخی سهام دلخواه در جدول 

های خاصی را همرواره بررای    معاملاتی و سرمایه گذاری افراد داشته، زیرا هر فرد پارامترها و ویژگی

 داند. سرمایه گذاری مفید می

 

 دارند. 4کمتر از  p/eهایی که  برای سهم EaRمحاسبه در آمد در معرض ریسک : 3جدول 

 
 

های دلخواه با توجه به  برای سهم CFaR محاسبه جریانات نقدی در معرض ریسک:  4جدول 

 رفتار سرمایه گذاران
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رصد نمودن مطلوب بازار سرمایه مستلزم هزینه زمانی بسیار زیاد و ناشدنی است، استفاده نتایج: 

از فیلترنویسی این امر را امکان پذیر می سازد. از آنجایی که این فیلترها همیشگی بروده و همرواره   

کند، بسیار کاربردی بوده و بر اساس رفتار و اتفاقات قیمتی، مقردار کمری    روز میها را به  سایت آن

تروان آن را   های برنامه نویسی پیشرفته ترر مری   چنین با استفاده از زبان آن تغییر پیدا می کند. هم

تر پرداخت.  یکی از امکانات ویرژه ارسرال    های پیچیده گسترش داد و به محاسبه بلند مدت و روش

 باشد. ان مقادیر محاسبه شده به صفحات اجتماعی برای استفاده عموم مردم میهم زم

  ها مرجع
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(2019), 197-212.  

2. R.T. Rockafellar, S. Uryasev, Optimization of conditional value-at-

risk, Journal of Risk 2 (2000), 21-42.  
3. M. Denton, A. Palmer, R. Masiello, P. Skantze, Managing market risk in 

energy, IEEE Transactions on Power Systems 18 (2003), 494-502.  
4.  G. Louis, S. Kristina, Cash flow at risk for non financial 

companies, Global Energy Business 6 (2001), 12-14.  
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بینی های عصبی در پیش های زمانی و شبکه های سریبررسی مدل

 مطالعه موردی: شهر ارومیه مصرف گاز،
 

 96پریسا نباتی، *99هانه نیلی

 ارومیه، ایران دانشجوی کارشناسی ارشد دانشکده علوم پایه، دانشگاه صنعتی ارومیه، 9

 p.nabati@uut.ac.irاستادیار گروه علوم پایه، دانشگاه صنعتی ارومیه، ارومیه، ایران. 6

 : چکیده

بره دنبرال افرزایش قردرت     نی مصرف و تقاضای گراز  بیافزایش قدرت پیشهدف مطالعه حاضر،     

منظرور،   دینب. باشدمی گاز در این شهر بینی مقدار مصرففزایش دقت در پیشمدیریت ریسک و ا

هرای اقتصراد سرنجی و هروش     از مردل ، و 9312-9316ایهر  سرال  ماهانه طری  آماری های هداداز 

 ایرن نترایج  . اسرتفاده شرده اسرت    ،عصبی مصرف گاز در شهر ارومیره  های مصنوعی همچون شبکه

هرای  ه عنوان بهترین مردل پژوهش ب های عصبی ی شبکههای خطامعیار دهد که پژوهش نشان می

مقردار مصررف    بینری انتخاب مدل برتر پیش .باشند صرف گاز در شهر ارومیه میکننده م بینیپیش

کراهش   توسط متخصصان حرفه ای حوزه سوخت، بره منظرور    GMDHگاز از مدل شبکه عصبی

ا از پیشنهادهای اساسی های مهم سال شهر ارومیه و دیگر شهره ریسک و مدیریت مصرف در فصل

 باشد. این مقاله می
 GMDH و ARIMA های مدل : ارومیه، شبکه عصبی، مصرف گاز،کلمات کلیدی

 .C01،Q47،F47 موضوعی: طبقه بندی

 مقدمه 1
های عملکردی اقتصاد کلان است و ترین شاخص از مهمکشور ی اقتصادی  رشد و توسعه    

 رود.از جمله اهداف مهم هرنظام اقتصادی به شمار می بالا و پایداردستیابی به نرخ رشد اقتصادی 

. از ستابخش انرژی آن  اقتصادیهر کشور و چرخه  یرشد و توسعه یارکان اصل تریناز مهمیکی 

 یازاست. ن یمنابع انرژ ینا یریتمد یافتهتوسعه  هایبه خصوص کشور اهداف هر کشور ترینمهم

 یریتمد یاصل هاییتاز فعال یانرژ یدمصرف و تول یرمقاد بینییشن پیو همچن یحصح یریتبه مد

با وجود  هایانرژ ینهستند، ا یلیفس هاییدر جهان انرژ یشکل انرژ تریناست. عمده یانرژ

                                                           
*

 سخنران 

 



 

 

 

 

51|   یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان  

 

منابع  ینا یحصح یریتبر مد ینبنابرا باشندینم یرپذیدتجد یانهخاورم یهادر کشور یادز یرهذخ

بودن و علاوه بر آن عدم ابع است که با توجه به نو من ینا ترین. گاز از مهمشدافزوده خواهد 

در سطح کلان  یانرژ یریتدر مد یخاص یتکمتر نسبت به نفت و مشتقات آن از اولو یندگیآلا

است. ی کشور  نقش مهم گاز در رشد و توسعه یرانا یمسائل مهم اقتصادبرخوردار است. یکی از 

با وجود صادرات در داخل کشور علاوه بر مصرف در صنعت در مصرف  یمنبع مهم سوخت ینا

 .دارد ینقش اساس یزن یخانگ

 یرمنابع و ذخا ارایکه د یمصرف گاز در سطح کشور و در هر کشور یریتاز موارد مهم در مد    

با توجه  یرااست. ز یو صنعت یاعم از خانگ یمصرف در هر سطح یرمقاد ینیب یشهستند، پ یانرژ

خطوط انتقال گاز توجه  ییدر مناطق انتهاسرد  های و وجود زمستان یراندر ا یچند فصل یماقل به

در نظر  ین. همچنستا یتنقاط حائز اهم ینانتقال سوخت به ا یریتو مد بینییشبر پ یشترب

منبع مهم  ینا یحصح یریتمد یمناسب در راستا های ارائه مدل ،گذاریرگرفتن عوامل مهم تاث

 است.  یتاهم یدارا

بخش قابل توجهی از  مصرف گاز یرمقاد بینییشمسائل مهم در مصرف و پعنایت به  با    

به مطالعات  تواندر این خصوص می .مطالعات تجربی داخلی و خارجی در این زمینه وجود دارد

[، داغبندان و 9(]9313)و همکاران داخلی و خارجی انجام شده توسط ابریشمی 

بینی  به پیشکه [ 4(]6192و تامبا و همکاران)[ 3(]6197[، شیخ و همکاران )6](9315ستایش)

با این وجود، براساس بررسی انجام شده، وجه تمایز   اشاره کرد.تقاضای گاز طبیعی پرداختند 

 مصرف یرمقاد بینییشمصرف و پمرتبط با و داخلی  خارجیهای مطالعه حاضر با پژوهش

 باشد. می یزمان یمختلف سر هایمدل یتقابل یو بررس ینیب یشپ ارائه مدل مناسب جهت، گاز

 مدل ریاضی 2

یکی از معرروف  های کیفی، سببی و سری زمانی. از، مدل بینی عبارتند یشپهای ترین روشمهم    

سازی در اقتصادسنجی و سری زمانی روش خودرگرسیونی میانگین متحررک   ترین روش های مدل

 معادله ی آن به شرح زیر است:( است که ARMAانباشته )

                                                               (1) 

دهنده متغیر  نشان     ،tدهنده متغیر وابسته در زمان  نشان   ،در رابطه مشخص شده    

نشان دهنده میزان خطا در    دهنده ضرایب متغیرهای مستقل، نشان  و   ، t-1وابسته در زمان 



  

 

 

 

 یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان|  51

 

 

یری اثرپذیر در تأثدهنده درجه مدل و در عین حال گویای میزان  نیز نشان qو  pاست و  tزمان 

 متغیرهای مستقل است.

 : شودبرای سری زمانی نامانا نیز به صورت زیر تعریف می  ARFIMAالگوی    

 ( )(   ) (  )   ( )                                                         (2)    

 گیری کسری است و  عملگر تفاضل  (   )عملگر وقفه و  Lنوفه سفید است.    که در آن 

 ∈ را دارای یک {  } ینکه به توان سری ااست. شرط لازم و کافی برای  (        )

 باشد. ARIMAیک فرآیند  (  ) (   )دانست این است که  ARFIMAفرآیند 

 شود.ی زیر نشان داده میبه صورت رابطه SARIMAشکل کلی مدل    

  ( )   
    

        𝑄
(  )                                  (3)   

نماید که به اندازه است که بر روی زمان عمل می ورپسبیانگر عملگر انتقال Bدر رابطه فوق     

جدیدی را تشکیل دهد و به صورت  زمان یسربرد تا -یک واحد زمانی به عقب می

به ترتیب چند جمله ایهایی    و    ،   ،   های تعریف شود. پارامتر        ( )

مرتبه فصلی  Qو  Pبه ترتیب مرتبه غیر فصلی و  qو   pهستند. ضرایب  Qو  p ،P ،qبا مرتبه 

 دهند.می نیون و میانگین متحرک را نشارگرس اتوهای بخش

 ( نیز به صورت زیر ارائه می شود:STSMفرآیند سری زمانی ساختاری )

𝑄  𝛼                                                   (4) 

ای از متغیرهای دامی روند زمان و مجموعه در این رابطه متغیر وابسته به عنوان رگرسیون از

های مدل متغیر با زمان )مجازی( تولید شده است و متغیر مستقل تابعی از زمان است و پارامتر

(.9113باشند. )هاروی و شفارد، می
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ی داده بر اساس تجزیه سری توابع ولترا به چند جمله کردن سازماندهی یا روش GMDH الگوریتم  یاضیرمبنای  

 های دو متغیر با درجه دوم تجزیه شده است. 

 (     )                   
      

                        (5) 

ای تبدیل شده است. به این شکل که مجدداً با ای از معادلات بازگشتی زنجیرهدر این تجزیه، سری ولترا به دسته

 الگوریتم این هدف واقع  . درشودابط بازگشتی در یکدیگر، این رابطه برقرار میجایگزین کردن جبری هر یک از رو

  دوم و های درجهایجمله چند به آن تجزیه با منظور بدین باشد.  می ولترا توابع سری در یافتن ضرایب مجهول

 چند این در مجهول بیضراترتیب  بدین و  شوندگسترده می شده تجزیه عوامل در مجهول بیضرا این رهیدومتغ

 شوند.تخمین زده می دوم ها با درجهیجمله

 نتایج اساسی 3

سال  4شامل  مع آوری شده از نمونه آماریهای ج با استفاده از دادهدر این پژوهش پیش بینی مصرف گاز     

مطالعه  دربررسی شده است. روش آزمون  9312-9316در دوره زمانی  مصرف گاز در شهر ارومیه به صورت ماهانه

غیرهای ابتدا به منظور کسب شناخت بیشتر درباره جامعه آماری و مت .باشد های سری زمانی میحاضر روش داده

نتایج نشان  گردد. و نرمال بودن توزیع متغیرهای وابسته آزمون میمار توصیفی متغیرهای تحقیق آمورد مطالعه، 

است. بر اساس آمار توصیفی  922111111هر ارومیه برابر های مصرف گاز در شمیانگین دادهدهنده ی این است که 

های جارک و برا و کلموگروف اسمرینوف دادی ی کشیدگی و چولگی  پژوهش و همچنین آماره احتمال آزمونداده

 باشد.مورد پژوهش نرمال نمی

 آزمون مانایی 3-1

 ماناییزیرا ناها آزمون شود. تمام متغیرهای مورد استفاده در تخمین ماناییپیش از برآورد الگو، لازم است     

رای ود. بشهای تابلویی باعث بروز مشکل رگرسیون کاذب میمتغیرها چه در مورد سری زمانی و چه داده

نتایج .  ، فیلیپس پرون استفاده شده است (ADF)فولر تعمیم یافته -دیکیاین منظور از آزمون ایستایی 

 ارائه شده است. 9-3در جدول حاصله 

 

 آزمون مانایی 1-3جدول 

 آزمون مقدار آماره احتمال آماره نتیجه
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1116/1 مانا  71243/91-  ADF 

1113/1 مانا  61227/92-  P-P 

 منبع: یافته های پژوهش                                

 در سطح هامتغیر شده است و ردوجود ریشه واحد در متغیرهای مدل 9-3با توجه به اطلاعات جدول 

 هستند.ا درصد مان 11اطمینان 

 ایبینی مصرف گاز شهر ارومیه با معیارهای مقایسههای پیشمقایسه مدل 3-2

و همچنین نتایج  هابینی تمامی روش نتایج حاصل از پیش stsm تعیین وقفه بهینه مناسب و تخمین مدل بعد از    

در حالت بهینه با هم  صورت جداگانه برای هر مدل محاسبه شده است، ارزیابی که بهحاصل از هر یک از معیارهای 

 است. ارائه شده 6-3طور خلاصه در جدول  به مقایسه گردیده است. نتایج 

 

 نتایج حاصل از پیش بینی 2-3جدول 

MAPE
*
 MSE RMSE S.D Error مدل 

2195/1  92265227 61112521 69932532 ARMA 

4222/91  69141792 64242231 96245111 ARFIMA 

2233/99  61543324 64762326 65199667 SARIMA 

227/99  66633423 62625111 94311172 STSM 

11127/1  - 5154723 2161543 GMDH 

1212/1  - 65925641 61423794 NN2 

    منبع:یافته های پژوهش                      

دهد که رویکرد نشان می بینی های پیشها و مدلاز روش برای هر یکقام حاصل از معیارهای ارزیابی نتایج و ار    

های عملکرد بهتری نسبت به دیگر مدل GMDHبینی داده سری زمانی پژوهش با استفاده از شبکه عصبی پیش

 سری زمانی مورد استفاده در پژوهش را دارد.

                                                           
*
 Mean Absolute Percentage Error 
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برای شبکه عصبی  MAPEو  S.D Error ،RMSE ،MSEشود، مقادیر می طور که در جدول بالا مشاهده همان

GMDH ها حاکی با توجه به معیارهای ارزیابی که کمتر بودن آنبنابراین  .های پژوهش کمتر استتمامی مدل از

های پژوهش از تمامی مدل GMDHشبکه عصبی بینی مصرف گاز است در پیشاز بهتر بودن عملکرد مدل 

بدترین عملکرد را در  STSMی داشته است. همچنین با توجه به معیارهای ارزیابی فوق مدل عملکرد بهتر

بینی مصرف گاز در شهر ارومیه داشته است؛ زیرا معیارهای ارزیابی این مدل از بقیه مقدار بیشتری را به خود  پیش

و اقتصاد سنجی نشان دهنده ی  بنابراین نتایج مدل های عصبی در مقایسه با مدل های ریاضی اند. اختصاص داده

این است که مدل هایی با پیش بینی غیرخطی نسبت به مدل هایی با پیش بینی خطی مناسب تر می باشد. لازم به 

ذکر است که برای استفاده از روش شبکه عصبی در کارهای عملی نیاز به روز کردن به منظور پیش بینی دقیق و 

 روش از طریق آموزش و یادگیری از داده های قبلی شکل می گیرد.بررسی تغییرات جدید است زیرا این 

  ها مرجع
 ARIMA(. عملکرد دو روش 9313ابریشمی، حمید.، جبل عاملی، فرخنده.، ابولحسنی، معصومه.، جوان، افشین. ) .9

های مختلف ایران. فصلنامه علمی پژوهشی بینی تقاضای گاز طبیعی در بخشدر پیش GMDHو شبکه عصبی 

 .57-33، 96مطالعات اقتصاد کاربردی ایران. شماره 

بینی میزان مصرف گاز طبیعی به کمک شبکه عصبی -(. مدل سازی و پیش9315داغبندان، الهیار.، ستایش، نسا. ) .6

GMDH  942-933، 91چند هدفی مطالعه موردی شرکت گاز شهر رشت. نشریه انرژی ایران. شماره. 
3. F,.Ji,  Q, Shaikh, P,. Shaikh,‎ N,.‎ Mirjat,‎ M.‎ Uqaili,‎ ‎ Forecasting‎ China’s‎ natural‎ gas‎

demand based on optimised nonlinear grey models. Energy. Vol 140(2017), 941-951. 

4 J,. G, Tamba, S,. Ndjakomo, E.F,. Sapnken, F.D. Koffi, J,. L, Nsouandele, B, Soldo, D,. 

Njomo, Forecasting natural gas: A literature survey. International Journal of Energy 

Economics and Policy. 8.(2018)  216-249. 
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 بازارهای مالی  رویکرد جدید تصادفی برای شبیه سازی

 ا نوسانات زیاد ب

 *2، مینا محمدی 1پریسا نباتی

 دانشگاه صنعتی ارومیه، ایرانگروه ریاضی کاربردی، . استادیار 9

  دانشگاه صنعتی ارومیه، ایرانرشته ریاضی کاربردی،  کارشناسی ارشد. 6

توسعه یافته برای برآورد نوسانات تصادفی بازارهای مالی با استفاده از جدید مقاله یک مدل  نیا در: چکیده

فرایند ارنشتاین آهلنبگ فرایند مذکور . با نویز لوی مورد بررسی قرار می گیرد ترکیبی گاهلنب-نایارنشت مدل

می باشد و دارای رفتاری با حافظه بلند مدت  لوی که کلاسی از فرایندهای زمان پیوسته نامیده می شودگاما 

. این مدل اجازه می دهد تا پارامترهای نوسان یک توزیع خود )زیرا مدل دارای خاصیت مارکف نیست(است

 نشان برایگیرد. استفاده از روش حداکثر درستنمایی صورت میتجزیه پذیر باشند. براورد پارامترهای مدل با 

معادله دیفرانسیل مورد نظر را برای برخی از مهم ترین بازارهای سهام ایران )سایپا شده، ارائه مدل ییکارا دادن

نویز با  آهلنبگ-نیاارنشت ندیفرا پارامترهای نیتخم باشرکت سایپا آذین شبیه سازی عددی  آذین( بکار برده و

دهد مدل ارائه نتایج شبیه سازی عددی با برنامه متلب  نشان می گردد.ارایه می یواقع های داده توسط گاما

 باشد و از آن می توان در سایر بازارهای مالی نیز استفاده نمود.شده دارای دقت بالایی می

  آهلنبگ-ارنشتاین، مدل بازارهای مالی، فرایند لوی، مدل های سری زمانی کلمات کلیدی:

   62M05,62G20,62F10 :موضوعی طبقه بندی

 

  مقدمه 1

 .برند کنند از آن سود می های دقیقی می بینی بازار مالی، برای افراد همیشه به عنوان ابزاری برای افزایش ثروت جذاب بوده و کسانی که پیش

 کیآهلنبگ، -نیارنشت ندی. فرامیده یارائه مآهلنبگ را -نیارنشت ندیلوی و فرا ندیاز فرا بیترک کی در اینجا ما،

 است که سه یجزئ ریغ ندیبوده و تنها فرا ستایو مارکوف( ا یبا مشخصات گاوس ندییمارکف )فرا-گاوس ندیفرا

 زمان سازد. در طولیفضا و زمان را ممکن م یخط لاتیتبد و ردیگیمارکوف را در نظر م-گاوس ندهاییفرا شرط

 [1]گویند.می نیانگیبازگشت به م ندیفرا ندها،یفرا نیکند لذ ا به ایم لیمدت خود م یطولان نیانگیبه م ندیفرا نیا
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-یم ارائه آهلنبگ نایارنشت یبا استفاده از مدل تصادف یمال یسری زمان ینیب شیبرای پ کیتکن کمقاله ی در این

 جهیشود( نت یم گرفته [2]از بازار یبازارهای سهام )که در آن داده های واقع نبسته شد متی. با استفاده از قمیده

 ینیب شیپ عملکردی آهلنبگ با پارامترهای وابسته به زمان به طور قابل توجه نایارنشت یمدل تصادف میریگیم

 نایمستقل ارنشت ندیفرا از دو یبیکه ترک یتصادف لیفرانسیمعادله د کیبخشد. ما از  یسهام را بهبود م متیق

داده  یکیزیرفتار ف یتصادف مدل نی. ا[3,4]میکنیاستفاده م یسازی داده های سری زمان هیآهلنبگ است برای شب

به دست  شرکت سایپا آذین شده سازی هیهای شب متیبرآورد خوب برای ق کیما  ت،ی. در نهاردیگیها را در نظر م

به نوسان  کیشرکت نزد نیشده ا ینیب شیکه نوسان پ میدهینشان م عددی جیبا استفاده از نتا ن،ی. همچنمیآوریم

 .[5,6,8]کندیم روییمدل خودهمبسته پ کینوسان از  کینامیآن د در باشد کهیسازی شده م هیشب

 

 با نویز لوی گاما آهلنبگمدل ارنشتاین  2

آهلنبگمعادله دیفرانسیل تصادفی ارنشتاین  باشد. tقیمت کالا در زمانtsفرض کنید OUبه صورت زیر باشد: 

(1.2)                                                     s 0 0    
t t tds s dt dz   

که در آن  tz z  یک  فرآیند پواسن مرکب ,a b با شدتبه صرورت    (1.2)است.حل تحلیلی معادله

 زیر 

 است.

(2.2)                                                      
t t qt

ts e s e dz q
 

   0 0
 

این مقاله ، مجموع دو مدل در مدل توسعه یافته در OU شود.  صورت زیر در نظر گرفته میه ب 

            (3.2)                       

       
t

t

t t
t q t q

ts w s e we dz q w s e w e dz q


   


   
    

21 21
1 1 1 1 2 2 2 2

0 0

 

هدف تخمین پارامترهای مدل با استفاده از مشاهدات واقعی 
ts .است 

 پارامترهای مدلبرآورد    2-1

) در این بخش تخمین  پارامترهای توزیع , )a b و قبل از تخمین ،یک  کنیم.برآورد می (3,2)را از معادله

اگر  کنیم.اندازه لوی را بیان می
zFاندازه لوی Z Mباشد فرض می کنیم که یک ثابت مانند 1 0 وجود داشته

 هباشد بطوریک
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(4.2)   ,x

z

x

e F dx forall M 


  
0

 

گزاره زیر گشتاورد نظری  Z را با گشتاورنظری توزیع مانا1 t t
S

0
 کند.مرتبط می

فرض کنی .2.1گزاره  t t
z

0
یک فرآیند لوی باشد به طوری که

     ,E Z Var Z      21  گیریم1

 M کند وصدق می (4.2) یک ثابت بزرگ باشد که در معادله,  1 2  عبارت های زیر را داریم: آن گاه درستی 0

 7     )الف  S  0 ب(         0 Var S



2

0 2
 

ومرتبط با bو  aپارامتر های  (1,2)از گزاره    : باشندمیزیر بصورت  2

 (5.2)                                                      b



 2

2
a          و        






2

2

2
 

  تخمین پارامتر شدت  2-2

فرم زیر ه که ب (3.2) خودهمبستگی برای فرایند داده شده در معادلهبا تعریف تابع 1به منظور برآورد پارامتر شدت

 کنیم.است شروع می

                            (6,2)               q q
q we w e

 


 
 1 2

1 2 

داشته  (6,2)را تخمین بزنیم . فرض کنید در معادله λ1می توانیم پارامتر   (6,2) از تابع خود همبسته بیان شده در

باشیم  1  خواهیم داشت:                                                                      2

                  (7.2)                                    .q
e w w


 1

1 2   q q
q we w e

 


 
 1 2

1 2 

                                                           بنابراین
   log logq w w

q




 
 

1 2
1 

qبدون کاستن از کلیت با فرض 1  تخمین پارامتر1به صورت زیر است: 

                             (8.2)                                             ˆ log log .w w    1 1 21 

 و نتایج عددی شبیه سازی 3
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درنظر گرفته شده است.  9317-9314های بسته شدن روزانه شاخص سایپا آذین از سال های در این مطالعه قیمت

کند، که با استفاده از نرم کنیم که نوسانات داده ها ثابت نیست و با گذشت زمان تغییر میاز میان ارقام مشاهده می

 دازیم.پرافزار متلب به شبیه سازی داده ها می

 

 نتایج حاصل از شبیه سازی برای شاخص سایپا آذین :1جدول 

RMSE w2 w1 2 1  بورس سهام 

 سایپا آذین 1.1416 1.1411 257.6927 252.6927- 1.1421

 

 

های مدل نوسانات تصادفی روی مقادیر واقعی پایدار بوده و از شود تخمینمشاهده میاز نتایج به دست آمده 

خصوصیات همگرایی خوبی برخوردار است و خطای کم نشان می دهد الگوریتم تخمین مورد استفاده برای داده های 

هده شده دقیقا توزیع ترکیبی نرمال نباشد. بزرگ بسیار دقیق و امکان پذیر می باشد. حتی اگر نویز واقعی مشا

نمودار داده های شبیه سازی شده بسیار متناسب با سری زمانی اصلی است. همچنین داده های شبیه سازی شده 

توان لگاریتم نوسان های تصادفی کند. میرفتار حافظه طولانی مدت را نشان می دهند که پیش بینی را تسهیل می

 [9,10]بینی شده یک گام روبه جلو، برای شاخص ها را محاسبه و ترسیم کرد شبیه سازی شده و پیش

 

 
    داده های واقعی و داده های شبیه سازی شده روزانه شاخص های سایپا آذین مقایسه :1شکل 
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 نتیجه گیری و پیشنهاد برای ادامه کار 4

نتایج  .مورد مطالعه قرار گرفتهای زمانی مالی برای بازار بورس برای تخمین سری جدید یک تکنیک دراین مقاله،

اف مقدار واقعی پایدار هستند و همچنین خطای کم نشان می دهد رمده در اطآبرآوردهای بدست عددی نشان دادند 

 طراحی ،تجزیه و تحلیل بازار توان از آن برای پیش بینی قیمت سهام های آتی،که روش تخمین دقیق است و می

 میدر نظر گرفتن مدل های رژ .استفاده نمودژئوفیزیک، پزشکی و علوم اجتماعی  چون نمونه کارها در سایر رشته ها

کنند یا هال وایت پیروی میCIR  ی چونها از مدل های تصادفی آننرخ بهره ایکه نوسان  ییمدل ها نگ،یچیسوئ

تواند )اختیار، انواع قراردادها و....( می قیمت گذاری مشتقات د. همچنینندر آینده مورد بررسی قرار بگیر ندتوانمی

 .مورد مطالعه قرار گیرد
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 مدیریت پرتفوی  مارکویتزدر بهینه سازیضرائب لاگرانژ ومدل 

 

 نیسیدعلی محمد محسنی الحسی

 دانشگاه ولی عصر)عج( رفسنجان، دانشکده علوم ریاضی و کامپیوتر 

mohsenialhosseini@gmail.com amah@vru.ac.ir;  

 

 تحت را پرتفوی سازی بهینه توانسته در که است فعالیتهایی از یکی پژوهش عملیاتی و ریاضی مدلهای ورودچکیده: 

 در *مارکوویتز هریدهد.  تاثیر
 است را ارائه پرتفوی مدرن تئوری به مشهور پرتفوی که مدل اساسی9156سال  

 یریپذ سکیبا توجه به ر یریرهگ یخطا یساز ممین یکه در رابطه با م یپرتفو تیریمد یاضیمدل ر نجایدر ا کرد.

مارکوویتزدر مدل نقش ضرائب لاگرانژ در نجایدر ا. همچنین داد. میقرار خواه یباشدرا مورد بررس یم یپرتفو رانیمد

 یپرتفو رانیمد یریپذسکیبا توجه به ر یریرهگ یخطا یساز ممینیکه در رابطه با ممدیریت پرتفوی  سازیبهینه

فرمول میانگین برای مارکوویتزضرائب لاگرانژ روی مدل با بکارگیری داد.  میقرار خواه یرا مورد بررس باشدیم

 آید.مرزهای کارآمد و نرخ بازدهی پرتفوی مورد انتظار بدست می

 .نهیبه یپرتفومارکوویتز ، مدل کلمات کلیدی: ضرائب لاگرانژ ،

 .  G11-C61طبقه بندی موضوعی: 

 

 مقدمه  -9

 در †مارکوویتز هری
کررد.  درسرال    است راارائه پرتفوی مدرن تئوری به مشهور پرتفوی که مدل اساسی9156سال  

(CAPM)ای  سرمایه داراییهای گذاری قیمت مدل برای را زمینه †لیتنر و شارپ 9151
 با استفاده از مدل هری †

 نمودند. فراهم مارکوویتز

Awwاز مرز میانگین واریانس که دارای مرز کارآمد است دارای دو صندوق  **مرتون 9176در سال  ,


می باشرد   

که برای بازار نا کارآمد دارای صرندوق   TVE، مرز میانگین *رول 9116استفاده نمود. در سال 
Bw    مری باشرد بکرار

                                                           
*

Harry Markowitz  
†
Harry Markowitz  

‡ Sharpe & Linter 
§ Capital Asset Pricing Model 
** Merton 
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مدلی را برای مدیریت فعال پرتفوی برا اسرتفاده ازارزش در معررض    9311گرفت. رضا راعی و سعید فلاح پوردر سال 

روش های انتخاب اوراق بهادر وتشرکیل   9327. مریم کشتکاری در سال ]9[گوریتم ژنتیک طراحی نمودندریسک وال

 مسائل بهینه سرازی پرتفروی برا اسرتفاده     †مارنیکس هنگل 6114.  در سال ]6[پر تفوی بهینه را مورد بررسی قرار

 .]3[مارکوویتز را مورد بررسی قرار داد

 . مهم]4[مسائل بهینه سازی امور مالی با استفاده از نظریه کنترل را مورد بررسی قرار داد †هیون شام 6111در سال 

 است.  گذاران سرمایه گیری تصمیم برای پرتفوی بازدهی -ریسک چارچوب تئوری، ایجاد این نقش ترین

 

 مدل مارکوویتز  -6

 یم.کندر این بخش ابتدا نمادهای لازم را که به کار می گیریم معرفی می

T ،1: ترانهاده

2






 
  
 

پارامتر،
1

1
1

 
  
 

 0 1
T

C اولیه،  : سرمایه
endC ،1سرمایه نهایی

2

r
r

r

 
  
 

نرخ   :

j ،1و  i: کواریانس بازدهی پرتفوی دارایی بین ijبهره بانکی، 

2






 
  
 

Tها، میانگین دارایی

p   نرخ :

  بازدهی پرتفوی مورد انتظار.
1 1 1

1

n

m m n

 

 

 
 

 
 
 

: ماتریس واریانس کواریانس ازr  است. در این مدل

Tهدف به حداقل رساندن   تحت شرایط  TA B  که در آناست ، 1A   و
0

P
B

C

 
  
 

. 

یک ماتریس متقارن ) نکته: ماتریس
T 0مثبت )( و معین T است. حال با استفاده از )

 :روش ضرایب لاگرانژ دستگاه فوق را حل می کنیم

                                                                                                                                                                      
* Roll 
† Marnix Engels 
‡ Huy ê n Sham 
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)حال با مشتق گیری , )L   نسبت به :داریم 

 

 

 

1 1

11 1 21 2 11 22 1 2
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1 2
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( , )
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1
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  
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

  
       



   
      

   

   
      

   

   

 بنابراین داریم:         

                                                       

1 11 12 1 1 1 1

0 0

21 22 2 2 2 2

2

1
2 2 :

1

L

L
A

L

      
  

     



 
                       
         
 
 

 

)وبا مشتق گیری  , )L   نسبت به  :داریم 

1 1 1 2 2 11 2

1 2 0 02
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1 1
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         
 
 
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0ازبنابراین
L







0و  

L







 دستگاه زیررا خواهیم داشت :       

                         (6.9                                           )
02 0

T

A

A B

 



  





 

 داریم:   (6.9)   از با بدست آوردن 

(6.6                            )1

0 0

1
2 :

2
A A     


       

     (   داریم :6.9بنا به دومین معادله )

(6.3  )
1 1 11 1( ) :T T TA A B A A B H B H A A 
          

 یک ماتریس متقارن است، زیرا: Hاز طرفی    

1 1 1
( ) ( )T T T T T TH A A B A A A A H

  
       

)var فرمول واریانس( در 6.3( و)6.6حال با جایگزینی ) ) T

pR    :داریم 

 
1 1 1var( ) ( )T T T T T T

pR A A A H B B H B      
          

2یک ماتریس متقارن Hچون  2 هست، فرض می کنیمH :به صورت زیر باشد 

(6.4           )1

2

1a b a b
H H

b c b cac b


   

     
   

 

چون
1TH A A


     :واضح است که 
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 
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مثبت است پس وارون آن نیز معین مثبت است. یعنی برای   معینفرض کردیم ماتریس کواریانس با توجه به اینکه 
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دهد. به عبارتی فرمول  این فرمول به ما میانگینی برای مرزهای کارآمد در یک چارچوب ریسک خنثی را می

 مرزکارآمد به شکل زیر است:  
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  بهینه.
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4. Huy ê n Sham, Continuous-time stochastic control  and optimization with financial 

applications, springer, 2009. 
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رویکرد این نوشتار آشنایی با نقش سری فیبوناچی در بازار سرمایه و تعیین سطوح مناسب قیمت برای : چکیده

ای  گیری در خرید و یا فروش سهام است. سری فیبوناچی و نسبت طلایی در دانش ریاضیات جایگاه ویژه تصمیم

انگیز نسبت طلایی در  اربردهای شگفتهایی از ک های آفتابگردان نمونه دارد. اثر انگشت انسان، لاک حلزون و دانه

گران اهمیت بسیاری  طبیعت هستند. در بازار بورس، تحلیل قیمت و تعیین زمان خرید یا فروش برای معامله

کارگیری نمودار قیمت هر  دارد. در ادبیات بورس، تحلیل تکنیکال بر مبنای نمودار قیمت سهام استوار است. با به

های گوناگون را در اختیار خواهیم داشت که خود به تنهایی  سهامداران در زمان سهم، اطلاعات خرید و فروش

تواند بیانگر رفتارهای انسانی در معاملات باشد و به نوعی تمام اطلاعات در این نمودار نهفته است. برخی  می

الگوی فیبوناچی پیروی ها در دنیای پیرامون ما از  جا که بسیاری پدیده اند که از آن گران بر این عقیده تحلیل

 های حمایت و مقاومت در یک سهم بهره جست.    توان از آن در تحلیل تکنیکال و تعیین سطح کنند، می می

 .  ی فیبوناچی، نسبت طلایی، بورس، حمایت، مقاومت دنبالهکلمات کلیدی: 

 .  JEL :موضوعی طبقه بندی

 مقدمه 1

هایی برای شناسایی زمان مناسرب بررای ورود بره یرک      گران در بازارهای سرمایه همواره در پی روش فعالان و معامله

ها و برخری دیگرر برا بررسری رونرد       های مالی شرکت بازار یا خروج از آن هستند. در این میان برخی با بررسی صورت

 خود هستند. گذاری  گیری برای پیشبرد سرمایه ها به دنبال تصمیم قیمت

تواند  ی اطلاعات مهمی از یک بازار باشد و حتی می تواند دربرگیرنده اند که قیمت به تنهایی می بسیاری بر این عقیده

 عملکرد یک شرکت را هم از طریق سود یا زیان و تأثیر آن بر قیمت پوشش دهد.

                                                           
*
 سخنران  
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هرایی هسرتیم کره زمران      فیبوناچی در پی روش ی اعداد کارگیری دنباله در این نوشتار با بررسی نمودار قیمت و با به

 مناسب برای ورود به یک بازار یا ترک آن را به ما نشان دهد.    

. گرچه ایرن  [2]ای دارد  کارگیری سری فیبوناچی در بازارهای سرمایه برای تحلیل قیمت سهام جایگاه ویژه امروزه به

های دیگر به کار بررد.   تر باید آن را در کنار روش ر بیشهای تحلیل قیمت است که برای اعتبا روش تنها یکی از روش

انگیز آن بسیاری از کشورها به دنبال بررسری ایرن روش برر بازارهرای خرود       اخیر به دلیل کارایی شگفتهای   در سال

 . [7و  5، 3هستند ]

 

 یاساس میمفاه 1-1

طلایری در ریاضریات و تحلیرل تکنیکرال،     ی فیبوناچی، نسربت   برای پیشبرد کار در این بخش مفاهیمی چون دنباله

 .تحلیل بنیادی، مقاومت و حمایت در بازار سرمایه و بورس را بررسی خواهیم کرد

 

 یبوناچیفی  دنباله 1-1-1

مجموع دو عدد قبلی ایجاد   ی ای از اعداد است که در آن اعداد غیر از دو عدد اول با محاسبه فیبوناچی رشته ی  دنباله

 :است ریبه صورت زجملات نخستین این دنباله  .[4] شوند می

،...9،9،6،3،5،2،93،69،34،55،21،944،633 

 های این دنباله به دست آمده است، توجه کنید.   به درصدهای زیر که از ارتباط جمله

 (.سیزدهم جملۀ از پس) بعد جمله بر تصاعد ی جمله هر تقسیم% = 29.2

 .شود می گفته «طلایی نسبت» آن به کهآن  از پیش جملۀ با تصادعد جملۀ هر تقسیم%= 929.2

 آن از پس جملۀ دومین بر جمله هر تقسیم%=  32.6

 آن از پس جملۀ سومین بر جمله هر تقسیم%= 63.2

 

 گرران  معامله برخی توسط نیستند، فیبوناچی اعدادکه از حاصل % 611 و% 911 ،%51 ،%1 های نسبتو  ها نسبتاین 

 .[2] شوند می استفادهدر تحلیل قیمت سهام 
 

 یادیبن لیتحل 1-1-2
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در این کنند.  میارزش ذاتی اوراق بهادار را با عوامل مختلف اقتصادی و مالی ارزیابی  گران معاملهتحلیل بنیادی در 

از عوامل اقتصاد ای  ها گستره این عاملد. شو فته میرگ  گذارد در نظر ارزش سهم تأثیر می هر عاملی را که بر روش

 .هستندوری مدیریت شرکت  کلان مانند شرایط اقتصادی و وضعیت سایر بازارها تا عوامل اقتصاد خرد مانند بهره

هدف از تحلیل بنیادی این است که سرمایه گذار بتواند با توجه به قیمت فعلی سهم به این نتیجره برسرد کره سرهم     

 .[9] زشی کمتر از قیمت بازار داردگذاری شده است یا ار بیش از ارزش خود قیمت

 

 کالیتکن لیتحل 1-1-3

 توانرد بره تنهرایی نشرانگر     قیمرت مری   .اسرت  قیمت نمودار مبنای بری رفتارهای بازار  در پی مطالعه تکنیکال تحلیل

 لحراظ  خرودش  در را چیرز  همره  قیمرت  نمرودار : هرا معتقدنرد   تکنیکالیست. باشد گران معامله تک تک رفتار عملکرد

 .[6شود ] می شامل نیز را انسانی رفتارهایافزون بر عوامل اقتصادی،  موارد این. کند می

 

 

 مقاومت 1-1-4

شرود. ایرن    آخرین حرکت صعودی قیمت را سطح مقاومت گویند. این سطح مانعی برای رشرد قیمرت محسروب مری    

 دیشرد  ی گران اقدام بره عرضره   سطح معامله نیبه ا متیق دنیبا رسرد. دا یخاص تیجذابفروشندگان  یبرا یسطوح

رونرد   ی و ادامره  متیامر موجب کاهش ق نیو هم افتهی شیعرضه بر تقاضا افزا زانیسطوح م نی. در واقع در اکنند یم

 .شود یم ینزول

 

 تیحما 1-1-5

 برخوردار است یخاص تیاز جذاب دارانیخربرای سطوح انتهای آخرین موج نزولی قیمت را سطح حمایت گویند. این 

 هرا  مرت یق شیتقاضرا موجرب افرزا    شیافزا نیا .میرو هست تقاضا روبه شیسطح با افزا نیبه ا متیق دنیرسچرا که با 

 نیر ا ی جره یکره نت  کنرد  یو برر آن غلبره مر    افتهی یعرضه فزون زانیتقاضا بر م زانیسطوح م نی. در واقع در اشود یم

 مشاهده است.  قابل یو ادامه روند صعود ها متیق شیافزا صورت به یروزیپ

 

های قیمتی حمایت و مقاومت  ی فیبوناچی، سطح های به دست آمده از دنباله کارگیری سطح خواهیم با به در ادامه می

گونه که اشاره شد نمودار قیمت که اساس تحلیل تکنیکال است، رفترار   همان .را در نمودار قیمت سهام بررسی کنیم

و برر رفترار او بطرور     شرته وجود دانیز ناخودآگاه انسان  ریدر ضم یبوناچیف چنینهمرا نیز در خود دارد.  گران معامله

را  یبوناتچیف ی دارد و دنباله لیتما یبوناچیه بداند نسبت به اعداد فک انسان بدون آن یعنیگذارد.  یم ریناخودآگاه تاث
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مبحرث   نیر بگذارد. هردف از ا  ریتاث زین افراددر معاملات  یبوناتچیف یها شود که نسبت یامر باعث م نیداند. ا یم بایز

که در چه نسربت   میکن ینیب شیپ میبتوان یمعاملات بازار سهام است. وقت بر یبوناچیف ینسبت ها ریتاث یریکارگ هب

نقاط ورود و خروج بره برازار و    نییتع یاطلاعات برا نیاز ا میتوان یمعامله گران واکنش خواهند داشت م یمتیق یها

   .میو مقامت استفاده کن تیحما طوحس ییشناسا

 

 تصمیم ایبر یفیبوناچی ابزار 2

در این بخش با مثالی از یک سهم سطوح فیبوناچی و رفتار بازار در این سطوح را بررسری خرواهیم کررد. بررای ایرن      

که مربوط به صنایع پتروشیمی تخت جمشرید اسرت،   « شجم»هایی که از پیش بر سهم  منظور فرض کنید با بررسی

 مان مناسب برای ورود به این سهم هستیم.  داشتیم و با توجه به روند نزولی بازار در روزهای اخیر به دنبال ز

تا به امروز کره بره نسربت برازار رونرد نزولری داشرته سرطوح          61/91/12های شناسایی شده از تاریخ  با توجه به موج

ترا نررم    میکنر  میخط را رسم  (کف تا سقف کیاز  ایو )سقف تا کف  کیاز کنیم. برای این کار  را رسم میی فیبوناچ

جا از نرم افزار  شایان ذکر است ما در این درآورد. شیما به نما یرا برا تیحماو سطوح مقاومت  کالیتکن لیافزار تحل

  ایم که توسط کارگزاری مفید عرضه شده است. ایزی تریدر استفاده کرده
 

 
 نمودار قیمت سهام شجم: 1ل شک

بررای   .واکنش نشان داده است فیبوناچی یها در محدوده حیدر بازگشت و تصح یمتیکه روند ق دهد ینمودار نشان م

آیرد.   درصد ریزش داشته و یک سطح حمایتی در این محدوده به شمار می 51نمونه قیمت در ابتدا تا نزدیکی سطح 

درصد نزول و حمایرت   63.2ی  درصد یک سطح مقاومتی داشته و دوباره تا نزدیکی محدوده 72.2ی  سپس در ناحیه

 کرده است. درصد تکمیل  29.2سهم بوده است. در ادامه موج بعدی را در 
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درصد هم عبور کرده است.  51ی  قیمت روند افزایشی یافته و از ناحیه Bی  ی روند پس از نقطه بینی ادامه برای پیش

ریال افرزایش   1941درصد یعنی  29.2ی بعدی یعنی  ی این روند انتظار داریم قیمت در روزهای آتی تا ناحیه با ادامه

 هایی از بازار هستیم. های دیگر نیز منتظر واکنش د کند در ناحیهداشته باشد و اگر این ناحیه را نیز ر

 Fibonacci Retracementیرا بازگشرتی    اصرلاحی شایان ذکر است روش بررسی شده در این نوشتار که به فیبوناچی 

ه هرای دیگرر نیرز وجرود دارد کر      های فیبوناچی در بازار سرمایه اسرت. روش  ای به روش شود، تنها دریچه شناخته می

 عبارت هستند از

 

  Fibonacci Extensionفیبوناچی خارجی 

 Fibonacci Expansion یا گسترشی فیبوناچی انبساطی

 Fibonacci Projection یا بازتابی فیبوناچی پروژکشن

گرر موفرق مری توانرد برا تلفیرق        معاملههای زمانی نیز تاثیر دارند و یک  در بازه های زمانی فیبوناچی چنین چرخه هم

 .[4] دست آورد ههای بسیار دقیقی ب فیبوی قیمتی و زمانی تحلیل

توانرد ابرزاری سرودمند و قروی بررای       ها می گونه که اشاره شد ابزار شگفت انگیز فیبوناچی در کنار دیگر دانسته همان

 تصمیم در زمان مناسب خرید یا فروش در بازارهای سرمایه و بورس باشد.             

 قدردانی تشکر و

سندگان از استاد بزرگروار جنراب آقرای پروفسرور محمرد جلروداری ممقرانی کمرال تشرکر و قردردانی را دارنرد.            نوی

 های ایشان همواره چون پدری دلسوز روشنگر راه بسیاری از جویندگان دانش خواهد بود.   رهنمون
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 روش تقلیل پایه برای قیمت گذاری اختیار تحت مدل مرتون

 

 6علی صفدری، *9مینا گنجعلی

 دانشگاه علامه طباطبائی، دانشکده علوم ریاضی و رایانه، تهران، ایران. 6و9

 

انتگرالی حاصل از -به محاسبه جواب تقریبی معادلات دیفرانسیل در این مقاله با روش تقلیل پایه: چکیده

پردازیم. در این روش از توابع  گذاری اختیار تحت مدل پرش انتشار مرتون و مدل هستون می مدلسازی قیمت

شود. نحوه ایجاد  های متفاوت استفاده می ی ساخته شده از دنباله جوابهای معادله بلک شولز با ضریب تلاطم پایه

مبتنی بر  کنیم. نتایج عددی های هستون و پرش انتشار مرتون محاسبه می توابع پایه را بیان و متناظر با مدل

های  مدل هستون و پرش انتشار مرتون بیانگر آن است که این روش کارایی عددی بهتری نسبت به روش

 تفاضلات متناهی و عناصر متناهی دارد. 

-انتشار مرترون، تقلیرل پایره، معرادلات دیفرانسریل     -مدل هستون، مدل پرش قیمت گذاری اختیار،کلمات کلیدی: 

 انتگرالی 

 

 مقدمه 1
توانند بر اساس یک  های قیمت گذاری می های معامله وجود دارد و مسئله روشهای بسیاری برای قیمت گذاری اختیار

به معرفی روش تقلیل پایه برای قیمرت  . در این مقاله [2-4] انتگرالی با مشتقات جزئی بیان گردد-معادله دیفرانسیل

انتگرالری بره یرک    -پردازیم. منظور از تقلیل پایه، تقلیل یک معادلره دیفرانسریل   گذاری اختیارهای معامله اروپایی می

-ای از توابع پایه است که به جواب معادله دیفرانسیل ی روش ارائه شده ایجاد دنباله باشد. ایده معادله دیفرانسیلی می

های عددی متداول تفاضلات متناهی محاسبه نشده اسرت بلکره     ی همگراست. به عبارتی جواب مسئله از روشانتگرال

.  [1]کنیم تلاطم متفاوت استفاده می  های های معادله بلک شولز به ازای ضریب ای از توابع پایه حاصل از جواب دنباله

دهرد. از   تون هدف اصرلی ایرن مقالره را تشرکیل مری     مطالعه توابع پایه حاصل از مدل هستون و مدل پرش انتشار مر

هرای تفاضرلات متنراهی و عناصرر      توان به نرخ همگرایی بالاتر و دقت بهتر نسربت بره روش   های این روش می ویژگی

 متناهی و کاهش قابل توجه حجم محاسبات اشاره کرد.

 مدل ساختاری 1-1
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بررای قیمرت گرذاری اختیرار بره صرورت معادلره         انتشرار -های متداول مبتنی بر فرایندهای قیمت دارایی پرش مدل

 بصورت زیر قابل بیان است Φانتگرالی همراه با تابع عایدی -دیفرانسیل

                                                (1             )( )w T                  ,t w w f   

J  که

  عملگر از فرمول لوی خنچین این   جزییاتکه  باشد می انتگرالی-دیفرانسیل عملگر بیانگر

 بصورت زیر قابل محاسبه است.

 (2)               2 21
, , , , ,

2
ss sL w S t S t S w S t r d S w S t rw S t        

  (3) 

 

 با معرفی متغیرهای زیر 

T t   .                  r d T t S
y e

K

 
 ,       lnx y                  (4)  

0f( به ازای 9جوابی از معادله ) Cمعادله فوق را می توان بصورت ساده تر بیان کرد. با فرض اینکه   باشد؛ روابط

 گیریم: زیر را در نظر می

                             (5                                   )    , ,
r

r de
v y C yKe T

K




 
 

  

                            (6                 )      , , ,
r

x r dx e
u x v e C Ke T

K




  
 

   

 خواهیم داشت: v و u( برحسب 9در این صورت برای جواب معادله )

                            (7                                        )0Jv L v L v

     

                            (8                                        )0Ju L u L u

    

 ( خواهیم داشت 3( و )6ای و جایگذاری آنها در روابط ) ی مشتق زنجیره ( و محاسبه4با استفاده از روبط )

           , , , 1 ,z z

J sL w s t w Se t w S t S e w S t J z dz      
 



یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان │75 

 

 

 

   

 

   

2 2

2 2

1
,

2

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

1 1
,

2 2

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

yy

z z

J y

x xx

z

J x

L v y y v
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
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  

  

 

 

  ساخت توابع پایه جواب تحلیلی معادله بلک شولز برای 1-2

) ( با تابع4متغیرهای معرفی شده در رابطه ) فرم ساده معادله بلک شولز بر اساس , )v y   به صورت زیر قابل بیان

  [4] است

                          (9                                       )2 21
0

2
yyv y v     

 متفراوت های معادله بلک شولز با ضریب های تلاطم  جوابحاصل از توابع پایه  روش ارایه شده مبتنی بر دنباله ای از

پرردازیم. کره در آن بره ازای ضرریب تلاطرم       ( مری 1معادلره )  تحلیلری  است. به همین منظور به جزییات جواب
i 

   :  داشت خواهیم

       (11         )     1 2, , , ,
r r

r

i

e e
v C S K t T SN d Ke N d

K K

 
      

اکنون با جایگذاری 
1 2,d d ی زیر دست می یابیم ( و ساده سازی به رابطه4ارت فوق و استفاده از روابط )در عب: 

                         (11                    )
ln ln

2 2

i i

i i

y y
v yN N

   

   

   
         

   
 

قابرل  ( به صرورت زیرر   99در نهایت با استفاده از تعریف تابع توزیع تجمعی نرمال استاندارد و متمم تابع خطا عبارت )

  بیان است

   (12      )
1 ln ln

1 1
2 2 2 2 2 2 2

i i

i i

y y
v y erf erf

   

   

     
                     

 

( 96و با توجه به تابع چگالی احتمال دارایی تحت مدل بلک شولز رابطه ) Vدیفرانسیلی بر تابع  رحال با اعمال عملگ

 آید:   به صورت زیر به دست می
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به صورت مشابه 
i

u جواب تحلیلی معادله بلک شولز با جایگذاری ضریب تلاطم 
i گردد محاسبه می. 

 

 قیمت گذاری تحت مدل پرش انتشار و هستون   2

 باشرد  تقریب انجام گرفته میخطا  بیانگر را که  را به صورت دلخواه انتخاب کرده و تابع  ضریب تلاطم ثابت 

  کنیم: به صورت زیر تعریف می

                              (13                                 )     , , ,x u x u x     

در عبارت فوق 
u جواب تحلیلی معادله بلک شولز با جایگذاری  ی معادلره دیفرانسریل   اگر فررم سراده  . است-

 سی کنیم آنگاه خواهیم داشتبازنوی ( را براساس تابع 9انتگرالی )

       , , , ,Jx L x L x f x

          

 ،فوق( در رابطه ی 93با جایگذای رابطه ) ,f x  کنیم می را به صورت زیر تعریف : 

                             (14       )       , , , ,Jf x u x L u x L u x

         

 اکنررون ,f x  آوریررم. تررابع تلاطررم در مرردل مرتررون برره صررورت ثابررت   ا تحررت مرردل مرتررون برره دسررت مرری ر

( , ) Mx   شود که  فرض می 2 2 2

m      . 

 

 ضریب وقوع  پرش ،  و  ها ی پرش  واریانس اندازه پرس   باشد. میانگین وقوع پرش می( , )f x    تحرت

  [2]آید  مدل پرش انتشار مرتون به صورت زیر به دست می

( , ) ( , ) ( , ) ( , )M

MJf x u x L u x L u x


         
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) فوقکه در عبارت  , )ML u x
       عملگر دیفرانسیلی حاصل از مدل مرتون بر تابع جرواب تحلیلری حاصرل از مردل

ای از توابع پایره را بره صرورت     و در نتیجه دنباله .شده استاعمال در آن  ضریب تلاطم ثابت که  است  بلک شولز

 کنیم:    زیر معرفی می

     ,s
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i ix x L u x T
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       

 

     ,
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   گردند تعیین میتوابع پایه حاصل از مدل پرش انتشار مرتون به صورت زیر و با این فرایند 

     

     

: ,

: ,

M

i

i

S

i i
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i n i J

x x L u x T
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





 

 

    

    

 

 

 نتیجه گیری 3

خطای روش ارایه شده نسبت به دنباله توابه پایه برای تقریب جواب اختیار برا مردل مرترون را ارایره      9شکل شماره 

 کنیم که دقت مطلوب با نرخ همگرایی بالا امکان پذیر است. کند. مشاهده می می
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  [1] خرید اختیار برای مرتون انتشار-پرش مدل نسبی تحت خطای نمایش: 9شکل

 

بصرورت اجمرالی بیران گردیرد. مشراهده      انتگرالری  -معادلات دیفرانسیل روش تقلیل پایه برای تقریب در این مقاله  

 اسرتفاده نشرده اسرت. در ایرن روش     متداول از جمله تفاضلات متناهی های عددی که در این روش از روشکنیم  می

قیمرت اختیرار   کره بره جرواب     ایجاد گردیدهای تلاطم متفاوت  ای از جوابهای معادله بلک شولز به ازای ضریب دنباله

اسرت ترا    نیراز به تعداد متنراهی پایره    کنند که تنها نتایج عددی بیان می همگرا شود. انتشار مرتون-تحت مدل پرش

 دد.دقت مطلوب از محاسبه جواب تقریبی قیمت اختیار ایجاد گر
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گیری برای هر مشتری جهت طراحی یک سیستم پشتیبانی تصمیم

 تعیین قیمت اقتصادی در قرارداد فی مابین

 f.faraji86@pnu.ac.ir فاطمه فرجی

 تهران دانشگاه پیام نور

 

وکارها وکار است. کسبترین مباحث در حوزه کسبتعیین قیمت در قراردادهای تجاری یکی از قدیمی: چکیده

های ارائه خدمات برای خود نیز سود معقولی در نظر نمایند تا علاوه بر پوشش دادن به هزینهبدین وسیله سعی می

وکارهای گر که دارای قدمتی همتای قدمت کسبهای بیمهگیرند تا ادامه حیات و بلوغ خود را ممکن سازند. شرکت

گذاری ارائه خدمات در حوزه به بررسی مسئله قیمتاین تحقیق  ، لذا درجهان است نیز از این موضوع مستثنا نیست

های موجود )به های موجود در دادهبه علت حجم وسیع داده و نیز ابهاماز طرفی  پردازد.های تأمین اجتماعی میبیمه

های ( از تکنیکها و ...ای آنها و عدم ثبت لحظههای نادرست، ایجاد تغییرات مداوم در وضعیت دادهعلت وجود داده

 یرسیم که شبکه هایجه مین نتیابه و در نهایت  های عصبی بهره برده شده است.همزمان منطق فازی و شبکه

 تم یو الگور یون خطینسبت به رگرس یج بهترینتا( MLPی)عصب

مورد توجه  چون سن، سطح تحصیلات و ... ییهاقیمت برای هر نفر بنابر عامل تخمینکه در  قی داردیتطب -یفاز

 قرار گرفته است.

 رگرسیون خطی ،فازی تخمین ،شبکه عصبی ،گذاری قرارداد بیمهقیمت: کلمات کلیدی
JEL:K12,K13,K14 

 

 مقدمه 1
وکارهرا بردین   وکرار اسرت. کسرب   ترین مباحث در حوزه کسرب تعیین قیمت در قراردادهای تجاری یکی از قدیمی

های ارائه خدمات برای خود نیز سود معقولی در نظرر گیرنرد   دادن به هزینهنمایند تا علاوه بر پوشش وسیله سعی می

وکارهای جهران  گر که دارای قدمتی همتای قدمت کسبهای بیمهتا ادامه حیات و بلوغ خود را ممکن سازند. شرکت

، ارائه خدمات است نیز از این موضوع مستثنا نیست. گرچه در بسیاری از کشورهای جهان، که تابع قانون کار هستند

آیرد  ترین سؤالی که پیش مری پذیرد اما مهمانجام می *ای به عموم قشر شاغل از طریق خدمات تأمین اجتماعیبیمه

هرا،  های ایجراد شرده بررای آن   بندی خاصی بین مراجعان صورت گیرد تا بر مبنای هزینهاین است که آیا نباید دسته

 درآمد از قبل ایجاد شده باشد.  
 

                                                           
*فاطمه فرجی  
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 یفازمنطق -6
ماکس بلک آن را به  9137، برتراند راسل به صورتی غیر واضح، منطق مبهم را بنیان نهاد و در سال 9161در سال 

ها نظریه فازی را برای حل مسائلی که در آن 9125زاده در سال های مبهم گسترش داد. پروفسور لطفیمجموعه

ت است، معرفی یاز عدم قطع یت محدود ناشیبر عقلان یها مبتنمعیارهای تعریف شده واضح وجود ندارد و حل آن

 بود. رویکرد شده اشیاء استفاده هایگروه و هامجموعه برای ویچلوکاسیه مقداری چند منطق از مقاله این کرد. در

می زبانی متغیرهای سازیمدل و عدم اطمینان و هانایقینی با آمدن کنار و برخورد جهت مناسبی بسیار ابزار فازی

از  استفاده نادقیق با هایگزاره کردنتقریبی و مدل استدلال جهت را بنیادی تا تلاش دارد براین فازی باشد. منطق

 (. 9327آورد )جعفرنژاد،  فراهم فازی هاینظریه مجموعه

 :و نمونه تحقیق جامعه -3
های محوریت با تعدد دادهدر فاز اول ، ها نیازمند اطلاعات مختلفی استدراین روش تحقیق، هر یک از بخش

که روش از آنجاییمی شود.  مطالعه گردآوریآنها برای های داده شدهها قلمداد های مهم آنمشتریان و نیز شاخص

هایی است که داده محور آنتحقیق حاضر بر مبنای علم طراحی استفاده شده است و تمامی نتایج مبتنی بر خروجی

های یا قواعدی، تنها با ایجاد یک سیستم اطلاعاتی مناسب )شبکه عصبی رد پذیرهداوری در موهاست لذا بدون پیش

 های داده سازمان تأمین اجتماعی، شعب استانپایگاه دردر سطح ها ها و ایجاد دانش عصبفازی( درصدد تست داده

 هستیم.های کارفرما شرکت های تهران والبرزو

 :تحقیق وابسته و مستقل متغیرهای -3-1

 )هزینه ها و درآمدها(، متغیروابسته می توانتوان در تعیین قیمت اقتصادیآنجایی که هدف این تحقیق را میاز 

 متغیرهای تحقیق بدین صورت ارائه می شود.بایست قابلیت انعطاف لازم را داشته باشد و در این مورد دانست که می

 :تحقیق مستقل  متغیرهای -3-1-1

 دارند که ( اشاره می9115مطالعات مختلفی )از جمله دریگ و استاوزسکی،  های فردی بیمه شده:ویژگی

های گذاری ضرورت مطالعه و در نظر گرفتن ویژگیهای موجود در قراردادهای بیمهترین جنبهیکی از مهم

  .فردی است

 مورد سنجش های مختلف نامه در حوزههایی است که در انواع مختلف بیمهسن: یکی از بارزترین ویژگی

پردازی سالگی را به عنوان سن بیمه 25سالگی تا  92توان از سن پردازی میگیرد. در سوابق بیمهقرار می

  .سالگی که نیز زمان بازنشستگی و دریافت حق مستمری است 11تا  45چنین در سنین درنظر گرفت. هم

 برخی موارد اشتباهاتی در ثبت و ترین ابعاد جنسیت است با این وجود در جنسیت: یکی دیگر از مهم

 ها را با نبود یا اغتشاش مواجه نموده است.درصد از داده 5نگهداری این مورد بروز نموده است که حدود 
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 های است که به اذعان برخی مقالات سبب وجود میزان تفاوت یهاوضعیت تأهل: یکی دیگر از عامل

 .ات بیمه شده داردچشمگیری در میزان پرداخت، مدت پرداخت و انتظار

 تواند در میزان پرداخت بیمه و نیز در ایجاد تعداد فرزندان و افراد تحت تکفل: مورد مهم دیگری که هم می

 ها برای بیمه بسیار مؤثر باشد همانا تعداد فرزندان و افراد تحت تکفل است.هزینه

 های سنی مختلف زی برای گروهپرداپردازی: این امر به صورت میانگین سابقه بیمهعداد سنوات بیمه

 است.انتخاب شده 

 و جنسیتی دارای شرایط مختلفی از جمله میزان ابتلا  یهای سنی، درآمدسوابق بیماری: هر یک از گروه

های ایجاد شده برای سازمان تأمین اجتماعی خواهند هزینه بیانگرها و امراض مختلفی دارند که به بیماری

 داشت.

 ها تا این عامل گرچه به ظاهر با بقیه عامل: مدت شامل حق ازدواج، حق بیکاریوتاهاستفاده از خدمات ک

سنجد اما به عنوان عامل اصلی حدی متفاوت است و بیمه شده را از منظر استفاده از خدمات سازمان می

 .شودانگیزه فردی در کوتاه مدت سنجیده می

  تری است که به هزینههای کمنمایشگر تعداد بیماریمیانگین تعداد دفترچه تعویضی در سال: این امر

 اند. صورت سرپایی درمان شده

 های مختلف کاری فرد بیمه توان بدان اشاره نمود ویژگیهایی که میهای شغلی: از دیگر ویژگیویژگی

 شده است.

 داشته باشند با این وجود شده ها شاید کمترین اثر را بر روی رفتار بیمهاین نوع ویژگیهای سکونت:ویژگی

 ها استفاده شده است.که این اطلاعات نیز وجود داشته است، از آن در مواردی

 :همبستگیضریب  -3-2

کند. در واقع ضریب بین دو متغیر را توصیف می یضریب همبستگی شاخصی است ریاضی که جهت و مقدار رابطه

اگر مقادیر دو متغیر شبیه هم تغییر کند یعنی با کم یا  رود.می های دویا چند متغیره به کارهمبستگی درمورد توزیع

صورت یک معادله بیان کرد، برای ها را بهای که بتوان رابطه آنزیاد شدن یکی دیگری هم کم یا زیاد شود به گونه

متغیر خروجی ها را با ها )متغیرهای مستقل( مقدار ضریب همبستگی آنبررسی مناسب بودن یا نبودن سایر ورودی

 کنیم:درآمد محاسبه می
 

 درآمد : مقدار ضریب همبستگی پیرسون بین متغیرهای مستقل موجود با متغیر وابسته9-4جدول 

 1.91 جنسیت
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 1.42 تحصیلات

 1 تعداد روز کاری

 1.66 حقوق ماهیانه

 1.34 مزایا

 

 تحلیل نتایج: -4
  (MLP)عصبیمدلسازی خروجی درآمد با استفاده از شبکه  -4-1

کنیم. توابع تحریک مورد استفاده در سازی می( اقدام به مدلMLP) *در ابتدا با شبکه عصبی پرسپترون چندلایه

کنیم. روش سازی استفاده میی پنهان برای مدلاین شبکه عصبی از نوع تانژانت سیگموئید بوده و ما از یک لایه

جهت تعیین تعداد  باشد.می( levenberg-Marquardt)شار خطایها نیاز از نوع پس انتها و بایاسآموزش وزن

های لایهشود که تعداد نرون، بدین صورت عمل می(MLP)نرون بهینه و انتخاب ساختار مناسب برای شبکه عصبی 

دادهسازی را انجام داده و مقدار خطای حاصله برای دهیم و هر بار مدلیکی یکی افزایش می 91تا  6ی پنهان را از 

نماییم. سپس با بررسی مقادیر خطای حاصله اقدام به انتخاب ساختار شبکه مورد های آموزش و تست را حساب می

 کنیم.نیاز و مناسب می
 (MLP)های مختلف در های آموزش و تست به ازای تعداد نرون: مقادیر خطای حاصله برای داده9-5جدول

 درصد خطای مربوط به داده های تست ی آموزشدرصد خطای مربوط به داده ها تعداد نرونها

6 95.3252 3.6249 

3 91.3131 99.2591 

4 95.2117 6.1221 

5 95.1995 2.2241 

2 94.3262 91.5523 

7 95.2794 3.1497 

2 91.1347 91.6361 

1 99.3951 95.2626 

91 94.7742 7.1597 

 :خطیمدلسازی خروجی درآمد با استفاده از رگرسیون  -4-2

هستیم در این  دنبال یافتن ضرایب مجهول معادله به رگرسیون با توجه به داشتن دو متغیر مستقل، در این روش

می   %92.2224% و 92.4591های آموزش و تست به ترتیب ( حاصل شده برای دادهNMSEدرصد خطای )روش 

 باشند.بیشتر می (MLP)که نسبت که شبکه عصبی  باشد

 :خروجی درآمد با استفاده از شبکه نروفازی انفیسمدلسازی  -4-3
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، این های قبلیباشد که با تست روشبندی کاهشی میانفیس خوشه سازی اولیه شبکهروش مورد استفاده برای آماده

و انجام آموزش شبکه  1.2تا   1.6از  مدل باشد. لذا در این بخش با تغییر اثر شعاعِدارای جواب بهتری می روش

 به دنبال بهترین شبکه ممکن خواهیم بود.  انفیس،

 هابا تغییر شعاع تأثیر مراکز خوشه( ANFIS)های مختلف : درصد خطای مدل9-5شکل 

درصد خطای مربوط به داده های  درصد خطای مربوط به داده های آموزش شعاع

 21.1224 35.9746 1.6 تست

1.3 417.2176 67.972 

1.4 95.6137 93.4422 

1.5 61.4919 94.5711 

1.2 92.1112 1.9161 

1.7 92.4142 2.2223 

1.2 92.2612 7.9124 

 

دست آمده است. چرا که درصد به 1.7طور که از جدول فوق معلوم است بهترین شبکه به ازای شعاع اثر همان

  باشد.خطای شبکه حاصل شده کمترین مقدار می

  (MLP)شبکه عصبیمدلسازی خروجی هزینه با استفاده از  -4-4

متغیر ورودی مستقل  66جهت پیدا کردن متغیرهای مستقل مناسب برای خروجی هزینه، ارتباطات از طرف دیگر 

تعداد »و « درآمد سال گذشته»های با بردار هزینه مورد بررسی قرار گرفت. از بین این تعداد، فقط دو متغیر با نام

صورت جی )هزینه( بودند. ساختار شبکه عصبی مورد استفاده دوباره بهدارای بیشترین میزان ارتباط به خرو« همسر

ها متفاوت ی پنهان انتخاب شده است و برای تعیین تعداد نرون بهینه اقدام به آموزش شبکه با تعداد نرونیک لایه

روجی در زیر نمودارهای خو  آوریمدست میبه( NMSE)سازی را با روشکنیم و هر بار درصد خطای مدلمی

 اند.های آموزش و تست نشان داده شدهواقعی و خروجی شبکه عصبی برای داده
 های مختلفبه ازای تعداد نرون( MLP): درصدخطای حاصل از 9-5شکل 

درصد خطای مربوط به داده های  تعداد نرونها

 آموزش

 درصد خطای مربوط به داده های تست

6 5.2195 4.5329 

3 5.3724 5.1125 

4 91.5922 99.3523 

5 5.5617 4.4162 

2 4.7251 2.6511 

7 2.5761 94.2244 

2 4.1374 5.7731 
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1 5.4322 2.1425 

91 4.7612 1.9511 

 

 :مدلسازی خروجی هزینه با استفاده از شبکه نروفازی انفیس -4-6

باز هم مثل حالت انجام شده برای  دهیم.ی هزینه را شبکه نروفازی انفیس انجام میسازی متغیر وابستهدر انتها مدل

کنیم. شعاع اثر مناسب بندی کاهشی برای تولید مدل اولیه شبکه انفیس استفاده میمتغیر درآمد از روش خوشه

 آید:دست میبه 1.15برای این متغیر عدد 
 بندیبه ازای شعاع تأثیر متفاوت مراکز خوشه (ANFIS): درصدخطای شبکه نروفازی 64-4شکل 

درصد خطای مربوط به داده های  شعاع

 آموزش

 درصد خطای مربوط به داده های تست

1.2 1.2347 2.9461 

1.1 93.4791 93.6491 

1.15 7.7236 2.2741 

 

 گیری و ارائه پیشنهادات:نتیجه -5
ارزیابی وضعیت هایی مناسب برای آینده و نیز توان از این روش جهت ارائه تخمیننتایج حاکی از این است که می

آوری شده های جمعروش کار انجام شده در این تحقیق، بدین صورت است که ابتدا از بین تمام داده فعلی بهره برد.

کنیم که دارای بیشترین میزان بینی هزینه و درآمد، اقدام به یافتن آن دسته از متغیرهای مستقلی میبرای پیش

رسیم که یجه مین نتیبه ا جدولهای ذیل سه ساختار مختلف یباشند. با بررسها میهمبستگی با هر کدام از خروجی

توان یلذا م قی دارد.یتطب -یتم فازیو الگور یون خطینسبت به رگرس یج بهترینتا( MLPی)عصب یشبکه ها

ن عنوا یدرصد 11نان حدود یم گیری درسطح اطمیبانی از تصمیجهت پشت یستم حاصل را به عنوان ابزار مناسبیس

تواند موثر  ینه و درآمد فرد میبینی هزشیبه کمک پ یمه   اجتماعیقرارداد ب یمت اقتصادین قیینمود که در تع

  ین ابزار را نه فقط برایتوان ا یگر سخن مید. به دیعمل نما

ندارند را موثر  ین اجتماعیمه ای نزد تامیچ سابقه بیدی که هیشدگان جدمهیب یمه شدگان حاضر بلکه برایب

 دانست.

 : مرجع ها

با استفاده از مدل برنامه ریزی غیر خطی عدد  مکان یابی مراکز توزیع"رضوانی، مهران، جعفرنژاد، احمد، اسماعیلیان، مجید؛ . 9

 22، مجله مدرس،پاییز"صحیح

1. Anna Rita Bacinello, Enrico Biffis, Pietro Millossovich. Pricing life insurance contracts 

with early. 



یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان │85 

 

 

 exercise features. Journal of Computational and Applied Mathematics 233 (2009) 27_35 

Bellman, R., Zadeh, L.A., 1970. Decision-making in a fuzzy environment. Manage. Sci. 17, 

141–164. .2 

3.Derrig, R.A., Ostaszewski, K.M., 1994. Fuzzy techniques of pattern recognition in risk and 

claim classification. In: Proceedings of the 4th AFIR International Colloquium, 1, pp. 141–

171. 

4.Derrig, R.A., Ostaszewski, K.M., 1995a. Fuzzy techniques of pattern recognition in risk and 

claim classification. J. Risk Insur. 62, 447–482. 

5.Derrig, R.A., Ostaszewski, K.M., 1995b. The fuzzy problem of hedging the tax liability of a 

property-liability insurance company. In: Proceedings of the 5th AFIR International 

Colloquium, vol. 1, pp. 17–42. 

6.Derrig, R.A., Ostaszewski, K.M., 1997. Managing the tax liability of a property-liability 

insurance company. J. Risk Insur. 64 (4), 695–711. 

7.Derrig, R.A., Ostaszewski, K.M., 1999. Fuzzy sets methodologies in actuarial science. In: 

Zimmerman, H.J. (Ed.), Practical Applications of Fuzzy Technologies. Kluwer Academic 

Publishers, Boston (Chapter 16). 

8. Joseph, E.C., 1982. Future expert computer systems for actuarial professionals. ARCH 1, 

1–9. 

9.Shapiro, A.F., 2002. The merging of neural networks, fuzzy logic, and genetic algorithms. 

Insur. Math. Econ. 31, 115–131. 

10.Shapiro, A.F., 2003. Capital market applications of neural networks, fuzzy logic and 

genetic algorithms. In: Proceedings of the 13
th
 International AFIR Colloquium, vol. 1, pp. 

493–514. 

11.Young, V.R., 1993. The application of fuzzy sets to group health underwriting. Trans. Soc. 

Actuaries 45, 551–590. 

12.Young, V.R., 1996. Insurance rate changing: a fuzzy logic approach. J. Risk Insur. 63, 

461–483.  

13.Young, V.R., 1997. Adjusting indicated insurance rates: fuzzy rules that consider both 

experience and auxiliary data. Proc. Casualty Actuarial Soc. 84, 734–765. 

14.Zadeh, L.A., 1965. Fuzzy sets. Inform. Control 8, 338–353. 

15.Zadeh, L.A., 1975/1976. The Concept of Linguistic Variable and its Application to 

Approximate Reasoning (Parts 1–3). Information Sciences, vol. 8, pp. 199–249, 301–357, and 

vol. 9, 43–80. 
  

  



 ششمین همایش ریاضیات و علوم انسانی│86

 

 

 بهره دربازار اسلامی

 9کامران آیتی

 .دانشکده علوم ریاضی و رایانه، دانشگاه علامه طباطبائی  9

Ka.ayati@gmail.com 

 

تا با تعریف پایه بهره اسلامی و عدد اجتماع راهی برای توزیع درآمدهای در این مقاله تلاش شده است : چکیده

 جامعه به عنوان اعتبارمالی هر فرد شهروند جامعه اقتصاد اسلامی ارایه شود.

 بهره اسلامی عدد اجتماع متریک های زندگیکلمات کلیدی: 

 91B32-91B38-91B76 -O23-O42 طبقه بندی موضوعی:

 

 مقدمه 1

اسلامی با وجود تئوری های مختلف اسلامی و محض در خصوص مدل سازی برازار و در ایرن مقالره رویکررد     در بازار 

بهره در بازار اسلامی کلان نگر بودن و عام شامل همه افراد جامعه اسلامی از جهت بهره مندی و بره تعبیرر امرروزی    

اشد.بر این اساس مشاهده مواردی از قبیل رانت گریزی از موارد مهم در طراحی مدل کاربردی عملی ریاضی آن می ب

توزیع ناعادلانه دارایی ها و ثروت وانفال و مالکیت ها در بین مردم سراکن جامعره اسرلامی اعرم از مسرلمان یرا غیرر        

مسلمان )شهروند جامعه اسلامی( می تواند عدم دانش یا مهارت کرافی در اجررای مردل هرا و یرا شرجاعت پرذیرش        

 ی وبهبود مدل ها را نمایان سازد.ناکارآمدی مدل های قبل

پیشینه مدل سازی بهره در بازار اسلامی و تعبیر فلسفی جامعه شناختی وزبان شناختی آن و حتری کپری بررداری از    

مدل های اجرا شده در جوامع اسلامی دیگر با توجه به وجود دینامیک رفتاری افراد متفاوت در جامعه هدف از ابتردا  

را حداقل در تئوری نمایران مری سرازد. همانگونره کره کپری بررداری صررف از کاپیتالیسرم و          ناکارآمدی آن مدل ها 

سوسیالیسم و اسلامیسم و مکاتب دیگر بدون نگرش پساساختارگرایانه وابسته به بوم واقلیم اجرا کره از لروازم هرزاره    

 سوم میلادی می باشد باعث عدم موفقیت تضمینی مدل خواهد بود.

نده در این مقاله استفاده  از تعریف عام بهره در دو حالت محض وکراربردی بررای بهبرود اجررای     هدف و انگیزه نویس

مدل بهره در بازار اسلامی می باشد .بهره در دیدگاه محض اسلامی با توجه به ایجراد ارزش افرزوده حاصرل از ترلاش     

زش پرولی زمران سرپری شرده عملره      ذهنی یا فیزیکی ارائه دهنده خدمت یا کرالا بره برازار اسرلامی عبارتسرت از ار     
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ذهنی)کارگر فکری( یا عمله جسمی)کارگر فیزیکی( .پس وجود مفهومی به نام ارزش مرکب حاصل از دستمزد ذهرن  

یا بازوی کارگر ذهن یا کارگر جسمی در صورت نکول پرداخت وجود نخواهد داشت و صرف دیرن پرداخرت خسرارت    

ار کامل اسلامی مباشد و در بحث تبادل بین بازار اسلامی و غیر اسرلامی  زده باید انجام شود.این در صورتیست که باز

محاسبه تفاوت دینامیک نرخ بهره پرارادایم محاسرباتی در مقرالات دیگرر نویسرنده ارائره خواهرد شرد.اما در تعریرف          

ر اسلامی بره  کاربردی بهره که بیشتر در روی زمین و به صورت عینی قابل ملاحظه می باشد تقسیم زمین اقتصاد بازا

مثابه زمین بازی در تئوری بازی ها همواری باید مشاهده شود و یا حداقل ناهمواری با اندازه بیکران مشاهده نشود تا 

همه سنین و افراد و توانمندی های مختلف جامعه بازار اسلامی بتوانند در آن به رشد خود ادامه دهند.در ادامه مقاله 

 ه این رویکرد خواهیم پرداخت .که بدنه اصلی مقاله می باشد ب

 

بهره به معنای سود و فایده  مادی حاصل از فروش حاصل از ارائه  کالا وخدمات به جامعه در جهت توسعه اصالت  

در بازار اسلامی به معنای حرص )احتکار کالا وخدمات (فایده است و معنی بهره به معنای انبار کردن کالا وخدمات 

کالا  یخدمت برای ایجاد نیاز مصنوعی و موقت و تغییر رفتار نیاز طبیعی عرضه و تقاضا ورزیدن دارنده کالا یا

وخدمت به علت مذموم بودن امر حرص وصفت مهجور کردن سایر مسلمانان و بالطبع آحاد بشر امری غیر اخلاقی و 

م های برنامه ریزی خطی ضد اقتصاد اسلامی است .حال اگر در دنیای مدرن با وجود ابزار های مدرن و وجود سیست

در تولید کالا وخدمات و روش های بهینه سازی مناسب جهت یافتن ناحیه محدب اقتصادی جهت تعیین قیمت کالا 

و خدمات با توجه به برنامه ریزی منابع داخلی هر اقلیم و بوم به علت استفاده نادرست مدیریتی کارشناسی یا جهل 

امر محاسبه پذیر عرضه و تقاضای سرانه بازار هر مصرف کننده خاص )مدل وکمبود دانش ومهارت علمی درمحاسبه 

های هوشمند( و عام )مدل های آماری و نمونه گیری(بر اساس علوم )پزشکی زیستی روانشناسی کشاورزی وجغرافیا 

ولید کننده یا (این عدم تعادل در بازار اسلامی رخ نماید که عرضه یا تقاضای مصنوعی حاصل از موارد گفته شده بر ت

مصرف کننده به صورت روانی یا عام تر مصنوعی به مدت کوتاه یا به صورت مزمن غلبه پیدا کند و مازاد کالا یا 

خدمات یا کمبود کالا ویا خدمات باعث ایجاد نیاز خارج از نمودار توزیع طبیعی گردد خارج از پیدا کردن مقصر بحث 

له می باشد و به علوم اجتماعی جامعه شناسی رفتارشناسی وحقوق مربوط از نظر حقوقی که خارج از حیطه این مقا

می گردد در عمل بازار اسلامی با مقداری افزایش )مازاد(کاهش )کمبود( کالا یا خدمت به صورت مصنوعی موقت یا 

ست .برای مزمن مواجه خواهد شد که راهبری بازار در پیاده سازی و مدل سازی عملی برخورد با آن حائز اهمیت ا

خروج از آن راهکارهای الزام آوری در اینجا ارائه میشود و سپس به مفهوم نرخ بهره خارج از حالت نرمال به منظور 

میل دادن آن به حالت طبیعی و نرخ بهره در حالت طبیعی برای قیمت کالا یا خدمت باتوجه به معنی ابتدای مقاله 

 خواهیم پرداخت .

 ریزی خطی در حل مشکل و کنترل پروژه جهت مدیریت زمان بندی اجرا.استفاده از علم برنامه -9



 ششمین همایش ریاضیات و علوم انسانی│88

 

 

استفاده از مواداولیه دانش و مهارت داخلی هر اقلیم وبوم جهت حل مشکل به صورت محلی با استفاده از اولویت -6

 درخت تصمیم .

 ع منابع انسانی داخلی.استفاده و تشکیل بانک مدیریت دانش و منابع انسانی هر اقلیم وبوم و سیستم های توزی-3

اطلاع رسانی لحظه ای وبرخط به صورت عدد تقاضا و عدد عرضه در هر اقلیم برای جمعیت هر اقلیم در حالت -4

 طبیعی و غیر طبیعی 

 

و اما به علت گفته شده در سطور فوق بازار به صورت مصنوعی دارای انباشت یا کاهش کالا و خدمات در عرضه و 

مختلف پولی مالی و.... شده است و زنجیروار بدنه اقتصاد بازار را دچار به عبارت علمی ضریب تقاضا در بازارهای 

 چولگی مختلف خواهد نمود.

به این منظور در صادرات یا واردات ارجحیت های قیمتی در بیرون از بازار اسلامی میتواند موج یا دینامیک خاصی را 

صرف ورود و یا خروج مهم نمیباشد اما وقتی صادرات با قیمت بالاتر )به  به بازار اسلامی وارد یا از آن خارج نماید

مفهوم خروج مواد اولیه یا دارای ارزش شده حاصل از تکنولوژی  و پردازش مواد یا خدمات باعث ایجاد نقصان در 

ولیدی داخل ارزانتر بازار داخل شده یا به مفهوم ورود کالا یا خدمت با قیمت بالاتر ایجاد کننده چولگی در بازار ت

)غیر عقلایی(و یا قیمت پایین تر)به مفهوم حفظ منابع داخلی در آن کالا و صادرات کالای دیگر به خارج با ارزش 

بالاتر از ارزش واردشده )تراز تجاری +(( باعث ایجاد نقصان در بازار داخلی اقلیم یا بوم شود یعنی متریک ها اندازه ها 

ی و معنوی آن اقلیم دچار نوسان خارج از انحراف معیار عدد اجتماع آن جامعه شود این و پارامترهای زندگی ماد

 اصل ذکر شده به بهینگی منجر شود. 4دینامیک باید توسط مدیریت توسط 

 تعریف عدد اجتماع : عددی که حاصل از درآمد ملی وتولید ناخالص بدست می آید :

  
   

جمعیت آن سال
                                                              ́  

   

جمعیت آن سال
 

 

در اقتصاد اسلامی محاسبه نرخ های فوق بر اساس روش بدون بازده و تنها با استفاده از روش عادی وجود کالا یا 

بازده کالا وخدمات خدمت در هر اقلیم خواهد بود تا بعد از توسعه متوازن افراد بازار در اثر پیشرفت زمان کیفیت و 

خود را در محصول های بعدی نشان خواهد دادو باعث تقسیم منابع و قیمت ها بین مردم به صورت ارزش مالی 

 خواهد گردید.

حال با بدست آمدن دوعدد فوق انحراف معیار عدد اجتماع از محاسبه میانگین در ناحیه محدب اقتصاد و انحراف آن 

  به اندازه 
   ̇

 
   

 و در هرکسر دوره عملیاتی ماهانه در ناحیه نوار بولینجر نمایان خواهد شد.در سال 

حداقل سیگما صفر درجامعه آرمانی خردورز اقتصادی و حداکثر خود عدد سیگما محاسبه شده خواهد بود که در 

 فرمول بالا ذکر شده است.
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مازاد عرضه و تقاضا یا کمبود کالا و خدمات در حسابداری ملی )هر اقلیم وبوم محلی ( برای بدهکار یا بستانکار در 

خواهد بود ودر صورت قوه قاهره و سو مدیریت و عدم آموزش جمعیت )علل قیمت ابتدای ماه سقف یک ماه با 

یع عام کالا و خدمات به صورت قیمت پایه ماهانه توسط ابتدای مقاله ( و انتقال این عدد به ماه های بعدی توسط توز

 سیگمای محاسبه شده و در اختیار مصرف کننده و تولید کننده به صورت 

   کالا)با ارایه در بورس کالا ( یا تسویه ارزش نقدی روز با توجه به سیگمای محاسبه شده روزانه 
 

   
خواهد بود   

ر تولید کالا وخدمات از طریق تامین مواد اولیه و خود روش دوم به افزایش .که خود روش اول به افزایش رونق د

سرانه درآمد ملی توزیع شده نادرست بین افراد جامعه  در شرایط چولگی )مدیریتی آموزشی دانشی و...(کمک می 

ک می کند تا نماید.در روش اول استفاده از کالا یا خدمت توسط قیمت بورس کالا با محاسبه سیگمای ذکر شده کم

مدیریت   GNPو GDPنوسان کش قیمت تمام شده در ابتدای زنجیره خدمت یا کالا بر اساس اندازه وابسته به 

شود و در صورتی که کالا یا خدمت گران  شود ) مردم مصرف کننده تسویه ارزش روز کرده باشند یا تولید کننده 

ان متر قیمت مواد اولیه خود را در نظر بگیرد (.اما گاهی نرخ کالا و خدمات با یک دید برون نگر از سال قبل به عنو

تاریخی و وابستگی به پیش بینی آتی حاصل از مواد اولیه در بیرون از بازار اسلامی میتواند ایراد گرفته شده به این 

این پارادایم به مدل باشد که در بازار اسلامی دید بلند تاریخی به گذشته و آینده حداقل در اقتصاد وجود ندارد و 

بازار اسلامی کمک می کند تا با حافظه کوتاه مدت یکسال گذشته خود مفهوم اقتصاد روز خود را بازسازی و از 

گفته شده به توسعه آتی بپردازد .زیرا فردا چیزی جز امروز درست و خوب و با بهره مناسب نمی   Gانباشت دو نرخ 

 باشد.

اله های دیگر د مدت و پسرو بلند مدت خارج از این مقاله می باشد که در مقدلایل مربوط به عدم دید پیشرو بلن

 قابل ارایه می باشد

 قدردانی تشکر و

 امیدوارم این مقاله توسعه دهنده مفهوم بهره اسلامی در بین مردم جامعه اسلامی وبازار اسلامی باشد .

 نبودن اقتصاد و تشدید فاصله بین فقیر وغنی می باشد.بالطبع عدم اجرای عملیاتی این نرخ بهره نشان دهنده اسلامی 

 

  ها مرجع

  مفید کارگزاری–صالح آبادی سیاح  ترجه–جان هال  -مبانی مهندسی مالی و مدیریت ریسک -9

  دارافکر– شیروانی  ترجمه– طباطبایی علامه–بدایه الحکمه و نهایت الحکمه -6

1-CURRENT ISSUES IN ISLAMIC BANKING AND FINANCE- HERITAGE TRUST GROUP, 

SINGAPORE  

2- Islamic Capital Markets- Obiyathulla Ismath Bacha 

3-Metodological Dimension of Islamic Economy- Masudul Alam Choudhury 

(Trisakti University, Indonesia) 
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 یاتیعمل سکیمربوط به مدل ر لیفرانسید -حل معادله انتگرال 

 انیآدم هیبا استفاده از روش تجز

 

 *3،  منصوره رسولی6، طیبه دمرچلی9محمد علی فریبرزی عراقی
 پایه، گروه ریاضی، دانشکده علوم یواحد تهران مرکز ،دانشگاه آزاد اسلامی 9و3

 یادگار امام)ره(، دانشکده فنی و مهندسی، گروه ریاضیواحد  ،دانشگاه آزاد اسلامی 6

ها است که دامنه  ها بالاخص در بانک های شناسایی شده در سازمان ریسک عملیاتی یکی از ریسک: چکیده

باشد. در  ای داشته و ناشی از خطاهای موجود در عملکرد فردی و یا نقص سیستم یا مشکلات فرآیندی می گسترده

معادله به شکل یک ه که این مقاله مدل ریاضی ریسک عملیاتی برای محاسبه احتمال بقای سازمان ارائه شد

 . شود با به کار گیری روش تجزیه آدومیان حل می باشد دیفرانسیل جزئی ولترا می -انتگرال

های عملیاتی ایستادگی  های ناشی از ریسک ها به اتکای سرمایه خود در مقابل زیان بانکها و بالاخص  همه سازمان

ست بانکی با موقعیت سرمایه ای مناسب در اثر حوادث ناگوار از در بهترین حالت نیز ممکن ا اینکه کنند. با وجود می

هایی  های بانکی ناشی از ریسک عملیاتی در مورد بانک نشان داده ابعاد فاجعه آمیز بحرانها  بررسیپای درآید، لیکن 

برای بررسی  تری دارند، محدودتر است. زیرا یک بانک با سرمایه کافی زمان بیشتری را ای مناسب که وضعیت سرمایه

 .ها در اختیار دارد مشکلات و مواجهه صحیح با آن

 ریسک عملیاتی، معادله انتگرال دیفرانسیل ولترا،  احتمال بقا، روش تجزیه آدومیانکلمات کلیدی: 

45K15, 45D15, 25R 61طبقه بندی موضوعی:   

 

 مقدمه 1

های گوناگون از جمله ریسک عملیاتی  ناشی از ریسک یاحتمال یها انیدر برابر زگیری  ذخیره ملزم به ها سازمان

درصد از  65تا  95 بایتقر و ها با آن مواجهند هایی است که بانک ی یکی از مهمترین ریسکاتیعمل سکیرهستند. 

 سکیطور معمول، ر به به آن تخصیص یافته است. HSBCاز جمله بزرگ  یها از بانک یاریدر بس هیکل سرما

  یاتیعمل سکیر تیریها است. مد بانک یبراریسک از نظر شدت و زیان  نیبزرگتر یاعتبار ریسکپس از  یاتیعمل

شناسایی، پایش، کنترل، اندازه گیری و  دائمبه طور  دیبا و است شیمختلف در کسب و کار در حال افزا لیبه دلا

 .[1][3]شود مدیریت

 بیان مساله  -2

                                                           
*
 منصوره رسولی  
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که در کنند. با این وجود  یاتی ایستادگی میهای عمل های ناشی از ریسک زیانها به اتکای سرمایه خود در مقابل  بانک

ای مناسب در اثر حوادث ناگوار از پای درآید، لیکن  ممکن است بانکی با موقعیت سرمایهبهترین حالت نیز 

شی از ریسک های بانکی نا برند که نشان داده ابعاد فاجعه آمیز بحران هایی نام می پژوهشگران زیادی از بررسی

تری دارند، محدودتر بوده است. زیرا یک بانک با سرمایه  ای مناسب هایی که وضعیت سرمایه عملیاتی در مورد بانک

 .[2]ها در اختیار دارد کافی زمان بیشتری را برای بررسی مشکلات و مواجهه صحیح با آن

 معرفی مدل ریسک عملیاتی: -1-2

 گردد. دیفرانسیل جزیی می-فیزیکی، فنی و اقتصادی منجر به یک معادله انتگرالهای حاصل از مسائل  برخی از مدل

 حاصل شد بر اساس رابطه زیر مطرح گردید:مدلی که برای مدیریت ریسک یک کسب و کار 

 ها مجموع زیان - مجموع درآمدهای بانک + ذخیره ریسک= ذخیره اولیه

مدل  کیاحتمال  موجود باشد، ریسک هیاول رهیکه ذخ وقتیمدرن،  یاضیروش ر کیبا استفاده از  [4]لادوپولوس

 بیانبه صورت زیر   در زمان  ( ) در مدل ارائه شده توسط وی ذخیره ریسک   .زد نیتخمرا  یاتیعمل سکیر

 شود: می

 (   )     [   ( )                           ( )       
 

( ) شود فرض شده که دارای تابع توزیع  نمایش داده می  𝑋که با   اندازه زیان در زمان    [𝑋     

محاسبه شده است.   با پارامتر   بوده و فرض می شود که بر حسب فرآیند پواسن  ( ) بر حسب تابع چگالی 

 بنابراین: 

  ( )   [      
    (  ) 

  
                  . 

  :آید از جمع زیر به دست می [4]لادوپولوسها در رابطه  مجموع زیان

𝑈  ∑ 𝑋  
  
   . 

 فراوانی است.  و   شدت ریسک عملیاتی در زمان   𝑋که 

ذخیره شده است که به ذخیره اخیر  ( ) در این مدل فرض شده است که حق بیمه اضافی با نرخ پیوسته 

 ( ) قطعی معادله  در ری، فرض شده است که ذخاوجود ندارد زیانی زمانی کهدر  ن،یهمچنوابسته می باشد.    

 کند: زیر صدق می
  ( )

  
  ( ( )) 

 روشبا استفاده از تبدیل شده و آنرا ولترا  یجزئ لیفرانسید-معادله انتگرال کیبه حل  (9)، مسئله در روش وی

   .کرده است حل یبه صورت عدد لاگرانژ یا چندجمله

 رسیده است:  مدل زیرها به  لادوپولس با ترکیب نحوه محاسبه زیان
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  (   )

  
    (   )   ( )

  (   )

  
  ∫  (     )  ( )

 

 

 

  اولیه: ایطشربا 
   
   

 (   )        (   )           

 (   )            
 :که در آن

 R (z, t) خیره ریسک ذاحتمال بقا با  عتابz در زمانt، 

 Z(t)  ذخیره ریسک در زمانt، 

 z ،ذخیره ریسک اولیه 

 D  تابع توزیعx. 

های  های ناشی از ریسک توان زیان با کاهش احتمال وقوع رویدادهای ریسک میاحتمال ریسک عملیاتی:  -3

عملیاتی را کاهش داد و از این طریق، آسیب پذیری بانک را نسبت به حوادث مذبور به حداقل ممکن رساند. از آنجا 

از وقوع یا تاثیر  که ارزش زیان مورد انتظار نتیجه حاصلضرب دو عامل احتمال وقوع ریسک عملیاتی و خسارت ناشی

تواند به کاهش ارزش زیان مورد انتظار بیانجامد. از این رو در ارزیابی  ریسک است تقلیل هر یک از این دوعامل می

ها توسط واحدهای کاری محاسبه  های عملیاتی، احتمال وقوع رویدادهای ریسک و خسارات ناشی از آن ریسک

 کنیم: را به صورت زیر بازنویسی می (6)شود. معادله انتگرال دیفرانسیل ولترا  می
  (   )

  
    (   )   ( )

  (   )

  
  ∫  (   ) (   ) ( )

 

 
 

 (   )               (   )           

(( ) )  که در آن  ( ) و  ( )        𝛼    . 
 :[7] است از عبارت tدر زمان zیعنی احتمال بقا براساس ذخیره ریسک معادلهجواب دقیق این 

 (   )    
 

  𝛼  
    (    (     ) ) 

 روش تجزیه آدومیان-4

های سری مورد  های اخیر روش تجزیه آدومیان بالاخص در ریاضیات کاربردی و به ویژه در زمینه جواب در سال

ارائه شد و توسط  یرخطیو غ یمنظور حل انواع مسائل خط  هب انیروش توسط جرج آدم نیا توجه قرار گرفته است.

 :شود یدر نظر گرفته م ریز ی( به صورت سر3روش جواب معادله ) نیدر ا. [6]افتیوزواز توسعه 

 (   )  ∑   (   )
 
    

 تعریف می کنیم: 
  (   )

  
(   )  و    (   )   

  
 ( داریم:3لذا از رابطه )  (   )   

  (   )     (   )   ( )  (   )   ∫  (   ) (   ) ( )
 

 
 

    با تعریف عملگر 
 

  
    و   

 

  
 هیاول طیو با در نظر گرفتن شرا (   )   که در آن   

 :شود ی( حاصل م2از ) ریرابطه ز

(3) 

(5) 

(6) 
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 (   )      
  
(   (   )   ( )  (   )   ∫  (   ) (   ) ( )

 

 

) 

 

 داشت: می( خواه7آن در ) یگذاری( و جا5) استفاده از با
 

∑  

 

   

(   )      
  (  ∑  

 

   

(   )   ( )  (∑  

 

   

(   ))

 ∑ ∫  (   )  (   ) ( )
 

 

)

 

   

 

 
           

    
- 
(- (          )   ( )  (          ) ) ∫  ( - )(          )  

 

 

 ( )) 

 ( خواهیم داشت:1طرفین معادله ) با مساوی قرار دادن
  (   )    

  (   )    
  (  (  (   ))   ( )  (  (   ))   ∫  (   )(  (   )) ( )

 

 

) 

  (   )    
  (  (  (   ))   ( )  (  (   ))   ∫  (   )(  (   )) ( )

 

 

) 

. 

. 

. 

    (   )    
  (  (  (   ))   ( )  (  (   ))   ∫  (   )(  (   )) ( )

 

 

) 

 

( 5برای محاسبه جواب نهایی با جمع تعداد متناهی از جملات سری ) [5]لذا با توجه به همگرایی روش آدومیان 

 خواهیم داشت:

  (   )  ∑  (   )

 

   

 

 عددی بین صفر و یک است. tو  z برای هر مقدار(   )   نتیجه حاصل برای

 نتایج عددی -5

. نتایج را بیان می کند( 3الگوریتم زیر مراحل اجرای روش تجزیه آدمیان برای یافتن جواب مدل ریسک عملیاتی )

 مذکور در جداول با استفاده از نرم افزار متمتیکا به دست آمده است.
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 : مقادیر اولیه و پارامترها را معرفی کنید. 9گام

 محاسبه کنید.( 4: مقدار دقیق احتمال را از رابطه )6گام

 ( تعریف کنید.7: عملگر مشتق و معکوس آن را مطابق رابطه )3گام

 ( تعریف کنید.7: تابع مجهول احتمال را بر اساس عملگر معکوس مشتق مطابق )4گام

 ( به دست آورید. 91را مطابق ) (   )  تا  (   )  : در یک حلقه مقادیر تابع احتمال 5گام

 ( به عنوان تابع احتمال در نظر بگیرید.99ر قالب یک سری مطابق  ): مجموع جملات را د2گام 

( به 99( و )4، برقراری رابطه زیر در محاسبات روابط )ε، با در نظر گرفتن میزان دقت  5در گام  mشرط توقف برای 

 است: مفروض tو   zازای یک

| (   )    (   )|  ε 
 است:ول زیر آمده ادر جد های مختلف و مقادیر معلوم پارامترها tبه ازای از روش تجزیه آدومیان نتایج حاصل 

         𝛼         
t جواب روش آدومیان جواب دقیق m خطا 

9 1.22347273 1.22347273 31 0. 

6 1.27727742 1.27727742 31 0. 

3 1.27732225 1.27731311 31 1.11111444 

4 1.27737467 1.27791293 35 1.11197294 

         𝛼         
t جواب روش آدومیان جواب دقیق m خطا 

9 1.15793466 1.15793466 31 0. 

6 1.15511112 1.15511112 31 0. 

3 1.15421329 1.15421544 31 1.11111923 

4 1.15422256 1.15426376 35 1.1111242 

 آمده نتایج زیر قابل استنباط است:های به دست  با توجه به مندرجات جدول و جواب

  یابد و این یعنی احتمال بقای سازمان  احتمال بقای سازمان افزایش می 6به  9با افزایش ذخیره ریسک از

 در زمان یکسان با ذخیره ریسک ارتباط معناداری دارد.

 یابد. با گذشت زمان وقتی ذخیره ریسک ثابت بماند احتمال بقای سازمان کاهش می 

 محاسبه شده در مجموع متناهی حاصل است.تعداد جملات خطا وابسته به  میزان 

  ها مرجع

  /https://www.cbi.ir، ترجمه صدقی و همکاران،2اصول مدیریت ریسک، بخش نخست ترجمه سند بال. 9
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انتخاب سبد بهینه با در نظر گرفتن افق زمانی و هزینه معاملات با استفاده از 

 بیشینه افت و واریانس به عنوان معیار ریسک
 

 (minarpd@aut.ac.irروستاپور دیلمانی)مینا 

 مالی دانشگاه صنعتی امیرکبیر یاضیکارشناسی ارشد ر دانشجوی *

 

. ایرن  غییرات مرورد مطالعره قررار میگیررد    در این مقاله مسئله تعدیل سبد موجود با در نظر گرفتن هزینه ت: چکیده

)که صرف نظر از مقردار معاملره شرده، در صرورتی کره معاملره انجرام شرود،         باشند هزینه ها میتواند به صورت ثابت 

شده از هر دارایی کره مقردار آن بره ازای     متغیر )با توجه به مقدار معامله ویا این هزینه ها میتواندپرداخت میشود.(. 

ین اهمیت تعیین افق سرمایه گذاری را شرح مری دهریم. در مردل    همچن ( باشد.دارایی های مختلف متفاوت میباشد

مارکویتز از واریانس به عنوان معیار اندازه گیری ریسک استفاده میشود، که با کاهش یرا کنتررل آن ضرمن افرزایش     

عنروان   بره  در حرکت براونی بیشینه افتعلاوه بر واریانس، از امید سبدی کارا بدست خواهد آمد. در این مقاله  ،بازده

استفاده میکنیم. که سبب جلوگیری از ریزش ارزش سبد در طول افق سررمایه گرذاری مران    معیار دیگری از ریسک 

میشود. در انتها مدل ارائه شده را بر روی مجموعه شرکت هرای سرهام عردالت در برازار برورس ایرران پیراده سرازی         

 میکنیم.

 افت، حرکت براونیمدل مارکویتز، سبد کارا، بیشینه کلمات کلیدی: 

 . مقدمه1
به منظور تشکیل یک سبد از دارایی های مالی رویکرد اولیه ای که اتخاذ کرده ایم، نتیجه گرفتره شرده از مردل    

کره   اسرت مارکویتز می باشد. در مدل مارکویتز هدف، افزایش میانگین بازده سبد ضمن کنتررل یرا کراهش ریسرک     

ل مارکویتز تک مرحله ای و بدون افق سرمایه گرذاری میباشرد و هزینره    مد واریانس به عنوان ریسک تعریف میشود.

معاملات در آن لحاظ نمیشود. در این مقاله هزینه معاملات به دو صورت ثابت و متغیر در نظر گرفته میشود و از این 

وان معیرار دیگرری   رو افق سرمایه گذاری برای ما حائز اهمیت است.  همچنین علاوه بر واریانس از بیشینه افت به عن

 از ریسک در مدل استفاده میشود.

 شرح و انگیزه مقاله 1_1
% در هرر دوره  5% و3که هرکدام دارای بازده  bو  aاز بین دو سبد سرمایه گذاری  $911اگر بخواهیم با سرمایه 

باشرد،   $51و  $65هستند یکی را انتخاب کنیم. تحت این شرط که هزینه سرمایه گذاری در هرر کردام بره ترتیرب     

دارای بازده بیشرتری اسرت امرا بره علرت       bتعداد دوره های سرمایه گذاری بر تصمیم ما اثر میگذارد. به وضوح سبد 

 ، تصمیم گیری ما فرق خواهد کرد. Hتحت مقادیر مختلف  وجود هزینه معامله،
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 1.03    داریم 
 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         1.0 0    بنابراین             = 

باشد بازده ما در پایان دوره ها در سرمایه گرذاری روی سربد    69)تعداد دوره ها( بیشتر ازHپس بدیهی است که اگر 

b  بیشتر است. و اگرH  باشد. بازده سبد  66کمتر ازa    حالرت کلری ترر بره     در پایان دوره ها بیشتر خواهرد برود. در

 H=9.73 ،   1.03ازای
دوره باشد بهترر   1در نتیجه اگر تعداد دوره های سرمایه گذاری ما کمتر از        

است سرمایه گذاری در هیچ یک از دو سبد فوق انجام نشود از این رو انتخاب افق زمانی مناسب در مردل، بررای مرا    

 .حائز اهمیت میباشد

هزینه معاملات به دو صورت ثابت و متغیر است. هزینه ثابت مستقل از حجم معامله میباشد و در صرورت انجرام        

هر معامله ای باید مبلغ ثابتی پرداخت شود. هزینه متغیر متناسب با ارزش معامله در نظر گرفته می شود کره بره دو   

هزینه معامله به صورت ضریبی از ارزش  V-shapeع محاسبه میشود. در تواب V-shapeو  concaveصورت توابع 

هزینه معامله تابعی مقعر از ارزش آن میباشد. در این مقاله هزینه معراملات هرم بره     concaveآن است. و در توابع 

 [1]در نظر گرفته شده است.  V-shapeصورت ثابت و هم به صورت متغیر از نوع 

ی، علاوه بر در نظر گرفتن افزایش بازده و کاهش واریانس سبد، کم کرردن  در تشکیل یک سبد از دارایی های مال     

بیشینه افت نیز به عنوان یک معیار ریسک حائز اهمیت است، چرا که در مسئله نقد کنندگی سبد پیش از اتمام افق 

خصوصرا بررای   زمانی، در صورت وجود افت قابل ملاحظه ارزش سبد، مجبور به خروج با بازده منفی خواهیم شد. که 

شرکت های سبد گردانی و صندوق ها این امر موجب زیان زیادی خواهد شد. بنابراین ما بایرد افرت را در طرول افرق     

سرمایه گذاری مان همواره کنترل کنیم. به علاوه افت های زیاد تحمل روانی سرمایه گذاران را نیز به چالش میکشرد  

 [2]و ممکن است سبب خروج نقدینگی از بازار شود.

 

 . پارامتر و متغیر و قیود مدل2

 N تعداد دارایی ها

 ام iقیمت کنونی دارایی 
iP 

 ام در سبد اولیه iتعداد دارایی 
iX 

 ام iامید بازده دارایی 
i 

 ام i انحراف معیار بازده دارایی 
is 

 jو i همبستگی بین بازده دارایی 
ij 

j   ( ijو  iکوواریانس بازده بین دارایی  i j ijs s ) ij 
b, ( sفروش:  bام  )خرید: iکارمزد ثابت در صورت انجام معامله دارایی  s

i if f 
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(1)                                                                              1,...,i N          
b b b b b

i i i i iL y U   
(2)                                                                                 1,...,i N           

s s s s s

i i i i iL y U   
(3)                                                                                 1,...,i N                       

1b s

i i   
(4)                                                                                 1,...,i N            

b s

i i i ix X y y   

(5)                                                
1

( )
N

b b s s b b s s

i i i i i i i i

i

c y c y f f D 


    

b, ( sفروش:  bام  )خرید: iهزینه معامله به ازای هر واحد از دارایی  s

i ic c 
b, ام خرید/ فروخت iحداقل تعدادی که میتوان از دارایی  s

i iL L 
b, ام خرید/ فروخت iحداکثر تعدادی که میتوان از دارایی  s

i iU U 
 K (K >کران بالا بر روی مجموع هزینه هایی که به عنوان کارمزد میپردازیم )باید مجموع 

 مقدار وجه نقد
V 

 تعداد دوره های افق سرمایه گذاری
H 

 (maximum drawdownبیشینه افت )
D 

ix0ام در سبد تعدیل شده نهایی ) iتعداد موجود از دارایی   ) ix 

b, در حالت خرید/فروش 0یا عدم انجام معامله = 1باینری در صورت انجام معامله =متغیر  s

i i  
0ام ) iفروخته شده از دارایی  /تعداد دارایی خریداری شده   ) ,b s

i iy y 
ام در سبد نهایی ) iوزن تخصیص داده شده از کل ارزش سبد اولیه و وجه نقد به دارایی 

0 1iw ) 
iw 

وزن تخصیص داده شده از کل ارزش سبد اولیه و وجه نقد به پرداخت کارمزدها )

00 1w ) 

0w 
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(6)        
1 1 1

( )
N N N

b b s s b b s s

i i i i i i i i i i i i

i i i

P x P X V c y c y f f 
  

        

(7)                    1,...,i N            
1

/ ( )
N

i i i k k

k

w P x P X V


  

(8)                 0

1 1

( ) / ( )
N N

b b s s b b s s

i i i i i i i i k k

i k

w c y c y f f P X V 
 

      

 Liو بیشتر از  Uiتعداد آن کمتر از  i( تضمین کننده این است که در صورت خرید/فروش از سهم 6( و )9قید)

 باشد.
 ( بیانگر این امر است که خرید و فروش از یک سهم به طور همزمان ممکن نیست.3قید)

نشان دهنده میزان دارایی از هر سهم پس از تعدیل میباشد. که برابر موجودی اولیره از هرر سرهم بره اضرافه      ( 4قید)

 میزان خریذاری شده از آن منهای میزان فروخنته شده از آن است.

( جمع کلیه ی هزینه هاییست که بابت کارمزد)چه ثابت چه متغیر( پرداخته شده است. که باید کمتر از مبلرغ  5قید)

D .باشد 

( بیانگر ارزش فعلی داراییمان است که برابر است با ارزش اولیه سبد به همراه وجه نقرد در اختیارمران منهرای    2قید)

 مبلغی که به عنوان کارمز پرداخت کرده ایم.

 ( وزن ارزش هر سهم در سبد را به ما نشان می دهد.7قید)

به ارزش اولیه سبدمان به همررا وجره نقردی کره داریرم،       (کل مبلغ پرداخت شده برای هزینه معامله را نسبت2قید)

 نشان میدهد.

∑نتیجه میدهند که 2و  2لازم به ذکر است که قیود       
است. پس از نوشتن جداگانره ایرن قیرد پرهیرز          

 شده است.

مبلغری کره   در این مقاله، کارمزد به عنوان یک دارایی در نظر گرفته شده است. یعنی فرض شده است که با پرداخت 

مری   1-همان هزینه کارمزد است یک سهم خریداری شده است که ارزش آن سهم صرفر اسرت. یعنری برازدهی آن     

 باشد.

عبارت  !تر میشودپول بیشتری بابت کارمزد بدهید ریسک سبدتان کم حال این پارادوکس مطرح میشود که هر چه 

ها کمتر میشود. به طوری که اگر کل دارایی مان     بیشتر بشود، وزن بقیه    فوق منطقی است، چرا که هرچه 

صرف پراخت کارمزد کنیم و هیچ سهمی خریداری نشود آنگاه ریسک سبد ما صفر میشود! به همین منظور با قرار 

 ( 5دادن یک کران بالا برای مجموع کل هزینه معاملات از این امر جلوگیری میکنیم) قید

 فتا. بیشینه 3
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تا پایین  [T,0]را میتوان به مقدار سقوط از بلند ترین نقطه در بازه  Tیند تصادفی تا زمان بیشینه افت یک فرا   

ترین نقطه آن تعبیر کرد. بیشینه افت در مباحث مالی به عنوانی معیاری از ریسک استفاده میشود. در این مقاله 

یک فرایند وینر       ی به ازا   بیشینه افت حرکت بروانی را مورد بررسی قرار میدهیم. فرض کنید 

μرانشحرکت براونی با    استاندارد باشد. و فرض کنید  ∈ ℝ  باشد پس       پخشو ( )    ( )  

R   را به صورت زیر تعریف میکنیم:                 X(t)کمترین و بیشترین مقدار  R،در دامنه ی     H L  

[0, ]
inf ( )

t T
L X t


     

[0, ]

sup ( )
t T

H X t


 

           [3] : حال بیشینه افت را به صورت روبه رو تعریف میکنیم

 
[0, ] [0, ]

( ; , ) sup sup ( ) ( )
t T s t

D D T X s X t 
 

 
   

 

 

توضیح دادیم، هدفمان کم کردن بیشینه افت در طول افق زمانی سرمایه گرذاری میباشرد.    9.9همانطور که در بخش

را به عنوان یکی از توابع مسئله چند هدفه مان قرار میدهیم. با توجه کارهرای اقرای برگرر و     (̅ )Eکه بدین منظور 

     امید بیشینه افت به صورت روبه رو محاسبه میشود.    [3]ویت

                                                          
2

2 22
( ) ( / 2 )

D
E D Q T


 


  

μبرابر با انتگرال زیر میباشد.که به ازای     به ازای   ̅  مقدار  γ کره   √   برابر برا       √  ⁄  

  )   ). میشود       
 

 
) ) 

3

20

0

sin
( ) [ (1 exp )

cos sin cos

u n

D n
n n n n

x
Q x du e



   






 
   

  


 

2
exp sinh (1 exp )]

tanh cosh

u x
u

u u

    
    

   

 

 . بازده و ریسک سبد4
متغیرر تصرادفی باشرد کره نشران         است. فرض کنید       برابربا  iدارایی ما از هر سهم  ارزشپس از تعدیل سبد 

∑   ا ارزش سبد برابر است ب ،دوره  Hبنابراین در پایان  در هر دوره است. iدهنده بازده سهم      (  
 
   

  )
  
 است در نتیجه باید به انتخاب بهینه متغیرر هرای تصرمیم مقرادیر     افزایش بازده سبد و کاهش ریسک سبد ما هدف 

E(w) و 

Var(w)  .برای محاسبه را به ترتیب افزایش و کاهش دهیمVar(w)  وجود توان ،H  در ارزش سبد موجب میشود

کره محاسربات مران را پیچیرده میکنرد. در      راحساب کنریم.      و     ام متغیر های تصادفی  Hکه کوواریانس توان 

(    ) استفاده میکنیمزیر نتیجه از تقریب 
 پس خواهیم داشت: (     )  
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1 1 1

2 2

1 1 1 1

( ) (1 ) (1 ( )) (1 )

( ) (1 )

N N N

i i i i i i i i i

i i i

N N N N

i i i i i i i i j j ij

i i i j

E W E P x Hr P x HE r P x H

Var W Var P x Hr H Var P x r H P x P x





  

   

 
      

 

   
      

   

  

  

 

 ‎ فرض کنیدR .بنابراین ارزش  یک متغیر تصادفی مصنوعی باشد که نشان دهنده بازده کل سبد در هر دوره است

∑   ‎دوره برابر میشود با Hسبد در پایان  (      )(   )  
   ‎ که بنا بر تقریب گفته شده در بالا

∑را مساوی با     (      )(    )
 

   
 میگیریم. پس داریم:

 *

1

( ) (1 ) 1 ( )
N

i i i

i

E W P X Hr HE R


 
   
 
 

   همچنین میدانیم که 
    

∑       
 

   

و  ( ) حال اگر امید ارزش سبد را در دو حالت قبل، یعنی ،  

 را مساوی هم قرار دهیم خواهیم دید: (  )  

1 1 1

1
1 ( ) (1 ) ( ) ( ) 1 (( )

N N N

i i i i i

i i i

HE R w H E R w w
H

 
  

         

∑)و چون داریم   )        
 

   
0 نتیجه میگیریم که: 

1

( )
N

i i

i

w
E R w

H





  

 به طریق مشابه برای واریانس نیز بدست خواهیم آورد که:
1 1

( )
N N

i j ij

i j

Var R w w 
 

 

 Hتعیرین  تنها در بازده سبد ظاهر شده است. که این امرر موجرب سرادگی در     Hهمانطور که معلوم است پارامتر    

   .بزرگ تر باشد، بازده سبد نیز افزایش میابد Hمیشود. بدیهی است که هرچه 

 به عنوان دو تابع هدف دیگر در مسئله چندهدفه مان استفاده میکنیم. Var(R)و  E(R)از دو تابع 

 تابع هدف مسئله و نتیجه گیری .5
 به صورت زیر میباشد. 6با توجه به مطالب گفته شده، مسئله چند هدفه تحت قیود گفته شده در بخش 

2
2 2 0

1 1 1

2
max , ( / 2 ), ( )

N N N

i j i j i iD
i j i

w
w w Q H w

H


   

  

 
   
 
  

مردل گفتره شرده برر روی     پس از حل مسئله فوق، مقدار وزن تخصیصی بهینه به هر دارایی مشرخص خواهرد شرد.    

پیراده   Gamside. که با استفاده از نرم افرزار  11تا  12شرکت های سهام عدالت در بازار بورس ایران طی سال های 

  .سازی شده است

نتیجه محاسبات نشان دهنده بهینه بودن سبد در استفاده از استراتژی بلند مدت و عدم فرروش سرهم هرای موجرود     

آن است. و خرید از شرکت های گروه لیزینگ، شرکت های گروه سرمایه گرذاری در صرنعت   درسبد اولیه و نگهداری 

 بیمه و بانک ها و موسسات وابسته آن به ترتیب بیشترین نسبت را به خود اختصاص داده اند. 

 مرجع ها: 
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 خاصی از اندازه ریسک اعوجاج )انحراف(  های حالت

 

 *6فرشته مهرپور، 9علیرضا خدّامی 

 شاهرود.استادیار دانشکده ریاضی، دانشگاه صنعتی شاهرود،  9

 کارشناسی ارشد ریاضی مالی، دانشکده ریاضی، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود. 6

 

 نیا ۀجیهستند. نت رو نان روبهیاطم عدمای به نام  مقولهبا  یگذار هیدر هنگام سرما گذاران هیسرما ی همه :چکیده

 سکیر به آن به اصطلاح گذاران هیسرما و دهد یرخ م ندهیآ است که در  یشامدیاز وقوع پ یناش نانیاطم عدم

 . باشد یم ندهیممکن آ یشامدهایانحراف در پ ییبه معنا سکیر. ندیگو یم

آن که در تعریف این معیار مورد  های اصلی زه ریسک اعوجاج و مؤلفهاین مقاله به بررسی مختصری از اندا در

های خاصی از  را که به عنوان حالت AVaRو  VaRگیرند، پرداخته شده است. معیارهای  استفاده قرار می

این معیارها هرچند دو معیار پر کاربرد برای شوند.  اند مورد بحث واقع می های ریسک اعوجاج معرفی شده اندازه

  GlueVaRریسک  معیار 6194در سال  باشند ولی دارای معایبی هستند. برای رفع این معایب سرمایه گذاران می

برای توضیح  .باشد می AVaR و  VaRدو معیار  از ترکیب خطیکه  شده  معرفی نشتوسط بلزسامپرا و همکارا

در قالب نتیجه گیری کلی  ریسکو اندازه گیری  های و کاربردهای معیارهای بیان شده در مدیریت  ویژگی بیشتر

  .شود بیان می

  GlueVarR. ریسکانتگرال شوکت، معیار اندازه ریسک اعوجاج، اندازه ریسک منسجم،  کلمات کلیدی:

 G32, D81. :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

 یدر کارها زیافراد ن یسرکار دارند بلکه تمام سکیبا مقوله ر یمال یها و نهادها نه تنها شرکت یامروز ییایدر دن

و  لیتحلمورد  شوند، مواجه میها  و اگر با آن شناسایی را ها سکیر دیبا جهیدر نت روزمره خود با آن مواجه هستند.

ها را تحلیل  سکیر نیاند که بتوانند ا بوده یتا کنون اشخاص به دنبال راه ربازیاز د لیدل نیبه همبررسی قرار دهند. 

باشد که بتوان به کمک  های کم کردن ریسک طراحی ابزارهای می یکی از راه حل برسانند. حد امکان نیبه کمتر و 

 توان یها م که به کمک آن باشند یم هاابزار نیاز ا یا نمونه اعوجاج، سکیر یها ها ریسک را مدیریت کرد. اندازه آن

                                                           
*
 سخنران  
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را  ندهیممکن آ یشامدهایپ ای سکیر توان یها م سنجه نیرا اندازه گرفت. با استفاده از ا سکیاز ر یقابل قبول ریمقاد

 یها تیمتداول در فعال یها سکیر یکه به نحو بهتر سازد یرا قادر م یا مجموعه سکیر تیریمد کرد. تیریمد

روزمره خود را ادامه  یها تیتر و مؤثرتر فعال طور جامع به ،یآسوده از خسارات تصادف یالیو با خ  تیریروزمره را مد

  دهد.

 

 های ریسک اعوجاج اندازه 1-1

),,(احتمال یفضا یرو یها سکیر ای انیز یتصادف یرهایمجموعه تمام متغ اینکه فرض با  PF   در نظر گرفتره

R مانند ،هر تابع سکیاندازه ر کی صورت نیشود. در ا  توان بیان کرد که در آن  می .شود یدر نظر گرفته م:

برای  ,0p ، PFLL pp ,,  احتمرال ی فضا یرو یتصادف یها ریعنوان مجموعه همه متغ به ),,( PF 

 طور خاص . بهشود یم فیتعری متناه گشتاورامین -p با LL0 یتصرادف  یرهرا یمتغ ی مجموعره همره    دهنده نشان 

),,(ی فضای احتمالشده رو فی)کراندار( تعر PF 0 انیز یتصادف ریهر متغ یبرا .استLX  ،  ارزش در معررض

 نانیدر سطح اطم X سکیر 1,0 صورت به  

(9)               

1
|inf


 XFxXPRxXVaR  

 . که در آنشود یم فیتعر xFX

1  عیچپ توز وستهیمعکوس پ  xFX
  و 

(6)                         xSxXPxF XX  1 

هرر   ی. بررا اسرت   AVaR سکیارزش در معرض ر متوسط  ، VaRوابسته به  ریپذ رجمعیز سکیاندازه ر کیاست. 

1LX انیز یتصادف ریمتغ  ،AVaR(X)  نانیسطح اطم در  1,0 صورت به     

(3)                         


1

1

1





dqXVaRXAVaR q

  

1LXهرررر یاسرررت و بررررا ریپرررذ جمرررع ریرررز AVaR سرررکیر انررردازه .شرررود یمررر فیرررتعر  ینامسررراو در  

   XVaRXAVaR   ر عیادو م .کند یصدق مVaR   وAVaR     اعوجراج  سرک یاز انردازه ر  یحرالات خاصر 

 باشند. میهای ریسک اعوجاج، توابع اعوجاج و انتگرال شوکت  دو مؤلفه اصلی اندازه )انحراف( هستند.

اگر  :1-1تعریف   1,01,0: g نینو همچ باشد یصعود تابع کی    000  gg،    111  gg  آنگاه
g مینام یتابع اعوجاج م را. 
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   دیفرض کن :1-2تعریف   ,0: RSبا شرط کنوای یا تابع مجموعه کی   باشد و RX : 

 ریپذ اندازه یفضا یرو ریپذ تابع اندازه کی  S, .انتگرال شوکت  تابع   باشدX   نسبت به ی که با نمادها

dX  یاdXصورت  به شوند یمشخص م 

(4)                               






0

0
,, ,)()()( dxxSdxxSXd XX   

,)(})({ که در آن شود، یم فیتعر xXxS X     تابع بقاءX   را نسبت بهعلاوه  بر دهد ینشان م .

dX که با نمادنسبت  به    Aمجموعه  یشوکت تابع رو انتگرال SA  یبرا  ن،یا
A صورت به شود یم مشخص 

(5)           




0

0
,)( dxxXAdxAxXAXd

A
 

)()( یا مجموعه تابع SB یاگر برا د،یتوجه داشته باش .شود یم فیتعر BABA    آنگاه  م،یریرا در نظر بگ

 صورت         به را  (5رابطه ) توان یم

(2)                                                                     
A

AXdXd  

 باز نویسی کرد.

 دیفرض کن.  1.1گزاره  S, و ریپذ اندازه یفضا کی 
 RS: در نظر گرفته شود. هرگاه  کنوای یا تابع مجموعه

SA وRX : صورت نیباشد، در ا یتصادف ریمتغ کی  

        




0

0
.)( dxxXAdxAxXAXd

A
 

 توان نتیجه گرفت که در این صورت می Rxبرهان. فرض کنید 

 
 
  









.0

0

xAxXA

xxXA
xX

cA
 

 حال،

                                                                           })({)(, xXxS AX A
  

 

 
  
   









0

0

xAxXA

xxXA
xX

cA



 

 

 
  
   









.0

0

xAxXA

xxXA
xX

cA



 

   که نیبه ا با توجه  
A

AdXXd    نوشت توان یم نیبنابرا 

                           




A

XX dxxSdxxSXd
AA

0

0
,, )()]()([   
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                                  




0

0
)]()([ dxxXAdxAxXA c  

                                                  .)]([
0

0 



 dxxXAdxAxXA  

 
Rgg دیفرض کن :1-3تعریف  اعوجاج  سکیاندازه ر کی صورت نیتابع اعوجاج باشد. در ا کی g و  :

 .شود یم فیتعر ریصورت ز به

(7)                                                




0

0
)(]1)([ dxxSgdxxSgX XXg 

ن که در آ
g عبارت است از 

(2)                                                             }|)(|{ 0  XLX gg  

)(})({و  xXPxSX  یتصادف ریمتغ تابع بقاءX  .اگر  است
gX آنگاهX   مینام یم سکیر کیرا. 

انتظار  یا تابع اعوجاج  به گونه کیبا به کار بردن  سکیر کی تابع بقاء فیاعوجاج در تحر سکینهان اندازه ر ی دهیا

اعوجاج  سکیاندازه ر کند. فراهم  سکیر یبرا یتر معقول یها و اندازه شتریب یریکه  بتواند انعطاف پذ  رود یم
g 

 معنا که نیبه ا است. یا تابع مجموعه کیبه  نسبت انتگرال شوکت

(1)                            
 gggg XXdXdX  

 که ییجا
g هر یاست و برا کنوای یا تابع مجموعه کیFA صورت به ))(()( APgAg  شود. تعریف می 

)())((، 2A هر یتابع اعوجاج و به ازا کیg   هرگاه.  2,1گزاره   APgAg  هر یآنگاه به ازا 

gX  ، 

   gg XdX . 

 دانیم که برهان. می

   )(})({})({)(, xSgxXPgxXxS XgX   

 در نتیجه

  






0

0
,, )()]()([ dxxSdxxSXd XgXg gg   

                                                         




0

0
))((]1))(([ dxxSgdxxSg XX

 

                                                                                                  ).(Xg 
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احتمال  یفضا یاست که رو سکیر  "آن یاضیر دیام"  X مانند سکیر کیاعوجاج   سکیاندازه ر یطور کل به

 حاصل شده است.  )معوج( اندازه  منحرف  شده کیتحت 

 گیری نتیجه 2

از  یکر ی. شوند یبه کار برده م سکیر تیریابزار در مد کیبه عنوان  یو مال مهیبه طور گسترده در ب سکیر یها اندازه

 ییاتکا مهیب و ها نامه مهیب یگذار متیق یبرا ازین مورد یقانون یها هیسرما نییتع یبرا سکیمهم اندازه ر یعملکردها

  .اوقات وابسته هستند یلیدر سبد خ ها سکیسهام، ر سبد سکیر تیریدر مد است.

 سرک یمحاسبه ر یبرا یگذار هیهنگام سرما گذاران هیاست که سرما یاریمع نیتر جیرا VaRارزش در معرض ریسک 

موجرود در سبدسرهام انردازه و     یهرا  یری دارا بیر ترک نیرا براسراس آخرر   کیسر ار،یمع نی. اکنند یاز آن استفاده م

اقتصراد اسرت، امرا     یایر در دن سکیسنجش ر ارابز نیتر یو کاربرد نیتر جیرا  VaR اریهرچند مع د.کن یم ینیب شیپ

انرد را نردارد. همچنرین     توسط آرتزنر و همکارانش پیشنهاد شده 9111که در سال  قواعد انسجام  یاز برخ اریمع نیا

کره در شررایط بحرانری برازار      معیاریتواند  به درستی ریسک را اندازه بگیرد.  در شرایط بحرانی بازار این سنجه نمی

 CVaRیا ارزش در معرض ریسرک شررطی    AVaRشود متوسط ارزش در معرض ریسک  جایگذین این سنجه می

و  VaRر عیرا دو م .باشد یم یریپذ رجمعیز و تحدب یها یژگیو  یدارا AVaR سکیر معیار ن،یعلاوه بر اباشد.  می

AVaR  در سطح اطمینان کره   باشند می اعوجاج سکیاز اندازه ر یحالات خاص)(
0,0

, uk 
)( و 

1,1

, uk 
 بیر ترت بره  

با استفاده از ترکیب خطری ایرن    6194بلزسامپرا و همکارانش در سال  .باشد یها م آن یشده رو فیتوابع اعوجاج تعر

را معرفی کردنرد. ایرن    GlueVaRاندازه ریسک  های ریسک اعوجاج تحت عنوان  اندازه دو معیار، یک زیر کلاس از

توان از آن به عنوان یک معیار مناسرب   باشد در شرایط مختلف بازار می معیار علاوه بر اینکه اندازه ریسک منسجم می

21)(با نماد  در سطح اطمینان GlueVaR   سکیتابع اعوجاج اندازه راستفاده کرد.  ,

, uk
hh


شرود. در   نشان داده مری  

 یاسرت و پارامترهرا   در کنرار   یاضاف نانیسطح اطم کی اینجا 
1h و 

2h  سرک یانردازه ر  ارتفاعرات GlueVaR 

در کل با اسرتفاده از   در نظر گرفت. سکیر ۀسنج نیا یبرا یمختلف یها حالت توان یها م که با استفاده از آن هستند

های مختلف گفته شده هسرت   ای از حالت نمونه 9گذار ارائه داد.  شکل  توان مقدار منطقی را به سرمایه   این معیار می

 دهد. را نشان می  GlueVaRپذیری  که انعطاف
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سازی مونت کارلو با رویکرد حداکثر سازی سبد سهام به روش شبیهبهینه

 نمودن معیار آلفا
 

 *آرزو کریمی

 اله بروجردیکارشناسی ارشد ریاضیات مالی، دانشگاه آیت
karimiar355@gmail.com 

 

است، تصمیماتی را در جهت مدیریت ریسک اتخاذ کنند. انتخاب گذاران باعث شده گریزی سرمایهریسک: چکیده

گذاران برای برقراری تعادل بین ریسک و بازده ی سرمایهگذاری یکی از آن تصمیماتی است که عمدهسبد سرمایه

ریانس طراحی شده وا-شد. الگوی میانگینبار توسط مارکوئیتز ارائه کنند. تئوری انتخاب سبد، نخستیناخذ می

باشد. در دانش مالی از دهد و واریانس معیار ریسکِ، سبد سهام می توسط وی میانگین بازده مورد انتظار را نشان می

هایی برای انتخاب سبد عرضه شود که با کم کردن ریسک بازده بیشتری را است مدلدیر باز تا کنون سعی شده 

 .باشد یم کارلومونت یسازهیبه روش شب گذاریی سبد سرمایهسازنهیبه ،نوشتار نیهدف از ا .نصیب افراد کنند

. این روش به شودیشده در بازار بورس اوراق بهادار تهران انجام م رفتهیشرکت پذ 91 یداده ها یبر رو یسازنهیبه

سازی شده بیهسازی شده است. همچنین نمودار شنویسی متلب پیادهنویسی در محیط برنامهصورت کدهای برنامه

موردانتظار بالایی دارند، وزن بیشتری در سبد  هایی که بازدهوزن هر سهم ترسیم گردیده است. نتایج نشان داد سهم

کند. کارلو افزایش پیدا میدهند. لذا، بازدهی سبد تحت روش مونتکارلو به خود اختصاص میبهینه به روش مونت

سیستماتیک در روش غیرکارلو بیشتر از روش مارکوئیتز است. لذا، ریسک بهادار در روش مونت همچنین تنوع اوراق

  کند.کارلو کاهش پیدا میمونت

 سازی مونت کارلو، مارکوئیتز، بازار بورس اوراق بهادار تهرانسبد بهینه، شبیههای کلیدی: واژه

 JEL :G11, C63بندی طبقه

 مقدمه  -1

و بازده در انتخاب  سکیو موضوع مهم ردشده است سعی همواره  یگذارهیو انتخاب سبد سرما یدر محاسبات مال

 ریغ سکیاز اوراق بهادار است رطلوبی م بیکه ترک یگذارهیسرماسبد بهینه  .ردیمدنظر قرار گ نهیسبد به

 اریمعبتا  .ندارد یبازار عملکرد مناسب سکیر ای کیستماتیس سکیدهد و در مقابل ریرا کاهش م کیستماتیس

از  یکیعملکرد سبد  از طرفی .دهدیم رییتغ زیبازار مقدار بتا را ن راتییاست و تغ کیستماتیس سکیر یریگاندازه

                                                           
*
 سخنران 
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 اریمع ،آلفا اریمع .است یگذار هیسرما یها شرکت رانیو مد گذاران هیسرما یتمام یموضوعات مهم و مورد علاقه

 .[9]کندیرا برآورد مبتای سبد  انبه صورت همزم ،است که نیا اریمع نیا تیو مز ستاز عملکرد سبد ا یکامل

 یمونت کارلو به عنوان ابزار یسازهیتاکنون شب [.6]آلفا استوار است اریمع هیبه روش مونت کارلو بر پا یسازنهیبه

به عنوان  یسازهیشب نیپژوهش از ا نیاما در ا ،نامطلوب سبد مورد استفاده قرار گرفته است سکیر نیتخم یبرا

 .سبد استفاده خواهد شد یسازنهیبه یبرا یروش

 مدل مارکوئیتز -2

گیری کرد مارکوئیتز بود. او تئوری مشهور سبد را ارائه کرد و نخستین فردی که ریسک را به صورت کمی اندازه

او بر پایه بازده مورد  گذاری را کاهش دهد. مدلتواند ریسک سرمایهنشان داد چگونه تنوع بخشیدن به یک سبد می

انتظار و ریسک استوار است. از نظر او ریسک سبد به کوواریانس اجزای تشکیل دهنده آن بستگی دارد و هرچه 

شود به طوریکه اگر همبستگی منفی شود ریسک به همبستگی بین اجزا کمتر باشد به ازای آن ریسک نیز کمتر می

 باشد: به شرح زیر می[. مدل مارکوئیتز 9شود]طور کامل حذف می

بازدهی مورد      است و      گذاری شده در آنها برابر  اوراق بهادار موجودند که کل وجوه سرمایه   فرض کنید 

 باشد و نیز   تنزیل بازدهی به زمان       خریداری شده است و همچنین   ام باشد که در زمان   ی انتظار ورقه

به روش    باشد آن گاه تنزیل بازدهی مورد انتظار سبد به زمان   ام  ی گذاری شده در ورقهمایهمیزان وجه سر   

 شود:زیر محاسبه می

  ∑ ∑          
 
   

 
     

 ∑   (∑       )
 
   

 
           

 ∑                
 
     

 ها است بنابراین مقدار مورد انتظار و واریانس آن به ترتیب برابر:   جمع موزون   همان طور که ملاحظه می شود 

 ( )  ∑    (  )
 
     

          ( )  ∑ ∑        
 
   

 
      

 [:3شود]ریزی به شرح زیر حاصل میی برنامهبا در نظرگرفتن کمترین میزان واریانس، یک مسأله

           ∑ ∑        
 
   

 
     

                        ∑  (  )     
 
     

                ∑      
 
     

                                                     
 سازی مونت کارلوشبیه -3
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تجزیه و تحلیل، سازی تقلیدی از یک سیستم یا فرآیند واقعی با گذشت زمان است و همچنین روشی برای شبیه

باشند. گاهی اوقات به دلیل روابط ساده بین اجزای ای که تکرارپذیر میهای پیچیدهسازی سیستممقایسه و بهینه

های دقیق ریاضی برای تحلیل روابط وجود دارد، که در این صورت نتایج به دست یک سیستم امکان استفاده از مدل

های ریاضی برای آنها که استفاده از مدل ای پیچیده هستندبه اندازه های واقعیآمده دقیق است، اما غالب مدل

شوند. یکی از  نظر به سهولت برآوردکند تا نتایج موردسازی کمک میدشوار یا ناممکن است در این صورت شبیه

زمان نقش باشد ویژگی اصلی این روش در این است که کارلو میسازی به روش مونتسازی، شبیههای شبیهمدل

توان برای شود. از این روش میای در آن ندارد و از اعداد تصادفی برای حل مسائل پیچیده استفاده میتعیین کننده

کارلو بر روی معیار آلفا جنسن استوار است. سازی سبد به روش مونتسازی سبد نیز بهره گرفت، اساس بهینهبهینه

کارلو به حداکثر رساندن آن است. این معیار به صورت زیر تعریف تآلفا یک معیار بازدهی است و هدف روش مون

 [:4شود]می

𝛼     (     (     )) 

 باشند.بتای سبد می   ریسک بازار،    بازده بدون ریسک ،     بازدهی موردانتظار سبد،    که در آن 

 های پژوهشیافته -4

های پذیرفته شده در بازار بورس اوراق بهادار سهم از شرکت 91ی ماهانهها به صورت قیمت در این پژوهش داده

تعیین شده  62/96/17تا  63/1/27اند، همچنین محدوده زمانی مورد مطالعه از تاریخ تهران در نظر گرفته شده

با استفاده از این  همچنین است. بازده مورد انتظار و مقدار بتا هر سهم به کمک نرم افزار متلب محاسبه شده است.

بازده مورد انتظار و بتا هر سهم به کارلو پرداخته شده است. مارکوئیتز و شبیه سازی مونت افزار به حل مدلنرم

 اند:های زیر محاسبه شدهترتیب از رابطه

 ( )  
( ( )     (   )     (   )         ( ))

    

   

 

 : بازدهی  : عامل تنزیل               

 
 
          (  )⁄  

 : بازدهی بازار  
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 مورد انتظار هر سهم . بازده1جدول

 باشد.، بیشترین بازدهی مربوط به شرکت فناوران و کمترین بازدهی مربوط به شرکت سایپا می9جدول در 

 

 سازی شده به روش مونت کارلو. وزن شبیه1شکل 

دهد. بالاترین نمودار مربوط به شرکت فناوران و کارلو نشان میسازی وزن هر سهم را به روش مونتشکل فوق شبیه

 باشد.مربوط به شرکت پارس میترین نمودار پایین
 

نام 

 سهم

نیرو  پارس فناوران داروپخش گرجی

 ترانس

 -سیمان مس سایپا

 ت

 فولاد ا -سیمان

بازده 

مورد 

 انتظار

4117/1  9444/9 2693/9 6916/1 5612/1 9211/1 4311/1 6242/1 4653/1 6925/1 
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 کارلوسازی مونتوزن هر سهم در سبد بهینه شده به روش مارکوئیتز و روش شبیه. 2جدول

 سهام

 مدل
 پارس فناوران داروپخش گرجی

 نیرو

 ترانس
 مس سایپا

 -سیمان

 ت

 -سیمان

 ا
 فولاد

1114/1 مارکوئیتز  1 1 1623/1 1 4124/1 9397/1 92227/1 1 9725/1 

مونت 

 کارلو
1795/1 6452/1 3634/1 1611/1 1212/1 1726/1 1566/1 1595/1 1446/1 1435/1 

، دو شرکت فناوران و داروپخش که بیشترین بازدهی را دارند هیچ وزنی در سبد بهینه به روش 6در جدول 

بیشترین وزن را در این روش اند. از طرفی دیگر شرکت سایپا که کمترین میزان بازدهی را دارد مارکوئیتز اخذ نکرده

به خود اختصاص داده است. در روش مونت کارلو شرکت فناوران که بیشترین بازدهی مورد انتظار را دارد، بیشترین 

کارلو بیشتر از روش مارکوئیتز است. لذا، ریسک وزن را کسب نموده است. همچنین تنوع اوراق بهادار در روش مونت

 کند.وش کاهش پیدا میغیرسیستماتیک سبد در این ر

 کارلو. بازده و ریسک سبد بهینه شده به روش مارکوئیتز و روش مونت3جدول 

 مونت کارلو مارکوئیتز مدل

 194/9 6653/1 بازده

 1291/1 1291/1 ریسک

بیشتر کارلو افزایش پیدا کرده است، زیرا تنوع اوراق بهادار در این روش ، بازدهی سبد در روش مونت3در جدول 

-اند. همچنین ریسک سبد به روش مونتهایی که بازدهی مورد انتظار بالایی دارند وزن بالایی اخذ کردهاست و سهم

 کارلو نسبت به روش مارکوئیتز کاهش یافته است.

 نتایج اساسی -5

در این راستا کارلو به عنوان مدلی برای انتخاب سبد بهینه در نظر گرفته شد و سازی مونتدر این پژوهش شبیه

مقدار بتای هر سهم برآورد شد و در رابطه معیار آلفا قرار گرفت. پس از آن با استفاده از کدهای برنامه نویسی وزن 

هر سهم و ریسک و بازده سبد به روش مونت کارلو تخمین زده شد. با مقایسه این روش با مدل مارکوئیتز این نتیجه 

کند. روش یابد و بدنبال آن بازدهی افزایش پیدا میریسک کاهش می بدست آمد که در روش پیشنهادی میزان
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-کارلو بر پایه دو معیار بتا و آلفا استوار است. بنابراین ریسک سیستماتیک در این روش تحت کنترل قرارمیمونت

 گیرد. 

 

 هاجعمر

 .9321دانش، گذاری، ر. تهرانی، ع. نوربخش، تهران، انتشارات نگاه چ. جونز، مدیریت سرمایه .1

2. D. Kendrick, P. Mercado, H. Amman, Computational Economics, Princeton 

University Press, New Jersey, 2006, pp119-146. 

3. H. Markowitz, Portfolio selection, Journal of Finance, Vol. 7, No. 1 ,1952, pp. 

77–91. 

4. Private Banking, Jensen's Measure, 2008 , Private Banking.com. 

 

  



یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان │115 

 

 

 قابل به روزرسانیمدت    طراحی بیمه درمان بلند

 

 6امیرتیمور پاینده نجف آبادی *9عاطفه کنعانی دیزجی

9
 a_kananidizaji@sbu.ac.ir، دانشجوی دکتری بیمسنجی، دانشکده ریاضی، دانشگاه شهید بهشتی 

6
 amirtpayandeh@gmail.comعضو هیات علمی دانشگاه شهید بهشتی.  

بندی   گذار تمایل دارد نه تنها در برابر ریسک، بلکه در برابر طبقه های درمان بلندمدت، بیمه نامه در بیمه: چکیده

های آتی در  لبیمه برای سا مجدد ریسک نیز بیمه شود و در صورت تغییر وضعیت سلامت، میزان تغییر حق

گذار  ی متناسب با ریسک بیمه بیمه عادلانه زمان عقد قرارداد مشخص باشد. بیمه گر نیز به دنبال تعیین حق

شود که دو طرف برای  مدت را در قالب یک قرارداد در نظر گرفته می های درمان بلند است. در این مقاله، بیمه

استفاده های زمانی  سریهای درمان، از مدل  براورد هزینهکنند. برای  بیشینه کردن مطلوبیت خود مذاکره می

گذار بر  بیمه  وضعیت  کنیم. گذار از وضعیتی به وضعیت دیگر را محاسبه می کنیم و احتمال تغییرریسک بیمه می

بندی می شود که در آن پارامترهای مدل به وضعیت سلامت وابسته است.  های درمان تقسیم اساس هزینه

های بهینه  گر به تفکیک سن و برای هر سال قرارداد، از بین قرارداد بیمه و پوشش بیمه قرارداد بهینه شامل حق

بینی  یش توجه به عدم اطمینان در براورد پارامترهای مدل، بازه پشود. با  پارتو، بر اساس مدل مذاکره تعیین می

 شود.  بیمه در طول  قرارداد محاسبه می استرپی برای حق بوت

 پارتو، بازه پیش بینی حق بیمهدرمان بلند مدت، حق بیمه بهینه، قراردادهای  بیمهکلمات کلیدی: 

  I130-C78-C53 طبقه بندی موضوعی:

 

 مقدمه 1
جمعیت بسریاری از کشرورها برا توجره بره کراهش نررخ مررگ ومیرر و نررخ بیمراری و افرزایش امیرد بره                           

هرای درمران افرزایش     مران و بره تبرع آن تقاضرا بررای بیمره      هرای در  ه سالمندی است. در نتیجره هزینره  زندگی رو ب

کننرد کره در آن برراورد هزینره      مردت عرضره مری    هرای درمران را بصرورت کوتراه     گرران معمرولا بیمره    بد. بیمره یامی

ه تعیرین مری شرود. در ایرن     نامر  بیمره بررای طرول مردت بیمره      تر بروده و در زمران عقرد قررارداد حرق      درمان راحت

بنرردی مجرردد ریسررک مواجرره  گررذاران بررا ریسررک طبقرره سررلامت، بیمررههررا در صررورت تغییررر وضررعیت  نرروع بیمرره

معایررب را از   بیمرره فاقررد بیمرره و نوسرران حررق ( افررزایش نرررخ جمعیررت6197شرروند. کلاکسررتون و همکرراران ) مرری

هرای   بیمره بیمره دولتری و    آنهرا اعمرال نررخ حرق     مدت بیان کردند. بررای حرل ایرن مسراله،      های درمان کوتاه بیمه

                                                           
*
 سخنران  
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مردت، بررا توجره بره ماهیرت بلندمردت بررودن آن       هرای درمران بلنرد    در بیمره  مردت را مطررح کردنرد.    درمران بلنرد  

گرذار در   گرر دشروار اسرت از طرفری وضرعیت سرلامت بیمره        ین پوشرش بررای بیمره   های درمان و تعیر  براورد هزینه

امکران مری دهرد    گرذار   بیمره بره   کره   طرفره  تعهردات یرک  طول این مدت ممکن است تغییر کند. همچنرین وجرود   

گرر افرزایش یابرد و در نتیجره      شرود  ریسرک بیمره    قراردادهای بهتر را جرایگزین قررارداد فعلری کنرد،  موجرب مری      

هررای  نامره  ای از بیمره  ( دنبالرره9115کروچران ) گرران جررذابیت نداشرته باشرد.     مردت  برررای بیمره  ان بلندبیمره درمر  

د و نشرو  برا یرک حسراب ویرژه ترکیرب مری      کره   گرفرت سرازگار را در نظرر    مران زهرای   نامره  الب بیمهقمدت در  کوتاه

مردت   هرای درمران بلنرد    بیمره پویرایی بررای   (، مردل  6192وایرزمن )  شروند.  مردت مری   های بلنرد  نامه جایگزین بیمه

گرذار تعریرف مری     د بیمره گرر برر اسراس درامر     بیمره پرداختری و پوشرش بیمره     طراحی کرده اسرت کره در آن حرق   

مرراکزیمم کررردن تررابع مطلوبیررت  شررده اسررت و پوشررش بهینرره بررا کرره وابسررته برره وضررعیت سررلامت بیمرره شررود 

ایررن  مرردت بررودنماهیررت بلند محرردودیت بودجرره محاسرربه مرری شررود. بررا توجرره برره  گررذار بررا توجرره برره   بیمرره

برا توجره بره محردودیت بودجره در برازار رقرابتی از اهمیرت بسرزایی          گرر،   ها یافتن بهتررین پوشرش بیمره    نامه بیمه

شرود.   گرذار در نظرر گرفتره مری     بیمره هرای درمران فقرط مطلوبیرت بیمره      برخوردار است. اما در بسیاری مروارد در  

نامره در ابتردای قررارداد     بیمره و پوشرش بررای طرول مردت بیمره       مدت اسرت و حرق   بلندچون این نوع بیمه درمان 

منطقرری اسررت کرره افررزایش مطلوبیررت دو طرررف قرررارداد مررورد بررسرری قرررار بگیرررد.    . بنررابراینشررود تعیررین مرری

بره   طررف دو در آن  کره کررد  مردل   هرنفر  دویرک معاملره   بره عنروان   تروان قررارداد بیمره را     بررای ایرن منظرور مری    

را  ییاتکررا بیمرره یقراردادهررا( 9121)بررورچ  .کننررد معاملرره مرری  ود خررود بررا هررم منظررور بیشررینه کررردن سرر  

را بدسررت  نررهیپررارتو به یقراردادهررا مجموعرره یدر ابترردا و .مررورد مطالعرره قرررار داد مررذاکره مرردلدرچررارچوب 

. کرررد ییشناسررا( بررود را 9151) نررشزنرری  چانررهمربرروط برره راه حررل معاملرره  هررا کرره  از آن  یکرریآورد و سررپس 

ریرز  گ گرذار ریسرک   گرر و بیمره   کره بیمره   مرانی نامره هرای بهینره پرارتو، ز     ( بره تحلیرل مسرئله بیمره    6112)گلوبین 

گررر  بیمرره تررابعی از ریسررک بیمرره  هسررتند پرداخترره اسررت و مسررئله را در شرررایطی حررل کرررده اسررت کرره حررق   

گرذار برر اسراس      گرر و بیمره   هرای بهینره پرارتو را تحرت نراهمگنی توزیرع بیمره        نامه ( بیمه6197باشد. قوسوب ) می

در بیمرره  دو طرررف قرررارداد کرره کنررد  فرررض مرری ، (6191( مشررخص کرررده اسررت. جیانررگ )  9179قضرریه ارو)

 نظررر نباشررند. پررس ازاسررتخراج   هررا ممکررن اسررت هررم   خسررارتاحتمررال  عیررهنگررام مررذاکره در توز  اتکررائی، 

ی و همکرراران گیلررکنررد.  مرریرا مشررخص  (9151) متناسررب بررا نررش  نررهیبه قررراردادپررارتو،  نررهیبه یقراردادهررا

گرذار را بطرور    طرفره، بیمره   مردت،  قررارداد بهینره برا تعهرد یرک       های درمران بلنرد   ( نشان دادند که در بیمه6191)

بنرردی مجرردد مسررتلزم  دهررد زیرررا حردف کامررل طبقرره  بنرردی مجردد پوشررش نمرری  کامرل در مقابررل ریسررک طبقرره 

مرردتی را طراحری کردنررد کرره   رمران بلنررد ( قرررارداد بیمرره د6161مبلرغ زیرراد آورده اولیره اسررت. آتررل و همکراران )   

بنرردی ریسررک اسررتفاده کردنررد. مرردل آنهررا اگرچرره برره لحرراظ تئرروری بهینرره  در آن از هزینرره درمرران برررای طبقرره

(  6192کریستینسررن و همکرراران )( بررود. 6191نبررود امررا در بررسرری سررطح رفرراه کرراملا نزدیررک برره مرردل گیلرری )

بینری مررگ و میرر لری و      هرای پریش   نرد کره  برگرفتره از مردل    هرای درمران ارائره کرد    هزینره بررازش   ی بررای مدل
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باشرد. زیررا نررخ مررگ و میرر و نررخ شریوع بیمراری معمرولا از یرک            ( بردون تبردیل لگراریتمی مری    9116کارتر )

صرورت دنبالره ای از بیمره      نامره درمران بلنرد مردت را بره      در ایرن مقالره مرا بیمره    . کننرد  الگوی سنی پیرروی مری  

هرای درمرانی    گرر برر اسراس هزینره     بیمره و پوشرش بیمره    گیرریم کره درآن حرق    در نظرر مری   نامه های کوتاه مدت

هرای   شروند. هزینره   گرذار تعیرین مری    بره تفکیرک سرن و سرال قررارداد و وضرعیت اولیره سرلامت بیمره          گرذار  بیمه

ی هرا  شرود و وضرعیت سرلامت برا توجره بره میرزان هزینره         مری  برراورد های سرری زمرانی    مدل با استفاده ازدرمانی 

تمایرل   گرذار  کنرد بیمره   جرایی کره وضرعیت سرلامت در طرول زمران تغییرر مری         نآاز شرود.   بندی می درمانی طبقه

اش بیمره شرود بلکره در برابرر تغییرر وضرعیت        برا توجره بره وضرعیت سرلامتی      نامره  دوره بیمره طول تنها در دارد نه

بیمره عادلانره و متناسرب برا     گرر نیرز بره دنبرال حرق       بیمره  بندی مجدد ریسرک هرم بیمره شرود.     سلامت و تقسیم

طررف را برا توجره بره       راردادی خواهرد برود کره مطلوبیرت دو    اسرت. بنرابراین قررارداد بهینره، قر      گرذار  ریسک بیمه

پارامتر مرذاکره بیشرینه کنرد. پرارامتر مرذاکره از میران پارامترهرای مربروط بره قراردادهرایی پرارتو بهینره انتخراب              

هرای   قطعیرت در برراورد هزینره    کنرد.با توجره بره عردم      را بیشرینه مری   (9151شود به طوری که معادلره نرش )   می

 شود.  استرپی محاسبه می بوت بینی های آتی بازه پیش های سال ق بیمهدرمان، برای ح

ی در نظررر ا دوره Tگریررز باشررند. بیمرره درمرران  گررر هررر دوریسررک گررذار و بیمرره کنرریم بیمرره فرررض مرری: مدددل 

ام   سرالگی قررارداد بیمره، منعقرد مری کنرد و درسرال          درمرانی فرردی کره در   هرای   گیریم که در آن هزینره  می

دارای توزیرررع نرمرررال برررا      ، (6192مطرررابق کریستینسرررن ). نشررران مررری دهررریم     قررررارداد برررا 

              𝛼پارامترهررای )
اثررر         شرراخص سررن و     𝛼( مرری باشررد. کرره در آن    

کررلاس کرانرردار  nهررای درمررانی،  ری زمررانی اسررت. برحسررب میررزان هزینرره یررک سرر    زمرران و متقابررل سررن و

متعلررق برره       آنگرراه             گیررریم. اگررر  ضررعیت سررلامت در نظررر مرری تحررت عنرروان و

   𝛼خواهررد بررود کرره دارای  توزیررع نرمررال بررا پارامترهررای )     sکررلاس 
      

   
 .( مرری باشررد       

سراله     پوشش بیمه گرر و حرق بیمره  و متوسرط هزینره درمرانی بررای فرردی  کره در زمران صردور بیمره نامره             

اسررت برره       ام قرررارداد  سررال رداشررته و هزینرره درمررانی اش در قرا sبرروده و در وضررعیت اولیرره سررلامت  

گررذار مشررخص  سررلامت اولیرره بیمرره اگررر وضررعیت باشررد. مرری       ̅ و                 ,ترتیررب  برابررر

 .شود نشان داده می    ̅ ساله با   ام برای فرد  های درمانی در سال متوسط هزینه ،نباشد

  ̅      ∑   ( 
   ) (    |    ) 

    

 ̅      ( ̅
     )   ∑   ̅       (    ) 

     

را پیرردا کنرریم برره طرروری کرره مقرردار تررابع سررود مطلوبیررت          و        خررواهیم مقرردار بهینرره  مرری

و تررابع مطلوبیررت   𝑈( بیشررینه کنررد. تررابع مطلوبیررت بیمرره گررذار را    9151دو طرررف را مطررابق معادلرره نررش )  

گریرز   برا توجره بره فررض ریسرک      گیرریم.  نظرر مری  درs   را وضرعیت سرلامت اولیره    و   نرخ تنزیل و   گر را بیمه
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را خرواهیم داشرت کره درآن، وجرود بیمره بایرد منجرر بره بهبرود           زیرر  ط منطقری ایگرر شرر   و بیمره  گذار بودن بیمه

 . گر شود مطلوبیت برای بیمه گذار و بیمه

{
 
 
 

 
 
 

 ( )                         

∑     [𝑈(                    )  ∑     [𝑈(    ) 

 

   

 

   

∑      [ (               )   

 

   

 

برره تفکیررک سررن و سررال  گررر بیمرره و پوشررش بیمرره آنهررا حررقمررا برره دنبررال یررافتن قراردادهررای هسررتیم کرره در 

نشران دهنرده قردرت مرذاکره بیمره گرذار       پرارامتر مرذاکره اسرت کره           ] 𝜖بهینره باشرد. پرارامتر     قرارداد،

آوریررم  کرره در  هررای مختلررف بدسررت مرری  ای از قراردادهررای بهینرره پررارتو را برره ازای  اسررت. ابترردا مررا مجموعرره

هرا قرراردادی را کره سرود دو طررف را مطرابق معادلره         کننرد و از برین آن   صردق مری   فوق منطقی مجموعه شرایط

دوره ای بررا در  Tکنرریم. برررای یررک قرررارداد بهینرره بیمرره درمرران  کنررد را انتخرراب مرری ( بیشررینه مرری9151نررش )

و جیانررگ ( 6112( و گلرروبین )9112(، گربررر و پررافومی )9121مطررابق بررورچ )  نظررر گرررفتن پررارامتر مررذاکره  

 کنیم صورت زیر مطرح میه گذار، مسئله را ب لوم بودن وضعیت سلامت اولیه بیمهبا فرض مع( 6192)

                      [        ] (    )   

 ∑      [𝑈(                    )  ( 

 

   

  ) ∑     [ (               ) 

 

   

 

گذار است. برای حل  بیمه قابل پرداخت توسط بیمه حداکثر حقه (      ) (   )       که در آن

 گیریم. زیر مسئله در نظر میمسئله اصلی دو 

 شود.  به صورت زیر تعدیل میفوق مسئله        ] 𝜖و             برای مقدار ثابت -مسئله الف 

    ∑        [𝑈(                    )  (   )∑      [ (         
   

 
   

       )  
                                                 s.t       ∑      (       )  ∑      ̅      

   
 
    

یافتن پوشش بهینه با در  پس از شود. ای حل می ه کارگیری روش ماکزیمم کردن نقطهبا بفوق مسئله 

 کنیم. زیر حل می ، مسئله ب را بصورتدلخواه    ثابت و           نگرفتنظر
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        )     ]      -مسئله ب 
     ) 

        پوشررش بهینرره، ا جایگررذاری برر  
دهرریم  نشرران مرری   در مسررئله اصررلی، حررق بیمرره بهینرره را کرره بررا   

        در رابطرره    باشررد. بررا جایگررذاری   مرری  و (      ) آوریررم کرره تررابعی از   دسررت مرری هبرر
پوشررش  

تمررامی قراردادهررای بهینرره شررود.  تعیررین مرری         ̅ , ,(      )  ,      بهینرره برره صررورت تررابعی از 

( برا بیشررینه کررردن حاصلضرررب  9151نررش )شرروند.  برره عنرروان مجموعره جررواب مسررئله فرروق انتخراب مرری   پراراتو  

ت. بره عبرارت دیگرر از    ه مرذاکره دو طرفره بدسرت آورده اسر    مسرئل ود دو طررف، جرواب یکترایی بررای     مطلوبیت س

 . را بیشینه کند جواب یکتای مسئله فوق است که معادله نشدست آمده، جوابی  ههای ب مجموعه جواب

 نتایج اساسی 2
های  کنیم که به صورت متوسط هزینه درمانی بیمه سلامت ایران استفاده میهای  های هزینه برای مثال عددی از داده

بندی  ثبت شده است. طبقه 9312تا  9314های  سال مربوط به سال 21تا  9درمانی برای افراد در بازه سنی 

های  های مربوط به هزینه برای هر کلاس داده. گیرد صورت می کلاسسه  دردرمان  یها نهیبر اساس هز ها تیوضع

بیمه نامه ده ساله خریداری کرده  9312کنیم فرد سی ساله در سال  کنیم. فرض می درمان را بطور جداگانه مدل می

های  بیمه برای سال بینی حق بیمه و پوشش بهینه و بازه پیش بودن وضعیت اولیه سلامت، حقحالت معلوم است. در 

 آید.  با استفاده از معادله نش بدست می  =1.12 ، کنیم. پارامتر مذاکره آتی را محاسبه می

 های براورد شده گر برای هزینه حق بیمه بهینه و پوشش بهینه بیمه:  1جدول 

کلا 

 س

9311 9411 9419 9416 9413 9414 9415 9412 9417 9412 

براورد 

 هزینه

9 919916 611292 321542 344222 341126 351365 462751 335422 462991 332771 

حق 

 بیمه

9 914442 653116 637432 622324 693119 614931 615424 362217 619961 677339 

پوش

 ش 

9 10119
2 

29981
8 

38954
8 

29752
1 

349982 25478
1 

35111
6 

33548
8 

34367
2 

33877
0 

براورد 

 هزینه

6 222176 996322

1 

963466

9 

964422

9 

9244716 922313

2 

936917

7 

916113

5 

614422

9 

393466

9 

حق 

 بیمه

6 942112 622441 641261 391256 694312 369157 911615 321225 914961 617115 

پوش

 ش 

6 623554 243619 796494 215725 9323311 119925 141263 921132

5 

933361

7 

942211

1 

براورد 

 هزینه

3 765691

5 

737619

7 

725243

2 

213542

3 

2962612 233346

6 

276133

9 

111626

5 

115722 164496

5 

حق 

 بیمه

3 511546 294436 221623 777622 212299 795779 254729 761613 767422 765212 

پوش

 ش 

3 463336

3 

414522

7 

415535

1 

513542

3 

2596261

2 

271352

7 

221753

5 

227546

9 

765394

7 

256394

7 
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دهد.  در طول مدت قرارداد را نشان می های براورد شده گر برای هزینه پوشش بهینه بیمهمیزان حق بیمه و  9جدول 

 دهد. نشان می 9وضعیت اولیه   بینی حق بیمه برای مثال فوق را با درنظر گرفتن بازه پیشو 9شکل 

 

 
 

 9بینی حق بیمه با وضعیت سلامت اولیه  بازه پیش: 1شکل 
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های دانشگاهی و صنعتی بسیار مورد توجه قرار      های اخیر در محیط هایی که در دهه یکی از فناوری: چکیده

ت گرفته          نشأ ،چین از یک ارز رمزنگاری شده های بلاک است. محبوبیت شبکه       چین     فناوری بلاکگرفته است، 

کند.        فعالیت     های غیرمتمرکز و ضد انحصاری است، عنوان یک دفترکل عمومی که شامل تراکنش به   است تا 

توانند به این  ی کاربرها می است و همه     پردازش شده را دار های نشی تراک ی همه چین تاریخچه  بلاک             های شبکه

های  عنوان چارچوب اصلی در دفترکل داده چین به شده اعتماد کنند. امروزه بلاک متمرکز و توزیع دفترکل غیر

که  های رمزنگاری شده فراتر رفته است پیدا کرده است و از ارزای  عمومی غیرمتمرکز، کابردهای گسترده

عنوان یک ابزار  ها به ی بازی توان به بهداشت و درمان، بیمه و ... اشاره نمود. در این مقاله نظریه عنوان مثال می به

های بازی به موضوعات مشترک اصلی موجود در  چین بیان شده است. مدل های بلاک ی شبکه تحلیلی در مطالعه

ئل امنیتی شامل مسائل مرتبط با مدیریت استخراج، تخصیص عنوان مثال مسا اند که به چین پرداخته شبکه بلاک

 توان برشمرد.  چین را می ، موضوعات مرتبط با تجارت اقتصاد و انرژی بلاک پاداش و انتخاب استخر

 ها، توزیع شده، استخراج، رمزنگاری. ی بازی چین، نظریه بلاککلمات کلیدی: 

 ، . 91A80 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه. 1

چرین  و فناوری برلاک [9]کوین  عنوان مثال بیت ی دیجیتال، به یک دهه گذشته، محبوبیت ارزهای رمزنگاری شدهدر 

بررای خردمت،     [9]    چرین اولرین برار   برلاک  ه خود جلرب کررده اسرت.   ها و صنایع ب ی زیادی را از سوی دانشگاه توجه

        هرای  هرا را در تبرادل   سرطه عنوان یک دفترکل تراکنش ارزهای رمزنگاری پیشنهاد شد. این فناوری امکان حذف وا به

پذیر کرده است. در حال حاضر برای تعداد زیادی از ارزهای رمزنگاری شرده، ماننرد اتریروم، ریپرل و ...      مختلف امکان

اعتمراد   های شفاف و معاملات بی طور گسترده پذیرفته شده است. این فناوری یک دفترکل ضد تحریف، با تراکنش به 

                                                           
*
 سخنران 
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و بسیار فراتر از   چین اخیراً در طیف گسترده کند. شبکه بلاک ی نیمه متمرکز را تضمین می شبکهاما مطمئن در یک 

کره برازار ارز رمزنگراری     با توجه به این  ... استفاده شده است.     و  ارزهای رمزنگاری شده مانند بهداشت و درمان، بیمه

را به خود جلب کررده ولری هنروز برازاری بررای مطالبرات       گذاران زیادی  یک بازار دارایی جدید است و اخیراً سرمایه

سنجی مالی است.  گذاری مبتنی بر ابزارهای اقتصاد مشروط ایجاد نشده است. مطمئناً دلیل آن عدم وجود بازار قیمت

ارائه شرده   [6]در های جدید گذاری مشتقات این دسته از دارایی در این راستا اولین قدم در جهت معرفی مدل قیمت

 است. 

های عمومی است که با دسرتیابی بره اجمراع برین تعردادی از       از داده  چین یک دفترکل توزیع شده طور کلی، بلاک به

ای از  های مورد تایید ترراکنش شرده در زنجیرره    خاص داده طور شود. به ی همتا به همتا نگهداری می ها در شبکه گره

های تایید شده جدید،  شود و زنجیره فقط با اضافه کردن بلاک ها ذخیره می دادهها، یعنی در یک ساختار اصلی،  بلاک

ه هرا بر   هرا و اتصرال برلاک    هرا، انتشرار برلاک    کند. این فرآیند شامل چندین عملیات از جمله تایید ترراکنش  رشد می

اقردامات یرا    چین برای مشارکت کردن در شبکه بره تعردادی گرره اجمراع نیراز دارد.      چین است. بنابراین، بلاک بلاک

دهند با هدف به حداکثر رساندن محبوبیت خودشران اسرت. عرلاوه برر ایرن،       های منطقی انجام می استراتژی که گره

آسیب برساند. بررای پررداختن بره ایرن       چین لاکهای ب های مخرب ممکن است حملاتی انجام دهند که به شبکه گره

پذیری در برابر خطای بیزانس را تصویب کرد. با ایرن   توان پروتکل اجماعی مانند پروتکل تحمل های امنیت می چالش

ی متمرکرز احتیراج دارنرد و فقرط در برین گرروه بسریار         در یک شبکه  کننده های اجماع به یک کنترل حال، پروتکل

چرین کره یرک سیسرتم      ی برلاک  رسند. بنابراین، چنین پروتکل اجماعی بررای شربکه   ها به اجماع می کوچکی از گره

منظرور تجزیره و    سازی مختلفری بره   ها و رویکردهای بهینه حل غیرمتمرکز و بزرگ مقیاس است، قابل اجرا نیست. راه

شرود کره    ها استفاده مری  رفتارهای آنچین برای جلوگیری از سوء  های بلاک های گره تحلیل و بهینه سازی استراتژی

سازی ترأثیرات   د. با این وجود، رویکردهای بهینهاشاره نمو[3] گیری مارکوف توان به فرآیند تصمیم عنوان مثال می به

ی  حرل جرایگزین در شربکه    عنروان راه  بره ، [4]هرا  گیرند. اخیراً نظریه بازی ها را در نظر نمی متقابل در تعامل بین گره

    چین استفاده شده است. بلاک

های همکاری یا رقابت موجودات منطقری و هوشرمند    های ریاضی به تحلیل روش ها استفاده از مدل ی بازی در نظریه

ی گیرنردگان عقلائر   هرای ریاضری تعامرل اسرتراتژیک برین تصرمیم       ی مدل ی بازی مطالعه پرداخته شده است. نظریه

های اجماع استفاده شده است. از طریق  ها و استراتژی گره . بنابراین از این نظریه برای تحلیل تعامل بین گره[5]است

بینری کننرد و سرپس     های استخراج را یاد گرفته و پیش توانند از یکدیگر رفتار ها می ها، گره ی بازی های نظریه تحلیل

های فرآینرد اسرتخراج    مروری بر انگیزه [2]های بهینه،  مبتنی بر آنالیز تعادل داشته باشند. به عنوان مثال  استراتژی
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ها، ماینرها با تروان محاسرباتی مختلرف جهرت      بین افراد یا شرکتدر پروتکل بیت کوین  به عنوان یک بازی سرعت 

توانرد   ی بازی مری  ها شبکه های بیت کوین،   صورت گرفته است. علاوه بر این، نظریه دستیابی به اجماع در میان گره

ده قرار گیرد. کند، مورد استفا ها را از سوء رفتارها یا حملات منصرف می گره های تشویقی که  ی مکانیسم برای توسعه

چرین طبیعری    هرای برلاک   های اجماع در شبکه ی گره گیری همه ها در تصمیم ی بازی همین ترتیب، کاربرد نظریه  به

طرور خراص بره کراربرد      چین انجام شده است ولی تعداد کمری از ایرن مقرالات بره     است. تحقیقاتی در رابطه با بلاک

انرد. در ادامره برخری از  مفراهیم      ار تجزیه و تحلیل کارآمد اشاره کردهعنوان یک ابز چین، به ها در بلاک ی بازی نظریه

 به اختصار بیان شده است. چین کلی بلاک

 چین . مروری بر مفاهیم بلاک2

های ثبت شده،  پیشنهاد شد.  ای از تراکنش چین ابتدا به عنوان یک دفترکل ضد تحریف غیرمتمرکز با مجموعه بلاک

فرآیند اجماع غیرمتمرکز از میان عوامل غیر قابل اعتماد قبل از اتصال به زنجیرره تأییرد    ها از طریق یک این تراکنش

 به اختصار بیان شده است. [7]چین  ها و مفاهیم مهم در بلاک شده اند. در ذیل برخی از ویژگی

 ی توزیع شرده بره هرر واحرد محاسرباتی امکران اسرتفاده از تروان          از آن جا که شبکه: شبکه غیرمتمرکز

چرین بایرد از طریرق     علاوه هر تراکنش در بلاک دهد و به چین می محاسباتی خود را جهت شرکت در بلاک

چرین را   ی متمرکرز در برلاک   توان انحصار موجود در شبکه ها برسد، می ی گره پروتکل اجماع به توافق همه

 حذف کرد.  

 دهنرد کره    چین این اطمینران را مری   های رمز نگاری مورد استفاده در بلاک : تکنیکدفتر کل ضدتحریف

هرا در شربکه قابرل مشراهده      ی گرره  ین توسط همهچ های تراکنش شده در بلاک ی تغییرات روی داده همه

چین قابل تغییر و دسرتکاری نیسرت، مگرر اینکره      است. این بدین معناست که تراکنش ثبت شده در بلاک

 ها به خطر بیفتند.  اکثریت گره

 تروان   شوند. برای انجام تأیید مری  چین ذخیره می های انجام شده در بلاک ی تراکنش : همهتراکنش شفاف

هرا در شربکه    ی گرره  ها برای همره  ی کرد و این تراکنش چین را پیگیر های موجود در بلاک تراکنش ی همه

 چین شفاف هستند.   بلاک

 چین تضمین  ی بلاک : با استفاده از امضای کلید نامتقارن دیجیتال، شبکهی بی اعتماد اما مطمئن معامله

تواننرد معاملره را بردون     نامتقارن هسرتند، مری   ای که دارای جفت کلید کند که تنها فرستنده و گیرنده می

 دخالت شخص ثالث مورد اعتماد انجام دهند.
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 چین سازمان داده و جریان کاری بلاک.3

هرای اصرلی    کنرد. برخری از مولفره    چرین ایفرا مری    سازمان داده رمزنگاری شده،  نقش بسیار مهمی در ساختار بلاک 

 عبارتند از : چین  پشتیبانی از سازمان داده در شبکه بلاک

 چرین   چین است. یک تراکنش توسرط کراربر برلاک    ی بلاک ترین مولفه : تراکنش اساسیتراکنش

کنرد، تشرکیل شرده     های تراکنش که مقدار مورد نظر را مشرخص مری   شود و از داده پیشنهاد می

هرای اعتبراری دیجیترالی در ارزهرای رمزنگراری، آدرس فرسرتنده و گیرنرده و         است. مثلا سرکه 

 کنند. ی تراکنش متناظر را مشخص می همچنین هزینه

 ها تشکیل شده اسرت. هردر برلاک     بلاک و مقدار معینی از تراکنشر : یک بلاک از یک هدبلاک

 کند.   گر هش و ساختار داده درختی مرکل را مشخص می اشاره

 گر هش بلاک فعلی،  شامل مقدار هش مررتبط برا برلاک قبلری اسرت کره       : اشارهگر هش اشاره 

تواننرد بررای    است. بدین ترتیب، نشانگرهای هش مری نیز  هش به بلاک قبل از آنحاوی نشانگر 

 کار گرفته شوند.  چین به ساختن پیوندی از سوابق، یعنی بلاک

های افزایشی رو به رشد اسرت   چین معمولی، یک لیست از بلاک شود یک بلاک مشاهده می 9 طور که در شکل همان

طرور خراص    شوند. بره  تبط می مر است، استفاده از نشانگرهای هش که یک لیست پیوندی خطی طور پیوسته با که به

عنروان درختران    های ترراکنش بره   باشد و داده هدر بلاک شامل یک نشانگر هش است که با بلاک قبلی در ارتباط می

 شوند. مرکل نشان داده می

                                 
اند و بلاک توسط یک ریشه مرکل مشخص  ها در بلاک گنجانده شده چین که تراکنش ساختار داده بلاکای از  نمونه  :1شکل 

 [7]دهد شده است را نشان می

ها،  تأیید تراکنش و نهایتاً  چین برای انتشار تراکنش، ذخیره داده در بلاک های بلاک چین به گره ی بلاک حفظ شبکه 

 (: 6چین به شرح زیر بیان شده است)شکل  رسیدن به اجماع نیاز دارد. مکانیسم کار بلاک
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 .[7]مروری بر گردش کاری کار  بلاک چین: 2شکل                                                            

چرین،   هرای موجرود در برلاک    گرره  شرود.  ی توزیع شده پخش مری  یک تراکنش آغاز شده از طریق یک گره به شبکه

ای  بیش از یک گره ممکن است که دسرته  کنند. کند را تأیید می ای که تراکنش را پخش می تراکنش و همچنین گره

هرا را بره کرل     های کاندید خود قرار دهد و آن های جدید تأیید شده را در بلاک تراکنشهای متفاوت از  از زیرمجموعه

چین با اجرای برخی از توابع معین تعریف شرده   ی بلاک های موجود در شبکه شبکه پخش کند. همه یا بخشی از گره

ی  یید شده است، به زنجیرهتوسط پروتکل اجماع، در اعتبارسنجی این بلاک مشارکت دارند. هر بلاک که در اجماع تأ

 شود. چین جدید ایجاد می رسانی،  بلاکوز ر شود و بعد از به  ها اضافه می بلاک

 نتیجه:.4

سرپس    ودر این مقاله مروری بر مفاهیم شبکه بلاک چین، ساختمان داده و گردش کاری بلاکچرین ارائره   

 بحرث ی از مسائل دنیای واقعی همانند بسیارحث تولید رمز ارزها . در به استاشاره شدویکرد نظریه بازی ر

 حداکثر ها و  های متعدد،تاثیرات متقابل در گره مطرح است که در این راستا با وجود گره بهینه سازی

   ها امکان پذیر است . ی بازی با رویکرد نظریه ها رساندن دستیابی به اجماع در بین آن

ها مرجع  
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 با همراه خود احتمالی های بازده حداکثرسازی جستجوی در نوعی به افراد همه مالی بازارهای در: چکیده

 یک بر گذاری سرمایه و دارایی یک تنها گرفتن چون با نظر .هستند زمانهای متفاوت  در مختلف ریسک سطوح

 چند ترکیب پرتفوی که در آن از  مدرن تئوری لذا  تکنیک نمایان می شود  بیشتری ریسک مالی ابزار نوع

 کاهش و گذاری سرمایه شدن متعادل به مختلف استفاده می شود میتواند بازارهای در گذاری سرمایه و دارایی

 و بازنگری به نیاز سهام بازده و ریسک محاسبه در دیگری روش هر کنداما این تکنیک  مانند می کمک ریسک

 .بگیرند نظر در روش این از استفاده هنگام در را دیگر مختلف عوامل باید افراد و دارد بیشتری بررسی

با هدف ارائه یک الگوریتم مطلوب قادر به یافتن یک سبد مناسب برای مقدار معینی از دارایی ، با در این تحقیق 

تنوع در منابع سود و ریسک  برای آنها صورت گرفته شده است که بترتیب توجه به ریسک شرطی ، بازده و تنوع 

برای مدل کردن پورتفولیوی برای  طراحی مخلوطدر نظر گرفته شده است و  همچنین  از   های آنتروپی شاخص

برای شرکت  ARMA – GARCHهای  های زمانی بازده و ریسک مدلسازی شده توسط مدل بهینه با سری

   .استفاده شده است های  پذیرفته شده سازمان بورس تهران

  ARMA - GARCH- آنتروپی- ریسک و بازده –پورتفولیوی کلمات کلیدی: 

 

 مقدمه 1

مساله بهینه سازی پرتفوی یکی از مهم ترین موضوعات تحقیقاتی در حوزه امور مالی ریاضیات بوده، و به خوبی مری  

بهینره   هرای   ها مطابق با دانش حاصل از راه حرل دانیم که ریسک سرمایه گذاری را میتوان با ایجاد تنوع در دارایی 

در زمینره ایرن موضروع توسرط      پرس . [2]اهش یابرد  ن مشرکلات پیشررو کر   کر استفاده کرد که تا حرد مم ارائه شده 

Markowitz  بشمار آیدیکی از حوزه های فعال تحقیقاتی  هایی دریافت شده که می تواند گزارش  9156در.   

 بطوریکه ایرن دو را  ریسک و بازدهی بوده  مهم بنام  گذاری به عنوان یک تصمیم مالی همواره دارای دو مؤلفه سرمایه

 .سرمایه گذاری عرضه می نمایدرا در زمینه  مبادله این دو، ترکیب های گوناگون نمیتوان از هم جدا فرض کرد پس 
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و از طرف دیگر، برا شررایط عردم اطمینران     می باشد از یک طرف،سرمایه گذاران به دنبال بیشینه کردن عایدی خود 

مهمترین اصرل تصرمیم    رابطه میان ریسک و بازده پسزد.را با عدم اطمینان مواجه می سااو حاکم بر بازارهای مالی 

گذاری باید به گونه ای عمرل شرود کره     بنابراین در محاسبات مالی و انتخاب سهام و سبد سرمایهاست . بوده  گیری 

 با در نظر گرقتن امکانرات  بتواندبندی شود، تا  از لحاظ درجه ریسک و بازده، به ترتیب اولویتتصمیمات سرمایه گذار 

انتخاب سبد سهام یکی از اصول مهرم در   پس مالی و میزان ریسک پذیریسبد سهام مطلوب خویش را تشکیل دهند.

سرمایه گذاری می باشد و مقدار ریسک این انتخاب از اهمیت بسزایی برخوردار است.سرمایه گذاران علاقمندند که با 

بند. از اینرو، مقدار ریسک به نیراز سررمایه گرذار    پذیرش سطح مشخصی از ریسک به بازده مورد انتظار خود دست یا

. از مشکلاتی که بسریاری از سررمایه   [9]های ریسک برای سرمایه گذاران مختلف متفاوت است بستگی دارد و سنجه

گذاران در بازار سرمایه با آن مواجه هستند دسترسی نداشتن به اطلاعات کافی و همچنین نداشتن دانش لازم بررای  

ر سرمایه و به تبع آن، سهام مورد نظر خود، برای سرمایه گذاری است. در این شرایط، نیاز به ابزار و مردل  تحلیل بازا

های کارآمد جهت تحلیل داده های به منظور کاهش ریسک ناشی از تشرکیل سربد سرهام بررای سررمایه گرذاران و       

عامرل  وکامل قابرل پریش بینری نبروده،     گیری مطمئن تر احساس می شود.از آنجا که رویدادهای آتی به طور  تصمیم

در این میان پژوهشرگران تحقیقراتی را در    .میشودگیری ریسک احساس  ریسک وجود دارد.لذا توجه به رویکرد اندازه

 این زمینه انجام دادند .

- MA (1)[ برای مدل سازی و پیش بینی میانگین و نوسانات شرطی ، از ویژگی هرای مناسرب   3محمدی و سو ] 

GARCH [ از مدل غیرپارامتری 4هو و سواردی ]  کردند. استفادهGARCH  برای به دست آوردن نوسانات بازده

بررای بررآورد    ،GARCH (1,1) از اسرتفاده  مرورد  در[ 5]  همکراران  و چانگ  برای بازار نفت خام استفاده کردند.

 ت و سویا بحث کرد.واریانس )نوسانات( پیش بینی یک روزه برای سبدها متشکل از روغن خام ، ذر

 

 روش تحقیق   مدلهای پژوهش 2 

 بهینه سازی سبدها 2-1

 زیتمدل میانگین واریانس مارکو •

یکی از مسائل مهم در حوزه علوم مالی و سرمایه گذاری است، و کاربردهای فراوانی را،   بهینه سازی سبد سهام 

میلادی، و  9151در برنامه ریزی ها و تصمیم گیری های مالی دارد. مبانی تئوری این مساله، در اوایل دهه 

لوم مالی، مرهون پایه ریزی شده است و بسیاری از دستاوردهای امروزی این شاخه از ع  توسط هری مارکویتز

 .[6]تلاش ها و مطالعات وی است
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 یگذار کاهش م هیسرما یآن را برا سکیر ه،یدر سبد سرما ینشان داد که چگونه تنوع بخش یکل او به طور

 سبد سکیکردن ر نهیکم قیو از طر نیبازده مع کی یتوانند سبد سهام کارا را به ازا یگذاران م هیسرما دهد.

 یکارا کارا شود که اصطالحا مرز یسبدها لیتواند منجر به تشک یفوق م ندیادامه فرآ سهام به دست آوردو در

 .شود یم دهینام انسیوار -نیانگیم
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های زمانی سازی سری مدل 2-2 

 

 تبدیل شده استافزایش دقت برآورد ریسک پرتقاضررا بوده و به چالشرری همیشررگی در مقابل پژوهشررگران 

به عنوان معیاری  در مدیریت ریسرررک انتخاب پورتفوی بهینه  می تواندموضوع مدلسازی واریانس شرطی پس 

 نیانگیمانند م یسنت یها کیاز تکن GARCH یها مدلبا توجه به این موضوع  . باشداز اهمیت زیاد برخوردار 

 می توانند  یشرط یزمان یها یکار سر ینیب شیو پ یساز در مدل یخط ونیو رگرس یینما یمتحرک. هموارساز

 کنند.بهتر عمل 

 ندیفرآ کی یبرا تواند یم ARMA (r, m) - GARCH (p, q)مدل  [7]مطابق با فام و یانگ  رو نیاز ا 

 زده شود: بدین صورت تخمین نیتخم رهیتک متغ
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و واریانس های شرطی  ، ARMA (1,1)که به عنوان   i، بازده دارایی های  t معینبرای لحظه ای همچنین  

 می تواند به شرح زیر باشد: GARCH(9،  9مربوط به آنها به عنوان  )
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طول زمان با یکدیگر های مالی بین داراییهای مختلف و همچنین بین بازارهای مختلف در  ثباتی که بیاز آنجاییکه 

که که اغلب تغییرات بزرگ به دنبال تغییرات بزرگ و تغییرات کوچک به دنبال و همچنین مشاهده شده   میکنند تحرک

 پس نتیجه میشود نمونه های سریهای زمانی دارای ویژگیهای خاص خود می باشند. .تغییرات کوچک رخ میدهند

 

 مدلهای همبستگی شرطی 2-3

متغیره هستند. این  تک GARCH عنوان ترکیبات غیرخطی از مدلهای ی شرطی در واقع، بهمدلهای همبستگ 

مدلها اجازه میدهند که در یک سو، واریانس شرطی و در سوی دیگر، ماتریس همبستگی شرطی به صورت جداگانه 

 . تصریح شوند

ثابت بوده و  های شرطی را معرفی میکند که همبستگیهای MGARCH ، یک گونه از مدلهای( 9111) بولرسلف

 باشد مینسبتی از حاصلضرب انحراف معیارهای شرطی متناظر  کوواریانس شرطی

.  t t t iit ijtij
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 نتایج-3
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حالت، خود را  گرذار در ایرنه . سررمای انتخاب سبد سهام در مباحث سرمایه گرذاری کرار دشروار و سرختی اسرت

پس با هدف  .عنوان بهترین روش انتخاب کند در مقابل انتخابهای گوناگونی می بیند کره بایرد یکری از آنهرا را بره

،  یشرط سکی، با توجه به ر ییاز دارا ینیمقدار مع یسبد مناسب برا کی افتنیمطلوب قادر به  تمیالگور کیارائه 

کمترین سطح ضریب  دستیابی به بیشترین بازده، دارای کمترین ریسک و از سوی دیگر باعثنوع آنها که بازده و ت

است  هایی در این الگوریتم طراحی شده انتخاب مجموعه داراییبا توجه به اینکه . باشدهمبستگی بین داراییهرای 

در وضعیت بهتری قرار دارد و  سرهامکه علاوه بر تصمیم گیری درباره اینکه کدام سهم در مقایسه با سرایر 

مورد  استفاده قرار  ترکیب سبدهااز طریق شایستگی انتخاب شدن و قرار گررفتن در سربد سررمایه گرذاری فررد را 

 .ان برای پیش بینی مدل استفاده شده استاز شرکت های پذیرفته شده در سازمان بورس تهرمی گیرد  

متغیره  تک GARCH عنوان ترکیبات غیرخطی از مدلهای مدلهای همبستگی شرطی بهلازم به ذکر است که اگر . 

 Mمدلهای پرکاربرد تلاطم مشروط  از ویژگیهای آنها بشمار میاید آنگاه از  پهن  دم و ای تلاطم خوشهباشندکه 

GARCH یمدل اصلدو از  ادامه در  همچنین  .استفاده میشودCCC و DCC  استفاده مینماییم. با توجه به

-، ماتریس واریانسباشدبورس اوراق بهادار تهران  های از شامل شاخص میتواند  اینکه داراییهای اصلی موردبررسی 

میباشد که علت  DCC و CCC تفاوت آنها با نتایج مدلهایمربعی به تعدادشاخص میباشد کوواریانس دارای ابعاد 

کواریانس شرطی تولیدشده توسط هر یک از این مدلها -این تفاوتها را میتوان در ساختار متفاوت ماتریس واریانس

طورکلی میتوان بیان  جستجو کرد که به تفاوت در اوزان بهینه هریک از داراییها در مدلهای مختلف منتج میشود. به

گذاری نقش اساسی دارد و داراییهای که واریانس  ر میزان سهم آنها از سبد سرمایهکرد که اندازه واریانس داراییها د

 .بیشتری دارند )به عبارتی نوسان بیشتری دارند( سهم کمتری از پرتفوی را به خود اختصاص میدهند
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در بازارهای مالی افراد به دنبال ماکسیمم کردن بازده های خود در کنار مینیمم کردن ریسک موجود در  چکیده:

بازار هستند. برای کارآمدتر شدن سبد بهینه سازی شده از مدل های تصادفی استفاده شده است، همچنین برای 

یی در مدل های معادلات دیفرانسیل دارا    اینکه هرچه بیشتر به شرایط بازارهای مالی نزدیک تر شویم از 

تصادفی بهره گرفته ایم. در این مقاله به دینامیک حرکت براونی تحت عنوان مدل ژو و لی اشاره شده است و سپس 

در چارچوب . مدل تعمیم یافته آن با درنظر گرفتن جهش ها با استفاده از فرآیند پواسون مرکب بیان شده است

لگاریتمی برای دینامیک سهام استفاده می شود، در این مدل لگاریتمی نرخ رشد  نظریه سبد تصادفی از نمایش

ها بستگی دارد، بلکه جایگزین نرخ بازده می شود. نشان داده می شود که نرخ رشد سبدها نه تنها به نرخ رشد سهم

 .به نرخ رشد مازاد هم بستگی دارد که با واریانس سهام و کواریانس سهام تعیین می شود

 بهینه سازی تصادفی، فرآیند پواسون مرکب، معادلات دیفرانسیل تصادفی، نرخ رشد لمات کلیدی:ک

 و ژو مسئله بهینه سازی سبد سهام همواره یکی از موضوعات مهم و کاربردی در بازار های مالی بوده است.: .مقدمه1

و  کردند مطالعه د رانپیروی می کن فیتصاد دیفرانسیل معادله از که دارایی قیمت دینامیک با بهینه سبدهای لی،

تا ابزاری  معرفی کردنظریه سبد تصادفی را    ] *فرنهولز .دادند ارائه سبدها مسئله بهینه سازی برای را کارا مرز

برای استفاده کاربردی در بازار های سهام و تجزیه و تحلیل اوراق بهادار با رفتار کنترل شده فراهم کند. نظریه سبد 

تصادفی، مطالعاتی در مورد سبدهای تولید شده ارائه می کند. ارزش سبد تولیدی نسبت به کل سرمایه صرفا تابعی 

انتگرال تصادفی یا رانش نمی باشد؛ همین موضوع سبب تجزیه و تحلیل  از وزن بازار می باشد. این فرمول شامل

بسیار آسان برای برآورد و تخمین بازار شده است. درنظریه سبد تصادفی از نمایش لگاریتمی برای دینامیک سهام 

تصادفی  هدف اصلی از نظریه سبدرشد جایگزین نرخ بازده شده است.  استفاده می شود، در این مدل لگاریتمی نرخ

در حالت کلی این .   ]کشف فرصت های آربیتراژ با فرضیات حداقل و واقع بینانه در مورد رفتار بازارهای سهام است

بر پایه قیمت    ] †باور وجود دارد که قیمت سهام از حرکت براونی هندسی تبعیت می کند، تحقیقات ژو و لی

الی که در مطالعات مالی، فرایند قیمت دارایی لزوما پیوسته دارایی می باشد که نسبت به زمان پیوسته است؛ در ح

                                                           
1
 Ferenholz

 
 

2
 X. Y. Zhou, D. Li 
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و ...( در این صورت  )وقایع مهم ناگهانی، تغییر سیاست هانیست. به طور مثال توجه کنید به مثال های خاص مانند 

ت. بنابراین رخ داده، تصادفی اس وقایعجهشی رو به بالا یا پایین برای قیمت سهام رخ خواهد داد. زمان و تاثیرات آن 

-می توان این تغییرات را به کمک فرآیند پواسون توصیف نمود. در این مقاله هم مشابه ژو و لی به مسائل میانگین

نیز  واریانس پرداخته شده است و سپس به قیمت سهام که از معادله دیفرانسیل تصادفی پرش انتشار پیروی می کند

در بخش های مختلف این مقاله به قسمت های زیر اشاره شده است. ابتدا مدل بازار بیان شده  .  ]شده استاشاره 

پرداخته شده است و سپس تعمیم  که از دینامیک حرکت براونی پیروی می کند، است؛ در این قسمت به مدل بازار

در قسمت بعدی جزئیات و آن که مدل بازار طبق معادله دیفرانسیل تصادفی پرش انتشار است؛ بیان شده است. 

تنوع سازی سبد سهام را بیان کرده است. در واقع در این مگفته شده است و مسئله بهینه سازی و  نرخ رشدتعاریف 

 مقاله مروری بر مدل های بازار شده است و مسائل بهینه سازی مربوط به هریک از مدل های بازار بیان شده است.

 مدل های بهینه سازی تصادفی. 2

به صورت زیر در نظر گرفته می  تحت عنوان مدل ژو ولی دارایی ریسکی  با یک دارایی غیر ریسکی و   ل بازار مد

 شود.
  ( )   ( ) ( )   ،  ( )    ، 𝑋 ( )  𝑋 ( )(  ( )   ∑      ( ) 

   ) 

 ( ، ، ،   ) ام  سهام وزن  ( )   و باشد    در لحظه بیانگر ثروت سرمایه گذار  ( )𝑋 فرض کنید

( )𝑋: باشد   در لحظه   ∑   
 
   ( )𝑋 ( )گیرد و هزینه ه های سهام به صورت پیوسته انجام معامل اگر . همچنین

 معامله در نظر گرفته نشود؛ آنگاه:

 𝑋( )  ∑  

 

   

( ) 𝑋 ( )

 { ( )  ( ) ( )  ∑  

 

   

( )  ( )𝑋 ( )}    ∑  

 

   

( )𝑋 ( )∑   

 

   

   ( )

 { ( )𝑋( )  ∑[  

 

   

( )   ( )   ( )}   ∑∑   

 

   

 

   

( )  ( )   ( ) 

( )  به طوری که     ( )𝑋 ( )،  سهام نشان می دهد.  امین  در را سرمایه میزان 

 ( )  (  ( )     ( ))
سبدی برای سرمایه گذار تعریف می شود. هدف سرمایه گذار ماکسیمم کردن   

 قابل قبول نامیده می شود هرگاه   می باشد. سبد  و همین طور مینیمم کردن واریانس ثروت میانگین ثروت،

 ∈   
قبولی وجود شود اگر هیچ سبد قابل  سبد کارا نامیده می ̅ باشد. همچنین سبد قابل قبول  (  ، ، ) 

 نداشته باشد به طوری که

   ( )     𝑋( )  ،     ( )    ( ̅)،      ( )    ( ̅)  ,     ( )      𝑋( )   و حداقل یکی از نابرابری ها

((̅ )  ،(̅ )  )به طور صریح برقرار باشد. در این شرایط،  ∈ را نقطه کارا می نامند. به مجموعه ای از همه ی     
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کارا گفته می شود. به عبارت دیگر سبد کارا، سبدی است که هیچ سبد بهتری با توجه به معیارهای نقاط کارا مرز 

  واریانس وجود نداشته باشد.-میانگین

 زیر تبعیت می کند دله دیفرانسیل تصادفی پرش انتشاهمچنین مدل بازار با جهش های ناگهانی از معا 

 [  . 

 𝑋 ( )  𝑋 ( ) [  ( )   ∑   

 

   

   ( )  ∑   

 

   

( )   ( )]         ∈ [ ، ]     ،   𝑋 ( )  𝑋  

( )   به طوری که  (   ( )، ،   ( ))   [ ، ]  بنابراین: .دامنه پرش می باشد    

 𝑋( )  ∑  

 

   

( ) 𝑋 ( )

 { ( ) ( )  ∑[  

 

   

( )   ( )   ( )}   ∑∑   

 

   

 

   

( )  ( )   ( )

 ∑∑   ( )  

 

   

( )   

 

   

( ) 

( )  به طوری که     ( )𝑋 ( ) ،   ، ، ،  ، ( )  یک سبد می باشد.  (( )   ، ،( )  ) 

∋ قابل قبول نامیده می شود هرگاه   سبد    
 .باشد (  ، ، ) 

  در این قسمت به نظریه سبد تصادفی که دینامیک بازار را به صورت لگاریتمی در نظر گرفته است و از نرخ

  با یک دارایی غیر ریسکی و   رشد به جای نرخ بازده استفاده کرده است، پرداخته می شود. مدل بازار 

 .  ]دارایی ریسکی به صورت زیر در نظر گرفته می شود

  ( )   ( ) ( )   ،  ( )    ، 𝑋 ( )  𝑋 ( )(  ( )   ∑      ( ) 
   ) 

 فرآیند کواریانس ماتریس معین مثبت سهام های بازار با نماد زیر تعریف می شود:

   ( )  ∑   ( )   ( )  ( ( ) ( ) 
 

   

)  
 

  
⟨   𝑋 ،   𝑋 ⟩ ( )   

( ) ،  در مدل بازار  نرخ بازده است؛ در نظریه سبد تصادفی به جای استفاده از نرخ   (( )  ، ،( )  ) 

 بازده از نرخ رشد استفاده می شود. در این صورت بنا به لم ایتو:  
    𝑋 ( )  𝑋 ( )(  ( )   ∑      ( ) 

   ) ⇒    

    𝑋  (  ( )  
 

 
∑   

 

 

   

)   ∑     ( )

 

   

⇒ 

    𝑋  (  ( )  
 

 
   ( ))    ∑     ( ) ⇒

 

   

  ( )    ( )  
 

 
   ( )  
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∑   ( )    𝑋      :  بنابراین دینامیک بازار به صورت لگاریتمی بیان می شود    ( )   ( )
 
    

( )πسبد  اندازه پذیر، به صورت یکنواخت کراندار با مقادیر تعریف شده در - فرآیند   (( )  ، ،( )  ) 

⋃ مجموعه.  {(  ( )، ،  ( )) ∈   |  
      

 می باشد.{           ،   ∋      

 توجه شود که سبد شرایط فروش استقراضی را ندارد. یعنی سبد به صورت زیر تعریف می شود.

   {(  ( )، ،  ( )) ∈   |    ، ،     ،          }    

 همچنین ترتیب زیر برای سبد تعریف شده است.
     ( )   ( )( )   ( )( )     (   )( )   ( )( )       ( ) 

 معادله دیفرانسیل تصادفی زیر را تعریف می کند.    و مقدار اولیه  πنسبت به سبد  ( ) ،  فرآیند ثروت 

   ، ( )

  ، ( )
 ∑  

 𝑋 ( )

𝑋 ( )

 

   

  ́( )( ( )   ( ))  ( )    ( )   ∑   

 

   

( )   ( ) 

 طبق لم ایتو:    

     ( )  {∑     ( )  
 

 
∑ ∑    

  
     ( )}   ∑        ( ) 

   
 
   

 
    

( )  طبق تعریف نرخ رشد:   ∑     ( )    
 ( ) 

 بنابراین،    

  
 ( )  

 

 
(∑  ( )   ( )  ∑ ∑   ( )   ( )  ( ))

 
   

 
   

 
   ، 

   
 نرخ رشد مازاد نامیده می شود. توجه شود که فرآیند قیمت سهام به صورت زیر نرمال می شود:  ( ) 

𝑋( )  𝑋 ( )    𝑋 ( )   و     ( )  
𝑋 ( )

𝑋( )
 

 رشدنرخ سهام بر اساس .بهینه سازی سبد 3

 اگر مدل بازار به صورت لگاریتمی در نظر گرفته شود: طبق ماکویتز واریانس سبد مینیمم می گردد یعنی:

   ( )  ∑∑  ( )   ( )  ( )

 

   

 

   

 

 همچنین برای نرخ رشد کران در نظر گرفته می شود: مینیمم می شود.

  ( )  ∑    ( )    
 ( )

 

   

 ∑    ( )  

 

   

 

 
(∑ ( )   ( )  ∑∑  ( )   ( )  ( ))

 

   

 

   

 

   

⇒ 

∑  ( )(

 

   

  ( )  
 

 
   ( ))  

 

 
∑∑       

 

   

   

 

   

⇒ 

∑  ( )(

 

   

  ( )  
 

 
   ( )     

 

 
∑∑       

 

   

 

   

 

 .متنوع سازی سهام بر اساس نرخ رشد4

نوع سهام قرار نگیرد، متنوع است و تنوع بازار معیاری برای توزیع یکنواخت سرمایه در میان اگر کل سرمایه در یک 

δمتنوع نامیده می شود هرگاه    ، ]در بازه زمانی    . مدل بازار[2]سهم ها می باشد ∈  به صورت ( ، )
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     ( )   ( )( )       ،          
وجود داشته باشد به طوری  Ƈ، اگر عددی مانند متنوع نامیده می شود   ، ]در بازه    وجود داشته باشد. مدل بازار

   که     
 ( )       ،                     . 

 دارای نرخ رشد یکسان باشند، آنگاه:  اگر تمام سهم ها در مدل بازار 

.      ∫   
 ( )    

 

 
             

 سهم ها با هم برابر باشند متنوع سازی سبد سهام وجود ندارد.بنابراین اگر نرخ رشد همه 

ریاضیات مالی  برخلاف .شود می آربیتراژ موجب بازار تنوع که ه است،شد داده نشان   ] *در فرنهولز و کاراتزاس

 وجود از حاکی که را بازار های ویژگی بلکه نیست، بیزار بازارها در آربیتراژ وجود ازنظریه سبد تصادفی  کلاسیک،

 گذاری قیمت نظریه توسعه از مانع آربیتراژ وجود که دهد می نشان این، بر علاوه .کند می مطالعه است آربیتراژ

  .شود نمی سود کردن حداکثر از خاصی انواع یا اختیار
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 رویکردی از برنامه ریزی آرمانی در حوزه صنعت
 

 غیاثیآذر 

 دانشکده علوم ریاضی و رایانه، دانشگاه علامه طباطبایی

azarghyasi@atu.ac.ir 

است. با توجه به  فازی از رویکردهای مورد استفاده در حل مسائل چند هدفه، برنامه ریزی آرمانی یکی  :چکیده

رنامه ریزی آرمانی یاری رسان خوبی برای تصمیم گیری در مدلسازی مسائل تصمیم گیری دنیای واقعی آنکه  ب

. استاست. هدف از برنامه ریزی آرمانی، گسترش برنامه ریزی خطی به مسائلی است که شامل اهداف چندگانه 

 .سطح آرمان کاهش یابدبه جهت این خواسته، لازم است سطح آرمان برای اهداف مشخص و میزان انحراف از 

در صورت برخورد با مسائلی با اهداف نامساوی، وزن و یا اولویت هدف از طریق متغیرهای انحراف آن منعکس 

خواهد شد. اغلب، در مسائل جهان واقعی سطح آرمان و / یا عوامل اولویت تصمیم گیرنده، و گاهی حتی وزن 

آید. چنین شرایطی استفاده از نظریه مجموعه فازی بکار می  اختصاص داده به اهداف ، در طبیعت مبهم اند. در

های موجود دقیق نیستند بلکه در عوض مقداری ابهام دارند. لذا،  گیری، داده چرا که اغلب در مسائل تصمیم

( به طور موفقیت آمیزی برای پرداختن به چنین مسائلی استفاده شده است. یک FSهای فازی ) نظریه مجموعه

 ..ها برای مسئله است ها، در نظر گرفتن پایایی یا عدم پایایی آن FSهنگام استفاده از نکته مهم 

 

 – زنجیره شفافیت ، زنجیره ریسک فازی، هدفه چند ریزی برنامهکلمات کلیدی:  

 . с61-с02 طبقه بندی موضوعی:

یکی از رویکردهای مورد استفاده در حل مسائل چند هدفه، برنامه ریزی آرمانی است. این تکنیک  مقدمه . 1

از ویژگی های این ابزار دستیابی همزمان به   .  دمعرفی ش(9157)در سال نخستین بار توسط چارنس و کوپر 

چندین تابع هدف بر مبنای اولویت های تعیین شده برای آن هاست. در برنامه ریزی آرمانی یک مدل چند هدفه 

به یک مدل تک هدفه تبدیل می شود. هرکدام از توابع هدف یک مقدار را به عنوان آرمان مد نظر قرار داده و 

 ن شده کمینه گردد.آن ها دست یابد و یا انحرافات نامطلوب از مجموعه آرمان های تعییمدل می کوشد که به 

 ی تاریخچه . در استفاده کرده انددر حوزه های مختلف  تاکنون محققان زیادی از مدل برنامه ریزی آرمانی 

 احتمالات( 6116)وساندرزومانفرد، است کرده بررسی را تأمین ریسک ارزیابی( 6116) زیدیسین، تأمین زنجیره
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     ..[1]اند کرده پیشنهاد معرض ریسک در ارزش رویکرد از استفاده با را( کالاها) اجناس بر نامطلوب ریسک

 فقدان، اند گرفته قرار مطالعه مورد که بزرگی های شرکت از درصد 71 درحدود(، 6112) اینسلو نظر طبق

 از درصد 11، براین علاوه.  [5]اند کرده عنوان خود اصلی نگرانی عنوان به را تأمین ی زنجیره شفافیت و وضوح

 تأمین در، آنها موجود تأمین زنجیره تکنولوژی که دارند تأکید موضوع این به، پاسخگو تأمین های زنجیره

 مالی امور بخش به مربوط ی بودجه و نقدی جریان های طرح نمودن فراهم  جهت مناسب و بجا اطلاعات

 از طریق دارندکه اشاره موضوع این به( 6111) ژو و [4] (6117) شاردا و هاردگریو، دلن.  ناکارآمدند

 بهبود درنهایت و اطلاعات تقسیم و نمودن فراهم ازطریق تأمین زنجیره موانع حذف با و  RFIDتکنولوژی

( 6117) اویانگ ،علاوه به.  [2]یابد افزایش تواند می تأمین ی زنجیره شفافیت و وضوح، تأمین زنجیره عملکرد

، ) ژانگ.  دهد افزایش را تأمین زنجیره ثبات تواند می تأمین ی زنجیره شفافیت و وضوح بکارگیری که داد نشان

 ازاین. [91] گیرند می بهره تأمین زنجیره شفافیت و وضوح لجستیکی از اپراتورهای که دادند نشان نیز( 6191

 نیاز مورد( چندگانه اهداف ی زمینه در بخصوص) شفافیت و ریسک به مربوط مشترک موضوعات بهتر درک، رو

 گان کنند تأمین تعداد کاهش منظور به را (DSSتصمیم) پشتیبانی سیستم یک ابرین و یور قدسی     . است

 پشتیبانی سیستم در مختلط صحیح عدد ریزی برنامه و (AHPمراتبی)  سلسله فرایند از .آنها [9د ]کردن ارایه

 صحیح عدد خطی غیر ریزی برنامه مدل یک، دیگری مقاله در ابرین و یور قدسی .کردند استفاده شان تصمیم

 هزینه کل که کردند ارایه گانه چند یابی منبع حالت در کننده تأمین انتخاب مساله حل برای را مختلط

 کننده تأمین انتخاب مساله برای را فازی گیری تصمیم روش یک همکاران و چن ..گیرد می نظر در را لجستیک

 گان کنند تأمین تعیین اخیر سالهای طی در که داشتند بیان آنها. [3]کردند ارایه تأمین ی زنجیره سیستم در

   .است شده تبدیل استراتژیک توجه قابل مساله عنوان به تأمین ی زنجیره در مناسب

 

 برنامه ریزی آرمانی:1-1

برنامه ریزی آرمانی فازی در این است که برنامه ریزی آرمانی نیاز به تفاوت اصلی میان برنامه ریزی آرمانی و 

تصمیم گیرنده دارد تا مجموعه مقدار آرمان برای هر هدف که او قصد رسیدن به آن را دارد را معیین نماید 

 .در حالی که در برنامه ریزی آرمانی فازی این ارزش ها در شیوه ای مبهم مشخص شده است

ررسی یک مدل خاص افزودنی )وزن دار و اولویت دار( در برنامه ریزی آرمانی اشاره می کنیم در این جا به ب

 ..که علاوه بر یک عملگر جمع به منظور تجمیع اهداف فازی نیز بکار می رود

 مدل: 6-9
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 زنجیره شفافیت کردن ماکزیم هدف سه شامل شده ارایه هدفه چند صحیح عدد ریزی برنامه الگوی     

 شود. می آن ی هزینه و ریسک کردن نبمم می، تأمین

 (9.9) 

ij ij

i j

ij ij

i j

ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij

i j i j i j i j

ij ij ij i

j

ij ij i

j

Max visibility= V Y

Min risk= R Y

Min cost= V CV Y + R CR Y + IR Y + P Q

Subject to:

                 V CV Y B          i

                 V Y V              

 
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                 Q =D                      i

                 Q C Y                j

                 R Y R                i

                 Q m Y                    i,j

       





 

 

 
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
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ij

          Q NY                      i,j

                 Q 0                          i,j

                 Y {0,1}                    i,j

                 

 

 

 

 

 FMOPمدل  یک به اصلی مدل، است فازی، ذاتی طور به فروشنده انتخاب با رابطه در اطلاعات آنجاییکه از     

  می تبدیل

 داده شرح زیر صورت به را طراحی میکنیم که  الگوریتم ، شده اصلاح FMOPمدل  حل که برای. شود

 :شود می

 و ظرفیت های محدودیت. سازیم می SCR و SCV مورد در دسترس در اطلاعات مبنای بر الگویی(  9

 .کنیم می ریزی پایه متفاوت را  گان کنند تأمین و قطعات برای تقاضا
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 هدف تابع هر برای. کنیم می حل هدف تابع یک با ای مساله عنوان به هدف تابع هر برای را مساله(  6

 بهSCR وSCV چون. یابیم می زیمرمن مین – ماکسی رویکرد از استفاده با را پایینی و بالایی کران جواب

 شوند. می مدلسازی(l,m,u) مثلثی فازی اعداد صورت

سپس  محدودیت های فازی را با استفاده از میانگین وزن دهی شده که از تابع احتمالی بتا استفاده می    

را باز نویسی می کنیم و آنرا تحت عنوان یک مدل تک  FMOPکند از حالت فازی خارج می کنیم. مدل 

برای [1]هدف می شود   kشده که شامل  هدفه قطعی حل می کنیم. یک مدل تک هدفه قطعی  وزن دهی

استفاده می شود. در این مدل  FMOPحل مدل 
kλ   سطح دستیابی به هدفk .را مشخص می کند 

 (6.6)

K
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k=1

k k k

p m o
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Max w λ

Subject to:

                 λ μ (Z (x))        k=1,2,...,K

1 4 1
                 [( )V CV Y +( )V CV Y +( )V CV Y ] B         i

6 6 6

1 4 1
                 [( )V Y +( )V Y +( )

6 6 6



 





 o

ij ij i

p m o

ij ij ij ij ij ij i
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k

k k

V Y ] V                             i

1 4 1
                 [( )R Y +( )R Y +( )R Y ] R                            i

6 6 6

                 λ [0,1]              k=1,2,...,K

                 w λ

 

 





K

k=1

ij

=1

                 Y [0,1]               i,j 



 

نتایج نشان می دهد که درجه دستیابی به هدف کاهش هزینه بیشتر از دو هدف دیگر است. این نتیجه برای     

اکثر شرکت ها مطلوب است. علاوه بر این درجه دستیابی به کاهش ریسک نسبتا بیشتر از درجه دستیابی به 

به کاهش ریسک اولویت بیشتری می  افزایش شفافیت است زیرا اکثر تصمیم گیرندگان ریسک گریزند و از اینرو

 دهند.

حداقل ریسک مجاز را دارد زیرا محصول مرتبط با آن به قیمت بالاتری فروخته می شود. بنابراین  3قطعه 

که قیمت پایین تری  3انتخاب می شود. برای تأمین کننده ی  6برای تأمین قطعه ی  9تأمین کننده ی 

انتخاب  6اثیر ریسک آن نیز بیشتر است از اینرو برای تأمین قطعه ی دارد اگرچه که ریسک بالاتری دارد و ت

 می شود
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را فراهم  SCRو  SCVقیمت متوسطی پیشنهاد می دهد و از طرفی سطح متوسطی از  6تأمین کننده ی 

می آورد و برای تأمین دو قطعه مناسب است. بنابراین تعیین استراژی مناسب ریسک زنجیره ی تأمین و 

 است. 6شفافیت زنجیره ی تأمین جزء فواید تأمین کننده ی  تلاش برای

 نتیجه گیری:3-1

را بر  SCRو  SCVتلاش کرده است تا تأثیرات دو جانبه ی  FMOPاین مقاله با استفاده از یک مدل      

ا ر SCRعملکرد زنجیره ی تأمین مدلسازی کند. مثال عددی ما نشان داد که شرکت ها ابتدا تمایل دارند تا 

( که موازنه 6را افزایش دهند. همچنین تأمین کنندگانی) مانند تأمین کننده ی  SCVکاهش دهند سپس 

ایجاد می کنند می توانند سهم بیشتری از قطعات مورد نیاز شرکت خریدار را تأمین  SCRو  SCVای بین 

 کنند. 
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یافته به روش  با مشتق کاپوتوی تعمیم شولز کسری-ی بلک حل معادله

 آشفتگی هموتوپی

 6مریم عرب عامری ،*9احمد بارانی

 ahmad.b.2495@gmail.com   دانشگاه سیستان و بلوچستان، گروه ریاضی  9

  arabameri@math.usb.ac.irدانشگاه سیستان و بلوچستان، گروه ریاضی 6

در این مقاله به ارائه روشی باشد.  از معادلات مهم و مفید در زمینه مالی می کسری شولز-ی بلک معادله: چکیده

شولز کسری با مشتق کسری کاپوتوی تعمیم یافته پرداخته -ی بلک ی جواب تحلیلی معادله برای محاسبه

  باشد. شود. روش مورد نظر روش آشفتگی هموتوپی با تبدیل لاپلاس می می

 یافته، روش آشفتگی هموتوپی شولز، مشتق کسری کاپوتوی تعمیم-ی بلک  معادلهات کلیدی: کلم

 35R11 ،.26A33 :موضوعی طبقه بندی

 مقدمه 1

 ای بامقاله و گسترش دادند گذاری اختیارات راقیمت فرمول رابرتمرتون و شولز میرن، فیشر بلک ،9173 سال در

 همان . در]9[کردند منتشر سیاست اقتصادی به مربوط مجله در« های سهامبدهی و اختیارات گذارییمتق»  عنوان

. کردند مدل متغیر ضرایب باجزئی  دیفرانسیل معادله در قالب یک را اختیارات گذاریقیمت بلک و شولز مساله سال،

 و اختیار قیمت مرزی، شرایط گیریکار به ریسک با بدون بهادار اوراق ساختار با اصلی بلک و شولز در رابطه ایده

داشته  9111و  9121های دهه مهندسی مالی در موفقیت محوری در اساسی و شولز نقش-بلک مدل. بود سهام

که در  شولز کسری توسعه یافت-ه بلک شولز کلاسیک به معادله بلکپس از کشف حرکت بروانی کسری، معادل. است

 ،شولز کسری وجود دارد-های زیادی برای حل معادله بلکروش. باشد آن مشتق موجود در معادله از نوع کسری می

، ]4[ییکایآمر اختیارات یگذار متیق یبرا یشولز کسر-معادله بلکی عددحل جمله این روش ها عبارتند از:  از

روش به  یشولز کسر-معادله بلک یعدد حلو  ]7[یروش تفاضلات متناهبه  یشولز کسر-معادله بلکی عددحل 

. در این مقاله به معرفی روش آشفتگی هموتوپی برای حل معادله مورد نظر پرداخته ]2[متغیره تقریب پد چند

 .]6[شود می

 تعاریف و مقدمات 2

                                                           
*
 سخنران  
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شود. به همرین   یافته پرداخته می شولز کسری با مشتق کسری کاپوتوی تعمیم-ی بلک معادله در این بخش به معرفی

شرولز کسرری   -ی بلرک  و سپس به معرفی معادله یافته( )معمولی و تعمیم منظور ابتدا به تعریف مشتق کسری کاپوتو

 شود. پرداخته می

 :. )مشتق کسری کاپوتو(9تعریف  : ,f a   را در نظر بگیرید مشتق کسری کاپوتوی تابعf  مرتبره   از

 3[ شود: می، به صورت زیر تعریف[ 

     11
( ) , 1 , ,

( )

t mC m

a
a

D f x t s f s ds m m m t a
m

  


       
    

( )xباشد. نشانگر تابع گاما می 

 یافتره(:  )مشتق کسری کاپوتوی تعمیم .6تعریف : ,f a         را در نظرر بگیریرد مشرتق کسرری کراپوتوی

0و مرتبرررررررررره  از  fتعمرررررررررریم یافترررررررررره تررررررررررابع      ،برررررررررره صررررررررررورت

, 1
( )( ) ( ) ( )

(1 )

t

a
a

t s
D f t f s ds

 
  

 

 
  شود که تعریف می 

t a ،0 1  و( )x3[باشد. نشانگر تابع گاما می[ 

به شکل زیر  مرتبه  یمشتق کسری کاپوتو لاپلاس-تبدیلتبدیل لاپلاس مشتق کسری کاپوتو(: . )3تعریف

 ]3[باشد: می
1

, 1

0

{( )( )} { ( )} ( )(0)
n

k n

p a

k

D f t s f t s f   

 


 



 L L 

به صورت  fتابع لاپلاس-لازم به ذکر است که
10

{ ( )}( ) ( )

t
s dt

f t s e f t
t




 




 L باشد.  می 

 یافته کسری کاپوتوی تعمیمشولز کسری با مشتق -ی بلک معادله 2-1

 باشد به صورت زیر تعریف اپوتو میی کسری که مشتق کسری در معادله از نوع ک شولز مرتبه-ی بلک معادله

 :]2[شود می

2 2
2

2
0

2
t c

V V
D V S rS rV

S S

   
   

 
،( , ) max( ,0)V S T S K  ،S ی، که گاهسهام جاری متیق 

Tاست.سهام  یبرگشت اریانحراف مع و سالانه سکینرخ بهره بدون ر ،r،ثابت است یو گاه یتصادف ریمتغ کی

، همچنین، تاریخ انقضا را مشخص می کند
2

2r
k


 ،.بیانگر تعادل بین نرخ بهره آزاد و نوسانات سهام است 
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,0)شود ملاحظه می ) 0V t  و مادامی کهS ،( , )V S T S حال با اعمال تبدیلات .( , )V Ku x t ،

2

2
t T




   وxS K e به صورترا شولز -توان معادله بلک می 

2

2
( 1) ( ,0) max( 1,0)xu u

D u k ku u x e
x x




 
     
 

ی  اگر در معادلهال بازنویسی کرد.  ح 

شولز -بلکی  معادلهکنیم یافته جایگزین  ی تعمیممشتق کسری کاپوتو را با مشتق کسری کاپوتوبدست آمده، 

 آید: زیر بدست می ه به شکلیافت کاپوتوی تعمیم کسری با مشتق

 1 
2

,

2
( 1) ( ,0) max( 1,0)xu u

D u k ku u x e
x x

 


 
     
 

 

 لاپلاس برای حل معادلات دیفرانسیل کسری-روش آشفتگی هموتوپی با تبدیل 3

 شود: اصلاح شده برای حل معادلات دیفرانسیل کسری به شکل زیر بیان می یهوموتوپ آشفتگیروش در این بخش 
, ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,0) ( )cD u x t Lu x t Nu x t g x t u x f x      

 :]2و5[شود هوموتوپی به شکل زیر ساخته می

 2  , ( , ) { ( , ) ( , ) ( , )} 0 0,1cD u x t p Lu x t Nu x t g x t p       

گفته منبع ، gتابعباشد.  می یرخطیعملگر غشانگر نNو یعملگر خط Lرا پارامتر هوموتوپی گویند. pپارامتر

 .شود می

 :شود یاستفاده م ریبه شکل ز جواب گسترش یبراpی، از پارامتر هموتوپکیکلاس یبا روش آشفتگ

 3 2 3

0 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...u x t u x t pu x t p u x t p u x t     

( توابع 6در رابطه ) ( 3رابطه ) یگذاریبا جا
0 1 2 3, , , ,...u u u u آیند بدست می ریز یکسر لیفرانسید تمعادلا از: 

 4 

0 , 1 ,

0 1 0 1 0

2 ,

2 1 2 0 1

3 ,

3 2 3 0 1 2

: ( , ) 0; : ( , ) ( ( , )) ( , );

: ( , ) ( ( , ), ( , ));

: ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ));

c c

c

c

p D u x t p D u x t Lu h u x t g x t

p D u x t Lu h u x t u x t

p D u x t Lu h u x t u x t u x t

   

 

 

    

  

  

 

که در آن توابع 
3 2 1, ,h h h کنند: صدق می ریز در شرط …و 

2 3

0 1 2 3 1 0 2 0 1

2

3 0 1 2

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...) ( ( , )) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , ), ( , )) ...

h u x t pu x t p u x t p u x t h u x t ph u x t u x t

p h u x t u x t u x t

     

 
 

توابع 
0u،

1uو... با اعمال تبدیل-شود و شرایط اولیه برای رابطه  ( تعیین می4در هر مرحله از رابطه ) پلاسلا

شوند:  ( به صورت زیر در نظر گرفته می4)
0 1 2 3( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ... 0u x u x u x u x    . 

 شولز کسری-ی بلک لاپلاس برای حل معادله-روش آشفتگی هموتوپی با تبدیل 4
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)ی  ( با شرط اولیه9شولز )-معادله بلک ,0) max( 1,0)xu x e .را در نظر بگیرید ،  

شولز -، برای حل معادله بلک3بخش درتوضیح داده شده  شده اصلاح هوموتوپی روشهدف این بخش استفاده از 

 است.

 به صورتمعادله دیفرانسیل کسری  0pبرای 
,

0 ( , ) 0cD u x t   با شرط ،

0 ( ,0) ( ,0) max( 1,0)xu x u x e   تبدیل  اعمالبا کنیم.  را حل می-ین معادله فوق طرفر لاپلاس ب

 :داریم

 5 1

0 0 0

max( 1,0)
( , ) ( ,0) 0 ( , )

xe
s u x s s u x u x s

s

  
    

 ، به صورت یلیتحل جواب(، 5ی ) ابطهبر طرفین رلاپلاس -معکوس تبدیل با بکار بردن 

0( ,0) max( 1,0)xu x e  1برای  آید. بدست میp  به شکل زیر با شرط معادله دیفرانسیل کسری

1( ,0) 0u x  آید: بدست می 

 6 

2
, 0 0

1 02

,

1

( 1) max( ,0) ( 1) max( ,0) max( 1,0)

max( ,0) max( 1,0)

x x x

x x

u u
D u k ku e k e k e

x x

D u k e k e

 

 

 
        
 

  

 

 :( داریم2ین رابطه )طرفر لاپلاس ب-تبدیل  اعمالبا 

 7 

1

1 1

1 1 1

max( ,0) max( 1,0)
( , ) ( ,0)

max( ,0) max( 1,0)
( , )

x x

x x

k e k e
s u x s s u x

s s

k e k e
u x s

s s

 

 



 


  


  

 

به  (2) یکسر لیفرانسیمعادله د یلیتحل (، جواب7ی ) ابطهبر طرفین رلاپلاس -معکوس تبدیلبا بکار بردن 

1 صورت 

max( ,0) max( 1,0)
( , )

(1 ) (1 )

x xk e k e t
u x t




  

   
    

      
برایبا تکرار روندی مشابه  آید. بدست می 

2p،3p،4p ...آید: بدست میشولز کسری به صورت زیر -معادله بلک جوابو 

2 3

0 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...u x t u x t pu x t p u x t p u x t     

 خواهیم داشت:را  ریز یلیتحل جواب، همگرا شود 9ه ب pکه  یهنگام
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2
2

2
2

( , ) max( 1,0) 1 ...
(1 ) (1 2 )

max( ,0) 1 1 ...
(1 ) (1 2 )

max( 1,0) ( ) max( ,0) 1 ( )

x

x

x x

k t k t
u x t e

k t k t
e

t t
e E k e E k

  

  

 
 

 

   

   

 

     
        

        

     
        

        

    
        

   





 

بدست  ، به صورت زیری تعمیم یافتهبا مشتق کسری کاپوتو شولز کسری-یلی صریح معادله بلکتحل سرانجام جواب

 آید: می

( , ) max( 1,0) ( ) max( ,0) 1 ( )x xt t
u x t e E k e E k

  

 
 

     
         

     

 

0.01r( تعریف شده است اگر قرار دهیم 9شولز کسری که در رابطه )-با توجه به معادله بلک   0.03و  ،

تعادل بین نرخ بهره آزاد و نوسانات سهام از رابطه 
2

2r
k


 .به ازایاختیار معامله  ریمقاد بدست می آید

1   1به ازایمقادیر اختیار معامله  6شکل  شده است. نشان داده 9ل در شک  0.65و     را نشان

0.65به ازای مقادیر اختیار معامله  ریمقادمی دهد.    های نشان داده شده است. تفاوت  3ل در شکنیز  

 مشاهده کنید. 5و  4را می توانید در شکل  3-9بین شکل های 

 
 به ازای : مقادیر اختیار معامله3شکل 

0.65   

 
به : مقادیر اختیار معامله 2شکل 

1ازای   0.65و  

 
به اختیار معامله  : مقادیر9شکل 

1ازای    
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,0.5: مقادیر اختیار معامله 5شکل  1t   1و  

 
,0.5: مقادیر اختیار معامله 4شکل  1t   و

1   

 گیرینتیجه 5
شولز کسری با مشتق کسری کاپوتوی -ی بلک ی جواب تحلیلی معادله در این مقاله به ارائه روشی برای محاسبه

1هنگامی که توان نتیجه گرفت، که با توجه به نتایج بدست آمده میشد تعمیم یافته پرداخته     دارای شتاب

1منفی در روند انتشار می باشد، بنابراین هزینه اختیار معامله اروپا کاهش می یابد و هنگامی که    دارای شتاب

 مثبت در فرآیند انتشار می باشد، بنابراین هزینه اختیار معامله اروپا افزایش می یابد.
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های  بیمهخسارت   دهی خسارت در ذخیره مدلسازی تأخیر در گزارش

 غیرزندگی

 

 6آبادی دکتر امیرتیمور پاینده نجف، *9فاطمه عطاطلب

 f_atatalab@sbu.ac.ir-دانشجوی دکتری بیمسنجی دانشگاه شهید بهشتی 9

 Amirtpayandeh@sbu.ac.ir-بهشتیاستاد گروه بیمسنجی دانشگاه شهید  6

 

ای که بین  فاصلهشود.  گر اعلام نمی شده به بیمه دهد، بلافاصله توسط بیمه هنگامی که خسارتی رخ می: چکیده

شود.  هایی به شرکت بیمه می شود منجر به تحمیل هزینه وقوع خسارت و اعلام آن به شرکت بیمه ایجاد می

های گذشته اتفاق  قبلاً در سال هایی است که بینی تعداد خسارت  ای که پیش روی این پژوهش است پیش ألهمس

گر  اند. این یک مسأله مهم برای استراتژی مدیریت ریسک بیمه اند ولی هنوز به شرکت بیمه گزارش نشده افتاده

ها برآید. تأکید این مقاله بر مدلسازی  است زیرا شرکت بیمه باید بتواند از عهده تعهدات خود نسبت به خسارت

های گزارش شده به شرکت بیمه است که از آن به عنوان تأخیر در  ه و خسارتهای رخ داد زمان بین خسارت

دهی بر اساس ماه تقویمی  کنیم. در این مقاله از مدل خرد برای ناهمگنی در تأخیر گزارش دهی یاد می  گزارش

تر تعداد  قیقبینی د  های خرد منجر به پیش کنیم. نتایج حاصله حاکی از آن است که استفاده از مدل استفاده می

 سازد. ها را برای هر تاریخی در آینده میسر می بینی تعداد خسارت  شود و پیش ها می خسارت

 های غیرزندگی. دهی، بیمه ذخیره خسارت، تأخیر گزارشکلمات کلیدی: 

  G22 :موضوعی طبقه بندی

 مقدمه 1

شود. همچنین پس از اعلام خسارت  اعلام نمیگر  شده به بیمه دهد، بلافاصله توسط بیمه هنگامی که خسارتی رخ می

دو نوع تأخیر  بنابراین، با شود. نمی تسویهبلافاصله  ، به دلیل ارزیابی خسارت، فرایند قضایی و غیره خسارتگر به بیمه

گیری  دلیل ارزیابی و شکلدهی و تأخیر در تسویه خسارت.  مواجه خواهیم شد: تاخیر در گزارشدر فرآیند خسارت 

در واقع اختلاف بین زمان وقوع خسارت، زمان گزارش آن به شرکت بیمه و زمان پرداخت آن است. بر این  ذخیره

های اعلام شده ولی  های واقع شده ولی اعلام نشده و خسارت شوند: خسارت مبنا، ذخایر به دو دسته تقسیم می

گر از تعهدی که بر عهده دارد مطلع  بیمهاز زمانی که بیمه شده خسارت را به شرکت بیمه اعلام کند تسویه نشده. 

                                                           
*
 سخنران  
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شده و در صورتی که آن خسارت را تا پایان سال مالی تسویه نکند موظف است برای آن ذخیره در نظر بگیرد. در 

گذاری آن جهت  کند و موظف به سرمایه بیمه دریافت می گر در ازای پوشش ریسک حق گری، بیمه فرایند بیمه

کند ممکن است  شده بلافاصله خسارت را به شرکت بیمه اعلام نمی هنگامی که بیمه. پرداخت خسارت احتمالی است

های  دهی برای برآورد تعداد خسارت های زیادی را به آن تحمیل کند. این مقاله بر مدلسازی تأخیر در گزارش هزینه

 شود. متمرکز می  *واقع شده ولی گزارش نشده

های بیمه باید برای ایفای تعهدات  های بیمه هستند. شرکت ذخایر خسارت از عناصر بسیار مهم در ترازنامه شرکت

شود که  برآورد کردن ذخایر سبب می کماند سرمایه کافی نگهدارند.  های گذشته اتفاق افتاده هایی که در دوره خسارت

شود که به صورت غیر لازم  برآورد آن نیز سبب می بیش شرکت بیمه نتواند از عهده ایفای تعهدات خود برآید و

کند و خطاهای  تواند سود شرکت را تبدیل به زیان خطاهای برآورد شده کوچک میسرمایه اضافی نگه داشته شود. 

لذا پیشگویی خسارات و ذخیره مناسب برای پرداخت چنین گر شود  عدم توانگری بیمهتواند منجر به  بزرگ می

درست ذخایر  گوییبنابراین پیشای دارد.  های بیمه وکار شرکت ش مهمی در توانایی مالی و استمرار کسبادعاهایی نق

 شود. ها محسوب می سنج یکی از وظایف مهم بیم

های تجمعی  شود. استفاده از داده های تجمعی استفاده می های تصادفی برای محاسبه ذخایر از داده در اکثر مدل

ها بعد از  گیری ذخایر نادیده گرفته شود. به علاوه، تعداد کمی از داده شود که بخشی از اطلاعات در اندازه موجب می

بینی بزرگ  و ممکن است نتایج دارای خطاهای پیش [91]شوند  های پرت حساس می تجمیع شدن نسبت به داده

های معوق ضعیف باشد. این امر موجب شده که استفاده از  بینی خسارت و بدین ترتیب برآورد و پیش [7]باشد 

هایی از مقالاتی که در چارچوب مدل خرد ارائه شده است  های خرد مورد توجه محققان قرار گیرد. نمونه روش

های انفرادی در زمان پیوسته با استفاده از  در این مقالات مدل کردن توسعه خسارت [.9] و[ 2، ][2]عبارتند از 

مدل سلسله مراتبی تصادفی را برای هر بخش از توسعه خسارت یعنی زمان [ 9]باشد.  دار می فرآیند پواسون نشان

کردند. مدل آنها با استفاده از  دهی، شدت خسارت و تصفیه نهایی خسارت ارائه وقوع خسارت، تأخیر در گزارش

سازی فرآیند توسعه ادعاهای خسارت استفاده کردند. اساس کار آنها  ها واسنجی شده و از شبیه سابقه خسارت

استفاده از همه اطلاعات مهم و اثرگذار بر مبلغ خسارت در بازه زمانی بین وقوع خسارت تا زمان تصفیه نهایی 

های وارده به صورت هفتگی با استفاده از فرآیند کاکس تحقیق  سازی خسارت مدلبر روی [ 5]و  [4] خسارت بود.

استراتژی تغییر زمان  [2]. گرفته شودپراکندگی و وابستگی سریالی در نظر  دهند تا بیش ها اجازه می کردند. این مدل

وع خسارت را به صورت گیری خسارت پیشنهاد کردند. آنها فرآیند وق را برای مدل کردن تأخیر گزارش در ذخیره

ها به دلیل  دهد که مدل، نوسانات در تعداد خسارت بندی کردند. به اعتقاد آنها این امر اجازه می ناپارامتری مدل

[ ذخیره 3] بندی کنند. هوایی و فصلی را نیز در نظر بگیرد بدون آنکه به وضوح این پیشامدها را مدل و شرایط آب

واقع شده و گزارش نشده و واقع شده و پرداخت نشده تفکیک کردند و با  های خسارت را به دو بخش خسارت

                                                           
*
 Incurred But Not Reported (IBNR) 
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استفاده از برآورد احتمالات تاخیر بر اساس مدل آمیخته گاما آماسیده در صفر ذخیره خسارت را محاسبه نمودند. 

 ود.ش بینی می نتایج این تحقیق نشان داد که ورد جزئیات اطلاعات خسارت در مدل باعث افزایش دقت پیش

 مدل 1-1 

دهی خسارت باشد که از توزیع گاما آمیخته آماسیده در  دهنده متغیر تصادفی تاخیر در گزارش نشان Uفرض کنید 

 کند و دارای تابع چگالی زیر است: پیروی می *صفر

 (   )    { }( )  (   )∑       (𝛼    )

 

   

 [   )( ) 

∑ دهنده نسبت صفرهاست، نشاند      که در آن    
 
 های گاما، وزن هریک از توزیع      

  (          𝛼    𝛼         )   و بردار پارامترها     (𝛼    ) دهنده تابع چ نشان

 گالی گاما است.

دهی  بنابراین تاخیر در گزارش دهی خسارت در سطح ماهانه در نظر گرفته شده است، در این مقاله تاخیر در گزارش

هایی که طی یک ماه از زمان وقوع آن گزارش شوند صفر در نظر گرفته خواهد شد. با توجه به مشاهده حجم  خسارت

بینی به شرح زیر اس ها برازش خواهد شد. مفروضات مدل پیش ( توزیع آماسیده به داده9ها )شکل  بالای صفر در داده

 ت:

شود و از توزیع پواسون ناهمگن با شد نشان داده می   اتفاق افتاده اند با  iیی که در زمان ها ( کل تعداد خسارت9

 کند. پیروی می   ت 

 است که در بالا تعریف شد. ZIGM، دارای توزیع Uدهی،  ( متغیر تصادفی تاخیر در گزارش6

واحد زمانی  jاند و با  اتفاق افتاده iهایی هستند که در زمان حادثه  های معوق، خسارت دانیم خسارت همانطور که می

    فرض کنید  اند. تسویه شده jواحد زمانی بعد از   اند اما بنا به دلایلی  تاخیر به شرکت بیمه گزارش شده
برا     

یا قبل از آن به  i+jاتفاق افتاده و در زمان  iهایی است که در زمان  دهنده تعداد خسارت نشان          ی 

 طور کامل پرداخت شده است. بنابراین

    
    

 ∑        
    

 

 

   

        ( ) 

         که در آن
iو در زمان   گزارش شده i+j-lاتفاق افتاده، در زمان  iهایی است که در زمان  تعداد کل خسارت     

+j شود که  های فرایند پواسون نتیجه می پرداخت شده است. بر اساس مفروضات مدل و با استفاده از ویژگی

    
        کند. همچنین  پیروی می     از فرایند پواسون ناهمگن با شدت      

دارای توزیع پواسون ناهمگن با      

 دهی خسارت است و بیانگر احتمال تاخیر در گزارش   . در فرمول فوق        است که        شدت 

                                                           
*
 Zero-Inflated Gamma Mixture (ZIGM) 
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   ∫       (   )       ( )
   

 

 

بیانگر احتمال تاخیر در پرداخت    دهنده تابع توزیع تجمعی گاما آمیخته آماسیده در صفر است.  نشان ( )     

∑خسارت است و با استفاده از روش درستنمایی ماکزیمم برآورد خواهد شد )        
ا   و    (. جهت برآورد    

های مشاهده شده تا ز کنیم. با استفاده از تابع لگاریتم درستنمایی برای داده ز روش ماکزیمم درستنمایی استفاده می

 داریم: tمان 

     ∑∑(       (

  

  )        (  )           (    )) 

  ̂ با استفاده از روش ماکزیمم درستنمایی 
∑    
 
   

∑   
 
   

شود. اکنون با جاگذاری برآوردگر فوق در تابع ل برآورد می 

خواهیم احتمال تاخیر را برآورد نماییم. با توجه به این که تابع لگاریتم درستنمایی هم به پارا گاریتم درستنمایی می

از طریق ماک   مترهای مدل پواسون برای خسارتهایی که اتفاق افتاده اند و هم توزیع تاخیر بستگی دارد لذا برآورد 

برای برآورد احتمال تاخیر در گزارش ده EMزیمم درستنمایی دشوار خواهد بود. برای رفع این مشکل از الگوریتم 

 ی خسارت استفاده خواهیم کرد.

 

 نتایج اساسی 2

قرار گرفته های خسارت بیمه شخص ثالث اتومبیل )خسارت مالی( یک شرکت بیمه ایرانی مورد استفاده  در این مقاله، داده

ها  بوده است. پس از پالایش داده 9317تا  9311مورد در بازه زمانی  25241های واقع شده و گزارش شده  است. تعداد خسارت

مورد  22342ها به  های برگشتی، تعدا خسارت های ارزیابی خسارت و خسارت های بازیافتی و هزینه و کنار گذاشتن خسارت

دهد که تعداد قابل توجهی از  ها نشان می برداری قرار گرفت. بررسی داده ش مورد بهرهکاهش یافت که جهت انجام پژوه

(. این مشاهده، استفاده از توزیع آماسیده در 9اند )شکل  ها تا یک ماه پس از وقوع خسارت به شرکت بیمه گزارش شده خسارت

 سازد. صفر را به ذهن متبادر می
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تا  9311های مالی برحسب ماه در بازه زمانی سال  دهی خسارت سبی تاخیر در گزارش. نمودار هیستوگرام فراوانی ن1شکل 

9317. 

کند. این فرض از طریق آزمون نیکویی برازش  پیروی می ZIGMدهی خسارت از توزیع  کنیم که تاخیر در گزارش ما فرض می

ه بیانگر تایید فرض در سطح اطمینان دست آمد ک به 9215/1آن  p-valueکولموگروف اسمیرنف مورد تست قرار گرفت و  

 درصد است. 15

 برآورد پارامترها .1جدول

 ̂         𝛼̂         

 ̂         𝛼̂         

 ̂          ̂         

 ̂         

به صورت   ̂ دهی خسارت، احتمالات تاخیر در تسویه خسارت و   نتایج حاصل از برآورد احتمالات تاخیر در گزارش

 است که به دلیل محدودیت در تعداد صفحات مقاله، از آورد این سه ماتریس خودداری شده است. 9×12های  ماتریس

دست آمد. با توجه  به 916با استفاده از پارامترهای برآورد شده، نتیجه پیشگویی تعداد خسارتهای واقع شده ولی گزارش نشده 

مقایسه نتیجه پیشگویی با تعداد واقعی مشاهده شد که تعداد پیشگویی شده به ها و  به در اختیار داشتن تعداد واقعی خسارت

 ( بسیار نزدیک است.642تعداد واقعی )

بینی نشده  های واقع شده ولی پیش بینی تعداد خسارت های ساده و رایج در دنیا برای پیش دانیم یکی از روش همانگونه که می

باشد بنابراین بخش زیادی از اطلاعات  ها می ری بر مبنای تعداد تجمعی خسارتروش نردبان زنجیری است. روش نردبان زنجی

شود. روش پیشنهادی در این مقاله  شود و این امر موجب کم برآورد کردن ذخایر می بینی ذخایر نادیده گرفته می در پیش

باشد. این روش در  اطلاعات خرد میهای واقع شده ولی گزارش نشده روشی جدید با استفاده از  بینی تعداد خسارت جهت پیش

دهی را در مدل وارد  مقایسه با روش نردبان زنجیری دارای این مزیت است که کلیه متغیرهای مؤثر در فرایند تأخیر در گزارش
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دل بینی نمود. م توان پیش های مورد انتظار را برای هر تاریخی در آینده می کند. مزیت دیگر آن این است که تعداد خسارت می

توان با افزودن جزئیات اطلاعاتی بیشتر در مدل )مانند منطقه جغرافیایی، فصل وقوع خسارت و  پیشنهادی در این مقاله را می

 شود. ها موجب افزایش دقت مدل می غیره( بهبود بخشید. ورود این ویژگی
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گذاری اختیار سبدی با روش تقریبی تفاضلات متناهی برای قیمت

 های همبسته تصادفیدارایی
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مالی، نوع خاصی از اختیارهای نامتعارف که به اختیارهای سبدی موسوم هستند از دربازارهای : چکیده

باشند. هزینه و سود)زیان( این نوع قراردادها برخلاف های زیادی برخوردار میهای خاص و ویژگیجذابیت

ترین از مهم اختیارهای متعارف از جمله اختیارهای اروپایی و آمریکایی به چند دارایی پایه بستگی دارد. یکی

گذاران از این نوع اختیارها استفاده کنند، قیمت کمتر آن های اختیار سبدی که باعث شده تا سرمایهویژگی

های های سبد است. این ویژگی بخاطر وجود همبستگی دارایینسبت به مجموع قیمت اختیارها روی تک دارایی

وط به اختیار معامله با دارایی چندگانه، ضریب های ریاضی مالی مربباشد. در اکثر پژوهشسبد پایه می

اند که های بازار نشان دادهها ثابت فرض شده است در حالیکه محققان بر اساس دادههمبستگی دارایی

همین منظور در این مقاله، فرآیند تصادفی بازگشت به میانگین را برای همبستگی، فرآیندی تصادفی است. به

های گذاری اختیار سبدی با داراییدو دارایی در نظر گرفته و مدل قیمت توصیف ضریب همبستگی میان

دهیم. جواب مدل ریاضی حاصل را با روش تفاضلات متناهی محاسبه و همبسته تصادفی را مورد مطالعه قرار می

شده است ایم. نتایج عددی برای اختیار سبدی با دو دارایی ارائه  با مدل همبستگی ثابت متناظرش مقایسه کرده

 کند.گذاری اختیارسبدی را توجیه میکه اهمیت و ضرورت همبستگی تصادفی در قیمت

 بازگشت به میانگین، روش تفاضلات متناهی، اختیار سبدی، همبستگی تصادفی.کلمات کلیدی: 

 65M70, 35K15بندی موضوعی: طبقه
 

 مقدمه -1
لحاظ اهمیت دارند. به ریسک و ایجاد اهرم مالی در اختیاراز لحاظ مدیریت  اختیارها سهم مهمی در بازارهای مالی،

-اند. یکی از مدلگذاری اختیارها پرداختههایی برای قیمتمحققین ریاضی مالی به مطالعه و بررسی مدلاختیارها، 

ین تر. شاید بتوان گفت، عمومی[1]شولز است-گذاری اختیارها، مدل بلکهای مشهور در بازارهای مالی برای قیمت

ای است که دارایی اختیار سبدی، اختیار معاملهترین نوع از اختیارهای نامتعارف، اختیارهای سبدی هستند. و متداول

گذاران دارد و محاسبه کردن قیمتی های خاصی برای سرمایهباشد و جذابیتایه آن سبدی شامل چند دارایی میپ
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ای گذاران از اهمیت ویژهگران و سرمایهوع اختیارها برای  پژوهشها و تجزیه و تحلیل رفتاری این نمنصفانه برای آن

 برخوردار است. 

شود گذاری اختیار سبدی میشولز بر چندین فرضیه تکیه دارد که منجر به مشکلاتی در زمان قیمت-مدل بلک     

اختیار سبدی قابل  گذاریکند، در واقع این فرضیات به مدل قیمتو بدست آوردن جواب تحلیلی را پیچیده می

باشد، اما این فرض نرمال می-شولز فرض شده که دارایی پایه دارای فرآیند قیمتی لگ-تعمیم نیست. در مدل بلک

-نرمال لزوماً فرآیندی لگ-کند به این ترتیب که مجموع فرآیندهای لگدر مورد اختیار معاملات سبدی صدق نمی

ها ایجاد دین روش تقریبی در ادبیات موضوع وجود دارد که اساس آن. به منظور حل این مشکل، چن[7]نرمال نیست

، تقریب گاما میلفسکی و [6]نرمال لوی-توابع گشتاور تقریبی متناظر با گشتاورهای توزیع سبد است. تقریب لگ

 ها هستند. از جمله این روش [5]و تقریب بسط تیلور جو [8]پونسر

های مربوط به های چند بعدی صورت گرفته است اما در اکثر مدلشتقههای متعددی در مورد مگرچه پژوهش     

ها ثابت فرض شده است. ها، با وجود تصادفی درنظرگرفتن تلاطم، به طور معمول همبستگی  داراییاین مشتقه

ار نشان های بازبا استفاده از تجزیه و تحلیل داده [3]و دریسن، ماینهوت و ویلکف [2]بوراسچی، پورجیا و ترویانی

عبارتی های بازار دارند، بهدادند که همبستگی ضمنی و تاریخی اختلاف معناداری با همبستگی مشاهده شده از داده

دهند. با توجه به برآورد همبستگی ثابت به صورت ضمنی و تاریخی صرف ریسک همبستگی غیر صفر را نشان می

گذاری اختیارات سبدی با در نظر گرفتن همبستگی قیمت مطالب گفته شده، در این مقاله به بررسی و تحلیل مدل

کنیم که ضریب همبستگی از فرآیند تصادفی پردازیم. در این مدل فرض می های سبد پایه میتصادفی میان دارایی

کند و با توجه به این فرض صرف ریسک همبستگی را از بین خواهیم برد. سپس با بازگشت به میانگین پیروی می

اختیار فروش سبدی را به فرم جوابی از یک مساله دیفرانسیل با  ریسک خنثی و خودتأمین قیمتروش سبد 

گیریم  کنیم. روش تفاضلات متناهی را برای محاسبه جواب تقریبی معادله حاصل به کار می مشتقات جزئی بیان می

 پرداخت. و با استفاده از یک مثال عددی به مقایسه مدل همبستگی تصادفی و ثابت خواهیم
 

 های همبسته تصادفیگذاری اختیار سبدی با داراییقیمت -2
را در نظر بگیرید فرض   ی بدون ریسک بازاری شامل دو دارایی تصادفی و یک دارایی بدون ریسک با نرخ بهره

 کنند:می، باشند که از دینامیک تصادفی زیر پیروی  های تصادفی در زمان قیمت دارایی ( )  و  ( )  کنید 

                                         (1.3)  
i

,          1,2i
i i

dS
rdt dW i

S
   

   پارامتر ،      ازای فرآیند وینر نسبت به اندازه احتمال ریسک خنثی است. فرض کنید که به   که در آن 

(   )] ثابت، 
جا فرض بر این است که فرآیندهای وینر مربوط به هستند. در این       ] و       

دهیم و این نشان می  دارایی اول و دوم همبستگی تصادفی دارند که ضریب همبستگی میان این دو فرآیند را با 

 کند:ضریب همبستگی از فرآیند تصادفی بازگشت به میانگین زیر پیروی می
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                                       (2.3)     3 3d g dt h f dW          

̅ )که در آن،       ترتیب رانش و تلاطم مربوط به ضریب همبستگی هستند، از طرفی به   و  (   

 ̅ کنیم همبستگی غیر صفر بین علاوه بر این فرض می .هایی ثابت هستندکه پارامتری     و      

 صورت زیر برقرار باشد:بستگی، بهها و ضریب همفرآیندهای وینر در دینامیک قیمت دارایی

                                                      (3.3) 
 
 

1 3 1

2 3 2

 
E dW dW dt

E dW dW dt





 




 

 گر ضریب همبستگی و ثابت هستند. با توجه به مدل فوق قضیه زیر برقرار است:بیان    و    که در آن، 

های فوق برقرار باشد. دراین صورت قیمت اختیار فروش سبدی  فرض کنید در بازار مالی مورد نظر فرض 1.2قضیه 

کند، از پیروی  می (2.3)روی دو دارایی پایه تصادفی با فرآیندهای قیمتی با همبستگی تصادفی که از دینامیک 

 حل معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی 

                             (4.3)  1 2

1 2

0b b b
b b

v v v
I rS rS g rv

S S d
 



  
     

 
 

 همراه تابع عایدی به

                                    (5.3)    
2

1 2

1

,  , ,b i i

i

v T S S K w S T





 
  
 

 

-به   آید. که در آن، بدست می {                   |(         )}ی روی دامنه

 باشدفرم زیر می

   
   
  

 
 

 
∑  

   
  

   

   
 

 

   

          
    
      

         √(   )(   )
    
     

         √(   )(   )
    
     

 
 

 
  

 (   )(   )
    
   

  
 

 جواب تقریبی مدل همبستگی تصادفی -3
(         )  دهیم قرار می ترتیب قیمت دقیق و قیمت تقریبی به  و    که در آن،  (         )  

هستند. هدف این بخش محاسبه قیمت تقریبی  (         )اختیار فروش سبدی با محدودسازی دامنه در نقطه 

همین منظور، با انجام مراحل باشد. بهقبل از سررسید می  در زمان  (         ) اختیار فروش سبدی یعنی 

سازی و تغییر متغیر زمان تا سررسید، قیمت تقریبی اختیار فروش سبدی از حل مسأله ، گسستهمحدودسازی دامنه

 دیفرانسیل مشتقات جزئی



یششمین همایش ریاضیات و علوم انسان │157 

 

 

  

  
 
 

 
∑  

   
  

  

   
 

 

   

          
   

      
         √(   )(   )

   

     

         √(   )(   )
   

     
 
 

 
  

 (   )(   )
   

   
    

  

   

    
  

   
 ( ̅    )

  

  
    

 آید که همراه با تابع عایدی اختیار فروش سبدی بدست می

 
2

1 2

1

0, , , i i

i

u S S K w S





 
  
 

 

 یک مسأله مقدار اولیه با شرایط اولیه و مرزی زیر است:

  تقریبی این حالت قیمتپس در ،    گاه باید داشته باشیم. آن      یا      اگر 

 قیمت یک اختیار فروش وانیلی است. اختیارفروش سبدی مضربی از

  قیمت تقریبی اختیار  پس در این حالت،    گاه باید داشته باشیم آن      و      اگر

 فروش سبدی در سررسید برابر با قیمت توافقی است. 

  از مساله دیفرانسیل مشتقات جزئی زیر  (         ) گاه آن    و        و    اگر

 آید:بدست می

2 22 2
2 2

1 2 1 22
1 11 2

1
.

2
i i i

i ii i

u u u u
S f S S r S ru

S S S S
  

  

   
   

    
  

  از مساله دیفرانسیل مشتقات جزئی زیر  (         ) گاه آن    و        و    اگر

 آید:بدست می

2 22 2
2 2

1 2 1 22
1 11 2

1
.

2
i i i

i ii i

u u u u
S h S S r S ru

S S S S
  

  

   
   

    
  

  کنند، قیمت تقریبی اختیار میل می   و حتی زمانی که هر دو به سمت       یا       اگر

 .   کند. در واقع سبدی فروش به سمت صفر میل می

سازی و جایگذاری ماتریس مشتق تفاضلات متناهی در مساله اختیار فروش سبدی به دستگاه معادله با گسسته

 یابد. دیفرانسیل معمولی تقلیل می
 

 نتایج عددی-4
های قیمت دارایی     و   بازاری شامل دو دارایی تصادفی و یک دارایی بدون ریسک درنظر بگیرید. فرض کنید

گرفته شده  کنند. پارامترهای ثابت به این صورت در نظرپیروی می (1.3)های تصادفی که از دینامیک تصادفی باشد
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ضریب    ها و  به ترتیب تلاطم دارایی        و          نرخ بهره بدون ریسک،         است که  

̅ کند که در آن پیروی می (2.3)از دینامیک   که است. با فرض این    و   همبستگی بین   

     ،       ، 
 
  و            ،     

 
   

 
، که ضریب همبستگی بین      

 هستند.   و    ،   های وینرفرآیند

کنیم که در آن، تقریبی اختیار فروش سبدی با پارامترهای فوق را محاسبه  میقیمت اکنون       

(     )𝜖 [     [     ،          قیمت توافقی و      ها در سبد پایه، های داراییوزن 

جا نقاط شبکه یکنواخت درنظر گرفته شده که تعداد نقاط گسسته سازی برای هر در اینسررسید، هستند.     

ها در است. قیمت تقریبی اختیار فروش سبدی برای مقادیر مختلف دارایی     ، (       )متغیر مکانی 

-ان مینش 9اند. جدول رسم شده 9طور کلی قیمت و بازده اختیار فروش سبدی در شکل گزارش شده و به 9جدول 

 یابد.ی شروع، قیمت اختیار سبدی نیز افزایش میدهد که با افزایش همبستگی در نقطه

 .     ، به ازای      قیمت های اختیار فروش سبدی در زمان : 1جدول
      (           ) 

               (               ) 
               (             ) 
               (             ) 
               (                ) 
               (             ) 
               (               ) 
              (              ) 
               (           ) 
               (              ) 
              (            ) 
              (          ) 
              (             ) 

 
و نمودار قیمت تقریبی اختیار فروش  یفروش سبد ارینمودار بازده اخت ترتیبو چپ به : نمودار سمت راست1شکل

 سبدی هستند.
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، نتایج عددی مدل همبستگی تصادفی با پارامترهای مثال عددی مدل همبستگی تصادفی، که    6در جدول 

و مدل همبستگی ثابت متناظر)پارامترهای مدل با پارامترهای مدل همبستگی تصادفی یکسان      

بستگی در ، ضریب هم ، ارائه شده است. در مدل همبستگی تصادفی منظور از مقادیر     است( که 

کند اما در مدل همبستگی پیروی می (2.3)های دیگر تصادفی و از فرآیند است و در زمان    زمان 

 هاست.مربوط به ضریب همبستگی در تمام زمان  ثابت مقادیر 

 مقایسه قیمت تقریبی اختیار فروش سبدی در مدل همبستگی ثابت و تصادفی: 2جدول
         همبستگی ثابت همبستگی تصادفی
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با استفاده از حسابان  یکنترل تصادف دوگانمسائل  یبسط مجانب یبررس

 در ریاضی مالی وانیمل
 

*6سعیده علی بابایی  ،9مهدیه طهماسبی  

 .(tahmasebi@modares.ac.ir)ریاضی، دانشگاه تربیت مدرسعلوم استاد دانشکده  9

 .sababaei0018@gmail.com)دانشجوی کارشناسی ارشد ریاضی مالی، دانشگاه تربیت مدرس) 6

ای از ریاضیات به نام  ای از شاخه های ریاضی است که باعث توسعه ها و روش ای از ایده حساب ملیوان مجموعه :چکیده  

واقع حساب ملیوان ادبیات حسابان مشتق و باشد. در  حساب تغییرات از توابع غیرتصادفی به فرآیندهای تصادفی می

باشد، پس با استفاده از این روش در یک مسئله کنترل تصادفی  انتگرال متغیرهای تصادفی در یک جهت مناسب می

 توانیم بسط مجانبی آن را محاسبه کنیم. می

- نهیکردن هز ممینینظر )م هدف مورد یاست که ما را به دستباب یتابع کنترل افتنی یمسئله کنترل کیما در  هدف

 کی مدل شامل نیکه ا میدار یاضیمدل ر کیبه  ازیسبد ن کیکردن  نهیبه یرهنمون سازد. برا د(ردن سوک ممیماکس

 وانیملان هستند. از حساب یمسئله کنترل کیدهنده  لیکتش یکه اجزا باشد یم ودیاز ق یا موعهجتابع هدف و همراه با م

 جادیباعث ا تیکه در نها شود یاستفاده م 𝛆 = 1به ازای 𝛆 نسبت به یمشتق تابع هدف در مسئله کنترل ی محاسبه یبرا

 .شود یم تابع ارزش یبرا یبسط مجانب کی

 .یبسط مجانب تفاوت، یب یگذار متیق ،یکنترل تصادف وان،یحساب ملکلمات کلیدی:  

 .91H74, 61E13, 17H21 :موضوعی طبقه بندی 

 مقدمه 1

 دهیا .باشد یم تفاوت یب یگذار متیق  مسئله کیبه صورت ا آن را بررسی خواهیم کرد که م یتصادف نهیمسئله کنترل به   

مدل ساده  کیروش را در  نیمطرح شد. او ا سیویابتدا توسط د تفاوت یب یگذار متیدر ق وانیاستفاده از حساب مل

را محاسبه کند، اما  یتصادف نهیمسئله کنترل به یبا پارامتر ثابت استفاده کرد و توانست بسط مجانب یدو بعد یسکیر

  .میکن یم انیرا ب سیویاز روش د یمیه تعممقال نیبا بعد بالاتر کاربرد ندارد. ما در ا یها بود که در مدل نیمشکل روش ا

 مسئله کنترلی  2

)است که این تابع هزینه خود تابعی از متغیر حالت یک مسئله کنترلی شامل یک تابع هزینه )x  و کنترل( )u  باشد.  می 

0  فرض کنید 1[ , ) nO t t R   و :تابع را به صورت زیر تعریف کنید 

                                                           
*
 سعیده علی بابایی  
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0

( , ), ( , ) [ , )
( , )

( ), ( , ) { }

n

n

g t x t x t t R
t x

x t x t R




  
 

 

 

)در اینصورت تابع هزینه برابر است با , ; ) ( , ( )) ( , ( ))s

t

j t x u L s x s d x



   ، که در آنτ خروج  از   زمانO  و

L هزینه جاری و تابع فرض کنید فضای احتمال فیلتر شده و حرکت براونی روی آن   باشند. تابع هزینه پایانه می

به عنوان تابعی از مسیرهای براونی اغتشاش یافته  Bتعریف شده است. متغیر تصادفی مربع انتگرال پذیر
.

0

sW ds   

فرآیند کنترلی مربع انتگرال پذیر باشد و شرط نویکف برقرار باشد. مسئله کنترلی که ما در  پارامتر کوچک و  که در آن

   این مقاله به صورت ماکسیمم کردن تابع هدف زیر است : 

 (2,1)                                          
. 2

0 0

1
( ) : ( ) ,

2

T

s s t tG B W d d   
 

   
 

 E 

 به صورت زیر است: *برای کنترل بهینه   و تابع ارزش آن

 (2,2 )                                                                        *: ( ) sup ( ).
A

P G G


 


  

 :است ریز یمقدار مجانب ی( دارا6,6با تابع ارزش در رابطه ) یمسئله کنترل: 2,1قضیه

2
2 4

0

1
[ ( )] ( ),

2

T

t tP B W d O  
 

   
 
E E 

صدق  ری( در رابطه ز9.6با تابع ارزش به فرم رابطه ) مسئله یبرا *نهیبرقرار باشد. کنترل به 6,9هیمفروضات قض دیفرض کن

 :کند یم

 
.

* *

0
;[ , ] ,0 ,s s tB W d t T t T   

 
      

E F 

 مسئله اولیه 3

به  میکن یم فیتعر ریانتگرال پذ-Sیندهایفرآ ی قابل قبول به عنوان مجموعه یها یاستراتژ ی همه  مجموعه مجموعه

fQهر یبراS.یکه انتگرال تصادف یطور MیکQ-0]. برای هراست نگلیمارت, ]t Tمتغیر تصادفی
tF

اندازه پذیر-
tx 

که دارایی اولیه و
tقابل قبول شروع شده در لحظه یدهنده استراتژ نشانtنمودن مقدار  ممیماکس هیاول مسئله .باشد یم

ای وجود نداشته  در صورتی که مشتقه باشد یمBو درآمد مشتقهSهیپا ییکه از مبادله دارا یینها  تیمورد انتظار مطلوب

0Bباشد  .زیر است صورتبه  نمایی  تینمودن مقدار مورد انتظار مطلوب ممیماکس ندیفرآ: 
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( . )

( ) : esssup , 0 ,

T

t u u
t

t

x dS B

t t t

Bu x e t T
 



  



     
 

E F 

آنتروپی شرطی 4  

فرض کنید روی فضای احتمال فیلتر شده
0( , , { , )}t t TA P  F F  قیمت تنزیل شده تعدادی سهم با نیم

Q~ اگر م،ییگو معادل یموضع نگلیمارت  را اندازهQمدل شده باشند.Sمارتینگل موضعی کراندار PوSتحتQ

 .باشد یمجموعه ناته این میکن یفرض م ودهیم  مینمایش Mها را با  ی این اندازه ی همه مارتینگل موضعی باشد.  مجموعه
QوP های اندازه میکن یفرض م M ندیفرآ نصورتیاحتمال مشابه باشند. در ا یفضا کی یدو اندازه احتمال رو 

 :شود یم فیتعر ریبه صورت ز یشرط ینسب یآنتروپ

,( ) : [log ],0 ,t t T

Q Q

tI Q P Z t T  E∣ ∣ F 

Qفرآیند چگالی به ازای هر QZو نماد یهمه جا متناه بایکه تقر Mبرابر است باdQ

dP
. 

fMکنیم: را به صورت زیر تعریف می  یبازار مال کیمعادل در  نگلیموضعا مارت یها اندازه ی از مجموعه یا مجموعه ریز 

: ( ) : { ( ) },f fM M Q Q M I Q P   ∣ ∣ 

حال اندازه احتمال
0

fQ Mصدق کند: ریهرگاه در رابطه ز مینام یم یکننده آنتروپ نممیم ینگلیرا اندازه مارت 
0( ) min ( ).

fQ MI Q P I Q P∣ ∣ 

 تفاوت  قیمت گذاری بی 5
)که مبلغ نیگذار نسبت به ا هیدر واقع شخص سرما )فروش( مشتقه دیخر یتفاوت برا یمطلوب ب متیق )P و  بپردازد

 را مشتقه
 :شود یم فیتعر ریتفاوت است که  به صورت ز یمبلغ را نپردازد و مشتقه را نداشته باشد، ب نیکه ا نیا ایو د داشته باش

0( ( )) ( ), 0 ,t t

B

t t tu x P u x t T    

 :میکن یم فیتعر ریرا به صورت ز یگذار متیق سمیبراساس مکان سکیپوشش ر یاستراتژ
0( ( )) ( ), 0 .B

t t t t tu x P u x t T    

)0رترا به صو یگذار متیق سمیبراساس مکان سکیپوشش ر یاستراتژ ) : B     میکن یم فیتعر. 

 

 مسئله دوگان 6
 :میکن یم فیتعر ریلژاندر مسئله دوگان را به صورت ز لیحال با استفاده از تبد

(6,1)                     : ess inf [ ( | ) [ ]].
f

t t

B Q

t
Q M

I I Q P B


  E ∣ F 

 دهیم. نشان می0Qاوجود نداشته باشد ب یا که مشتقه یدر صورت وBQ( را با2,9) نهیجواب به
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 :باشد یم ریبه صورت ز یدوگان مسئله کنترل تصادف شیبا استفاده از نما تفاوت یب یگذار متیق ندیرآف: 6,1لم

01
( ) ess sup [ ] ( | ) , 0 .

fQ

Q

t t t
M

P B I Q Q t T


 
    

 
E ∣ F 

}صورت بهها با پارامتر کوچک از اندازه یا خانوادهحال  ( )} RQ  
)کنیم به طوری که تعریف می )Q Q  

0و (0)Q Q .مانند یندیفرآ یبرا نیهمچنباشدq،0 :q q    کنیم.  را تعریف می 

mوSسهم از دارایی قابل مبادلهdکنیم در یک بازار ناکامل حال فرض می dسهم دارایی غیر مبادلهY  داشته

)باشیم. حال با تعریف فرآیند چگالی  . )t t

QZ qW Eو
S

t t t dq o  و قضیه گیرسانف( )Q -

 را به صورت زیر داریم: SوYدینامیک

(6,2)                                                               
( )diag ( ) ,Q

t d t t tdS S dW  

                 
0 ( )diag ( )[( ) ( )].Y Q

t m d t t t t t t tdY Y dt q dt dW dt        
2قیمت بی تفاوت برای 2,9با استفاده از لم  :دارای فرم کنترل تصادفی زیر است                                                              

 
2

.
( ) ( ) 1

( ) ess sup , 0 .
2f

T

Q Q

t u u u u t
tM

t

P B W d d t T 



   


 
     
 
 

 E Fدرآمد  :6,2قضیه

)دیفرض کن .دیریدر نظر بگ راYوSیرهایاز مس یتابعBمشتقه، کی )Q -دینامیکYوS رابطه را به صورت 

)باشند، (6,2) )Q Q 2و . یزیگر سکیپارامتر کوچک ر یبرا نصورتیدر اکی تفاوت یب متیق 

 است: ریز یبسط مجانب یمشتقه دارا

0 0

2

(0) 21
( ) [ ] ( ), 0 ,

2

T

t t u u t

Q Q

t

P B d O t T   
 
     
 
 
E E∣ F F 

 به صورت زیر است: Bفرآیند موجود در نمایش که در آن 
(0) (0) (0) (0) (0) (0)( ) [ ( )] .( . ) ( . )Q Q Q Q

T TB W B W S W   E 

  ها مرجع

1. M. Monoyios, Malliavin calculus method for asymptotic expansion of dual control problems. 

SIAM Journal on Financial Mathematics, 2013, pp. 884-915. 

2. M.H., Davis, Option pricing in incomplete markets, Mathematics of derivative securities, 15, 

1997, pp. 216-226. 

3. F.,  Delbaen, W., Schachermayer, A general version of the fundamental theorem of asset pricing, 

Mathematische annalen, 1994, pp. 463-520. 

4. W.H.,  Fleming, H.M., Soner, 2006, Controlled Markov processes and viscosity solutions, Vol. 

25, Springer Science  Business Media. 

5. Y., Miyahara, 2011, Option pricing in incomplete markets: Modeling based on geometric Lévy 

processes and minimal entropy martingale measures, Vol. 3, World Scientific. 



 ششمین همایش ریاضیات و علوم انسانی│164

 

 

 

 

مقایسه روش هموارسازی لاپلاسین گسسته و روش تحلیل مولفه اصلی 

 ها جهت ارزیابی ریسک مالی تهای مالی شرک ویژگیدر کاهش ابعاد 
 

 *6باقریمیثم ، 9حسین تیموری فعال
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های  ها برای استفاده در روش های مالی معمولا از ابعاد بالایی برخوردار هستند. کاهش بعد این داده داده: چکیده

در ای برخوردار است.  مالی و احتمال ورشکستگی آنها از اهمیت ویژه  ها و بویژه ارزیابی ریسک طبقه بندی شرکت

گسسته با روش  نیلاپلاس یگراف و هموارساز ینجانشا یشنهادیاستفاده از روش پ ریتاث سهیمطالعه به مقا نیا

های مالی  این مطالعه با استفاده از داده پرداخته شده است. یمال یها دادهجهت کاهش ابعاد  یاصل  مولفه لیتحل

انجام شده  یمال یژگیبه عنوان وآنها  یمال های نسبت های پذیرفته شده در بورس تهران و با استخراج شرکت

به  ک،یدر دقت تفک ریتاث یابیارز برای الذکر فوق یها با استفاده از روشهای کاهش بعد داده شده  است. داده

دو این سالم از ورشکسته داده شد. دقت بدست آمده از  یها شرکت کیجهت تفک بانیبردار پشت نیمدل ماش

در  یشنهادیبرابر روش پ ییاز کارا یحاکلی صرف نظر از تعداد کم دادهای ورودی و وجود نویز احتما روش

  .باشد یآن م یبرتر یو تاحدود یاصل  ولفهم لیبا مدل تحل اسیق

 ، ریسک مالی و ورشکستگیگسسته نیلاپلاس یهموارسازجانشانی گراف، کلمات کلیدی: 

 . 26P05    ،05C50:  طبقه بندی موضوعی

 

 مقدمه 1

شود. در حیطره   در رابطه با ارزیابی ریسک اعتباری از سوی اعتبار دهندگان به کار گرفته می زیادیهای  امروزه روش

، (LR) (، رگرسریون لجسرتیک  LDA) †خطری  ممیرزی های پارامتریک عمدتا روش تحلیل  های آماری یا مدل روش

                                                           
*
 سخنران  

†
 Linear discriminant analysis 
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. منطرق  [9]وندشر  ( و... به کار گرفته مری QDA) †درجه دو ممیزی(، تحلیل MDA) *چند متغیره  ممیزیتحلیل 

از پیدا کردن ترکیب بهینره خطری متغیرهرای ورودی جهرت      است عبارت ،های عنوان شده پشتوانه تمامی این مدل

هرای   های هوشرمند کره در حروزه مردل     اغلب روشها. تحلیل و پیش بینی ریسک ورشکستگی شرکتساخت مدل، 

(، ماشین برردار  DT) †(، درخت تصمیمFST) †فازیهای عصبی، نظریه مجموعه  ناپارامتریک قرار دارند شامل شبکه

های مالی به عنوان متغیرهای مستقل در  [ از نسبت3بردارت ] 6192در سال [. 6شوند] ( و ... میSVM) **پشتیبان

تواننرد برا دقرت     های مالی سودآوری و نقدینگی می به این نتیجه رسید که نسبت وی. مدل منطقی خود استفاده کرد

   ورشکستگی یک شرکت را پیش بینی کنند. ای راضی کننده

 بازده ،یمال ینگینقد سودآوری، ،یاتیعملکرد عمل با اهمیت در رابطه با  یشامل اطلاعات مال یدیکل یمال یها نسبت 

در نظر گرفتن هر یک  توانند جهت بررسی وضعیت مالی آن به کار برده شوند. با باشند که می هر شرکت می سکیر و

زیر امکان پذیر  صورتیک بردار، توصیف یک شرکت با استفاده از بردار مربوطه به   های مالی به عنوان مولفه از نسبت

 گردد: می

𝑋  {            }. 

تخراج هرای اسر   شوند. در روش های کاهش ابعاد عموما به دو دسته استخراج ویژگی و انتخاب ویژگی تقسیم می روش

شرود.  تر نگاشته مری  ها در ابعاد بالا با استفاده از تبدیلات ریاضی به فضای داده با ابعاد پایین ویژگی عموما فضای داده

ابرداع کردنرد کره     ††(LPP) [ یک روش خطی کاهش بعد به نام تصویر خطی حافظ4] 6113هی و نیوجی در سال 

در آن یک گراف حاوی اطلاعات همسایگی رئوس آن ساخته شده و بر اساس لاپلاسین این گراف، مراتریس نگاشرت   

. این نگاشت خطی اطلاعات مربوط به همسایگی رئوس را در گردد میتر محاسبه  آن بر روی زیرفضاهای با ابعاد پایین

 کند. میخود ذخیره 

هرا در حرالات مختلرف از یرک مردل       [ برای تفکیک تصاویر چهرره انسران  5] 6112ال دنگ کای و همکارانش در س

هموارسازی لاپلاسین گسسته جهت کاهش ابعاد تصاویر استفاده کردند. آنها ابتدا گراف مربوط به کلیه تصاویر را کره  

مراتریس   LPPروش داد در نظر گرفته و سپس براساس  در آن هر تصویر یکی از رئوس گراف موردنظر را تشکیل می

شباهت آن را محاسبه کردند. در ادامه نیز بر اساس ماتریس تقریب لاپلاسین گسسته نیومن، اقردام بره هموارسرازی    

                                                           
*
 Multivariate discriminant analysis 

†
 Quadratic discriminant analysis  

‡
 Fuzzy Set Theory 

§
 Decision Trees 

**
 Support Vector Machines 

††
 linear preserving projection 
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تواند گرراف تصراویر را بررروی     ای را که می نموده و با حل مساله مقدار ویژه، بردار ویژه بهینه هلاپلاسین گراف مربوط

  یک خط نگاشت کند استخراج نمودند.

برا روش   سره یمقا درگسسرته  روش پیشنهادی استفاده از هموارسازی لاپلاسین  کاراییشده است  یمقاله سع نیدر ا

ابتردا یرک    از ایرن رو  .ردیر قرار گ یبررس ها موردهای مالی شرکت تحلیل مولفه اصلی جهت کاهش ابعاد بردار ویژگی

شود برا  دهند ساخته شده و سپس سعی می تشکیل می ها با بردار ویژگی مربوط به خود گراف که رئوس آن را شرکت

یک فضای چند بعدی بر روی یک خط جانشانی گردد.  مورد نظر درگراف  ،استفاده از هموارسازی لاپلاسین گسسته

و بعرد   سازی شرکتها با نظریه گراف، مدل ،در ادامه شود. نیز گفته می *به این رویکرد گسترش خطی جانشانی گراف

 ادهیر بره پ  نهایرت و در مورد بررسی قرار گرفته گسسته بر روی یک خط هموارسازی لاپلاسین از طریق جانشانی آن 

 . ه استهای ورشکسته از سالم پرداخته شد مدل مذکور در کنار روش تحلیل مولفه اصلی جهت تفکیک شرکت یساز

 

 سازی شرکتها با نظریه گرافمدل 2

ی بردارهرای  شوند را در اختیار داریم. بنابراین مجموعره ویژگی نمایش داده می mشرکت که هریک با  nفرض کنید 

{𝑋 }   
بردین  را     𝑋، از ایرن رو مراتریس  بعردی مری باشرند.     – mها در فضای نشان دهنده شرکت     

 همچنرین شرد.  با مری  آنها و سطرهای آن نماینده ویژگی ها نماینده شرکتهای آن  صورت تعریف می کنیم که ستون

بعردی   - mهای عنوان شده در فضرای   باشد که هریک از رئوس آن را شرکت راس می nشامل  Gفرض کنید گراف 

و فاصرله   (KNNنزدیکتررین همسرایگی )   -Kدهند. برای ترسیم گراف فرضی ابتدا برا اسرتفاده از روش    تشکیل می

آوریرم. در ادامره، بره     را بدسرت مری   G، ماتریس مجاورت نظیرر  K=5اقلیدسی رئوس از یکدیگر و با در نظر گرفتن 

های گراف مفروض می پردازیم. برای سرادگی عملیرات گرراف مرورد نظرر را بردون جهرت در نظرر          محاسبه وزن یال

نشران       نامند کره برا    می †باشد را ماتریس شباهت می Gگیریم. ماتریسی که دربردارنده وزن یالهای گراف  می

بهرره بررده شرده     LPPوجود دارد. در این مطالعه از مدل های متفاوتی  م. برای محاسبه ماتریس شباهت ایدهدهی می

در نظر بگیریم، ماتریس شباهت بره صرورت      نزدیکترین همسایگی  kرا مجموعه  (  )  است. براین اساس اگر 

 گردد: زیر محاسبه می

(9)           
    { 

 
       

 

         ∈   (  )   ∈    (  )

               
 

                                                           
*
 Linear extension of graph embedding 

†
 Affinity graph weight matrix 
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تروان برچسرب هرر طبقره را در      است. برای حالات طبقه بندی برا نراظر، مری    *عرض هسته σمنظور از  9در فرمول 

محاسبه وزن یال دخیل نمود. به این ترتیب که اگر دو داده متعلق به یک طبقه بودند، شروط همسایگی فوق بررسی 

 شود. شود و اگر نبودند وزن یال بین آنها صفر در نظر گرفته می می

 

 †جانشانی گراف با استفاده از هموارسازی لاپلاسین گسسته 3

هرای   که شباهتتر است به طوری هدف از جانشانی یک گراف، نمایش هر راس از گراف توسط بردارهای با ابعاد پایین

شرود. فررض کنیرد     گیرری مری   هرای برین آنهرا انردازه     طریرق وزن یرال  بین رئوس حفرظ گرردد. شرباهت رئروس از     

بهینه از طریق کمینه    ، بردار نگاشت گراف مورد نظر بر روی یک خط باشد. بردار {            }  بردار

 آید: دار زیر بدست میکردن مجموع وزن

(6)              ∑ (     )
         

در فاصله کمی از یکردیگر قررار داشرته باشرند، نقطره       jو  iهدف از کمینه کردن این تابع این است که اگر دو راس 

 توان نشان داد: در فاصله مناسبی از یکدیگر قرار گیرند. به راحتی از طریق عملیات جبری می yjو  yiمتناظر آنها 

(3)          ∑ (     )
              

باشرد کره برابرر برا جمرع سرطرها یرا         مراتریس قطرری مری    Dماتریس لاپلاسین گرافی و  L = D – W که در آن 

 :[5]است. کمینه کردن فرمول مذکور معادل با بهینه سازی زیر است Wهای ماتریس  ستون

(4)                     (    )        
    

    
 

(  )    با در نظر گرفتن  )کراهش ابعراد راس( مری باشرد، خرواهیم       xiبردار جانشانی  uکه در آن       

توان به صورت زیر جهت یافتن بردار بهینه جانشرانی تغییرر    ( را می4و در نتیجه فرمول شماره )      داشت 

 داد:

(5)                       
    

    
       

       

       
 

   

محاسبه می یافته مقدار ویژه تعمیم، بردار ویژه مرتبط با بیشترین مقدار ویژه است که از طریق فرمول  uبردار بهینه 

 شود:

(2)             𝑋 𝑋      𝑋 𝑋   

                                                           
*
 kernel width 

†
 Discretized Laplacian Smoothing 
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برر روی ترابع    ℒهای مالی یک شرکت در نظر بگیریم، عملگر لاپلاسرین   را یک تابع تعریف شده بر روی ویژگی fاگر 

 شود: مذکور به صورت زیر تعریف می

(7)             ℒ  ( )  ∑
   

   
 

 
     

دارد که ما در این های گوناگونی وجود  ای از عملگر لاپلاسین تعریف شده در بالا، انتخابجهت یافتن تقریب گسسته

 ایم. استفاده کرده 6مطالعه از تقریب لاپلاسین گسسته نیومن با در نظر گرفتن عامل نرمال سازی برابر با 

 گردد: ( به صورت زیر تعدیل می2با استفاده از هموارسازی لاپلاسین، فرمول شماره ) 

(2)                        
  𝑋 𝑋  

(   )  𝑋 𝑋   𝛼 ( )
 

 گردد: باشد که به صورت زیر تعریف می تابع منظم سازی لاپلاسین گسسته می  که در آن 

(1)                    ( )                 
و  2گردد. با استفاده از فرمرول   پارامتر کنترل کننده هموارسازی است که مقدار آن در بازه صفر و یک تعیین می αو 

 گردد: ه صورت زیر بازنویسی میب 2، فرمول شماره 1

(91)             𝑋 𝑋    ((   )𝑋 𝑋  𝛼   )  
 .شود میبعدی بر روی یک خط استفاده  - mبدست آمده برای جانشانی گراف شرکتها با رئوس  uاز بردار 

 

 پیاده سازی مدل آزمون و بررسی نتایج 4

 یبعرد  m -در روش اول ابعاد بردار ویژگی هر شررکت کره   ها بدین صورت است که  روش کار برای پیاده سازی مدل

دهیم و در ادامه با اسرتفاده از یرک مردل تفکیرک      بعد کاهش می 6اصلی به   را با استفاده از روش تحلیل مولفه است

در روش دوم برا ترسریم گرراف فرضری      کنریم.  ها مری  ساده مانند مدل ماشین بردار پشتیبان اقدام به تفکیک شرکت

ابتدا اقدام به محاسبه ماتریس مجاورت نموده و در ادامه ماتریس شباهت آن  KNNبا استفاده از الگوریتم  ها شرکت

توان از مقادیر مختلفی برای هسته بهره برد که ما در  کنیم. در این مرحله می محاسبه می LPPرا با استفاده از روش 

فاده از هموارسازی لاپلاسین گسسته اقدام بره کراهش ابعراد    ایم. سپس با است استفاده کرده 1.5این مطالعه از مقدار 

توان از  ( نیز میαکنیم. برای ضریب هموارسازی ) بردار کرده و در عمل گراف فرضی را بر روی یک خط جانشانی می

روش استفاده شده است. در نهایت نیز ماننرد   1.15[ بهره برد که در این تحقیق از عدد 1و9مقادیر مختلفی در بازه ]

از زبان پایتون با استفاده ها  . پیاده سازی مدلبریم بهره میها  تفکیک شرکت جهتاول از مدل ماشین بردار پشتیبان 

 شده است. انجام scipyو  sklearnهای  و کتابخانه
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 9312ترا   9311هرای   های پذیرفته شده در برورس تهرران در میران سرال     های شرکت برای انجام این آزمون، از داده

ها اگر شرکت مورد نظر از سلامت مالی برخوردار باشد فقط از داده آخرین سره   استفاده شده است. در میان این سال

دیگر دچار ورشکستگی شده باشد داده سرال مرالی   های  سال مالی گزارش شده استفاده شده است، ولی اگر طی سال

قانون تجرارت ایرران    949است. طبق ماده   شدهاضافه ها مجموعه داده بهمورد نظر نیز به عنوان یک مورد ورشکسته 

درصد سرمایه ثبت شده شرکت باشرد. از آنجرایی    51گردد که زیان انباشته آن معادل با  شرکتی ورشکسته تلقی می

دهد، در ایرن   ها را تشکیل می درصد کل داده 91های ورشکسته کمتر از  شرکت -ین تعریف تعداد سال که بر اساس ا

درصد سرمایه شرکت باشد را ورشکسته در نظر گررفتیم. برر ایرن     31مطالعه هر شرکتی که زیان انباشته آن معادل 

استخراج گردید. از این تعداد سرال  شرکت داده مالی  -سال  9726شرکت انتخاب شد که از آنها معادل  517اساس، 

برای بررسی وضعیت مالی هر  بندی شدند.  مورد به عنوان شرکت سالم طبقه 9461مورد ورشکسته و  333شرکت  -

سرود   هیحاش -6 سود خالص هیحاش -9استفاده گردید.  بدین ترتیبنسبت مالی  92شرکت در این مطالعه از  -سال 

نسربت   -2 ینگینسربت نقرد   -7 ینسربت آنر   -2 ینسربت جرار   -5 هیسررما  یبازده -4 ها ییبازده دارا -3 یاتیعمل

گردش  -96 ثابت یها ییگردش دارا -99 دوره وصول مطالبات -91 کالا یدوره گردش موجود -1 یجار یها ییدارا

 -92 ژهیر ثابرت بره ارزش و   یری نسربت دارا  -95 ژهیر به ارزش و ینسبت بده -94 یسبت بده -93 ها ییمجموع دارا

 نسبت مالکانه -92 ژهیبه ارزش و یجار ینسبت بده -97 ژهیبلند مدت به ارزش و ینسبت بده

 های کاهش بعد داده شده از دو روش عنوان شده به عنوان مجموعه داده درصد داده 21از  SVMبرای آموزش مدل 

قابلیت اتکای نتایج بدست آمده استفاده شده است. برای افزایش و از مابقی به عنوان مجموعه داده آزمون  آموزش

مرتبه تکرار شده است.  911انتخاب مجموعه آموزش و آزمون به طور تصادفی انجام پذیرفته و این آزمایش به تعداد 

در هر مرتبه از این آزمایشات، یک مجموعه تصادفی جدید به عنوان مجموعه آموزش و مجموعه آزمون انتخاب شده 

مرتبه تکرار آموزش و آزمون به تصویر  911دقت تفکیک هر یک از این دو مدل در است. در نمودار زیر میزان 

 کشیده شده است.
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در بریش از  جهت کاهش ابعاد  LPP-DLSشود نتایج حاصل از استفاده از روش  شاهده میمهمانطور که در نمودار 

درصد بیشتر  6.2درصد بیشتر بوده و در بهترین حالت نزدیک به  9به طور میانگین  PCAدرصد موارد از روش  75

 بوده است.
 

 جمع بندی  5

در این مطالعه به مقایسه تاثیر استفاده از روش پیشنهادی جانشانی گراف و هموارسرازی لاپلاسرین گسسرته کره در     

های مالی به منظور  ی جهت کاهش ابعاد ویژگیاصل  باشد با روش تحلیل مولفهواقع یک روش خوشه بندی طیفی می

مرالی   هرای  ها، از نسبت های سالم از ورشکسته پرداخته شده است. برای توصیف وضعیت مالی شرکت تکفیک شرکت

ها جهت ارزیابی تراثیر در دقرت    به عنوان ویژگی مالی هر شرکت استفاده گردید. خروجی حاصل از پیاده سازی روش

دقت بدست آمده از دو روش حاکی از کارایی برابر روش پیشرنهادی   بردار پشتیبان داده شد. ماشینتفکیک، به مدل 

باشد. در مدل پیشنهادی انتخراب مناسرب دو پرارامتر     اصلی و تاحدودی برتری آن می  در قیاس با مدل تحلیل مولفه

ائز اهمیت دیگری که می توانرد  هسته و ضریب هموارسازی می تواند تاثیر بسزایی در دقت مدل داشته باشد. نکته ح

های مناسب، پالایش شده و بره تعرداد زیراد اسرت. در ایرن زمینره        تاثیر زیادی در نتایج مدل داشته باشد وجود داده

هرای برین    های پذیرفته شده در بورس تهرران در قیراس برا سرایر برورس      توان گفت با عنایت به تعداد کم شرکت می

های مالی پالایش شده و بره تعرداد    ها و با ویژگی ده بر روی تعداد بیشتری از شرکتهای عنوان ش المللی، آزمون مدل

 تواند به افزایش دقت روش ها کمک مطلوبی نماید.   بیشتر، می
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 های پولی و مالی در ادوار تجاری ایرانشناسایی شوک

 )رویکرد بیزین و علامتی(
 

 f.faraji86@pnu.ac.irفاطمه فرجی

 پیام نور دانشگاه

دولتی که در سه دهه اخیر غالباً با معضلاتی چون تورم و کسری  -عنوان یک اقتصاد نفتی اقتصاد ایران به: چکیده

های تجاری بزرگ و کوچکی را پشت سر نهاده است. بدیهی است شناخت بودجه دست به گریبان بوده است، چرخه

گذاران اقتصادی کشور را در ارائه ریزان و سیاست ند برنامهتوا های تجاری می عوامل کلیدی ایجادکننده این چرخه

های مختلف در وقوع ادوار تجاری یکی از بنابراین شناسایی نقش شوکتر و کاراتر یاری رساند. تصمیمات صحیح

( 6191-6192گردد. بعد از بحران مالی اخیر )های جذاب کارهای تجربی در حوزه اقتصاد کلان محسوب میزمینه

ه به بخش مالی در توضیح نوسانات اقتصاد کلان بیشتر شده است. در این مطالعه، به دنبال شناسایی نقش توج

های بخش های بخش مالی )شوک عرضه اعتبارات، شوک قیمت مسکن و شوک بازار سهام( به همراه شوکشوک

ادوار تجاری اقتصاد ایران گذاری( در های عرضه کل، تقاضای کل، سیاست پولی و سرمایهحقیقی و پولی )شوک

های مختلف از مدل خودرگرسیون برداری با محدودیت علامتی استفاده هستیم. به منظور شناسایی ساختاری شوک

 شده است. 

 علامتی، تخمین بیزین،چرخه های تجاری، ادوار تجاری : مدل خودرگرسیون برداری با محدودیتواژگان کلیدی
JEL:K12,K13,K14 

 مقدمه .1
باشند، اما ویژگی مشترکی در  های تجاری از لحاظ سال وقوع، شدت و دوام با یکدیگر متفاوت می اگرچه چرخه

تمامی آنان وجود دارد. این جنبه مشترک همان فرآیند تغییرات متغیرهای اقتصادی در ارتباط با یکدیگر است که 

 .اقتصادی به وجود آیدهای تجاری در ادبیات  باعث شده تعریف تقریباً مشابهی از چرخه

دولتی که در سه دهه اخیر غالباً با معضلاتی چون تورم و کسری بودجه  -اقتصاد ایران نیز به عنوان یک اقتصاد نفتی

های تجاری بزرگ و کوچکی را پشت سر نهاده است. بدیهی است شناخت عوامل  دست به گریبان بوده است، چرخه

گذاران اقتصادی کشور را در ارائه  ریزان و سیاست ی میتواند برنامههای تجار کلیدی ایجادکننده این چرخه

 .تصمیمات صحیحتر و کاراتر یاری رساند و از حجم نوسانات اقتصادی بکاهد

 . پیشینه پژوهش2

شود و سپس به مرور در اینجا، ابتدا به صورت اجمالی پیشینه روش تحقیق مورد استفاده در این مطالعه بررسی می 

مالی و شناسایی نقش -های کلانهای سری زمانی به بررسی ارتباطشود که با استفاده از دادهمطالعاتی پرداخته می
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های اثرگذاری های مدل، کانلاند )لازم به اشاره است که در بخش شناسایی محدودیتهای مالی پرداختهشوک

 گیرد(.میهای مالی بر روی متغیرهای اقتصاد کلان مورد بحث قرار شوک

 شناسی و معرفی مدل. روش3
 رویکرد خودرگرسیون برداری با محدودیت علامتی  3-1

گردد. یک مدل در این قسمت به صورت خلاصه مدل خودرگرسیون برداری با محدودیت علامتی معرفی می

 خودرگرسیون برداری ساختاری به صورت زیر قابل نمایش است:
(9)                                   (   )   

 
 *فاطمه فرجی

-ماتریس  و  دلالت بر تعداد متغیرهای مدل دارد  و   است و     یک بردار     که در رابطه بالا متغیر 

های ساختاری مدل دلالت بر شوک    با درجه    هستند. همچنین، بردار      های ضرایب با درجه 

 دارد. لازم به 

 

های ساختاری مستقل از یکدیگر هستند و همبستگی سریالی ندارند. تخمین سازگار شوک اشاره است که

های مدل وجود ندارد. این مدل ساختاری به دلیل وجود همبستگی میان متغیرهای توضیحی و شوک

است که دربرگیرنده رابطه همزمان متغیرهای درونزای مدل است. به   همبستگی به دلیل وجود ماتریس 

شود که جواب بدست آمده فرم خلاصه ضرب می  منظور رفع این مشکل رابطه بالا در معکوس ماتریس 

 شود:نامیده می *شده مدل خودرگرسیون برداری

 

(6) 
                                 (  ∑ )       

 

                                  

 .شواهد تجربی4
 نتایج تجربی مدل اول 4-1

 گیری گیبس در دوره زمانیدو مدل معرفی شده در قسمت قبل با استفاده از رویکرد بیزین و روش نمونه

وارونه نرمال ویشارت و  ها از توزیع پیشین اند. لازم به اشاره است که در برآورد مدلبرآورد شده 9312:4-9371:9 

 6،111و تکرارهای سوخته برابر با  91،111چهار وقفه زمانی استفاده شده است. تعداد تکرارهای انجام شده برابر با 

شناسی مقاله توضیح داده شد گونه که در قسمت روشدرنظر گرفته شده است. معیار همگرایی در این رویکرد همان
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های العمل آنی بدست آمده با محدودیتآورد مدل خودرگرسیون بردای اگر توابع عکساین است که در هر تکرار و بر

شود. در نهایت، میانه علامتی وضع شده سازگاری داشته باشند مدل موردنظر به عنوان مدل صحیح شناسایی می

علامتی گزارش  العمل آنی مدل خودرگرسیون بردای با محدودیتالعمل آنی صحیح به عنوان تابع عکستوابع عکس

دهندگی را به ازای تغییرات دو متغیر نرخ ها حاکی از آن است که شوک سیاست پولی کمترین توضیحشود. یافتهمی

گونه که قبلا اشاره شد در اینجا متغیر نرخ سود بانکی به عنوان متغیر نماینده سیاست تورم و نرخ سود دارد. همان

تواند مورد انتقاد قرار گیرد. اول اینکه، این متغیر در متغیر به دو دلیل می پولی در مدل وارد شده است. لحاظ این

اقتصاد ایران کمتر ماهیت ابزار اعمال سیاست پولی دارد و دوم اینکه، این متغیر عمدتا به صورت سالانه توسط نهاد 

ه همین دلیل، اینکه نتایج مدل شود و تغییرپذیری آن با سایر متغیرهای مدل سازگاری ندارد. بناظر پولی تعیین می

تواند بخش مهمی از نوسانات دهد که نرخ سود در اقتصاد ایران )به عنوان متغیر نماینده سیاست پولی( نمینشان می

ای قابل قبول از برآورد مناسب مدل برشمرد. مطالعات متعددی توان به عنوان نشانهنرخ تورم را توضیح دهد، می

دهد که دو متغیر حجم پول )شوک مثبت تقاضا( و نرخ ارز )شوک منفی عرضه( بیشترین وجود دارد که نشان می

(، مهرآرا و 9316توان به کارهای عظیمی و همکاران )تأثیر را بر نرخ تورم در اقتصاد ایران دارد، برای مثال می

 ( اشاره نمود.9315( و رحمانی و فلاحی )9314(، شاکری و همکاران )9315قبادزاده )

 

 

 بینی مدل اول( تجزیه واریانس خطای پیش3جدول )

 متغیر/شوک
افق زمانی 

 )فصل(

شوک 

 عرضه کل

شوک 

 تقاضای کل

شوک 

 سیاست پولی

شوک سرمایه 

 گذاری

شوک 

 مالی

نرخ رشد تولید ناخالص 

 داخلی

9 1.97 1.94 1.92 1.97 1.95 

2 1.91 1.94 1.95 1.92 1.95 

61 1.91 1.94 1.92 1.92 1.92 

 نرخ تورم

9 1.64 1.94 1.99 1.92 1.94 

2 1.66 1.93 1.94 1.95 1.92 

61 1.66 1.92 1.92 1.92 1.92 

گذاری نرخ سود سپرده

 یک ساله

9 1.95 1.97 1.94 1.95 1.92 

2 1.92 1.92 1.9 1.97 1.93 

61 1.66 1.95 1.11 1.91 1.96 

 گذارینرخ رشد سرمایه

9 1.95 1.94 1.93 1.6 1.95 

2 1.95 1.95 1.95 1.6 1.92 

61 1.92 1.95 1.95 1.6 1.92 

 نرخ رشد شاخص بورس

9 1.96 1.95 1.97 1.91 1.92 

2 1.99 1.95 1.92 1.6 1.92 

61 1.93 1.92 1.91 1.6 1.97 
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زمانی ( تجزیه تاریخی نرخ رشد تولید ناخالص داخلی و نرخ رشد شاخص بورس در دوره 6( و )9در نمودارهای )

های واقعی دارد و نشان داده شده است. در هر یک از نمودارها خط ممتد قرمز رنگ دلالت بر داده 9371:9-9312:4

( 9دهد. از نمودار )های مختلف در فصل مشخص نشان میها تجزیه متغیر موردنظر را به اثرات شوکهر یک از میله

رخ رشد تولید ناخالص داخلی بر عهده داشته است. لازم مشخص است که شوک عرضه کل نقش غالب را در توضیح ن

های نفتی نیز تحت به اشاره است با توجه به اینکه در اینجا متغیر قیمت نفت درنظر گرفته نشده است اثرات شوک

دهد. همچنین، شواهد دلالت دارد که شوک مالی نیز در روند تولید عنوان شوک عرضه کل در مدل خود را نشان می

تری بر عهده داشته لص داخلی تأثیر گذار بوده است. بخصوص، شوک مالی در دوره کسادی اخیر نقش پر رنگناخا

( قبل از هر 6اند. نمودار )های مدل نیز کمابیش در توضیح روند تولید ناخالص داخلی موثر بودهاست. سایر شوک

همچنین، درصد تغییرات شاخص بورس چند برابر دهد که روند شاخص بورس کاملا نوسانی بوده و چیزی نشان می

درصد تغییرات تولید ناخالص داخلی بوده است. تجزیه تاریخی نرخ رشد شاخص بورس دلالت دارد که دو شوک 

های نظری و تجربی اند. این نتایج با دلالتگذاری و پولی نقش اصلی در توضیح رفتار این متغیر داشتهسرمایه

گذاری که به صورت مستقیم حجم سرمایه و به تبع آن بازدهی سرمایه را تحت شوک سرمایهسازگاری بالای دارد. 

 رود که بر بورس اوراق بهادار تأثیرگذار باشد. دهد و انتظار میتأثیر قرار می

 نتایج تجربی مدل دوم  4.2

ا حاکی از آن است که شوک هشود. در اینجا نیز یافتهدر این قسمت به بررسی شواهد تجربی مدل دوم پرداخته می

عرضه کل نقش اصلی در توضیح نوسانات دو متغیر تولید ناخالص داخلی و نرخ تورم داشته است. همچنین، شواهد 

گذاری بیشترین نقش را در توضیح دلالت دارد که بعد از شوک عرضه کل، شوک عرضه اعتبارات بانکی و سرمایه

 92، 97گذاری و تسهیلات به ترتیب ساله، شوک عرضه کل، سرمایه 5مانی اند. در افق زاکثر متغیرهای مدل داشته

-دهند. از سایر نتایج تجزیه واریانس خطای پیشدرصد از نوسانات متغیر تولید ناخالص داخلی را توضیح می 95و 

ه با شوک تری در مقایستوان اشاره نمود که شوک عرضه اعتبارات به صورت کلی نقش با اهمیتبینی مدل دوم می

قیمت مسکن در توضیح نوسانات متغیرهای مختلف داشته است. همچنین، شواهد حاکی از آن است که شوک 

-های مدل بر نرخ رشد تسهیلات بانکی دارد. مطابق با مدل محدودیت وثیقهمسکن اثر کمتری از سایر شوک قیمتی

اقتصاد ارتباط مستقیمی با قیمت مسکن به عنوان گیری در در ادبیات اقتصادی انتظار بر آن است که توان وام *ای

ترین دارایی قابل وثیقه داشته است. اما شواهد این مطالعه حاکی از آن است که در اقتصاد ایران فعالیت و میزان مهم

تواند های عرضه و تقاضای کل است. این موضوع به نحوی میاعتباردهی نظام بانکی بیشتر تحت تأثیر شوک

های مالی را مختل نماید و به همین دلیل نقش شوک قیمتی مسکن در توضیح نوسانات انتشار اثرات شوکمکانیسم 

                                                           
*
 Collateral constraint  
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سایر متغیرهای مدل پررنگ نیست. لازم به اشاره است که در اینجا نیز مدل دوم یکبار بدون لحاظ متغیر نرخ سود 

  تخمین زده شده است و نتایج اصلی آن در ضمیمه )ب( گزارش شده است.
 بینی مدل دوم( تجزیه واریانس خطای پیش4جدول )

 متغیر/شوک

افق 

زمانی 

 )فصل(

شوک 

 عرضه کل

شوک 

 تقاضای کل

 شوک

سیاس

 ت پولی

شوک 

سرمایه 

 گذاری

شوک 

عرضه 

 اعتبارت

شوک 

قیمت 

 مسکن

نرخ رشد تولید 

 ناخالص داخلی

9 1.95 1.93 1.94 1.95 1.94 1.93 

2 1.97 1.96 1.94 1.95 1.95 1.93 

61 1.97 1.93 1.94 1.92 1.95 1.93 

 نرخ تورم

9 1.64 1.99 1.17 1.92 1.96 1.15 

2 1.63 1.99 1.11 1.92 1.94 1.17 

61 1.69 1.93 1.96 1.97 1.92 1.99 

-نرخ سود سپرده

 گذاری یک ساله

9 1.93 1.94 1.96 1.94 1.94 1.94 

2 1.92 1.94 1.11 1.94 1.94 1.93 

61 1.91 1.94 1.12 1.95 1.94 1.99 

نرخ رشد 

 گذاریسرمایه

9 1.96 1.93 1.93 1.97 1.92 1.94 

2 1.96 1.93 1.94 1.97 1.92 1.94 

61 1.94 1.94 1.94 1.97 1.92 1.94 

نرخ رشد 

 تسهیلات بانکی

9 1.95 1.95 1.96 1.95 1.93 1.12 

2 1.92 1.95 1.96 1.95 1.93 1.12 

61 1.97 1.95 1.96 1.92 1.94 1.11 

نرخ رشد قیمت 

 مسکن

9 1.96 1.94 1.94 1.94 1.95 1.95 

2 1.96 1.94 1.95 1.94 1.95 1.95 

61 1.94 1.95 1.95 1.95 1.95 1.95 

 بندی. جمع5
های مالی در نوسانات بخش حقیقی اقتصاد ایران بودیم. دو مدل اصلی در این مطالعه به دنبال شناسایی نقش شوک

برآورد شدند. نتایج   9371:9-9312:4های فصلی در دوره زمانی با استفاده از روش بیزین و داده مطالعه حاضر

های مختلف حاکی از آن است که شوک عرضه نقش غالب را در توضیح بینی مدلتجزیه واریانس خطای پیش

عدم لحاظ قیمت نفت و شوک تواند به دلیل نوسانات متغیرهای اقتصاد کلان برعهده دارد. بخشی از این موضوع می

های گذاری، شوکنفتی در مدل باشد. سایر نتایج بدست آمده دلالت دارد که بعد از شوک عرضه و شوک سرمایه

مالی )شوک بازار سهام، شوک عرضه اعتبارات و شوک قیمت مسکن( سهم بیشتری از نوسانات تولید ناخالص داخلی 
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گذاری بیشترین نقش را در توضیح نوسانات دهد که شوک سرمایهمیدهند. همچنین، شواهد نشان را توضیح می

گذاری سهم بیشتری در توضیح نوسانات نرخ های عرضه کل و سرمایهبرعهده داشته است و شوک شاخص بورس

تری در اند. لازم به اشاره است که شوک عرضه اعتبارات به صورت کلی نقش با اهمیترشد تسهیلات بانکی داشته

ه با شوک قیمت مسکن در توضیح نوسانات متغیرهای مختلف داشته است. نتایج تجزیه تاریخی متغیرهای مقایس

مختلف دلالت دارد که شوک عرضه بیشترین نقش را در توضیح رفتار نرخ رشد تولید ناخالص داخلی داشته است. 

تر بوده است. در اینجا نیز پررنگ های مالی در توضیح رفتار تولید ناخالص داخلی در دوره کسادی اخیرنقش شوک

تری از شوک قیمت مسکن داشته است. نتایج شواهد حاکی از آن است که شوک عرضه اعتبارات نقش با اهمیت

دهد که قیمت مسکن نقش فعالی در توضیح رفتار تسهیلات بانکی نداشته است که این بدست آمده نشان می

دهد که ها نشان میالعمل آنی مدلسازگاری ندارد. نتایج توابع عکسای موضوع با فرضیه مدل محدودیت وثیقه

های مالی دارند. همچنین، گذاری و تسهیلات بانکی واکنش مثبتی به شوکمتغیرهای تولید ناخالص داخلی، سرمایه

های ساس یافتهملاحظه است. براگذاری در مقایسه با سایر متغیرها قابلنتایج دلالت دارد که واکنش مقداری سرمایه

ای به گذاران پولی و مالی برای ثبات بخشی به شرایط اقتصادی، توجه ویژهشود که سیاستاین مطالعه پیشنهاد می

متغیرهای بخش مالی بخصوص حجم تسهیلات بانکی و وضعیت بازار سهام داشته باشند. شواهد این مطالعه نشان 

 اظ این متغیرها تا حد زیادی ناقص خواهد بود.های ثبات بخشی بدون لحدهد که اعمال سیاستمی
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  سانیبه پشتوانه سرمایه ان اوراق مهارت، سهامی
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 دانشگاه آزاد اسلامی واحد بین الملل قشمکارشناسی ارشد مدیریت مالی،   9
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ها می باشد. نمونه آماری  هدف پژوهش بررسی انتشار ابزار مالی به پشتوانه سرمایه انسانی شرکت: چکیده

در بورس  9316-12صندوق مشترک سرمایه گذاری که بیشترین بازدهی دوره را طی سال ها  92مشتمل بر 

سرمایه انسانی در قالب پرسش نامه محقق ساخته و تعیین رابطه از طریق  سنجشاست،  ایران داشته اند

اسپیرمن بین بازدهی  پیرسون و همبستگی و بررسی مدل پیش بینی در معادله رگرسیون می باشد. همبستگی

 (633/1و ) (612/1)( رابطه مثبت و قوی، با تحصیلات کارکنان 171/1و )(764/1صندوق ها با سرمایه انسانی)

 براساسثبت و ضعیف، اما در بازدهی صندوق ها با سابقه کار افراد با نبود سطح معناداری رابطه قابل اتکا نبود. م

ورود همزمان داده ها ضریب همبستگی بین متغیر وابسته و ترکیب خطی از متغیرهای مستقل  دررگرسیون 

یب همبستگی بین سرمایه انسانی و قابلیت پیش بینی تغییرات و در رگرسیون روش موثر ضر 54/1با 734/1

می باشد، نتایج نشان داد صندوق های سرمایه گذاری که سرمایه انسانی  761/1بازده کل دوره صندوق ها 

بالاتری داشته اند بازدهی بیشتری داشته و امکان پیش بینی بازدهی صندوق ها برمبنای میزان سرمایه انسانی 

بهادار به پشتوانه سرمایه انسانی شرکت ها تحت عنوان اوراق بهادار مهارت  وجود دارد و می تواند انتشار اوراق

  .معرفی و عملیاتی گردد

 سرمایه انسانیسهام، اوراق بهادار، کلمات کلیدی: 

 JEL ، G17 ، G23 :موضوعی طبقه بندی

 

 مقدمه 1

امروزه بیش از هر  ،[9]آیند انسان ها منابع جدید مولد ثروت هستند، مشروط به اینکه سرمایه انسانی به حساب

زمان دیگر مشخص شده است که رشد و توسعه سازمان ها و در پی آن یک جامعه و کشور در گرو استفاده صحیح از 

تاثیر مثبت سرمایه انسانی در افزایش سودآوری سازمان (، 6115) *همکاران چن و. تحقیقات [6]نیروی انسانی است

سرمایه های انسانی نسبت به سرمایه های ( 6112)†کاماس،  براساس تحقیقات [3]را نشان میدهد و رشد درآمد

                                                           
* . Chen et al 
† . Kamath 
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( نشان 9313یگانه وهمکاران ) ،[4]بهره وری شرکت ها دارند فیزیکی تاثیر بیشتری بر سود آوری و ساختاری و

ام شرکت های فرینی نیروی انسانی تاثیر مثبت ومعنا دار بر بهبود عملکرد مالی وافزایش سود سهآارزش  دادند که

. سوال اصلی پژوهش این است؛ آیا می شود صرفاً به [5]داشته استپذیرفته شده در بورس اوراق بهادار تهران 

پشتوانه سرمایه انسانی اوراق بهاداری را طراحی کرد؟ آیا می شود شرکت ها ابتداً با پشتوانه ی سرمایه انسانی 

فرضیه  پس از منابع بدست آمده به بنیانگذاری شرکت بپردازند؟اعتباردهی شده، خود را تامین مالی نمایند و س

مبتنی بر  بررسی طراحی ابزار مالی آنهدف  و دریک صنعت خاص  و عدم سرمایه کافیپژوهش وجود افراد متبحر 

 سرمایه انسانی شرکت ها می باشد.

 

 روش شناسی پژوهش 2

محقق ساخته اقتباس شده از شاخص های سرمایه انسانی پرسش نامه ای با تعیین میزان سرمایه انسانی شرکت ها 

، با تایید روایی و ضریب پایایی  (6114(،لیپ و همکاران)6116(،پیکه و همکاران)9112در پرسش نامه های بنتیس)

 92نفربه ازای هر صندوق( از2پاسخ دهنده) 912در آلفای کرونباخ انجام شده است. نمونه آماری شامل  1.23

داشته اند انتخاب  9316-12ه گذاری مشترک ازنوع سهام که بیشترین بازدهی کل طی دوره زمانیصندوق سرمای

شدند، برای تعیین وابستگی بین متغیرها از همبستگی اسپیرمن و پیرسون برای تببین نوع رابطه و تخمین بازده 

 تابع رگرسیون استفاده شد.از صندوق ها 

 

 تجزیه و تحلیل داده ها 3

 ضرایب همبستگی پیرسون و اسپیرمن بین متغیرهای پیش بین و متغیر ملاک: 1جدول

 
سرمایه 

 انسانی
 تحصیلات

سابقه 

 کار
 

سرمایه 

 انسانی
 تحصیلات

سابقه 

 کار

بازده 

کل 

 دوره

همبستگی 

 پیرسون
1.764** 1.612* -1.154 

ی همبستگ

 اسپیرمن
1.171** 1.633* -1.173 

Sig. 
(2-tailed) 

1.111 1.133 1.525 Sig. 
(2-tailed) 

1.111 1.192 1.457 

 912 917 912 تعداد 912 917 912 تعداد

 1.15همبستگی در سطح           .* 1.19همبستگی در سطح **              
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و اسپیرمن محاسبه شده دو متغیر سرمایه انسانی و بازده کل مثبت و شدت آنان در  ضرایب همبستگی پیرسون

شدید و برای دو متغیر تحصیلات کارکنان و  (171/1قوی ودر همبستگی اسپیرمن )(764.1همبستگی پیرسون )

و ضریب همبستگی اسپیرمن ( 612/1)بازده کل صندوق ها مثبت اما شدت آنها در همبستگی پیرسون 

تر از (ضعیف استنباط می گردد، بین بازده کل صندوق ها و سابقه کار کارکنان، سطح معناداری بسیار بیش633/1)

 (.9می باشد، که نشان می دهد از جنبه آماری دو متغیر با یکدیگر رابطه ای ندارند)جدول 15.1مقدار مفروض 

 

 رابطه بین بازده کل صندوق ها و سرمایه انسانی صندوق ها  3-1

 ضرایب همبستگی بین سرمایه انسانی و بازده صندوق ها :2جدول

 مدل
A 

rضریب تعیین rضریب همبستگی
 تخمین خطای استاندارد  تعیین تعدیل شده ضریب 2

1.764 1.565 1.56 776.12 

 )سرمایه انسانی و بازده صندوق ها(A ضرایب مدل رگرسیونی :3جدول

 A مدل
 ضرایب استاندارد ضرایب غیراستاندارد

t 
سطح 

 B Std. Error Beta معناداری

 1.111 2.627-  427.321 3223.716- مقدار ثابت

 1.111 91.292 1.764 965.929 9354.166 انسانیسرمایه 

معنادار است، عدم وجود  15.1از آنجایی که مقدار سطح معنی داری برای مقدار ثابت و سرمایه انسانی در سطح 

 ( و مدل خط رگرسیون به صورت زیر نوشته می شود:       3رابطه بین بازده کل و سرمایه انسانی رد می شود)جدول

Y : بازده کل دوره       x : سرمایه انسانی                                          x       166/716 +9354/3223 - = 

Y      

 رابطه بین بازده کل صندوق ها و سطح تحصیلات  کارکنان صندوق ها  3-2

 ضرایب همبستگی بین تحصیلات کارکنان و بازده صندوق ها :4جدول

 مدل
B 

rضریب تعیین rضریب همبستگی
 تخمین خطای استاندارد  ضریب تعیین تعدیل شده 2

1.612 1.146 1.133 9911.32231 
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 )سطح تحصیلات و بازده صندوق ها(Bضرایب مدل رگرسیونی :5جدول

 B مدل
 استانداردضرایب  ضرایب غیراستاندارد

t سطح معناداری 
B Std. Error Beta 

 1.522 1.547-  794.991 311.549- مقدار ثابت

 1.133 6.951 1.612 927.163 413.211 تحصیلات

 

ضریب معناداری در سطح   .(4)جدول % از تغییرات توسط مدل رگرسیون توضیح داده شده است6.4در این مدل 

براین اساس مدل خط ،  (5 )جدول برای  مقدار ثابت مناسب است 19/1برای تحصیلات کارکنان و در سطح  15/1

                                                    تحصیلات کارکنان : x                              رگرسیون عبارت است از:  

x211/413 +549/311 - = Y  

 :بازده کل صندوق ها و سابقه کاری کارکنان صندوق هارابطه بین  3-3

 و بازده صندوق هاسابقه کاری کارکنان ضرایب همبستگی بین  :6جدول

 مدل
C 

rضریب تعیین rضریب همبستگی
 تخمین خطای استاندارد  ضریب تعیین تعدیل شده 2

1.154 1.113 -1.117 9961.21979 

 کاری کارکنان و بازده صندوق ها()سابقه C ضرایب مدل رگرسیونی :7جدول

 Cمدل
 ضرایب استاندارد ضرایب غیراستاندارد

t 
سطح 

 B Std. Error Beta معناداری

 1.111 5.649  637.365 9643.711 مقدار ثابت

-29 سابقه کار .949 999.562 1- .154 1- .542 1.525 

 - 117/1از تغییرات توسط مدل رگرسیون توضیح داده شده و ضریب همبستگی تعدیل شده   درصد 3در این مدل 

برای  15/1، ضریب معناداری در سطح 7(. با توجه به جدول2)جدول منفی محاسبه شد که بسیار  کوچک و است

د برای پیش بینی معنادار نیست و نشان میدهد که سابقه کاری نمی توانثابت مناسب است اما برای سابقه  مقدار

 بازده صندوق ها بکار رود.

 مدل روش ورود همزمان دادهآزمون  4
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می باشد، حدود   734.1ضریب همبستگی بین متغیر وابسته و ترکیب خطی از متغیرهای مستقل براساس نتایج 

تحصیلات سطح معناداری باتوجه به تغییرات متغیر وابسته توسط مدل رگرسیون پیش بینی می شود.  54.1

(، در روش ورود همزمان باتوجه به سطح معناداری 2کارکنان و سابقه کاری ضرایب آنها نادیده گرفته شد)جدول

 متغیرها، مدلی که براساس متغیر سرمایه انسانی تعریف شده می تواند مدل مناسبی باشد.
 

 در ورد همزمان داده ها ضرایب مدل رگرسیونی :8جدول

 ورود همزمان
غیراستانداردضرایب   ضرایب استاندارد 

t 
سطح 

 B Std. Error Beta معناداری

-4431 مقدار ثابت .737 421.372  2- .237 1.111 

 1.111 91.356 1.797 961.279 9344.323 سرمایه انسانی

 1.625 9.969 1.171 932.292 955.231 تحصیلات

 1.715 1.621 1.192 23.961 69.212 سابقه کار
 

 مدل رگرسیون در روش موثر آزمون 5

ضریب همبستگی بین سرمایه انسانی و بازده کل دوره صندوق ها در مدل پذیرفته شده روش موثر بانوجه به نتایج  

ضرایب معناداری متغیرثابت و سرمایه انسانی صفر می باشد و نشان از تایید مدل می  ،1درجدول.می باشد 761.1

 مدل نهایی پژوهش : کنند.

Y= - 217/3219 + 677/9322  x                                           ها سرمایه انسانی صندوق : x ها    بازده دوره صندوق :

         Y 
 

 در روش موثر ضرایب مدل رگرسیونی :9جدول

 ورود همزمان
 ضرایب استاندارد ضرایب غیراستاندارد

t 
سطح 

 B Std. Error Beta معناداری

-3219 مقدار ثابت .217 479.415  2- .654 1.111 

 1.111 91.216 1.761 962.422 9322.677 سرمایه انسانی

 

 بحث و نتیجه گیری 5

نتایج رگرسیون نشان می دهد، سرمایه انسانی دارای بیشترین تاثیر در مدل بوده و امکان پیش بینی بازدهی  

 کی یانسان هیسرما زانیم میاگر بتوان به نظر می رسد صندوق ها برمبنای میزان سرمایه انسانی آنها وجود دارد و
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. نهایتاً ایده ی انتشار اوراق کرد ینیب شیآن را پ یمقدار بازده می توان به احتمال قوی ،میشرکت را مشخص کن

 بهادار به پشتوانه رتبه اعتباری سرمایه انسانی شرکت ها  تحت عنوان اوراق بهادار مهارت)اوراق مهارت( معرفی می

گردد، البته طرح این ایده و ارائه مدل رگرسیونی پیشی بینی بهتراست که توسط پژوهشگران دیگر دوباره سنجی و 

 مورد آزمون قرار گیرد.
 

 مرجع ها

(. مقدمه ای بر سرمایه انسانی )مفاهیم، ویژگی ها و شاخص های اندازه گیری(، دوماهنامه 9322صنوبری،محمد) .9

 .961-932: 66ششم، شمارهتوسعه انسانی پلیس، سال 

ماهنامه اجتماعی، اقتصادی، ، اهمیت منابع انسانی در تولید ملی (.9319، یعقوب)ممبینی؛ برزو ،فرهی بوزنجانی .6

 .91-39: 956شماره  ،علمی و فرهنگی کار و جامعه

و ارزش بازار  یفکر هیسرما نیرابطه ب یتجرب یبررس(. 6115)چانگ و، یهوانگی؛ شو ج، چنگ؛ نیچ نگیم، چن .3

 .951-972: 2ی، شماره فکر هیمجله سرمای، شرکت و عملکرد مال

-714: 1ی، شمارهفکر هیسرما، هند یو عملکرد شرکت در صنعت داروساز یفکر هیسرما(. 6112)بهاراتحی، متاک .4

224 . 

بررسی ارزش آفرینی گزارشگری سرمایه (. 9313توکل نیا، اسماعیل ) ؛رحیمیان، نظام الدین ؛گانه، یحییی .5

 .99-34 :61فصلنامه علمی پژوهشی حسابداری مدیریت، شماره،انسانی

  



 ششمین همایش ریاضیات و علوم انسانی│184

 

 

های ترتیبی در یک نمونه بدون جایگذاری الگوریتم محاسبه توزیع آماره

 از یک توزیع گسسته
 

  *9مهدی شمس

 گروه آمار ،یاضیدانشگاه کاشان، دانشکده علوم ر 9

 

های آمار نظیر نقش مهمی در علوم نظری و کاربردی آمار دارند و در اکثر شاخه های ترتیبیآماره: چکیده

 ،سیگنال پردازشو همچنین در سایر علوم نظیر  نظریه پالایش و کنترل کیفیت آماری ،قابلیت اعتماد ،تحلیل بقا

 جرمبرای محاسبه تابع کامپیوتری در این مقاله یک الگوریتم  کاربرد دارند.پردازش تصویر و ردیابی هدف رادار 

 بدون جایگذاریگیری . برای نمونهشودمیجامعه گسسته انتخاب شده ارائه یک های ترتیبی که از آماره احتمال

الگوریتم این خروجی  گیرد کهاین الگوریتم مورد تحلیل قرار می ،متناهیجامعه متناهی و همچنین نااز یک 

گیری بدون نمونههای هایی در حالتهست. در ادامه مثال ترتیبی هایاحتمال آماره جرمتابع  کامپیوتری

-نمونهشانس و همهای نااحتمالشانس و همچنین همهای و احتمال متناهی گاهتکیهبا جامعه  کیاز جایگذاری 

 گیرد.مورد بررسی قرار می ینامتناه گاهتکیهجامعه با  کیبدون جایگذاری از  یریگ

 .قاتابع ب، توزیع هندسی، میانه، بدون جایگذاری گیری نمونه، های ترتیبیآمارهکلمات کلیدی: 

 .62G30 ،60E05 ،62Exx :موضوعی طبقه بندی

 
 

 مقدمه 1

تعرداد زیرادی از مترون آمرار      و  [2]ای برخوردار هسرتند ی از اهمیت ویژهو کاربرد از لحاظ نظری های ترتیبیآماره

یرک  توزیرع از  های ترتیبی برای متغیرهای تصادفی مسرتقل و هرم  هایی از آمارهتوزیع[1,3,4] ریاضی مشهور مانند 

کنتررل کیفیرت    ،قابلیرت اعتمراد   ،تحلیرل بقرا  هایی نظیرر  در شاخه های ترتیبیآمارهاند. بیان کردهجامعه پیوسته را 

یک الگروریتم   در این مقاله کاربرد دارند.پردازش تصویر و ردیابی هدف رادار  ،سیگنال زشپردا ،نظریه پالایش ،آماری

فررض  شرود.  مری جامعه اصلی گسسته انتخاب شده ارائره  یک ترتیبی که به طور کلی از های  ه آماربرای تعیین توزیع 

,1کنید , nX X، n گاهتکیه که روی توزیع باشندمتغیر تصادفی مستقل و هم S هرر یرک برا     و انرد تعریف شده

)ترررابع توزیرررع تجمعررری    )XF x  احتمرررال جررررم )چگرررالی( و ترررابع ( )Xf x  .فررررض کنیرررد  هسرررتند 
                                                           

*
 سخنران  
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(1) (2) ( )... nX X X   الرذ نمونه اصلی باشند و   ترتیبیهای آماره ( )rX ،r      امرین عردد کروچکتر در نمونره

r,...,1که در آن  است n . تابع چگالیr  امین آماره ترتیبی یعنی( )rX برابر است با 

 
   

( )

1!
( ) ( ) ( ) 1 ( ) , .

( 1)! !r

r n r

X x x x

n
f x f x F x F x x S

r n r

 
  

 
 

-افزار میپل، در بخش( در نرمOrderStat(X, n, r, [wo]))خلاصه دستور   Orderstatاجرای گامهای الگوریتم 

 دارد: به سه آرگومان نیاز الگوریتماین  .بدون جایگذاری توضیح داده شده استهای های بعدی مقاله در حالت

   .Xمتغیر تصادفی .9

)احتمال  جرمای با تابع که به طور تصادفی از جامعه n تعداد عضوهای .6 )Xf x انتخاب شده است. 

 دهد.را نشان میآماره ترتیبی  که رتبه rشاخص  .3

از جامعه انتخاب  بدون جایگذاری ی نمونهاعضانشان دهنده این هست که ، woانتخاب چهارمین آرگومان  .4

 اند.شده

امین آماره ترتیبی  rاحتمال  تابع جرم ،خروجی الگوریتم
( )

( )
rXf x .متغیرهرای تصرادفی برا دامنره     الگوریتم  است

 گیرند.شوند که در دو بخش جداگانه مورد بررسی قرار میبندی میروش مجزا دسته متناهی یا نامتناهی با دو

 

     بدون جایگذاری از یک جامعه با دامنه متناهی گیرینمونه 2

بدون از دست دادن کلیت مسرئله   و  شودمشخص می Nاگر توزیع جامعه دامنه متناهی داشته باشد اندازه جامعه با 

 کنیم که دامنه به صورت فرض می 1,..., N به عنوان مثال اگر مرتب شده باشد . 

0.5 7

( ) 0.2 11

0.3 15

X

x

f x x

x




 
 

 

3Nدر این صورت    و دامنهX ًبه جای  موقتا 7,11,15S     بره صرورت 1,2,3S    شرود.  فررض مری

 .  شودمی بازگرداندهترتیبی دوباره های  ه آمارواقعی بعد از محاسبه احتمال  دامنه

)احتمال جرماگر جامعه با تابع  .1,2قضیه  )Xf x،  احتمرال   جررم در این صورت تابع  ،داشته باشد شانسهممقادیر

r  امین آماره ترتیبی از n برابر است با:شده  تصادفی اخذنمونه 
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( )

1

1
( ) , 1,..., .

rX

x N x

r n r
f x x r r r N n

N

n

   
  

       
 
 
 

 

اعضای جامعه را به دو مجموعه  .اثبات 1,..., 1r   و , 1...,r r r N n   کره   برای اینکنیم. تقسیم می

1rامین آماره ترتیبی را به دست آوریم باید  rاحتمال     کره  آماره قبلی مشخص شده باشرد 
1

1

x

r





 
 
 

بررای  راه  

 پرس   ،امین آماره ترتیبی مد نظرر اسرت   rاحتمال  تابع جرمچون یافتن  .امین آماره ترتیبی وجود دارد rانتخاب 

N x تا از اعضای جامعه وجود دارند کهr اگر یافتن  .امین آماره ترتیبی در آنها نیستr    امین آمراره را پیرروزی

 به تعداد ،تلقی کنیم
N x

n r





 
 
 

nانتخاب برای  راه   r  از شکستN x  پرس  ،وجرود دارد 
1

1

x N x

r n r

 

 

  
  
  

 

n  امین آماره ترتیبی وr انتخاب راه برای  r  .شکست است 

چون 
N

n

 
 
 

 احتمال انتخاب ،هستندشانس که هر یک همعنصر جامعه وجود دارد  Nعنصر از  nراه برای انتخاب  

r  صورتگیری به نمونه n امین آماره ترتیبی در  

( ) ( )

1

1
( ) ( )

rX r

x N x

r n r
f x P X x

N

n

   
  

     
 
 
 

 

  هست.  

  

کرارت بره تصرادف و بردون      95 شرانس(.  همهای و احتمال گیری بدون جایگذاری با دامنه متناهینمونه) .2,2مثال

احتمرال آن  . هردف یرافتن   اند انتخاب کنیرد گذاری شدهشماره 65تا  9تایی که از  65جایگذاری از یک دسته کارت 

احتمرال متغیرر    جررم تابع  ،چون جامعه گسسته است. های انتخاب شده باشدمیانه کارت 91 که کارت شماره است 

1 از رابطه Xتصادفی  گسسته 
25

( )Xf x   1,2که,..., 25x   25 انردازه جامعره   . آیرد به دست مریN   و

15nاندازه نمونه   (8)نمونه  است و میانهX  .برابر است با باشد 91نمونه مساوی  که میانه احتمال ایناست 
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(8)(8)

10 1 25 10

8 1 15 8
( 10) (10) 0.0709.

25

15

XP X f

   
  

      
 
 
 

 

-نمونره یرک   احتمال هشتمین آماره ترتیبی )زمانی که  جرمتابع  orderstat الگوریتم  نظری بالا،علاوه بر محاسبه 

15nبه اندازه گیری بدون جایگذاری   کند:به صورت زیر محاسبه می( را انجام شده باشد   

 

(8)

1
25 1 25

( ) .
15 7 7

X

x x
f x


     

     
    

 

 کدهای این مثال به صورت 

X := UniformDiscreteRV(1, 25); 

Y := OrderStat(X, 15, 8, "wo"); 

PDF(Y, 10); 

 است.

 

 جررم هنگرام محاسربه ترابع     شرانس نباشرند،  ها هرم احتمالداشته باشد و  Nدامنه متناهی X ر متغیر تصادفیاگ

 دهد:سه حالت زیر رخ میامین آماره ترتیبی r احتمال 

1n فقط شرامل یرک عضرو باشرد، یعنری      گیری نمونه .9  :   1,2بررای  در ایرن صرورت,...,r N   داریرم

( )
( ) ( )

rX Xf x f x. 

nیعنی  ،نمونه با جامعه برابر باشد .6 N:  احتمال  جرمدر این صورت تابعr      امرین آمراره ترتیبری بررای

x r  به صورت
( )

( ) 1
rXf x  .است 

n,...,1 یعنی، بیشتر از یک عضو ولی تمام جامعه نمونه نباشد گیری نمونه .3 N:   در این حالت یک آرایه

n N   بررره نرررامProbstorage    هرررای  شرررامل تمرررام احتمرررال
( )

( )
rXf x ،1, 2,...,x N  و

1,2,...,r n کنیم که مقدارتعریف می
( )

( )
rXf x در سطرr  ام ستون x بره   شرود. ام آرایه یافت مری

1مثال اگرعنوان 
4

~ (5, )X bin  3وn  آرایه اخذ شده باشد،  نمونهProbstorage  3دارای بعد 6 

  است. 
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     بدون جایگذاری از یک جامعه با دامنه نامتناهی گیرینمونه 3

Sیعنی  ،نامتناهی  باشد یشمارا گاهدارای تکیهاگر توزیع جامعه   ،جررم گاه الگویی کره بررای یرافتن ترابع     آن 

1n کار نخواهد کرد. هنگامی که  مورد استفاده قرار گرفتدامنه متناهی  حالتامین آماره ترتیبی در  rاحتمال  

r,...,1,2، برای دشومی گیری نمونهعضو  N   داریرم
( )

( ) ( )
rX Xf x f x .  الگروریتم orderstat   هنگرامی کره

2nحداکثر   کره ترابع احتمرال آن بررای      کنرد احتمال کوچکترین آماره ترتیبی را محاسبه مری  جرمابع هست، ت

x :برابر است با   

(1) 1 2 1 1 2 1

1

( ) ( ) ( 1 ) ( ) ( ).
y x

P X x P X x P X x X x P X y P X x X y


 

          

2n بنابراین هنگامی که   (1)احتمال  جرمتابع  ،شوند گیری نمونهعضوX  برایx ست از: ا عبارت 

(1,2)                                       
(1)

1

( 1) ( )
( ) ( )

1 ( ) 1 ( )

X X
X X

y xX X

S x f y
f x f x

f x f y



 

 
  

  
 

)که در آن  )XS xاست که با قا تابع ب( ) ( )XS x P X x  شود.تعریف می 

2n اگر. )دامنه نامتناهی و بدون جایگذاری گیری نمونه( .3,2مثال    برا توزیرع   ای جایگذاری از جامعهعضو بدون
1
2

( )X G توزیع پیدا کنیم. در را   باشد5 که کوچکترین آماره ترتیبی  احتمال اینخواهیم می ،شوند گیری نمونه

کره ترابع جررم     ،اسرت  تعداد آزمایشات تا رسیدن به اولرین پیرروزی  نشان دهنده  Xمقدار متغیر تصادفی  هندسی

x...,1,2برای  احتمال آن  1 برابر است با
2

( ) ( )x

Xf x  احتمال کوچکترین آماره ترتیبری   جرمابع و از این رو ت

 :شود عبارت است ازمحاسبه می orderstatکه با استفاده از الگوریتم 

1 1
2 2

1

( 1) ( 1) ( ) ( )y x

X

y x

S x P X x


 

      

 داریم: (1,2) و از این رو طبق 

(1)

1 1 1
2 2 2

1 1
12 2

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) , 1, 2,...

1 ( ) 2 1 ( )

x x y
x

X x y
y x

f x x


 

  
 

 

و در پی آن 
(1)

(5) 0.0020Xf .  کدهای این مثال به صورت 

X := GeometricRV(1 / 2); 

OrderStat(X, 2, 1, "wo"); 
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 است.
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برآورد ارزش در معرض خطر با استفاده از فرایند های لوی زمان متغیر در 

 بورس اوراق بهادار تهران

 
ر مشتاق درویشی6نویده مدرسی،  ر1  

آمار، ریاضی و رایانه دانشگاه علامه طباطباییر دانشکده 9  

ر گروه مهندسی مالی دانشکده مدیریت و حسابداری دانشگاه علامه طباطبایی6  

 

سرمایه گذاران در بازار های مالی همواره با ریسک های ناشی از نوسانات قیمت مواجه هستند که به منظور چکیده: 

در این مقاله مدل تلاطم جلوگیری از زمان زیان های شدید به مدیریت ریسک و کنترل آن می پرداند از این رو 

. این قرار می دهیم مطالعه مورد خطر شرطیفرایند های لوی را در تعیین ارزش در معرض  خانواده ای از تصادفی

 و تلاطم وابسته به زمان اند دینامیک دارایی، مدل مناسبی برای پدیده هایی است که دارای پرش های نامتناهی

که ویژگی های  ه استدمدل بندی بازده دارایی معرفی ش . بر این اساس سه فرایند پرش نامتناهی لوی برایدارند

را نشان می دهند اما بیانگر تلاطم خوشه ای نمی باشند. با زمان متغیر کردن فرایند های لوی  چولگی و دم سنگینی

توسط انتگرال فرایند کاکس ر اینگرسول ر راس، مدل تلاطم تصادفی فرایند های لوی بدست می آید. این نوع فرایند 

وش تبدیل فوریه سریع فرم بسته ای از تابع ها اثر تلاطم خوشه ای در واریانس بازده ها را نشان می دهند. با کمک ر

ازدحامی ذرات، جستجوی شبکه ای و روش تک  یترکیبچگالی احتمال به دست می آید و با استفاده از الگوریتم 

در پایان نامه بعد از تحلیل داده های شاخص بورس تهران و محاسبه . کنیمبرآورد می را پارامتر های مدل  متغیره

نشان می دهیم که مدل تلاطم تصادفی پایدار ملایم شده نرمال در مقایسه با سایر مدل ها  ارزش در معرض خطر

 برازش مناسبی برای این نوع داده ها است.

 کریستوفرسون آزمونتبعی شده، فرایند لوی  تلاطم خوشه ای،  ،بهینه سازیالگوریتم  واژگان کلیدی :

 

 مقدمه 1.1 

و کنترل بیشتر  آنبه دنبال یافتن راه کارهایی برای مدیریت  های مالی به دلیل مواجه با ریسک فعالان بازارهمواره 

ارزش در معرض  ،برای محاسبه ریسک معیار هایکی از  ی خود طی نوسانات بازار بوده اند.بر ارزش سرمایه گذار

در معرض خطر است که فرض آن  خطر است. روش واریانس ر کواریانس یکی از شیوه های رایج برای محاسبه ارزش

، *حال آنکه داده های مالی دارای ویژگی هایی از جمله چولگی .نرمال بودن بازدهی دارایی های مالی است

                                                           
*
 Skewness 
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هستند که باعث می شود فرض نرمال بودن توزیع بازدهی دارایی های   †و هم چنین تلاطم خوشه ای *کشیدگی

فرایند های لوی زمان متغیر را  این نوع داده ها، دل سازی دقیق تربه منظور م [1]. کار و وو نباشدمالی صحیح 

معرفی کرده و نشان دادند که ساختار منعطفی را دارا می باشند. با بکار بردن این فرایند ها در مدل بندی می توان 

ید های مناسب از جمله کاندداده های مالی را مدل بندی کرد. پرش ، تلاطم های  تصادفی  و تلاطم های خوشه ای 

 †فرایندهای پایدار ملایم شده با پرش های نامتناهی ،متغیر در فرایند های لوی زمان †برای عامل زمان تبعی شده 

همچنین گشتاور های مرتبه بالاتر را  .را دارند توزیع داده ها دم های سنگین و چولگی پوشش دادنکه توانایی  است

پیشنهاد دادند که اگریک فرایند نوسان تصادفی را با یک فرایند  [1] کار و وو. [5]می توان برای آنها محاسبه نمود

  .چولگی بیشتر و نیز نوسانات خوشه ای مدل سازی کنیم ولوی در نظر بگیریم می توانیم مدل هایی با کشیدگی 

را مدل سازی  این مدل ها چون با نوسانات تصادفی ترکیب می شوند، می توانند به نحو کاراتری الگو های پرش

از فرایند های خود همبسته کاکس ر اینگرسول ر راس برای مدل بندی نوسانات  [4]شوتنس وسایمنس  [2].کنند 

تصادفی استفاده کردند. اگر فرایند کاکس ر اینگرسول ر راس با فرایند های پایدار ملایم شده مانند واریانس گاما، 

با این تلاطم تصادفی های ده نرمال را در نظر بگیریم سه دسته مدل پایدار ملایم شده کلاسیک و پایدار ملایم ش

 خانواده از فرایند های لوی به دست می آید.

 و محاسبه معیار ریسک زمان متغیر کردن فرایند های لوی 2

 در این بخش به بیان زمان متغیر کردن فرایند های لوی و ارزش در معرض خطر مبتی بر فرایند های تلاطم تصادفی

کاکس با استفاده از فرایند     (  )بر مبنای توابع مشخصه، می پردازیم. برای زمان متغیر نمودن فرایند های لوی

 . بیان می شودرابطه زیر را  ر اینگرسول ر راس

 (   (  𝑋(  )))   (    ( ))      (9 6)     

 س که به صورت زیر تعریف می شودکاکس ر اینگرسول ر راتابع مشخصه انتگرال فرایند   که در آن 

 (   (    ))   (     ( )      )   (   )    ( (   ) ( ))     
 

 (   )  
   (

    

  
)

(    (
  

 
)  

 

 
    (

  

 
))

   

  

 

                                                           
*
 Leptokurtosis 

†
 Volatility Clustering 

‡
 Subordinated 

§
 Infinte Activity Tempered Stable 
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واریانس گاما، پایدار ملایم می باشد. توابع مشخصه فرایند های     ( 𝑋)فرایند لوی  نمای مشخصه ( )  و  

 .نمایش داده می شوند شده نرمال و پایدار ملایم شده کلاسیک به صورت زیر

   ( )       (
  

   (   )     
) 

    ( )      (    (  )(     )    
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در مدل پایدار   پارامتر . می باشنددر فرایند واریانس گاما بیانگر چولگی     و بیانگر کشیدگی،     که در آن 

میزان تمایل دم ها به نقاط انتهایی را نشان    ،  ملایم شده کلاسیک تعیین کننده پارامتر مقیاس و پارامترهای 

آن گاه توزیع پایدار ملایم شده کلاسیک به سمت چپ )راست( چوله است  (     )      می دهند. اگر 

چولگی را در  تابع توزیع پایدار ملایم شده نرمال مشخص می کند به    . توزیع متقارن است      و اگر 

∋  پارامتر .است چوله به چپ    چوله به راست و      طوری که  کل توزیع تعیین کننده ش  ( ، )

 . پارامتر مقیاس است   تعیین کننده کشیدگی و    پایدار ملایم شده نرمال و کشیدگی است، 

برای محاسبه ارزش در معرض خطر با استفاده از مدل های پایدار ملایم شده، تابع توزیع   [3]کیم و همکاران 

 متعلق به خانواده پایدار ملایم شده به شکل زیر نمایش دادند. 𝑋تجمعی را برای متغیر تصادفی 

  ( )  
   

 
 {∫      

  (    )

    

 

 

  } 

تابع مشخصه فرایند تلاطم تصادفی   φ نشان دهنده بخش حقیقی مقدار اعداد مختلط و  ،     که در آن 

( )    به منظور محاسبه ارزش در معرض خطر . است    
از روش تبدیل فوریه سریع استفاده می   ( )  

 کنیم و برای بکار بردن مدل های تلاطم تصادفی پارامتر های آن را برآورد می کنیم.

 تخمین پارامتر های مدل 3

در نظر  9317تا انتهای سال  9322برای تخمین پارامتر ها، ابتدا داده های شاخص کل بورس تهران از ابتدای سال 

 زده روزانه و نوسانات آن را در نمودار نشان می دهیم. گرفته و با
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و 91.6524، 1.2972های آماری داده ها، از جمله مقادیر چولگی، کشیدگی و میانگین آنها به ترتیب سپس ویژگی 

چولگی و کشیدگی بازده شاخص کل بورس اوراق بهادار نشان می دهند که این داده  را به دست می آوریم. 1.1193

ها از توزیع نرمال پیروی نمی کنند. سپس از الگوریتم ترکیبی ازدحام ذرات، جستجوی شبکه ای و روش تک متغیره 

یج حاصل از تابع حداکثر درستنمایی مدل های تلاطم تصادفی فرایند مدل را به دست می آوریم. نتاپارامتر های 

 های لوی متفاوت در جدول های زیر بیان شده است.

 
G                 M                K                                                                    

0.4326           0.7953         8.4832                      21.1689         12.4821 
 بورس تهران     : برآورد پارامتر های مدل 9.3جدول

 

C2                                                    𝛼               K                                  

           0.7413       0.5147       7.2156        0.6431                                      5.5348 

 بورس تهران      : برآورد پارامتر های مدل 6.3جدول

 

             K                                                             μ                 θ                   V                                         
0.8260         0.3365         6.9841           0.5473        0.00215           13.9958                

 بورس تهران      : برآورد پارامتر های مدل 3.3جدول

جدول زیر نتایح آزمون کولموگروف اسمیرنف و اندرسون دارلینگ را برای پارامتر های تخمین زده شده نشان می 

 دارای کمترین مقداره آماره اندرسون دارلینگ است.      دهد. همانطور که مشاهده می شود مدل 

 
                                                                                       KS              Pvalue        AD                                

                                                                            0.0323             .0121           0.3651 

                                                                                    0.1459        0.0809              0.0256                                                              
                              
                                                                          0.0219               0.1911       0.0816        

و اندرسون دارلینگ بورس تهران اسمیرنفنتایج حاصل از آزمون کولموگروف  4.3جدول  

 

 ویژگی آماری بازده های روزانه  بورس اوراق بهادار تهران -9نمودار 

بازده روزانه  شاخص 

 کل   

 نوسانات بازده
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به دو پنجره آزمون و تخمین طبقه  برای پس آزمون نمودن ارزش در  معرض خطر، داده های شاخص بورس را

بندی می کنیم به طوری که بازار شاهد یک رکود مالی در این دوره نیز باشد. جدول زیر نتایج پس آزمایی حاصل از 

 است.      روش کریستوفرسون را نشان می دهد که حاکی از برتری مدل 

                                        Violation    Pvale      LRcc          Pvale         LRind           Pvale         LRuc                                          Model  

                                            1.2217         0.2690        0.0682       0.7940     17.3467          0           5 

SVCTS                                       0.4937        0.4823         0.8963       0.7796     9.2641        0.002        6 
 SVNTS                                      0.1031        0.7481       0.0421        0.8374    3.9251        0.0476         7 

 

 : نتایج حاصل از پس آزمایی داده های بورس تهران به روش کریستوفرسون  5.3جدول                    
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Abstract. This paper, deals with the application of mathematical control theory tech-
niques of optimization in an economics problem. Here, we consider the optimization
problem of a dynamic duopoly system that it’s model is stated by a first order ordinary
differential equation. This system, consists of two agents such that each one has a dis-
tinct cost function that should be minimized. Our purpose is to solve this minimization
problem by means of control theory techniques. To that end, it is necessary to reformu-
late the economic model into a linear control model. So, at the first step, by introducing
suitable matrices, we reform the problem’s model into a standard model of linear control
system with quadratic cost functions. Afterwards, by stating a theorem, we propose an
optimum control strategy to optimize the corresponding costs of the system and show
that the optimal control law is unique and obtains from solving HJB partial differential
equation.

Keywords: Control theory; Optimization; Duopoly problem; HJB equation.
Classification: 37N40; 93C05; 49J20.

1. Introduction

Various kinds of optimization problems appear in modern world such as science, social
science, engineering and business. This variety of applications lead to development of
optimization methods which are applicable for different subjects. Among these methods,
control theory techniques for optimization seem to be useful tools for dealing with some
dynamic economic problems. Application of control theory techniques in economics prob-
lems attracted considerable attention of authors in recent years; To study a few works on
this subject, one can refer to [1],[2],[3] and the references therein.

In this paper, we consider a dynamic duopolistic optimization problem which is dis-
cussed in [4],[5], and propose an optimization method that stems from optimal control
theory strategies. To that end, we consider the standard form of linear time invariant
(LTI) control system stated by a first order ordinary differential equation known as state
equation:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (1.1)

where A ∈ R(n×n) and B ∈ R(n×m) are system matrices, x(t) ∈ Rn is the state of the
system (which can represent a set of economic variables) and u(t) ∈ Rm is the vector
of variables that are used to control the system. For the most optimization problems,
the linear system (1.1) is accompanied with an infinite time or finite time quadratic cost

∗ Speaker.
195



196 MEHRASA AYATOLLAHI

criterion of the following general form that should be minimized:

J = xT (t)QTx(t) +

∫ T

0

(xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)) dt (1.2)

where Q and QT are symmetric matrices and R is a positive definite and symmetric
matrix. One can obtain the minimum cost of the above mentioned problem by finding a
continuously differentiable function:

V (t, x) = min
u

{xT (t)QTx(t) +

∫ T

0

(xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)) dt}, V (T, x) = QT (T, x)

(1.3)
which is the solution of a partial differential equation (PDE) known as Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) equation of following form [5]:

− ∂V (t, x)

∂t
= min

u
[xTQx+ uTRu+

∂V (t, x)

∂x
(Ax+Bu)] (1.4)

In what follows, we introduce a suitable substitution in matrix form that reforms our
economic duopolistic system into a standard LTI control system, and then, by using
HJB partial differential equation, propose an optimum control strategy to optimize the
corresponding costs.

2. Main results

As a dynamic duopoly problem we consider a market with only two sellers offering an
identical product. By assuming that the rate of change of the market price is a function
of the difference between the current market price and the price indicated by the linear
demand function, [5] has modeled the problem as follows:

ṗ(t) = s{a− (u1(t) + u2(t))− p(t)} (2.1)

where p(t) is the market price at time t, s > 0 is the adjustment speed parameter, a > 0
is a constant and ui(t) ≥ 0 is the output rate of company i, (i = 1, 2). The cost to be
optimized for each company is:

Ji =

∫ T

0

e−rt{p(t)ui(t)− ciui(t)−
1

2
u2
i (t)} dt (2.2)

where ci ∈ (0, a) are fixed parameters and r > 0 is the discount rate.
In order to use control theory optimization strategies, we should reform the above

problem into LTI system representation. A simple substitution and calculation shows
that the following choices for vectors and system matrices, reformulate our problem to
the standard framework (1.1) with controllable pairs (A,Bi) and cost functions (1.2)
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(for i = 1, 2):
x(t) = [x1(t) x2(t)] :=

[
e−

1
2
rtp(t) e−

1
2
rt
]

vi(t) := e−
1
2
rtui(t) + [−1 c]x(t), (for i = 1, 2)

A :=

[
−1

2
r − 3s (a+ 2c)s

0 −1
2
r

]

Bi :=

[
−s
0

]
, (for i = 1, 2)

Qi :=

[
−1

2
1
2
c

1
2
c −1

2
c2

]
, (for i = 1, 2)

Ri :=
1

2
, (for i = 1, 2)

(2.3)

Now, by applying the set of introduced transformations in (2.3) into (2.1) and (2.2), our
problem reduces to:

min Ji =

∫ T

0

{xT (t)Qix(t) + vTi (t)Rivi(t)} dt

s.t.

ẋ(t) = Ax(t) +B1v1(t) +B2v2(t)

(2.4)

The next theorem proposes the optimum control strategies vi, which are obtained from
the solution of (2.4)’s corresponding HJB equation.

Theorem 2.1. The minimization problem (2.4) has a unique solution:
vi = −R−1

i BT
i Six, (for i = 1, 2) (2.5)

in which Si is an n×n positive definite symmetric matrix resulted by solving the following
differential ricati equation:

Ṡi + SiA+ ATSi − SiBiR
−1
i BT

i Si +Qi = 0, Si(T ) = 0 (2.6)

Proof. Let Vi(t, x), (for i = 1, 2) be the minimum cost of (2.4) that satisfies the boundary
condition Vi(T, x) = 0. Under the assumption of continuous differentiability of Vi, we have
the following HJB equation (resulted from (1.4)):

− ∂Vi(t, x)

∂t
= min

vi
[xTQix+ vTi Rivi +

∂Vi(t, x)

∂x
(Ax+B1v1 +B2v2)] (2.7)

As it is not easy to compute Vi(t, x) directly from (2.7), we consider a candidate solution
to this HJB equation. Due to [6], for a quadratic cost function (for any arbitrary t ∈ [0, T ]
and x ∈ Rn) the minimum cost results from a quadratic solution to the corresponding
HJB equation. So, we consider a quadratic candidate solution as follows:

Vi(t, x) =
1

2
xTSi(t)x (2.8)

where Si(t) is an unknown n×n matrix. As (2.8) must satisfy its corresponding equation,
substituting it into (2.7) yields:

− 1

2
xT Ṡi(t)x = min

vi
[xTQix+ vTi Rivi + xTSi(t)(Ax+B1v1 +B2v2)] (2.9)



198 MEHRASA AYATOLLAHI

To carry out the minimization on the right hand side, we let:
d

dvi
[xTQix+ vTi Rivi + xTSi(t)(Ax+B1v1 +B2v2)] = 0 (2.10)

which yields:
v∗i = −R−1

i BT
i Si(t)x (2.11)

To show that the resulting v∗i minimizes the objective function, we consider the second
derivative of the right hand side of (2.9) with respect to vi:

d2

dv2i
[xTQix+ vTi Rivi + xTSi(t)(Ax+B1v1 +B2v2)] = Ri (2.12)

According to our assumption, Ri is a positive definite matrix, so, the resulting v∗i in (2.11)
is the optimum control strategy.
To determine Si(t), one can substitute (2.11) into (2.9), which leads to the following
matrix differential ricati equation:

Ṡi + SiA+ ATSi − SiBiR
−1
i BT

i Si +Qi = 0, Si(T ) = 0 (2.13)
To show uniqueness of v∗i , notice that according to [7] positive definiteness of Qi and
controllability of (A,Bi), (for i = 1, 2) guarantee the existence of a unique Si satisfying
in (2.13) and this implies uniqueness of v∗i (because it is expressed in terms of Si) and
this completes the proof. □
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Abstract. The time fractional Black–Scholes model(TFBSM) is employed to price
American or European call and put options on a stock paying on a non-dividend basis.
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1. Introduction

Recently, Wyss in [7] performed the pricing for the European call option by using a time
fractional Black–Scholes model. Also, Cartea in [2] led a further investigation into this
model and showed that the value of derivatives of the European style could be described by
a partial-integral-differential equation and include a non-local time-to-maturity operator
named the Caputo fractional derivative [6]. A discrete implicit numerical approach was
proposed by Zhang et al. in [8] for European option pricing using the TFBSM with a
temporal accuracy order of 2 − α and a spatial accuracy of the second-order. Golbabai
and Nikan [3] adopted the moving least-squares method for determining the approximate
solution of the TFBSM. Currently, the following is suggested as the TFBSM corresponding
to the value of an option model with final and boundary (barrier) conditions:

∂αC(S,t)
∂tα

+ 1
2
σ2S2 ∂

2C(S,t)
∂S2 + (r −D)S ∂C(S,t)

∂S
− rC(S, t) = 0, (S, t) ∈ (0,∞)× (0, T )

C(0, t) = p(t), C(∞, t) = q(t),
C(S, T ) = v(S),

(1.1)
where 0 < α ≤ 1, T is expiry time, r is the risk-free rate, D the dividend rate and
σ(≥ 0) is the volatility of the returns from the holding stock price S, and ∂αC(S,t)

∂tα
denotes

a modified right Riemann–Liouville derivative [6] defined as follows:

∂αC(S, t)

∂tα
=

{
1

Γ(1−α)
d
dt

∫ t

0
C(S,η)−C(S,T )

(η−t)α
dη, 0 < α < 1,

∂C(S,t)
∂t

, α = 1.
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For the special case α = 1, the model (1.1) converts to the classical Black–Scholes model.
Suppose t = T − τ , for 0 < α < 1, we get

∂αC(S, t)

∂τα
=

−1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

C(S, T − ξ)− C(S, T )

(τ − ξ)α
dξ.

So, the model (1.1) can be rewritten to the following expression: 0Dα
τ U(x, τ) = 1

2
σ2 ∂

2U(x,τ)
∂x2 + (r − 1

2
σ2 −D)∂U(x,τ)

∂x
− rU(x, τ),

U(−∞, τ) = p(τ), U(∞, τ) = q(τ),
U(x, 0) = u(x),

(1.2)

by supposing x = lnS, defining U(x, τ) = C(ex, T − τ), and u(x) = v(ex), where the
fractional derivative is 0Dα

τ U(x, τ) = 1
Γ(1−α)

d
dτ

∫ τ

0
U(x,η)−U(x,0)

(τ−η)α
dη, 0 < α < 1.

To well approximate the numerical solution of the above-mentioned model, it is essential
to work in a constrained interval. Therefore, we truncate the interval of variable x in (1.2)
to a symmetric finite domain (−1, 1) with homogeneous boundary conditions. In fact, an
arbitrary (Il, Iu) and nonhomogeneous boundary conditions can be transformed by using
the change of variables and special transformation, respectively. Therefore, we consider
the following dimensionless model: 0Dα

τ U(x, τ) = γ1
∂2U(x,τ)

∂x2 + γ2
∂U(x,τ)

∂x
− rU(x, τ) + f(x, τ),

U(−1, τ) = U(1, τ) = 0, 0 < τ < T,
U(x, 0) = u(x),

(1.3)

where γ1 = 1
2
σ2 and γ2 = r − D − γ1. For the objectives of validation, a source term

f(x, τ) is added. In the current paper, we approximate the solution of the TFBSM by
the Gegenbauer pseudospectral method, that further information will provide in the next
Sections.

2. Gegenbauer polynomials and their fractional derivatives

The Gegenbauer polynomial of order n associated with the real parameter λ, λ >

−1
2
, λ ̸= 0, denoted by C

(λ)
n (t) in [−1, 1], is given in [4] through the recurrence formula

C
(λ)
n+1(t) =

2(λ+n)
n+1

tC
(λ)
n (t)− 2λ+n−1

n+1
C

(λ)
n−1(t), n ≥ 1 , with C

(λ)
0 (t) = 1, C

(λ)
1 (t) = 2λt, as the

first terms. For practical use of Gegenbauer polynomials on the time interval of interest
τ ∈ [0, T ], let the shifted Gegenbauer polynomials C

(λ)
n ( 2

T
τ − 1) be denoted by G

(λ)
n (τ),

then G
(λ)
n (τ) can be obtained by

G(λ)
n (τ) =

n∑
m=0

(−1)n−m(2λ)n+m

Tmm!(n−m)!(λ+ 1
2
)m

τm, 0 ≤ τ ≤ T. (2.1)

where (θ)n is the Pochhammer symbol, means θ(θ+1)(θ+2) · · · (θ+n− 1) for n ≥ 1 and
(θ)0 = 1.

Theorem 2.1. Let G(λ)
n (τ) for 0 ≤ τ ≤ T as given in (2.1), and also suppose α > 0, then

1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

G
(λ)
n (η)

(τ − η)α
dη =

n∑
m=0

b(α,λ)n,m τm−α,

where
b(α,λ)n,m =

(−1)n−m(2λ)n+m

Tm(n−m)!(λ+ 1
2
)mΓ(m+ 1− α)

.
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Proof. See [5]. □

We can use a stable formula for computing coefficients b
(α,λ)
n,m when 0 < α ≤ 1:

b
(α,λ)
n,m+1 =

−(2λ+ n+m)(n−m)

T (λ+ 1
2
+m)(m+ 1− α)

b(α,λ)n,m , m = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

where, we start with the following quantity:

b
(α,λ)
n,0 =

(−1)n(2λ)n
n!Γ(1− α)

.

3. Gegenbauer pseudospectral strategy for TFBSM

Consider Chebyshev-Gauss-Lobatto(CGL) nodes zN,0, . . . , zN,N , defined as zN,j = cos
(
πj
N

)
for j = 0, 1, . . . , N. Let lN,j(x), j = 0, 1, . . . , N , be the Lagrange polynomials based
on CGL nodes, that are expressed as lN,j(x) =

∏N
i=0
i ̸=j

x−zN,i

zN,j−zN,i
, j = 0, . . . , N, with

the Kronecker property lN,j(zN,k) = δjk =

{
1, j = k,
0, j ̸= k.

. Let ϕN(x) be a (N + 1)-

dimensional row vector function as ϕN(x) = [lN,0(x), lN,1(x), . . . , lN,N(x)], For any inte-
gers N and M , we consider the approximate solution of the problem (1.3) in the form
V (x, τ) =

∑N−1
j=1

∑M
k=0 uj,klN,j(x)G

(λ)
k (τ) where uj,k, j = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M , are

the unknown coefficients to be determined. By defining the unknown vector function
Θ(τ) = [θ1(τ), θ2(τ), . . . , θN−1(τ)]

T , with θj(τ) =
∑M

k=0 uj,kG
(λ)
k (τ). We have V (x, τ) =

ϕ̃N(x)Θ(τ), where ϕ̃N(ξ) denotes the (N −1)-dimensional row-vector that obtained from
ϕN(ξ) by removing the first and last components. So, we can approximate right hand
side of the first equation in the problem (1.3) by(

γ1ϕN(x)D̃
(1)
N+1 + γ2ϕN(x)D̃

(2)
N+1 − rϕ̃N(x)

)
Θ(τ) + f(x, τ),

where D
(m)
N+1 is the differentiation matrix of order m = 1, 2, given in [5], and the matrix

D̃
(m)
N+1 obtained from D

(m)
N+1 by removing the first and last columns. Let ˆ̃D

(1)

N+1 and ˆ̃D
(2)

N+1

are the matrices obtained from D̃
(1)
N+1 and D̃

(2)
N+1, by removing the first and the last rows,

respectively.
We note that ϕN(x)D̃

(1)
N+1 = ϕ̃N(x)

ˆ̃D
(1)

N+1 + r(1)(x) and ϕN(x)D̃
(2)
N+1 = ϕ̃N(x)

ˆ̃D
(2)

N+1 +

r(2)(x). There is no need to compute the two terms r(1)(x) and r(2)(x), because these
terms are eliminated during the collocation procedure with CGL points. Now, we consider
approximate solution V (x, τ) for the TFBSM (1.3), and collocate the resulting equation
in the internal grid points zN,j, j = 1, 2, . . . , N − 1. Note that, ep = ϕ̃N(zN,p) is the p-th
row of the identity matrix IN−1. By the notation [A](p) for the p-th row of the matrix A,
we imply that

0Dα
τ θp(τ) =

(
γ1[

ˆ̃D
(1)

N+1](p) + γ2[
ˆ̃D

(2)

N+1](p) − rep

)
Θ(τ) + f(zi,N , τ). (3.1)

The vector function Θ(τ) can be written as Θ(τ) = ΛuΥ
λ
M(τ), where Λu is a matrix of

order (N − 1)× (M + 1) with unknown entries (uj,k), for 1 ≤ j ≤ N − 1, 0 ≤ k ≤ M ,
and Υλ

M(τ) = [G
(λ)
0 (τ), G

(λ)
1 (τ), . . . , G

(λ)
M (τ)]T . Therefore, by Theorem 2.1 we get

ΛuΥ
(λ,α)
M (τ) =

(
γ1

ˆ̃D
(1)

N+1 + γ2
ˆ̃D

(2)

N+1 − rIN−1

)
Θ(τ) + F (τ) + Φ(τ), (3.2)
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where Υλ,α
M (τ) =

[
b
(λ,α)
0,0 τ−α, b

(λ,α)
1,0 τ−α + b

(λ,α)
1,1 τ 1−α, . . . ,

∑M
r=0 b

(λ,α)
M,r τ r−α

]T
,

Φ(τ) = τ−α

Γ(1−α)
[u(zN,1), u(zN,2), . . . , u(zN,N−1)]

T for initial condition u(x) = U(x, 0) of
(1.3), and F (τ) = [f(zN,1, τ), f(zN,2, τ), · · · , f(zN,N−1, τ)]

T . For determining the matrix
of unknowns Λu, we collocate (3.2) in the real simple roots τM,j ∈ [0, T ] of G(λ)

M+1(τ) for
j = 0, 1, . . . ,M .

Finally, we have the generalized Sylvester matrix equation of the form

ΛuΥ
λ,α
M +MΛuΥ

λ
M = C, (3.3)

where M = rIN−1 − γ1
ˆ̃D

(1)

N+1 − γ2
ˆ̃D

(2)

N+1, and C is a (N − 1)× (M + 1) matrix defined as
C = [F (τM,0), F (τM,1), . . . , F (τM,M)] + [Φ(τM,0),Φ(τM,1), . . . ,Φ(τM,M)].

Also,
Υλ

M = [Υλ
M(τM,0),Υ

λ
M(τM,1), . . . ,Υ

λ
M(τM,M)],

Υλ,α
M = [Υλ,α

M (τM,0),Υ
λ,α
M (τM,1), . . . ,Υ

λ,α
M (τM,M)].

We note that the generalized Sylvester matrix equation (3.3) has a unique solution
if the matrix

(
(Υλ,α

M )T ⊗ IN−1 + (Υλ
M)T ⊗M

)
is nonsingular, where ⊗ is the Kronecker

product [1].
For solving the generalized Sylvester matrix equation (3.3), the restarted global GM-

RES (GlGMRES(k)) algorithm proposed in [1] can be used. We exploit Algorithm 1
to construct an F-orthonormal basis V1, V2, . . . , Vk for the corresponding matrix Krylov
subspace Kk(A, V1), associated with the matrix equation (3.3). In Algorithm 1 ∥A∥F is
the Ferobenius norm of the matrix A, defined by ∥A∥F =

√
tr(ATA). As mentioned in

[1], to save memory and CPU-time requirements, the global GMRES method should be
utilized in a restarted mode. The restarted Global GMRES algorithm is summarized as
Algorithm 2.

Algorithm 1 Modified global Arnoldi algorithm
1: Choose an (N − 1)× (M + 1) matrix V1 such that ∥V1∥F = 1 (V1 = V/∥V ∥F )
2: For j = 1, 2, . . . , k Do

: Ṽ = VjΥ
λ,α
M +MVjΥ

λ
M .

: For i = 1, 2, . . . , j Do
: hi,j = ⟨Ṽ , Vi⟩F ,
: Ṽ = Ṽ − hi,jVi,

: End Do
: hj+1,j = ∥Ṽ ∥F . If hj+1,j = 0 then Stop
: Vj+1 = Ṽ /hj+1,j

: End Do
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Abstract. Implementing a set of microeconomic criteria, we develop price dynamics
equations using a function of supply with key symmetry properties. The function of
supply can be linear or nonlinear. The type of function determines the nature of the
tail of the distribution based on the randomness in the supply and demand. For ex-
ample, if supply and demand are normally distributed, and the function is assumed to
be linear, then the density of relative price change has behavior x−2 for large x (i.e.,
large deviations). The exponent approaches −1 if the function of supply and demand
involves a large exponent. The falloff is exponential, i.e., e−x, if the function of supply
is logarithmic.
Keywords: normally distributed, function of supply, symmetric.
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1. Introduction

Equations for price dynamics have generally fallen into one of two categories: (a)
continuum approaches for asset markets that assume infinite arbitrage and stochastics
without directly addressing supply and demand, (b) discrete approaches that examine
the micro-structure of supply and demand.

The latter approach that is used widely in the mathematical finance community is
expressed (see e.g., [1, 2]) in the continuum form as

P−1dP = µdt+ σdW (1.1)

where P (t) is price at (continuous) time t, while W is Brownian motion, and µ and σ are
the mean and standard deviation of the stochastic process. This approach marginalizes
the issues involving supply and demand, modeling instead the price change as though (1.1)
were an empirically observed phenomenon. While there is some empirical justification for
this equation, there is large discrepancy between the implications for the frequency of
unusual events [5]. In particular, if one measures σ for the S&P 500 then (1.1) would
imply that the frequency of a 4% drop, for example, occurs about one in millions of days,
instead of about 500 days, the observed frequency. This is a practical implication of the
puzzle known as ”fat tails” that refers to rare events occurring much more frequently
than one might expect from classical results. More precisely, the density of relative price
changes is observed to fall as a power law rather than exponentially.

The theoretical justification for equation (1.1) is also limited, and its widespread use is
largely attributable to mathematical convenience [4].
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On the other hand, the approach developed by economists, i.e., (b), often called excess
demand, is expressed as

pt − pt−1 = d− s, (1.2)
[6], with pt as the price at discrete time, t, with supply, s, and demand, d, at time t− 1.
Equation (1.2) must be regarded as a local equation that describes change at a particular
set of values of d and s. Clearly, the price change will depend upon the magnitudes of d
and s, and not just their differences. One can remedy this feature by normalizing d − s
by s, so that the right hand side of (1.2) is (d− s) /s. Similarly, the left hand side of (1.2)
needs to be normalized, for example by dividing by pt−1.

A third approach to price dynamics was built on this perspective to model an actively
traded asset or commodity (see e.g. [3]). With active trading one can regard the buy/sell
orders as flow. This led to the asset flow equations that were written in continuum form
in 1990 . The price equation has the form

τ0
1

P (t)

dP (t)

dt
=

D (t)− S (t)

S (t)
, (1.3)

2. Main results

Here, τ0 is a time constant that also incorporates a constant rate factor that can be
placed in the right hand side. The difference in the two approaches is due to fact that
(1.1) assumes infinite arbitrage. This means that there is always capital that can take
advantage of mispricing of assets. In this way the deviation from realistic value will be
small and random. Note that the equation (1.3) have the same value for the first term in
the perturbation of D = 1 + δ and S = 1 + ε about δ = ε = 0. (i) The price derivative
vanishes when D = S so that price does not change in equilibrium. When D > S, prices
rise, and vice-versa. (ii) The roles of D and S are anti-symmetric, in the sense that
D/S − S/D = − (S/D −D/S). (iii) A small change in the positive direction for supply,
S, has the same effect as a small change in the negative direction for demand, D. (iv)
When D → ∞ (with S fixed) the relative price change diverges to ∞; when S → ∞ (with
D fixed) it diverges to −∞.
We can consider a more general form by stipulating the requirements for a function
G : R+→R so G (D/S) replaces the right hand side of

d logP (t)

dt
= G

(
D (t)

S (t)

)
(2.1)

In addition one can readily verify that the following functions also satisfy this condition:
(i) G (x) = xq − x−q for q > 0;
(ii) G (x) = (x− x−1)

q for q an odd positive integer.

This last limit suggests that examining log (D/S) may yield an exponential decay. I.e.
we use the equation

P−1dP

dt
= log (D/S) .

Letting R := D/S, we know that if D,S are normal, then fR (x) ∼ x−2 so that

P {logR ≤ x,R > 0} = P {R ≤ ex, R > 0} =

∫ ex

0

f (s) ds.

Taking the derivative, we have then
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flogR (x) = ∂xP {logR ≤ x,R > 0}

= ∂x

∫ ex

0

f (s) ds = exf (ex) ∼ ex (ex)−2 = e−x.

Hence, if D and S are bivariate normal with correlation less than 1, and the relative
change in price is proportional to logD/S, then the relative price change has a density
that falls off as e−x. Also, if p−1 is an odd positive integer, then G (D/S) = [log (D/S)]1/p

yields a decay of xp−1e−xp
.

Note that G (x) = (log x)q, with q an odd integer greater than 1, satisfies Condition
G, while G (x) = log x satisfies only the conditions (i)− (iii) . In place of (iv) and (v) it
satisfies the symmetry condition xG′ (x) = 1 for all x ∈ R+.

The results above establish a link between the relative price changes and the exponent
of the fat tails through (2.1) . One of the problems in empirically estimating the likelihood
of rare events is that one would need a very long time history, but this often takes us
back to a different time period that may be irrelevant. We can use our results to estimate
the exponents by examining a much smaller data set and fitting G. To be precise, choose
small δt and ∆t so that

δt << ∆t.

We approximate the left hand side of (2.1) as P−1δP/δt and obtain statistics for all
intervals of δt within (t, t+∆t) . Then we can determine the function G that best fits the
data. Using the results of Sections 3.2 and 3.4 one can then ascertain whether the decay
in the density falls off exponentially (i.e., G is a logarithmic function) or with fat tails
(with a specific exponent).
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Abstract. When two random variable have a bivariate normal distribution, Stein’s
Lemma provides an expression for the covariance of the first variable with a function
of the second. Stein’s Lemma has many application in statistics and probability and it
plays an important role in modern finance. Most of these applications were initially de-
rived in a multivariate normal context. In finance, however, asset returns do not always
display symmetry but may exhibit skewness. This paper introduced a unified multi-
variate skewed distribution and extend Stein’s Lemma for two version of multivariate
skewed distribution. The Capital Asset Pricing Model is derived for one version of this
unified form. It is shown that, under another version of the unified form, the portfolios
of all investors are expected utility maximizers are located on a single mean-variance
skewness surface. Keywords: Stein’s Lemma, Unified skewed distribution, portfolio se-

lection,Capital Asset Pricing Model.
Classification: MSC2010 or JEL Classifications: At most 3 items.

1. Introduction

Stein’s Lemma has shown to be very useful in various fields including statistics, prob-
ability, decision theory, finance and insurance (see Stein, (1986); Li,(1992)). Let X =
(X1, X2, ..., X3)

T be multivariate normal vector. The equality,
E((Xi − µi)h(Xj)) = Cov(Xi, Xj)E(h′(Xj)), (1.1)

where h(x) is a function having finite E|h′(Xj|, is known as Steinn’s Lemma. The covari-
ance form of this lemma

Cov(Xi, h(Xj)) = Cov(Xi, Xj)E(h′(Xj)), (1.2)
subject to E[h(Xj)] < ∞, has a special interest in the financial economics and in actuarial
science for its important application to Capital Asset Pricing Models, where the vector
X is considered as a set of returns of n securities. If the returns on risky financial assets
follow a multivariate normal distribution Stein’s Lemma greatly simplifies the task of
portfolio selection.

It is well known that returns on financial assets are not normally distributed. They
exhibits both skewness and kurtosis. For this reason, the construction of skewed multi-
variate distributions have received some considerable attention in the past few decades.
There are so many proposals in construction of skewed distributions and it is worth to
find an overall class which covers all of these proposals.

Abtahi and Towhidi(2013) introduce an overall unification of multivariate skewed dis-
tributions. This unified multivariate class of skewed distributions includes all of the
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multivariate skewed distributions in the literature. Their ideas for constructing a unified
representation of multivariate skewed distributions are: (a) to separate the skewing mech-
anism from the symmetric distribution that serves as a starting point. A key advantage
of skewing a symmetric distribution is that by doing so, it is possible to retain some of the
properties of symmetric distribution, which are often well known.(b) to unify any skewed
version of the same symmetric distribution by choosing a particular skewing mechanism(
p), which represents and models the asymmetry.

Extensions of Stein’s lemma to distributions that accommodate this feature are thus
of interest. Adcock (2007, 2014) developed Stein Lemmas for various distributions that
allow for asymmetry.

The structure of this paper is as follows. Section 2 summaries the unified multivariate
skewed distribution and present the two skewing mechanisms which lead to an attractive
model in finance. Section 3 contains the extension of Stein�s Lemma for two version of
unified form introduced in section 1. Section 4 shows how Stein’s Lemma applied to
portfolio selection and Capital Asset Pricing Models. The extension of the lemma shows
that, under these distributions, investors who are expected utility maximizers will be
located on a single mean-variance-skewness efficient surface, regardless of their choice of
utility function.

2. Unified multivariate skewed distribution

A random vector Xf,p is said to have a unified multivariate skewed distribution with
functional parameters f and p, if its pdf be of the form

s(x|f, p) = f(x) p[F (x1), F (x2|x1), ..., F (xk|x1, ..., xk−1)]; x ∈ ℜk, (2.1)

where f is a symmetric multivariate pdf corresponding to a random vector U on ℜk and
p is a multivariate pdf on [0, 1]k.

Note that for i = 2, ...k

F (xi|x1, ..., xi−1) = FUi
(xi|U1 = x1, U2 = x2, ..., Ui−1 = xi−1) (2.2)

is the conditional cumulative distribution of Ui|U1 = x1, U2 = x2, ..., Ui−1 = xi−1.
We say that Xf,p has the unified multivariate skewed distribution, denoted by Xf,p ∼

UMSD(f, p), if its pdf is given by (2.1).
In the above definition the density p specifies a skewing mechanism. Different skewing

mechanisms lead to different skewed symmetric distributions. Abtahi and Towhidi(2013)
proved every continuous multivariate skewed density function s(.) can be expressed in
the form of UMSD(f, p). Here, we present the different skewing mechanisms which lead
to different skewed distributions and show that all of these common-used distributions
can be viewed as a UMSD(f, p) by choosing an appropriate skewing mechanism p and a
symmetric distribution f .

(a) Multivariate skew-normal distribution
The probability distribution of X is multivariate skew-normal with parameters µ,Σ, λ

and τ , denoted as X ∼ MSN(µ,Σ, λ, τ). The probability density function of this distri-
bution is

s(x) = ϕn(x, µ+ λτ,Σ+ λλT )Φ(
τ + λTΣ−1(x− µ)√

1 + λTΣ−1λ
)

1

Φ(τ)
(2.3)

This density function is introduced by Azzalini and Dalla Valle’s (1996) with a change of
notation and generalization to accommodate a non zero value of τ . By defining f(x) =
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fU(x) = ϕn(x)and Φ(xi|x1, ..., xi−1) = FUi(xi|U1=x1,...,Ui−1=xi−1) ,the MSN can be stated as
(2.1) with the skewing mechanism

p(v) = Φ[ά(g1(v1), g2(v1, v2), ..., gk(v1, v2, ..., vk))
′ − (µ1, ..., µk)]

1

Φ(τ)
(2.4)

where α′ = τ+λ′Σ−1
√
1+λ′Σ−1λ

and gi(v1, ..., vi) defined as follows

x1 = F−1(v1) = g1(v1)
x2 = F−1(v2|g1(v1)) = g2(v1, v2)
.
.
.
xk = F−1(vk|g1(v1), ..., gk−1(v1), ..., vk−1)) = gk(v1, ..., vk)

and F−1(xi|x1, ..., xi−1) is the inverse of the cumulative distribution function of (Ui|U1 =
x1, ..., Ui−1 = xi−1)

(b)Multivariate elliptical distributions Let X has a multivariate elliptical distri-
bution, written as X ∼ En(µ,Σ, fn), if the density exists, it has the following form:

s(x) =
cn√
|Σ|

fn[
1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)] (2.5)

for some function fn called density generator. This distribution can be stated as multi-
variate unified skewed distributions (see Abtahi and Towhidi(2013)).

3. Extension of Stein,s Lemma

The extension of Stein’s Lemma for two version of multivariate unified skewed distri-
bution is shown. The setup and method of proof follow Adcock (2007) and landsman
(2006).

Theorem 3.1. (Extension of Stein’s Lemma for the Multivariate skew-normal distribu-
tion) Let X be an n vector that has the distribution MSN(µ,Σ,Λ, τ). For any scalar func-
tion h(x) such that ∂h(x)

∂xi
is continuous almost everywhere and E{∂h(x)

∂xi
} < ∞, i = 1, ..., n,

Cov(X, h(X)) = (Σ + λλT )E{∇h(X)}+ λ[ENh(X)− Eh(X)]ξ1(τ), (3.1)

where E{.} denotes expectation taken over the MSN distribution defined above and EN{.}
denotes expectation taken over a multivariate normal distribution with mean vector µ and
covariance matrix Σ. The vector ∇h(X) is the vector of first derivatives of h(.) with
respect to the elements of X.

Let X ∼ En(µ,Σ, fn). Let µ∗ and Z∗ be, respectively, the associated measure and
measurable map associated with the elliptical family. Let I(h(Z∗)) =

∫
R
h(z)dµ∗ and

X∗
j = σjZ

∗ + µj,σj=
√
σjj

, j = 1, ..., n.

Theorem 3.2. (Extension of Stein,s lemma for the Multivariate elliptical distributions)
Suppose that vector X has finite expectations. Let function h(x) be differentiable almost
everywhere and I(|h′(X∗

j )|) < ∞, j = 1, ..., n. Then

E((Xi − µi)h(Xj)) = Cov(Xi, Xj)E(h′(X∗
j )), i, j = 1, ..., n. (3.2)
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4. Main results

4.1. Application To Portfolio Selection. A portfolio is a set of investment weight or
proportions {wi}, i = 1, ..., n, defined such that an investor invests 100wi of wealth in
asset i. It is conventionally assumed that the weights sum to one. If the return on asset
i is denoted by the random variable Ri, i = 1, ...n, then the return on the portfolio with
weights wi is RP =

∑n
i=1wiRi = wTR, where w and R are vectors of length n containing

the investment weights and asset returns, respectively. For portfolio selection, the in-
vestor conventionally chooses the vector of portfolio weights w to maximize the expected
utility of portfolio return. For a general utility function, U(Rp), the expected utility is,∫
...
∫
U(rP )f(r)dr = Ξ(w) where f(r) denote the density function of the multivariate

probability distribution of the vector of return R.
Following Kallberg and Ziemba(1983), the investor who is an expected utility maximizer

solves, max(w)Ξ(w)−η(uTw−1), where, u is a vector of length n containing ones and η is
the Lagrange multiplier of the budget constraint. Ignoring this constraint for simplicity,
the first order conditions for the weight for asset i are, ∂Ξ

∂wi
=

∫
...
∫
riU

′(rP )f(r)dr The
right hand side of this last expression may be written as

E(Ri)EU ′(RP ) +
∫
...
∫
riE[Ri]U

′(rP )f(r)dr = Cov(Ri, U
′(RP )) + E(Ri)EU ′(RP )

When returns follow the multivariate skew normal distribution, application of the theorem
3.1 gives the vector of first order conditions for all assets.

δE(U ′) + (Σ+ λλT )E(∇U ′) + λ{EN(U
′)− E(U)}ξ1(τ)

where the vector ∇U ′ is given by ∇U ′ = ∂U ′

∂R
= wU ′′. The first order conditions may

re-expressed in terms of Θ, the covarianve of the returns as
δE(U ′) + ΘwE(U ′′) + λ[(EN(U

′)− E(U))ξ1(τ)− λTwE(U ′′)ξ2(τ)]

This equation is the same for all investors, except for the three scalar quantities, which
are functions of certain expected values of U(.) and U(.). When all elements of the vector
λ are equal to zero, asset returns have a multivariate normal distribution and Kallberg
and Ziemba�s(1983) result is obtained. That is, the portfolios of all investors who are
expected utility maximizers are located on Markowitz� mean-variance efficient frontier.
Under the multivariate skew normal distribution, investors� portfolios are located on the
mean variance-skewness-efficient surface.

4.2. Application To Capital Asset Pricing Models. The Capital Asset Pricing
Model (CAPM) describes the relationship between risk and expected return for assets,
particularly stocks. CAPM is widely used throughout finance for pricing risky securities
and generating expected returns for assets given the risk of those assets and cost of capital.

The main potential application of theorem 3.2, appears to be in Capital Asset Pricing
Models, where the vector R is considered as a set of returns of n securities.

Assume a market with n securities and that all securities have returns that are jointly
distributed as multivariate elliptical.Then, according to extension of Stein’s Lemma, the
expected rate of return for security j can be expressed as

E(Rj) = RF + βj.[E(Rm)−RF ], forj = 1, 2, ..., n

where RF is the risk-free rate, Rm is the market rate of return, and βj =
Cov(Rj ,Rm)

V ar(Rm)
. For

more details see Lansman(2006)..
Indeed, the expected return on asset k gives a linear function of the risk-free RF and

the expected return on the market. Investors expect to be compensated for risk and the
time value of money. The risk-free rate in the CAPM formula accounts for the time value
of money. The other components of the CAPM formula account for the investor taking
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on additional risk. The beta of a potential investment is a measure of how much risk the
investment will add to a portfolio that looks like the market. If a stock is riskier than the
market, it will have a beta greater than one. If a stock has a beta of less than one, the
formula assumes it will reduce the risk of a portfolio. A stock�s beta is then multiplied
by the market risk premium, which is the return expected from the market above the
risk-free rate. The risk-free rate is then added to the product of the stock�s beta and the
market risk premium. The result should give an investor the required return or discount
rate they can use to find the value of an asset. The goal of the CAPM formula is to
evaluate whether a stock is fairly valued when its risk and the time value of money are
compared to its expected return.
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Abstract. In this work, we numerically solve a multi-asset European call option with
the finite difference method (FDM) and take the advantages of the antithetic Monte
Carlo simulation as a variance reduction technique in the end point of the domain, and
the linear boundary condition has been implemented in other boundaries. We also ap-
ply the grid stretching transformation to make a non-equidistance discretization with
more nodal points around the strike price which is the non-smooth point in the payoff
function to reduce the numerical errors around this point and have more accurate re-
sults. Superiority of our method (GSMCBC) will be demonstrated by comparison with
the standard finite difference scheme with the equidistance discretization and the linear
boundary conditions (LBC) and also combination of the LBC scheme with the standard
Monte Carlo simulation at the end point of the domain (MCBC). Furthermore, the root
mean square errors (RMSE) of these three schemes in the most interesting region which
is around the strike price, have been compared.

Keywords: Finite difference scheme, Black-Scholes equation, Monte Carlo simulation,
Operator spiliting method
Classification: MSC2010 or JEL Classifications: 65M06, 91G60

1. Introduction

The well-known Black-Scholes (B-S) equation [1] for multi-asset option pricing is the
following d-dimensional partial differential equation (PDE):

∂v(S, t)

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

σiσjρijSiSj
∂2v(S, t)

∂Si∂Sj

+ r

d∑
i=1

Si
∂v(S, t)

∂Si

− rv(S, t) = 0, (1.1)

for (S, t) ∈ (0,∞)d × [0, T ),

with the final condition v(S, T ) = vT (S), where v(S, t) is the value of the option in the
multi-asset S = (S1, S2, . . . , Sd) at time t. T is the maturity time, σi is the volatility of
underlying asset Si, ρij is the correlation of i-th and j-th assets , and r is the risk-free
interest rate.

However most of financial derivatives specially linear ones have analytical solutions, but
they are not often easy to implement. Therefore numerical methods would be suitable
way to find numerical approximations of them. Various numerical methods have been
considered for one and multi-dimensional Black-Scholes equations. For instance mesh
free methods [9], high-order option pricing schemes [10, 11], alternating direction implicit
schemes [2, 6] and etc. One of the common and easy to implement numerical methods for
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solving PDEs is the FDMs. The main problem of FDMs for pricing multi-asset options
with non-linear payoffs is significant numerical errors around their boundary points and
also the strike price (K). Several works have been done to achieve an accurate numerical
solution of multi-asset options. Jeong et.al [8] proposed a useful remedy to reduce numer-
ical error around Smax by using the standard Monte Carlo simulation at this boundary
point. Here we improved their methodology by using the antithetic variate method in
Monte Carlo simulation [3], and furthermore a space transformation[12] that causes more
nodal points around the strike price to get more robust solution.

2. Numerical Solution

Two-dimensional B-S equation with two assts x = S1 and y = S2 is the following PDE:
∂u

∂τ
=

1

2
σ2
xx

2∂
2u

∂x2
+

1

2
σ2
yy

2∂
2u

∂y2
+ σxσyρxyxy

∂2u

∂x∂y
+ rx

∂u

∂x
+ ry

∂u

∂y
− ru, (2.1)

for (x, y, τ) ∈ Ω× [0, T ),

with the initial condition u(x, y, 0) = u0(x, y) which is equation 1.1 with d = 2 and a
variable changing τ = T − t in the truncated domain Ω = (0, xmax)× (0, ymax). Suppose
LBS is the operator of the right hand side of equation 2.1. Now we discretize the time
interval with a uniform time step ∆τ = T/Nτ and the following grid stretching trans-
formation that makes non-uniform space discretization of interval [xmin, xmax] with more
nodal points around K:

x = K

(
1 +

sinh(c2w + c1(1− w))

15

)
for w ∈ [0, 1], (2.2)

where c1 = arcsinh(15(xmin − K)/K) and c2 = arcsinh(15(xmax − K)/K). Therefore
x(w) ∈ [xmin, xmax] for any w ∈ [0, 1]. At first for the x-direction, we discretize the
interval [0, 1] uniformly to Nx sub-intervals, then we use the transformation 2.2 in [0, xmax]
and define hx

i = xi+1 − xi for i = 0, . . . , Nx − 1. we discretize the interval [0, ymax] to
Ny sub-intervals similarly. Let for i = 0, . . . , Nx, j = 0, . . . , Ny and n = 0, . . . , Nτ define
un
ij ≈ u(xi, yj, τn) and use the operator splitting method for solving Equation 2.1 with the

following two discrete fractional time step equations[4]:
u
n+ 1

2
ij − un

ij

∆τ
= (Lx

BSu)
n+ 1

2
ij , (2.3)

un+1
ij − u

n+ 1
2

ij

∆τ
= (Ly

BSu)
n+1
ij , (2.4)

which are defined by

(Lx
BSu)

n+ 1
2

ij =
(σxxi)

2

2
Dxxu

n+ 1
2

ij +
σxσyρxyxiyj

2
Dxyu

n
ij + rxiDxu

n+ 1
2

ij − r

2
u
n+ 1

2
ij , (2.5)

(Ly
BSu)

n+1
ij =

(σyyj)
2

2
Dyyu

n+1
ij +

σxσyρxyxiyj
2

Dxyu
n+ 1

2
ij + ryjDyu

n+1
ij − r

2
un+1
ij , (2.6)

where the derivatives approximations are defined as

Dxxuij ≈
2

hx
i−1(h

x
i−1 + hx

i )
ui−1,j −

2

hx
i−1h

x
i

uij +
2

hx
i (h

x
i−1 + hx

i )
ui+1,j, (2.7)

Dxyuij ≈
ui+1,j+1 − ui−1,j+1 − ui+1,j−1 + ui−1,j−1

hx
i h

y
j + hx

i−1h
y
j + hx

i h
y
j−1 + hx

i−1h
y
j−1

, (2.8)
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Dxuij ≈ − hx
i

hx
i−1(h

x
i−1 + hx

i )
ui−1,j +

hx
i − hx

i−1

hx
i−1h

x
i

uij +
hx
i−1

hx
i (h

x
i−1 + hx

i )
ui+1,j, (2.9)

By substituting above derivatives in Equation 2.3, the following equations will be
achieved:

αiu
n+ 1

2
i−1,j = βiu

n+ 1
2

i,j + γiu
n+ 1

2
i+1,j = fij, i = 1, . . . , Nx, (2.10)

where αi, βi and γi are the lower, main and upper diagonal of the tridiagonal matrix
of the above system of equations and fij is the constant vector of the system which are
defined as:

αi = − (σxxi)
2

hx
i−1(h

x
i−1 + hx

i )
+

rxih
x
i

hx
i−1(h

x
i−1 + hx

i )
, (2.11)

βi =
1

∆τ
+

(σxxi)
2

hx
i−1h

x
i

−
rxi(h

x
i − hx

i−1)

hx
i−1h

x
i

+
r

2
, (2.12)

γi = − (σxxi)
2

hx
i (h

x
i−1 + hx

i )
−

rxih
x
i−1

hx
i (h

x
i−1 + hx

i )
, (2.13)

fn
ij =

1

2
σxσyρxyxiyjDxyu

n
ij −

1

∆τ
un
ij, (2.14)

for fixed j and zero Dirichlet boundary condition at (x, y) = (0, 0), antithetic Monte
Carlo simulation at (x, y) = (xmax, ymax) and the linear boundary condition at other
boundaries for instance u0j = 2u1j − u2j, for j = 1, . . . , Ny and similarly for uNx,j, ui0

and ui,Ny . The solution of above system of equations will be the vector u
1
2
1:Nx,j

. Similarly
by substituting the derivatives approximations with respect to y in 2.4, we have another
system of equations to solve for finding value of the two-asset option.

2.1. Two-Asset European Call Option. Now we consider a two-asset European call
option with the payoff u(x, y, 0) = max{max{x, y} − K, 0}, K = 100, σx = σy = 0.3,
r = 0.03, ρxy = 0.5 and T = 1. Then the exact analytical solutions of the option
[5] will be compared to the numerical solutions. Figure 1 shows the comparison of the
numerical solutions of two-asset Black-Scholes equation for an European call option with
different boundary conditions and space discretization: LBC, MCBC and GSMCBC with
N = 106 replications for the standard and antithetic Monte Carlo simulation. Now in
Table 1 we compare the root mean square error (RMSE) of LBC, MCBC and GSMCBC
in the most interesting region Ωe = [0.7K, 1.3K] × [0.7K, 1.3K] with different domain
sizes (xmax, ymax) = (L,L) and Nx = Ny = L at t = 0.

Table 1. RMSE with different domain sizes in the region Ωe.

L 150 200 250 300
LBC 4.0983 2.8751 0.5941 0.0936

MCBC 0.3189 0.0810 0.0095 0.0031
GSMCBC 0.1933 0.0163 0.0030 0.0024
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Figure 1. Two-asset call option curves(left figures) and error curves(right
figures) at t = 0 with (xmax, ymax) = (200, 200), Nx = Ny = 200 and
∆τ = 0.5

365
for LBC (top curves), MCBC (middle curves) and GSMCBC

(bottom curves).

3. Conclusion

We applied the FDM for solving numerically two-dimensional B-S equation with dif-
ferent space discretization and boundary conditions. Numerical experiments illustrated
that by applying the Monte Carlo simulation for the end point of the space domain
and discretization with grid stretching to put more nodal points around the non-smooth
point of the payoff function, we obtained more accurate numerical solution of a two-asset
European call option. These remedies can be implemented for higher dimensional B-S
equations and other finanaciel derivatives.
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Abstract. Analytical solution of generalized Black-Scholes models are not available,
therefore, numerical simulations are of fundamental importance in gaining some use-
ful insights into the solutions. Numerical methods based on standard finite difference
approach, most of the time the essential qualitative properties of the solution are not
transferred to the numerical solution. Therefore, this might result in a calamitous er-
roneous outcome. One way to overcome this disadvantage is to use nonstandard finite
difference methods. In this paper, we propose a non-standard finite difference method
for solving the generalized Black-Scholes equation. In constructing the new scheme,
we use a nonlocal approximation in the reaction term of the generalized Black-Scholes
equation combined with an implicit time step technique. The new scheme is positivity
preserving, conditionally stable, consistent, and the order of the scheme with respect
to the space variable is two. Numerical investigations were conducted to validate these
results. Furthermore, the obtained results are more accurate than other existing results
in the literature.

Keywords: Generalized Black-Scholes equation, Option valuation, Nonstandard finite
difference, Positivity.
Classification: MSC2010 or JEL Classifications: At most 3 items.

1. Introduction

We consider the generalized Black-Scholes model as given in [1]:

− ∂v

∂t
− 1

2
σ2(x, t)x2

∂2v

∂x2
− r(t)x

∂v

∂x
+ r(t)v = 0, (x, t) ∈ (0, Smax)× (0, T ), (1.1)

v(x, T ) = ψε(x−K), x ∈ [0, Smax], (1.2)
v(0, t) = 0, t ∈ [0, T ], (1.3)
v(Smax, t) = Smax −Ke−

∫ T
t r(s)ds, t ∈ [0, T ], (1.4)

where the function ψε is defined as follows

ψε(y) =

 y if y > ε,
c0 + c1y + . . .+ c9y

9 if − ε ≤ y ≤ ε,
0 if y < −ε,
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for a sufficiently small ε > 0, ψε(y) satisfying

ψε(−ε) = ψ′
ε(−ε) = ψ′′

ε (−ε) = ψ′′′
ε (−ε) = ψ(4)

ε (−ε) = 0,

ψε(ε) = ε, ψ′
ε(ε) = 1, ψ′′

ε (ε) = ψ′′′
ε (ε) = ψ(4)

ε (ε) = 0.

By using these conditions one can easily find that

c0 =
35

256
ε, c1 =

1

2
, c2 =

35

64ε
, c4 = − 35

128ε3
,

c6 =
7

64ε5
, c8 = − 5

256ε7
, c3 = c5 = c7 = c9 = 0.

Equation (1.1) is a partial differential equation used for pricing options. The function
v(x, t) is the European call option price with asset price x and time t. T is the maturity,
K is the price of strike, r(t) is the risk-free interest rate, and σ(x, t) is the volatility
function of the underlying asset and time.
In this paper, we propose a non-standard finite difference method for solving the gener-
alized Black-Scholes equation. In the proposed NSFD scheme, we use a nonlocal approx-
imation in the reaction term of the generalized Black-Scholes equation combined with an
implicit time step technique. The method is conditionally stable, positivity preserving
and of second-order of convergence with respect to the space variable.
The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we propose a NSFD scheme
for model (1.1)-(1.4). In Section 3, the numerical results obtained from the new method
are presented and compared with the results in [1].

2. Construction of the new scheme

By using the strategy of nonstandard discretization methods[2, 3, 4, 5], we consider
the forward difference for ∂v

∂t
, the centered differences for ∂v

∂x
, ∂2v

∂x2 , and a(V j
i+1 + V j

i−1) +

(1
2
− a)(V j+1

i+1 +V j+1
i−1 ) to approximate the v in the reaction term. Thus, we propose a new

discretization scheme for (1.1) given by

−V
j+1
i − V j

i

∆t
− 1

2
(σj

i )
2
xi

2
V j
i−1 − 2V j

i + V j
i+1

h2
− rjxi

V j
i+1 − V j

i−1

2h

+rj
(
a(V j

i+1 + V j
i−1) + (1

2
− a)(V j+1

i+1 + V j+1
i−1 )

)
= 0,

where V j
i , σj

i and rj are approximations of v(x, t), σ(x, t) and r(t), respectively at the grid
point (xi, tj) with xi = ih, tj = j∆t (i = 1, . . . , N − 1; j = 0, . . . ,M − 1) and h = Smax

N
,

∆t = T
M

.
The above discretization may be written for each j in a matrix form as:

P jV j + bj = QjV j+1 + bj+1, (2.1)

where V j = (V j
1 , . . . , V

j
N−1)

T and V j+1 = (V j+1
1 , . . . , V j+1

N−1)
T are vectors containing ap-

proximations to v at time levels tj and tj+1, respectively. Also, bj and bj+1 are column
vectors that contain the known boundary-values and zeros, and P j and Qj are tridiagonal
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matrices of the form:

P j =

{
− 1

2

(σj
ixi
h

)2

+
rjxi
2h

+ arj;
1

∆t
+
(σj

ixi
h

)2

;−1

2

(σj
ixi
h

)2

− rjxi
2h

+ arj

}
, (2.2)

Qj =

{
− (

1

2
− a)rj;

1

∆t
;−(

1

2
− a)rj

}
. (2.3)

Theorem 2.1. If for i = 1, . . . , N − 1; j = 0, . . . ,M − 1 it is

1

2
≤ a ≤

(
σj
i xi

h

)2

− rjxi

h

2rj
, (2.4)

then, the method given in (2.1) is positivity preserving.

Theorem 2.2. The proposed method is conditionally stable, convergent and the local
truncation error is an O(h2,∆t).

3. Numerical results

In this section, we give some numerical examples to confirm the theoretical results.The
results of our method are compared with the results obtained in [1]. As in [1], we have
used the approximate solution obtained for N = 2048 and M = 1024 as a reference
solution on the mesh points. We compute the maximum error as follows

EN,M = max
i,j

|V N,M
ij − V̄ (xi, tj)|,

where V̄ (x, t) is a linear interpolation of the approximated solution V 2048,1024 to get solu-
tions at other points. Also, we have used the following formula to compute the convergence
rate

R̄N,M =

log
( EN,M

E2N,M

)
log 2

.

Example 3.1. In this example, we compare the NSFD method with the method by Cen
and Le [1] to solve the generalized Black-Scholes equation (1.1)-(1.4) with T = 1, r = 0.06,
σ = 0.2(1 + te−x), K = 25 , Smax = 100 and ε = 10−4.

Table 1. Comparison of errors and rates of convergence obtained by NSFD
method and the method by Cen and Le [1] for Example 3.1.

M = 1024 N=128 N=256 N=512 N=1024
Results for NSFD method EN,M 3.3353e-2 1.4481e-2 5.3031e-3 1.2522e-3

RN,M 1.204 1.449 2.082 -
Results for Cen and Le [1] EN,M 6.8027e-2 3.1258e-2 1.2588e-2 3.4189e-3

RN,M 1.122 1.312 1.880 -

Example 3.2. In the last example, we compare the NSFD method with the method by
Cen and Le [1] for solving the generalized Black-Scholes equation (1.1)-(1.4) with T = 1,
r = 0.06, σ = 0.4(2 + sin x), K = 25, Smax = 100 and ε = 10−4.
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Figure 1. Computed option value V for Example 3.1 with N = M = 64
and ε = 10−4.

Table 2. Comparison of errors and rates of convergence obtained by NSFD
method and the method by Cen and Le [1] for Example 3.2.

M = 1024 N=128 N=256 N=512 N=1024
Results NSFD method EN,M 3.5388e-2 1.0353e-2 2.7108e-3 5.3870e-4

RN,M 1.773 1.933 2.331 -
Results for Cen and Le [1] EN,M 5.7124e-2 1.9498e-2 5.1550e-3 1.0586e-3

RN,M 1.551 1.919 2.284 -
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Figure 2. Computed option value V for Example 3.2 with N =M = 64
and ε = 10−4.

It can be seen from Tables 1 and 2 the good performance of the proposed method, con-
cerning accuracy and convergence rates. Figures 1 and 2 show some computed solutions
for N =M = 64 and ε = 10−4, showing the positivity preserving behaviour.
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Abstract. The solution of the Black-Scholes partial differential equation determines
the option price, respectively according to the used initial conditions. In the computa-
tion of the fair price of an option, it is a natural demand that the resulting numerical
approximations, should be non-negative. Numerical methods based on standard finite
difference approach such as fully implicit, Crank-Nicolson, and semi-implicit schemes
are powerful tools for pricing. They are usually consistent with the original differential
equation and guarantee convergency of the discrete solution to the exact one, but in
the presence of discontinuous payoff and low volatility, essential qualitative properties
of the solution are not transferred to the numerical solution. Spurious oscillations and
negative values might occur in the solution The application of a nonstandard finite differ-
ence method and investigation of its positivity preserving and smoothing properties for
pricing European call options with a discrete double barrier is the subject of this paper.
The new scheme is positivity preserving, conditionally stable, consistent, and convergent.
Some numerical experiments have been performed to illustrate the efficiency of the new
scheme.

Keywords: Black-Scholes equation, Theta scheme, Nonstandard finite difference, Posi-
tivity preserving scheme.
Classification: MSC2010 or JEL Classifications: 65M06; 65M12..

1. Introduction

We consider the Black-Scholes model for pricing the European option as follows

− ∂v

∂t
+ rS

∂v

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2v

∂S2
− rv = 0, (1.1)

with initial and boundary conditions following

v(S, 0) = max(S −K, 0)1[L,U ](S), (1.2)

v(S, t) → 0 as S → 0 or S → ∞, (1.3)
by updating the initial condition on the monitoring dates ti(i = 0, . . . F )

v(S, ti) = v(S, t−i )1[L,U ](S), (1.4)
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which 1[L,U ] is an indicator function and is defined as follows

1[L,U ] =

{
1 if S ∈ [L,U ],
0 if S /∈ [L,U ],

(1.5)

where L and U are lower and upper barriers actives at all times tn. Moreover, S is the
asset price, v is the value of the option, K is the price of the strike, and T is the expiration
date. The payoff function of this option is equal to max(S −K, 0), but if the price of the
asset falls outside the range of [L,U ], the contract expires. The knock-out option at the
monitoring dates indicates a discontinuity in obstacles S = L and S = U , respectively.
The rest of the paper is divided as follows. we review θ-method that is used to solve the
Black-Scholes equation. In Section 3, we examine the application of nonstandard method
for equation (1.1). The numerical results obtained from the new method are presented in
Section 4.

2. The θ -method

Let us consider the computational domain Ω = [0, Smax]× [0, T ] and discretize it in the
following form. We introduce a grid of mesh points (Sj, tn) where Sj = j∆S, tn = n∆t,
j = 0, 1, ...,M ;n = 0, 1, ..., X, the spatial step size is given by ∆S = Smax/M , and the
time step size is ∆t = T/X. We denote the approximation of V (Sj, tn) by V n

j .
The θ-method is defined by replacing the partial derivatives with respect to S at the mesh
point (Sj, tn) as follows

∂V

∂S
≈

V n
j+1 − V n

j−1

2∆S
,

∂2V

∂S2
≈ (1− θ)

V n
j+1 − 2V n

j + V n
j−1

∆S2
+ θ

V n+1
j+1 − 2V n+1

j + V n+1
j−1

∆S2
,

and the derivative with respect to t by

∂V

∂t
≈

V n+1
j − V n

j

∆t
.

Therefore, the family of standard θ-method for solving (1.1) leads to a difference equation

AV n+1 = BV n, (2.1)

where V n = (V n
1 , . . . , V

n
M−1)

T , V n+1 = (V n+1
1 , . . . , V n+1

M−1)
T and

A = tridiag

{
−θ

2

(
σSj

∆S

)2

,
1

∆t
+ θ

(
σSj

∆S

)2

,−θ

2

(
σSj

∆S

)2
}
,

B = tridiag

{
1− θ

2

(
σSj

∆S

)2

− rSj

2∆S
,
1

∆t
− (1− θ)

(
σSj

∆S

)2

− r,
1− θ

2

(
σSj

∆S

)2

+
rSj

2∆S

}
.

3. Construction of the new scheme

In this section, we propose the new scheme by using the nonstandard discretization
techniques [1, 2, 3, 4]. By replacing

V (Sj, tn) ≈ a(V n
j−1 − 2V n

j + V n
j+1) + V n+1

j , (3.1)
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Figure 1. Spurious oscillations in the solution provided by the θ-method with ∆S =

0.01,∆t = 10−4, and θ =
1

2
. Parameter values: r = 0.07, σ = 0.001, T = 0.01, U = 80,K =

50, L = 20, Smax = 120.

in the reaction term of (1.1), the second derivative in the term of equation (1.1) by
∂2V

∂S2
≈ 1

∆S2

(
V n
j+1 − 2V n+1

j + V n
j−1

)
and the first partial derivatives by

∂V

∂t
≈ 1

∆t

(
V n+1
j − V n

j

)
,

∂V

∂S
≈ 1

2∆S

(
V n
j+1 − V n

j−1

)
.

we construct the new method as:

− 1

∆t

(
V n+1
j − V n

j

)
+

σ2S2
j

2∆S2

(
V n
j+1 − 2V n+1

j + V n
j−1

)
+

rSj

2∆S

(
V n
j+1 − V n

j−1

)
− r(a(V n

j−1 − 2V n
j + V n

j+1) + V n+1
j ) = 0,

(3.2)

The explicit form of (3.2) concerning the temporal variable is:

V n+1
j =

(
− rSj

2∆S
+ 1

2

(
σSj

∆S

)2

− ra

)
V n
j−1 +

(
1
∆t

+ 2ra
)
V n
j +

(
rSj

2∆S
+ 1

2

(
σSj

∆S

)2

− ra

)
V n
j+1

1
∆t

+
(

σSj

∆S

)2

+ r
.

(3.3)
where a is an arbitrary parameter to be determined by imposing positivity restrictions.
The corresponding finite difference approximation provides for each n = 0, 1, ..., X − 1,
the difference equation

V n+1 = NV n, (3.4)
where N is the matrix:

N = tridiag


− rSj

2∆S
+ 1

2

(
σSj

∆S

)2

− ra

1
∆t

+
(

σSj

∆S

)2

+ r
;

1
∆t

+ 2ra

1
∆t

+
(

σSj

∆S

)2

+ r
;

rSj

2∆S
+ 1

2

(
σSj

∆S

)2

− ra

1
∆t

+
(

σSj

∆S

)2

+ r

 , (3.5)

and V n = (V n
1 , . . . , V

n
M−1)

T , V n+1 = (V n+1
1 , . . . , V n+1

M−1)
T are vectors containing approxi-

mations to V at the discrete points, at time levels tn and tn+1, respectively.

Theorem 3.1. If a ≤ − r
8σ2 and ∆t < 1

−2ra
then the scheme in (3.4) for solving the

Black-Sholes equation in (1.1) is positivity-preserving.

Theorem 3.2. Under the hypothesis of Theorem 3.1, the new scheme in (3.4) is condi-
tionally stable and convergent with local truncation error O(∆t,∆S2).
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4. Numerical results

Example 4.1. Consider the Black-Scholes equation in (1.1) to price a truncated call
option with parameters r = 0.07, σ = 0.001, a = −8800, T = 0.01, U = 80, K = 50, L =
20, Smax = 120,∆S = 0.01,∆t = 10−4.

0 20 40 60 80 100 120

S

0

5

10

15

20

25

30

T
ru

nc
at

ed
 c

al
l o

pt
io

n 
va

lu
e 

(V
)

Analytical solution
New scheme

Figure 2. Numerical solution provided by the new scheme. Parameters: r = 0.07, σ =
0.001, a = −8800, T = 0.01, U = 80,K = 50, L = 20, Smax = 120, ∆S = 0.01,∆t = 10−4.

Figure 2 illustrates the numerical solution provided by the new scheme (left). We can
see in Figure 2 (right) that the positivity and stability are preserved.
Example 4.2. Consider the Black-Scholes equation in (1.1) to price a truncated call op-
tion with different values of the interest rate r and parameters σ = 0.001, a = −1250, T =
1, U = 70, K = 50, L = 30, Smax = 140,∆S = 0.05,∆t = 10−3.
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Figure 3. Numerical solution provided by the new scheme with parameter values r = 0.01
(right) and parameter r = 0.001 (left). Other parameter values σ = 0.001, a = −1250, T =
1, U = 70,K = 50, L = 30, Smax = 140,∆S = 0.05,∆t = 10−3.

Figure 3 illustrates the new scheme preserves the positivity property, is stable and the
numerical results are in good agreement with the analytical solution for different values
of the interest rate, r = 0.01 and r = 0.001. If the conditions in Theorem 3.1 are violated,
the new scheme shows a poor performance (see Figure 4, for Example 4.1 (left) and
Example 4.2 (right)).
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Figure 4. Poor performance of the new scheme if the conditions in Theorem 3.1 are not
satisfied. Example 4.1 with parameter values r = 0.07, σ = 0.001, a = −1300, T = 0.01, U =
80,K = 50, L = 20, Smax = 120,∆S = 0.01,∆t = 10−4 (left) and Example 4.2 with parameter
values r = 0.01, σ = 0.001, a = −50, T = 1, U = 70,K = 50, L = 30, Smax = 140,∆S =
0.05,∆t = 10−3 (right).
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Abstract. The main purpose of this paper is to investigate a new numerical method
based on backward finite difference method and spectral Galerkin method for solving
Black–Scholes equation for European put option. In this paper, by discretization in
time for the Black-scholes equation we get the ordinary system of differential equations
(ODEs) in the spatial domain. The obtained ODEs is solved by applying the spectral
Galerkin method based on the generalized Jacobi polynomials. The convergence of the
method in suitable spaces of functions, equipped with the weighted L2- norm is discussed.
Also, we provide numerical experiment to show the accuracy of method.

Keywords: Black-Scholes equation, Generalized Jacobi polynomials, Backward-difference
method, Convergence analysis
Classification: 32W50, 97M30.

1. Introduction

In option pricing theory, the Black-Scholes equation is one of the most effective models
for pricing options. Black-Scholes option pricing model (also called Black-Scholes-Merton
Model) values a European-style call or put option based on the current price of the
underlying (asset), the options exercise price, the underlying volatility, the options time
to expiration and the annual risk-free rate of return [11]. Consider the Black-Scholes
equation for put options

Pt(S, t) +
1

2
σ2S2PSS(S, t) + rSPS(S, t)− rP (S, t) = 0, (1.1)

with the conditions

P (S, T ) = max(E−S, 0), S ∈ Ω = [0,∞), P (0, t) = Ee−r(T−t), P (S, t) = 0, as S → ∞.

where P (S, t) is the European put option price at asset price S and at time t, E is the
exercise price, T is the maturity, r is the risk free interest rate, and σ represents the
volatility function of underlying asset. During the past few decades, many researchers
studied about the solution of the Black-Scholes model using several methods such as
[4, 2, 10, 9].

The spectral method is built on approximating the series solutions for differential equa-
tions in terms of classical orthogonal polynomials (Legendre, Chebyshev, Hermit, Jacobi,
...), say

∑
akϕk. There are three well-known versions used as popular techniques to de-

termine the expansion coefficients, namely collocation, tau, and Galerkin methods. The
228
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classical orthogonal polynomials are used successfully and extensively for the numerical
solution of differential equations in spectral methods (see [1]).

2. Preliminaries

2.1. Generalized Jacobi polynomials. For real numbers α, β and r ∈ Z, we define
the space

Wωa,b := {u| u is measurable on I and ∥u∥ωa,b,r < ∞},

equipped with the norm and semi-norm

∥u∥ωα,β ,r = (
r∑

k=0

∥∂k
xu∥2ωα+k,β+k)

1/2, |u|ωα,β ,r = ∥∂r
xu∥ωα+a,β+b ,

where ∥u∥2ω =
∫
v2ωdx. The Generalized Jacobi polynomials (GJPs) [5] on [−1, 1] are

define as follows

G(a,b)
n (x) := (1− x)−a(1 + x)−bJ

(−a,−b)
n−n0

(x), n0 = −(a+ b), a, b ≤ −1, (2.1)

for all n ≥ n0 and J
(−a,−b)
n−n0

(x) are the classical Jacobi polynomials (see [1] for more details)
on [−1, 1]. An important property of the GJPs is that for a, b ∈ Z+, we have

DiG(−a,−b)
n (−1) = 0, i = 0, ..., a− 1, DjG(−a,−b)

n (1) = 0, j = 0, ..., b− 1.

In this paper, we set a = b = −1, and Ĝ
(−1,−1)
n (x), the shifted GJPs on arbitrary interval

[lm, lM ] as

Ĝ(−1,−1)
n (x) := G(−1,−1)

n (
2x− lm − lM

lM − lm
), (2.2)

with the homogenous boundary conditions

Ĝ(−1,−1)
n (lm) = Ĝ(−1,−1)

n (lM) = 0, n ≥ 2. (2.3)

It can also be easily show that {Ĝ−1,−1
n (x) : n ≥ 2} construct a complete orthogonal

system in L2
ω−1,−1 (see [5]). Define

B := span{Ĝ(−1,−1)
2 (x), Ĝ

(−1,−1)
3 (x), ..., Ĝ

(−1,−1)
N (x)},

and consider the orthogonal projection π−1,−1
N : L2

ω−1,−1 → B defined by

< u− πa,b
N u, v >ω−1,−1= 0, ∀v ∈ B.

In the following theorem, we estimate the projection errors which are useful in the error
analysis of spectral-Galerkin methods.

Theorem 2.1. [5] Assume that u ∈ Wω−1,−1,r, 0 ≤ µ ≤ r and C a generic positive
constant independent of any function and N ,

∥u− π−1,−1
N u∥ω−1,−1,µ ≤ CNµ−r|u|ω−1,−1,r. (2.4)
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3. Description of the method

At the first, we convert the problem (1.1) from backward to forward problem (a problem
with initial conditions). To do this, change of variable τ = T − t in Eq. (1.1) yields

P̂τ (S, τ) =
1

2
σ2S2P̂SS(S, τ) + rSP̂S(S, τ)− rP̂ (S, τ), (3.1)

P̂ (S, 0) = max(E − S, 0), P̂ (0, τ) = Ee−rτ , P̂ (S, τ) = 0, as S → ∞,

where P (S, t) = P (S, T − τ) = P̂ (S, τ). Assume SM := S∞ < ∞, where is the suitably
chosen positive number. Now, due to the application of homogeneous boundary condi-
tions (2.3) of the GJPs, we must transform the Eq. (3.1) into a homogeneous boundary
condition problem. Setting

P̂ (S, τ) = W (S, τ) + Ee−rτ (1− S

SM

), (3.2)

where W (S, τ) is a new unknown function, gives

P̂τ (S, τ) = Wτ (S, τ)− rEe−rτ (1− S

SM

), P̂S(S, τ) = WS(S, τ)−
Ee−rτ

SM

, P̂SS(S, τ) = WSS(S, τ).

(3.3)

Substituting (3.3) into (3.1) yields

Wτ (S, τ) =
1

2
σ2S2WSS(S, τ) + rSWS(S, τ)− rW (S, τ)− rEe−rτS

SM

, (3.4)

with
W (S, 0) = max(E − S, 0)− E(1− S

SM

), W (0, τ) = W (SM , τ) = 0.

3.1. A semi-discretization in time for Eq. (3.4). Given the discretization of the time
interval [0, T ] with step size h = T/M ,

0 = τ0 < τ1 < ... < τM = T.

By applying the backward-difference method for the left side of Eq. (3.4) we obtain

W (S, τi+1)−W (S, τi)

h
+O(h) =

1

2
σ2S2WSS(S, τi+1)+rSWS(S, τi+1)−rW (S, τi+1)−

rEe−rτi+1S

SM

for i = 0, 1, ...,M − 1. Taking the Fi(S), approximation of the exact solution W (S, τi) for
i = 0, 1...,M , we obtain an ordinary differential equation as follows

DFi+1(S) = Ri(S), Fi+1(0) = Fi+1(SM) = 0, i = 0, 1, ...,M, (3.5)

where

DFi+1(S) := h
1

2
σ2S2F ′′

i+1(S)+rhSF ′
i+1(S)−(1+rh)Fi+1(S), Ri(S) := h

rEe−rτi+1S

SM

−Fi(S).

For each time step i with homogeneous boundary conditions. It is clear that for the first
step, i = 0, from initial condition of (3.4), we have

F0(S) = max(E − S, 0)− E(1− S

SM

).
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The unknown functions Fi(S), i = 1, ...,M are approximated in the finite dimensional
space, B, as follows

Fi,N(S) ≃
N∑
j=2

ci,jĜ
(−1,−1)
j (S). (3.6)

Substituting (3.6) into (3.5) yields the Galerkin residual functions (see [1]), Resi(S), as
follows

Resi(S) = DFi+1,N(S)−Ri(S), i = 0...M − 1. (3.7)
The application of the Galerkin method for each time step i = 0, 1, ...M − 1, yields the
following (N − 2) set of linear algebraic equations in the unknown expansion coefficients,
ci,j, namely∫ SM

0

Resi(S)Ĝ
(−1,−1)
j (S)ω−1,−1(S)dS = 0, i = 0, 1, ...M − 1, j = 2, ...,M, (3.8)

The obtained system of algebraic equation can be solved for the unknown coefficients ci,j
and Fi,N(S) calculated for i = 1, ...,M .

4. Convergence analysis

Theorem 4.1. [7] Assume Ki+1(s) :=
rEe−rτi+1S

SM
and L(S) := max(E−S, 0)−E(1− S

SM
).

Then, the time semi-discrete problem (3.5) is unconditionally stable, i.e., if
L̂(S) = L(S) + δ̂(S), K̂i+1(S) = Ki+1(s) + δ̂i+1(S)

provide a perturbed sequence F̂i(S), whose distance from the original sequence Fi(S), is
uniformly bounded by the maximum size of the perturbation, i.e.,

∥Fi(S)− F̂i(S)∥∞ ≤ C

(
δ̂(S) + max

j=0,...,i−1
∥δ̂j(S)∥∞

)
.

Theorem 4.2. [7] If

|∂
i+jW (S, τ)

∂iS∂jτ
| ≤ C, 0 ≤ j ≤ 3, 0 ≤ i ≤ 4,

then, the local truncation error en, and global truncation error En associated to the semi-
discrete method (3.5) satisfies

∥en∥∞ ≤ Ch2, ∥En∥∞ ≤ Ch.

Theorem 4.3. [7] The time semi-discrete method (3.5) is first order convergent, i.e.,
∥W (S, τi)− Fi(S)∥∞ ≤ Ch.

The following Theorem show the convergence of the full discretization method that is
obtained by
∥W (S, τi)− Fi,N(S)∥ω−1,−1,2 ≤ ∥W (S, τi)− Fi(S)∥ω−1,−1,2 + ∥Fi(S)− Fi,N(S)∥ω−1,−1,2

and Theorems 2.1 and 4.3, respectively. The idea o f the proof comes from [5, 7, 6].
Theorem 4.4. Let W (S, τ) be the solution of the initial boundary value problem (3.4)-
(??) and Fi,N(S) be the Galerkin approximation to the solution Fi(S) in each time steps
i = 0, ...,M . Then,

∥W (S, τi)− Fi,N(S)∥∞ ≤ C(h+N2−r).

It is seen that the temporal and spatial rate of convergence are O(h) and O(N2−r),
respectively, where r is an index of regularity of the underlying function.
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Figure 1. Exact solution in time t = T .

Figure 2. Approximate solution in time t = T and N=25.

Figure 3. Absolute error for various N = 15, 20, 25.

Table 1. The absolute errors (Abs.err) and values of S for N = 25 at time
t = 0.25.

S Abs.err S Abs.err

2 2.758800e− 04 12 2.024524e− 04
4 2.244770e− 04 14 3.512227e− 04
6 2.884300e− 04 16 2.424921e− 04
8 2.637970e− 04 18 7.445729e− 05
10 9.394778e− 04 20 1.129299e− 04

5. Numerical results

Consider to Eq. (1.1) with parameters E = 10, T = 0.25, r = 0.1, σ = 0.4 and
0 ≤ S ≤ 20. The exact solution is

P (S, τ) = Ee−r(T−τ)N(−d2)− SN(−d1),
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where

N(y) =
1√
2π

∫ y

−∞
e−

u2

2 du, d1 =
ln( S

E
) + (r + σ2

2
)(T − τ)

σ
√
T − τ

, d2 =
ln( S

E
) + (r − σ2

2
)(T − τ)

σ
√
T − τ

.

Figs. 1 and 2, show the exact and numerical solution in t = 0.25 for N = 25. The
absolute error is shown for various N = 15, 20, 25 in Fig. 3. Also, the absolute errors
(Abs.err) for various values of S are presented in Tab. 1. These results confirm the
theoretical results and accuracy of the method.
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Abstract. Numerical methods based on the standard finite difference approach is con-
sistent with the original differential equation and guarantee convergence of the discrete
solution to the exact one, but they impose severe restrictions on the time step and in
the presence of discontinuous payoff and low volatility, essential qualitative properties
of the solution are not transferred to the numerical solution. Spurious oscillations and
negative values might occur in the solution. In this paper, we propose a combination of
the Laplace transform method and the nonstandard finite-difference method to solving
the Black-Scholes equation. The new scheme is positivity preserving, conditionally sta-
ble, consistent, and convergent. Compared with other standard numerical methods such
as the Mixed method, our results indicate that a properly implemented version of our
scheme is useful for the numerical integration of the considered Blach-Scholes equation.
The results obtained indicate that non-standard difference schemes may be promising
for solving problems that may have an impact.
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Positivity preserving.
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1. Introduction

We consider the Black-Scholes model for pricing the European option as follows

− ∂v

∂t
+ rS

∂v

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2v

∂S2
− rv = 0, (1.1)

with initial and boundary conditions following

v(S, 0) = max(S −K, 0)1[L,U ](S), (1.2)

v(S, t) → 0 as S → 0 or S → ∞, (1.3)
by updating the initial condition on the monitoring dates ti(i = 0, . . . F )

v(S, ti) = v(S, t−i )1[L,U ](S), (1.4)

∗ Speaker.
234
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which 1[L,U ] is an indicator function and is defined as follows

1[L,U ] =

{
1 if S ∈ [L,U ],
0 if S /∈ [L,U ],

(1.5)

where L and U are lower and upper barriers actives at all times tn. Moreover, S is the
asset price, v is the value of the option, K is the price of the strike, and T is the expiration
date. The payoff function of this option is equal to max(S −K, 0), but if the price of the
asset falls outside the range of [L,U ], the contract expires. The knock-out option at the
monitoring dates indicates a discontinuity in obstacles S = L and S = U , respectively.
In this paper, we modify the method presented in [6] for (1.1) by combining the Laplace
transform method with the non-standard finite difference method. The rest of the paper
is divided as follows. In Section 2, we will apply Laplace transformation method for the
Black-Scholes equation. In Section 3, we examine the application of nonstandard methods
through spatial nonlocalized discretization. The numerical results obtained from the new
method are presented in Section 4.

2. The Laplace Transform method for the Black-Scholes equation

we use the Laplace Transformation for the Black-Scholes equation (1.1). The Laplace
transform of function v(S, t) , is defined by V (S, λ) =

∫∞
0

e−λtv(S, t)dt, and its k-th
derivative is defined as follows

dkV (S, λ)

dλk
=: V (k)(S, λ) = (−1)k

∫ ∞

0

tke−λtv(S, t)dt,

multiplying each term by tke−λt and integration on the interval [0,∞) and by doing some
algebraic calculations, the following ordinary differential equation (ODE) is obtained:

− 1

2
σ2S2d

2V (k)

dS2
− rS

dV (k)

dS
+ (r + λ)V (k) =

{
v(S, 0), k = 0,

−kV (k−1), k = 1, 2, · · · .
(2.1)

In [6] by using the centered differences for dV (k)

dS
and d2V (k)

dS2 have derived:

−1

2
σ2S2

j

(V (k)
j−1 − 2V

(k)
j + V

(k)
j+1

∆S2

)
− rSj

(V (k)
j+1 − V

(k)
j−1

2∆S

)
+ (r + λ)V

(k)
j =

{
v(S, 0), k = 0,

−kV (k−1), k = 1, 2, · · ·
(2.2)

with the boundary conditions V (k)(0, λ) = 0 and V (k)(∞, λ) = 0, where V
(k)
j is approxi-

mation V (k)(S, λ) at the grid point Sj with Sj = j∆S(i = 1, . . . ,M − 1) and ∆S = Smax

M
,

which lead to: {
ApwV

(k) = v(S, 0), k = 0,

ApwV
(k) = −kV (k−1), k = 1, 2, · · · ,

(2.3)

with

Apw = tridiag

{
− 1

2

[(
σSj

∆S

)2

− r
Sj

∆S

]
; (r + λ) +

(
σSj

∆S

)2

;−1

2

[(
σSj

∆S

)2

+ r
Sj

∆S

]}
.

(2.4)

As [6] if in (2.3) k = 1, . . . , N and λ = N
T

are assumed, the approximation vN(Sj, t) of
v(Sj, t) using the post-wider formula [1], as follows is obtained
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vN(Sj, T ) =
(−1)N

N !
(
N

T
)
N+1

V (N)(Sj,
N

T
), (2.5)

with lim
N→∞

vN(Sj, t) = v(Sj, t), as we prove in the sequel. An explicit form for vN(Sj, T )

is obtained combining (2.3) with (2.5)

vN(Sj, T ) = (
N

T
A−1

PW )
N+1

v(Sj, 0), (2.6)

so that N
T
A−1

PW is the iteration matrix.
According to Figure 1, the mixed method produces spurious oscillations and negative
values, when parameters σ and r satisfy in σ2 ≪ r. The parameters used in drawing
Figure 1 are selected from [6].

90 92 94 96 98 100 102 104 106 108 110

S

-2

0

2

4

6

8

10

V
(S

,T
)

Exact sol
N=100
N=1000

90 92 94 96 98 100 102 104 106 108 110

S

-2

0

2

4

6

8

10

V
(S

,T
)

Exact sol
N=1000
N=10000

Figure 1. Parameters: r = 0.05, σ = 0.001, T = 1, U = 110, K = 100, L = 90,
Smax = 200, ∆S = 0.05.

3. Construction of the new scheme

In the following, we use the strategy of NSFD discretization to overcome the above
mentioned-drawbacks [2, 3, 4, 5]. By using values at different spatial points for dis-
cretization V (k) as a:

V (k) ≈ (a+ b)
(
V

(k)
j+1 + V

(k)
j−1

)
+
(
1− 2a− 2b

)
V

(k)
j , α, β ∈ R,

we proposed our new scheme

− 1

2
σ2S2

j

(V (k)
j−1 − 2V

(k)
j + V

(k)
j+1

∆S2

)
− rSj

(V (k)
j+1 − V

(k)
j−1

2∆S

)
+ (r + λ)(a+ b)

(
V

(k)
j+1 + V

(k)
j−1

)
+ (r + λ)

(
1− 2a− 2b

)
V

(k)
j =

{
v(S, 0), k = 0,

−kV (k−1), k = 1, 2, · · · ,
(3.1)

which a and b are the parameters that are obtained by imposing positivity restrictions.
The above discretization may be written in a matrix form as:{

ÂpwV
(k) = v(S, 0), k = 0,

ÂpwV
(k) = −kV (k−1), k = 1, 2, · · · ,

(3.2)



A COMBINATION OF NON-STANDARD METHOD AND LAPLACE TRANSFORM... 237

with

Âpw =tridiag

{
− 1

2

(σSj

∆S

)2
+

rSj

2∆S
+ (a+ b)(r + λ);

(σSj

∆S

)2 − (2a+ 2b− 1)(r + λ);

− 1

2

(σSj

∆S

)2 − rSj

2∆S
+ (a+ b)(r + λ)

}
.

The approximation vN(Sj, t) of v(Sj, t) by using the Post-Widder formula

vN(Sj, T ) = (
N

T
Â−1

PW )
N+1

v(Sj, 0). (3.3)

Theorem 3.1. scheme (3.2) is positive, if

(a+ b) ≤ − r2

8σ2(r + λ)
. (3.4)

Theorem 3.2. The proposed method is conditionally stable and convergent and also the
method is second-order respect to the spatial variable.

4. Numerical results

To illustrate the advantage of the designed new positive scheme we again consider
the (2.1) with σ2 ≪ r. The proposed nonstandard scheme for different N produces an
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Figure 2. Parameters: r = 0.05, σ = 0.001, T = 1, U = 110, K = 100, L = 90,
Smax = 200, ∆S = 0.05.

acceptable solution, spurious oscillation free, and is positivity preserving. This can be
seen clearly in Figure 2, where the cross-section at t = T of the analytical solution and
the numerical one obtained with the NSFD scheme are shown.
If condition (3.4) is violated, the solution obtained from the new method may produce
spurious oscillations and negative values in the solution, see Figure 3.
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Abstract. The analytical investigations and numerical solutions of stochastic differen-
tial equations have always been of interest to researchers. During the several decades,
many efficient methods have been developed for solving different types of stochastic dif-
ferential equations with different properties. We need numerical methods because a lot of
stochastic differential equations are not analytically solvable. There are two dominating
versions of stochastic calculus, the Itô stochastic calculus and the Stratonovich stochastic
calculus. In this work, we concern the new class of stochastic Runge-Kutta method for
solution of Stratonovich stochastic differential equations with scalar noise. Using Rosen-
brock ordinary differential equation solver, we define stochastic Runge-Kutta Rosenbrock
type scheme. In recent years, implicit stochastic Runge?Kutta methods have been devel-
oped both for strong and weak approximations. For these methods, the stage values are
only given implicitly. Stratonovich Taylor expansion is applied to derive strong global
convergence order 1.0. Also, mean-square stability is studied and some examples are
presented to support the theoretical results.

Keywords: Stochastic Runge-Kutta Rosenbrock scheme, Stratonovich stochastic differ-
ential equations, Stratonovich Taylor expansion, Strong global order, Mean-square sta-
bility.
MSC2010: 60H35, 65L06, 65L20.

1. Introduction

In this paper, we discuss on numerical scheme for approximation of strong solutions of
Stratonovich stochastic differential equations (SDEs)

dx(t) = f(x(t))dt+ g(x(t)) ◦ dW (t), t ∈ [t0, T ], x ∈ Rd, (1.1)
where the deterministic term f(x(t)) is the drift coefficient, the stochastic term g(x(t))
is the diffusion coefficient, and W (t) is a Wiener process whose increment ∆W (t) =
W (t+∆t)−W (t) is a Gaussian random variable N (0,∆t).

In the recent years many literatures proved that for numerically solving of SDEs, sto-
chastic Runge-Kutta methods are an essential tool, for example see [4, 7, 8, 10]. Also,
in [12, 11] have presented a general class of stochastic Runge-Kutta methods, for case of
Stratonovich SDEs. For the numerical approximations of SDEs, economical Runge-Kutta
methods with strong global order one in the Stratonovich sense is proposed in [6]. In [5],
the authors consider a class of implicit methods based on stiffly accurate Runge-Kutta
methods and splitting techniques for Stratonovich SDEs, which are of mean-square order
1.0. Recently, in some papers developed a family of explicit schemes such as stochastic or-
thogonal Runge-Kutta Chebyshev methods for Stratonovich SDEs, for example see [9, 1].
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In this work, we propose a stochastic Runge-Kutta Rosenbrock type scheme to solve
(1.1). The main motivation for the methods proposed in this paper originates from
the [2, 3] which have been successfully applied to Itô SDEs. For solving the Stratonovich
SDE (1.1) a class of two-stage stochastic Runge-Kutta Rosenbrock type method is given
by

(1− γhJf )K1 = a1hf(yn) + b1J1g(yn),

(1− γhJf )K2 = a2hf(yn + a21K1) + b2J1g(yn + b21K1),

yn+1 = yn +K1 +K2,

(1.2)

where n = 0, 1, 2, . . . , N , y0 = x0, constant step size h is defined as h = tn − tn−1,
J1 = ∆Wn and Jf is the Jacobian matrix of f .

Theorem 1.1. Let, f, g ∈ C1,3
(
Rd,Rd

)
. Then the stochastic Runge-Kutta Rosenbrock

type method (1.2) converges strongly to solutions of SDEs (1.1) with order 1.0 if the coef-
ficients of the stochastic Runge-Kutta Rosenbrock type method (1.2) satisfy the following
equations  a1 + a2 = 1, b1 + b2 = 1, b1b2b21 =

1
2
,

b21b2b
2
21 =

1
3
, a1a2a21 + γ(a1 + a2) =

1
2
.

(1.3)

Proof. The conditions in Theorem 1.1 are easily derived by comparing the coefficients of
terms in the Itô-Taylor expansion of order 1.0 and the Taylor expansion of the numerical
scheme (1.2). The solutions of system (1.3) are

b1 =
1

4
, b2 =

3

4
, b21 =

8

3
, a2 = 1− a1, a21 =

1
2
− γ

a1(1− a1)
,

which a1 and γ are free parameters. Thus both the mean-square error with strong local
order 1.0 and the local mean error with order 1.0

[E (x(t)− yn+1)
2]1/2 = O

(
h3/2

)
, E (x(t)− yn+1) = O

(
h2
)
,

hold. □

2. Mean-square stability analysis

In this section, we study the stability regions for methods (1.2) for the linear Stratonovich
test equation

x(t) = µx(t)dt+ λx(t) ◦ dW (t), (2.1)
with the deterministic initial condition x(0) = x0 ∈ R \ {0}. For µ, λ ∈ R the solution of

x(t) = exp (λt+ µW (t)) ,

is mean-square stable if and only if
lim
t→∞

E
[
|x(t)|2

]
= 0 ⇔ λ+ µ2 < 0. (2.2)

By applying the stochastic Runge-Kutta Rosenbrock type method (1.2) to the linear test
equation in (2.1) the approximate solution for methods (1.2) can be written in the follow
form

yn+1 = (1 +K1 +K2)yn, (2.3)
where

K1 =
a1λh+ b1µ

√
hξ

1− γλh
, K2 =

a2(1 + a21K1)λh+ b2(1 + b21K1)µ
√
hξ

1− γλh
.
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By squaring both sides of equation (2.3) and taking its expectation, equation (2.3) can
be written in the form of E[y2n+1] = D(h, λ, µ)E[y2n]. Then, by applying the changes of
variables of u = λh and v = µ2h to the D(h, λ, µ) the stability function for our method is

D(u, v) = A2 + (B2 + 2AC)v + 3C2v2, (2.4)

where A = 1 + 1
1−γu

+
1
2
−γ

(1−γu)2
u2 , B = 1

1−γu
+ b1a2a21+a1b2b21

(1−γu)2
u, C = 1

2(1−γu)2
. Figure 1

Figure 1. Comparison of stability regions of the method (1.2) (shaded
areas) with the stability region of the problem (squared triangle).

gives the MS-stability regions of the method (1.2), for some free parameters. The squared
triangle shows the MS-stability region of the linear test equation (2.1) and the shaded
areas shows the MS-stability regions of the our method. Comparison of the illustrated
regions in Figure 1 shows that the method (1.2) have big regions of MS-stability, when
γ → 1.

3. Numerical results

This section gives some numerical experiments to illustrate our theoretical results.
Example 3.1. Consider the nonlinear SDE

dx(t) = −α
(
1− x2(t)

)
dt+ β

(
1− x2(t)

)
◦ dW (t), x(0) = x0, t ∈ [0, 1], (3.1)

with exact solution

x(t) =
(1 + x0) exp(−2αt+ 2βW (t)) + x0 − 1

(1 + x0) exp(−2αt+ 2βW (t))− x0 + 1
.

Let x0 = 0 and h = 10−2×23−k, k = 1, . . . , 5 in turn. The numerical results for different

Figure 2. Strong MSE for nonlinear SDE (3.1).

values of α and β are shown in Figure 3.1. In this figure, MSE is the mean-square of
error.
Example 3.2. For investigate the numerical stability of the our scheme (1.2), we consider
the following scalar SDE

dx(t) = −2x(t)(1 + |x(t)|)dt+ x(t) ◦ dW (t), x(0) = 1, t ∈ [0, 20]. (3.2)
We test the stability of the methods Milstein and (1.2) with different stepsizes. We take
h = 1, 1/2, 1/4 and generate 5000 sample paths for each numerical method. The mean-
square stability of the numerical solution is plotted in Figure 3. Figure 3 shows that the

Figure 3. Computer simulation of E [|x(t)|2] for methods Milstein and
(1.2) with different stepsizes.

our method is all mean-square stable under the stepsizes h = 1, 1/2, 1/4.
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Abstract. Stiff stochastic differential equations are usually solved numerically by (semi-
)implicit methods, and many numerical methods for solving of these case of stochastic
differential equations have been designed. This paper presents a family of explicit im-
proved Euler-Maruyama approximation method for solution of the stiff stochastic differ-
ential equations. We apply the linear growth bounds and Lipschitz conditions on the
drift and diffusion coefficients for analytical study of the stochastic differential equation.
One of the important points in the study of stochastic differential equations is the inves-
tigation of numerical solution behavior from the point of view of convergence. The strong
mean-square convergence of our new method is analyzed. Another important issue for
stiff stochastic differential equations is to check the stability of a numerical method. To
study the mean-square stability property of our method, we consider a one-dimensional
linear Itô test stochastic differential equation with a single noise term. A numerical ex-
ample is given to illustrate the accuracy and efficiency of the proposed method.
Keywords: Stiff stochastic differential equation, Strong convergence, Mean-square sta-

bility.
MSC2010: 60H10, 41A25, 93E15.

1. Introduction

Consider the non-autonomous Itô stochastic differential equation (SDE)

dX(t) = f(t,X(t))dt+ g(t,X(t))dW (t), X(t0) = X0, t ∈ [t0, T ], (1.1)

where W (t) is an one dimensional Wiener process, the functions f and g are assumed to
satisfy the standard conditions to guarantee the existence of unique solution of the SDE
(1.1). The (semi-)implicit methods will face a increase the computational cost when the
SDE (1.1) is stiff [9]. Therefore, explicit schemes with extended stability regions could
greatly help to solution of stiff SDEs, for example see [1, 3, 6].

For solving SDE (1.1), we consider an explicit improved Euler-Maruyama (EIEM)
method which defines an approximation process Yk ≈ X(tk) with Y0 = X0 and

Yk+1 = Yk +
hf(tk, Yk) + g(tk, Yk)∆Wk

1 + h |θf ′(tk, Yk)− σg′2(tk, Yk)|
, θ, σ ∈ [0, 1], (1.2)

for k = 0, 1, . . . , N , and N = 1, 2, . . . , where h = T−t0
N

and ∆Wk = Wk+1 −Wk. Further,
f ′ and g′ are is the Jacobian matrix of f and g, respectively. The choice θ = σ = 0 gives
the Euler-Maruyama method.
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2. Strong convergence analysis

In this section, we prove the mean-square convergence of the EIEM method (1.2) by
the following propositions and convergence lemma given in [7].

Proposition 2.1. The functions f and g in SDE (1.1) satisfy Lipschitz conditions

|f(t, x)− f(t, y)|2 ∨ |g(t, x)− g(t, y)|2 ≤ C1|x− y|2, (2.1)
and linear growth bounds

|f(t, x)|2 ∨ |g(t, x)|2 ≤ C2

(
1 + |x|2

)
, (2.2)

where positive constants C1 and C2 are independent of variables x, y ∈ Rd.

Proposition 2.2. Assume that the functions f(t,X(t)) and g(t,X(t)) in SDE (1.1) have
continuously bounded derivatives up to the required order for the following analysis, and
the coefficient functions in Itô-Taylor expansions (up to a sufficient order) are globally
Lipschitz (2.1) and satisfy the linear growth (2.2) conditions.

Lemma 2.3. Assume for a one-step discrete time approximation Y that the local mean
error and mean-square error for all N = 1, 2, . . . , and k = 0, 1, . . . , N − 1 satisfy the
estimates

|E ((Yk+1 −X(tk+1))|Yk = X(tk))| ≤ K(1 + |Yk|2)1/2hp1 , (2.3)
and ∣∣E(|Yk+1 −X(tk+1)|2 |Yk = X(tk))

∣∣1/2 ≤ K(1 + |Yk|2)1/2hp2 , (2.4)
when p2 ≥ 1

2
and p1 ≥ p2 +

1
2
. Then∣∣E(|Yn −X(tn)|2 |Y0 = X(t0))

∣∣1/2 ≤ K(1 + |Y0|2)1/2hp2−1/2,

holds for each n = 0, 1, . . . , N . Here K is independent of h but dependent on the length
of the time interval T − t0.

Theorem 2.4. Let 0 < θ, σ ≤ 1, than under the Propositions (2.1) and (2.2) the numerical
solution produced by the method (1.2) converges to the exact solution of SDE (1.1) in the
MS sense with strong order of convergence 1

2
.

Proof. First, We will prove that the inequality holds for the EIEM method (1.2) with
p1 = 2. For this purpose, applying Euler-Maruyama approximation step

Y EM
k+1 = Y EM

k + hf(tk, Y
EM
k ) + g(tk, Y

EM
k )∆Wk, (2.5)

with the local mean and mean–square errors∣∣∣E((
Y EM
k+1 −X(tk+1)

)∣∣∣Y EM
k = X(tk)

) ∣∣∣ = O(h2) (2.6a)∣∣∣E(∣∣Y EM
k+1 −X(tk+1)

∣∣2∣∣∣Y EM
k = X(tk)

) ∣∣∣ 12 = O (h) , (2.6b)

respectively. Then from (2.6a), we have

δ1 =
∣∣∣E [

(Yk+1 −X(tk+1))
∣∣∣Yk = X(tk)

]∣∣∣
≤
∣∣∣E [(

Y EM
k+1 −X(tk+1)

) ∣∣∣Y EM
k = X(tk)

]∣∣∣+ ∣∣∣E [(
Yk+1 − Y EM

k+1

) ∣∣∣Yk = Y EM
k

]∣∣∣
≤O(h2) + δ2.

(2.7)
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Using linear growth bounds (2.2) and E[∆Wk] = 0, one can derive that

δ2 =
∣∣∣E [

(Yk+1 − Y EM
k+1)

∣∣∣Yk = Y EM
k

]∣∣∣
=

∣∣∣∣E [
h (hf(tk, Yk) + g(tk, Yk)∆Wk)

|θf ′(tk, Yk)− σg′2(tk, Yk)|
1 + h |θf ′(tk, Yk)− σg′2(tk, Yk)|

]∣∣∣∣
≤h2 L|θ − σL|

1 + hL|θ − σL|
√
K2

(
1 + |Yk|2

) 1
2 .

(2.8)

Hence, from inequalities (2.7) and (2.8), we obtain p1 = 2.
We prove that the inequality (2.4) with p2 = 1 holds for the EIEM method. For this

aim, using Euler-Maruyama approximation step (2.5) and inequality (a+ b)2 ≤ 2(a2+ b2)
we divide (2.4) into two parts as follows

δ3 =
∣∣∣E [

|Yk+1 −X(tk+1)|2
∣∣∣Yk = X(tk)

]∣∣∣ 12
≤
∣∣∣E [∣∣Y EM

k+1 −X(tk+1)
∣∣2 ∣∣∣Y EM

k = X(tk)
]∣∣∣ 12 + ∣∣∣E [∣∣Yk+1 − Y EM

k+1

∣∣2 ∣∣∣Yk = Y EM
k

]∣∣∣ 12
≤O(h) +

√
δ4,

(2.9)

Using linear growth bounds (2.2) and E[(∆Wk)
2] = 0, we can write

δ4 =E
[∣∣Yk+1 − Y EM

k+1

∣∣2 ∣∣∣Yk = Y EM
k

]
=E

[∣∣∣∣h (hf(tk, Yk) + g(tk, Yk)∆Wk)
|θf ′(tk, Yk)− σg′2(tk, Yk)|

1 + h |θf ′(tk, Yk)− σg′2(tk, Yk)|

∣∣∣∣2
]

≤h3 L2|θ − σL|2

(1 + hL|θ − σL|)2
K2

(
1 + |Yk|2

)
.

(2.10)

Thus the inequality (2.4) with p2 = 1 holds for the EIEM method.
So, in Theorem 2.4 we can choose p2 = 1 along with p1 = 2 to establish strong order

1/2 of the EIEM method. □

3. Linear mean square stability properties

For mean-square analysis of EIEM method (1.2), we take a one-dimensional linear Itô
test SDE with a single noise term

X(t) = µX(t)dt+ λX(t)dW (t), (3.1)
where the parameters µ, λ ∈ R. The zero solution of (3.1) is said to be mean-square (MS)
stable if lim

t→∞
E|X(t)|2 = 0. It is well known [2] that the zero solution of (3.1) is MS-stable

if and only if
|µ|2 + 2λ < 0.

Saito and Mitsui [10] introduce the following definition of MS-stability for a numerical
scheme.

Definition 3.1. The numerical method is said to be MS-stable if
D(λ, µ, h) = E[D2(λ, µ, h, ξk)] < 1, ξk ∼ N (0, 1),

where D(λ, µ, h) is called MS–stability function and the set DMS = {(λ, µ) ∈ R2 :
D(λ, µ, h) < 1} is called the MS–stability domain of the numerical method.



246 KAZEM NOURI, HASSAN RANJBAR AND LEILA TORKZADEH

Applying the EIEM method (1.2) to the linear test (3.1), we obtained

Yk+1 = D(λ, µ, h, ξk)Yk,

where

D(λ, µ, h, ξk) = 1 +
λh+ µ

√
hξk

1 + h|θλ− σµ|
.

Now, using Definition 3.1 yields

D(λ, µ, h) =E
[
|D(λ, µ, h, ξk)|2

]
=
(1 + hλ+ h|θλ− σµ|)2 + µ2h

(1 + h|θλ− σµ|)2
,

where used E[ξk] = 0 and E[(ξk)2] = 1.
Figure 1 displays the MS-stability region of the EIEM method showing better stability

properties of the test equation (3.1) when θ, σ → 1.
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Figure 1. Comparison between the MS-stability region of the test equa-
tion (3.1) (gridded) and the stability regions of EIEM method (1.2).
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4. Numerical results

Example 4.1. Consider the following nonlinear SDE [5]
dX(t) = −

(
α + β2X(t)

) (
1−X2(t)

)
dt+ β

(
1−X2(t)

)
dW (t), X(t0) = X0, t ∈ [0, 1].

(4.1)
with exact solution

X(t) =
(1 +X0) exp(−2αt+ 2βW (t)) +X0 − 1

(1 +X0) exp(−2αt+ 2βW (t))−X0 + 1
.

In Tabel 1 and Figure 2, we use the parameters different values of the stiffness parameters
α and β to demonstrate the means-quare errors (MSE) of the EIEM (1.2), Tamed [4],
(1.5)-sin [11] and (1.5)-tanh [11] methods at the terminal time T = hN = 1 and X0 = 0.

Table 1. The MSE of the various methods for nonlinear SDE (4.1) with
α = β = 1.0.

Methods\h 1
50

1
100

1
200

1
400

1
800

1
1600

1
3200

1
6400

ETEM with θ = σ = 1 0.0474 0.0338 0.0235 0.0166 0.0121 0.0084 0.0059 0.0041
Tamed 0.0498 0.0348 0.0238 0.0167 0.0122 0.0084 0.0059 0.0041
(1.5)-sin 0.0481 0.0341 0.0236 0.0166 0.0121 0.0084 0.0059 0.0041
(1.5)-tanh 0.0474 0.0339 0.0235 0.0166 0.0121 0.0084 0.0059 0.0041

Figure 2. Value of the mean-square errors (MSE) of the EIEM (1.2) with
θ = σ = 0.5, Tamed [4], (1.5)-sin [11] and (1.5)-tanh [11] methods for one
dimensional nonlinear SDE (4.1) with α = −2.0 and β = 0.1.
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Abstract. In this paper, we investigate the exponential mean square stability for both
the solution of variable order fractional stochastic differential equations (FSDEs) with
Poisson jump, as well for the compensated Milstein scheme implemented of the proposed
model. First, we prove that the considered model has the property of exponential mean
square stability. Moreover, it is shown that the compensated Milstein scheme can inherit
the exponential mean square stability by using the variable order fractional stochastic
differential equations with Poisson jump in the paper. Eventually, numerical solution
are provided to show the effectiveness of the theoretical results. Also, by introducing the
compensated Milstein scheme and by using some numerical integration technique as well
approximating the integro part of the model by the simple trapezoidal rule, we obtain the
same exponential mean square stability property for some restrictive stepsizes. Finally,
we proved the exponential mean square stability by using the compensated Milstein
method.

Keywords: Compensated Milstein methods, Mean-Square stability, Variable-order frac-
tional stochastic, Poisson jump
Classification: 34K37, 34K50, 65L20.

1. Introduction

In special cases, fractional stochastic differential equations(FSDEs) with jump are a
type of stochastic differential equations (SDEs), stochastic models have been used in
many applications such as social sciences, physical sciences, finance, control engineering,
mechanics, electricity and industry. Stability analysis of stochastic models is one of the
most important research topics. In recent years, more and more researchers have been
interested in studying fractional differential calculus. It can be said that integer calculus
and conventional differential equations are no longer suitable tools for calculating many
systems and processes, such as the viscoelastic system ([1], [2], [3] and [4]).

In this article we consider jump-diffusion Itô stochastic differential equations (FSDEs)
of the form:

dx(t) =
(
− µr

0D
α(t)
t x(t−) + f(x(t−))

)
dt

+ g(t, x(t−))dW (t) + h(t, x(t−))dNλ(t), t ∈ [0, T ], (1.1)
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where x(0) = x0, t ∈ [0, T ] and constants µ ≥ 0. Also Riemann-Liouville fractional
differential operator r

0D
α(t)
t which is defined as follows:

r
0D

α(t)
t x(t) =

d

dt

(
0I1−α(t)

t x(t)
)
, (1.2)

where

0I1−α(t)
t x(t) =

1

Γ(1− α(t))

∫ t

0

x(t)

(t− s)α(t)
ds, (1.3)

and α ∈ C1[0, T ], C1 the space of continuously differentiable functions on [0, T ] with
that 0 ≤ α(t) ≤ α∗ for each 0 ≤ α∗ ≤ 1, also f(t, x(t−) : [0, T ]×R is the drift coefficient,
g(t, x(t−) : [0, T ]×R is the diffusion coefficient, h(t, x(t−) : [0, T ]×R is the jump coefficient.
Respectively W(t) and Nλ(t) are a standard Wiener process and homogeneous Poisson
process with jump intensity λ that are independent of each other and defined on an
complete probability space (φ,Ft, P ) with filteration {Ft}t∈[0,T ] that are increasing and
right-continuous. x0 be F0−measurable and (F0 contains all P-null sets) independent of
W(t) and Nλ(t) for all t ∈ [0, T ] and E|x0|2 < ∞.

Assumption: Assume that there exists a symmetric, nonnegative constants βi, i =
1, 2, ..., 8 such that for all x ∈ Rn and t > 0:

2xf(x) ≤ −β1x
2,

|fλ(x)|2 ≤ β2x
2,

|g(x)|2 ≤ β3x
2,

|h(x)|2 ≤ β4x
2,

|(L(1)g)(x)|2 ≤ β5x
2,

|(L(−1)g)(x)|2 ≤ β6x
2,

|(L(1)h)(x)|2 ≤ β7x
2,

|(L(−1)h)(x)|2 ≤ β8x
2. (1.4)

Let

k(t, s) :=
−µ

Γ(1− α(t))(t− s)α(t)
.

Now we get an integral from equation (1.1), introduce the compensated Poisson process
Ñ(t) = N(t)− λt and fλ(x(s

−)) = f(x(s−)) + λh(x(s−)) , we have:

x(t) = x0 +

∫ t

0

k(t, s)x(s−)ds+

∫ t

0

fλ(x(s
−))ds+

∫ t

0

g(x(s−))dW (s) +

∫ t

0

h(x(s−))dÑλ(t).

(1.5)

2. Mean-Square Stability

We first introduce the compensated Itô-Taylor expansion for the solution of jump-
diffusion Itô FSDEs (2.1). Such stochastic expansion generalizes the deterministic Taylor
formula and the Itô-Taylor expansion for diffusions to the case of FSDEs with Pois-
son jumps, and will be used to construct the compensated Milstein methods. We place
Fλ(x(t)) = k(t, s)x(s) + f(x(s)). Let u(t, x) be twice continuously differentiable in x and



250 FIRST AUTHOR, SECOND AUTHOR

once in t, and X(t) be the solution of (2.1). It follows from the stochastic jump-diffusion
chain rule that:

u(x(t)) = u(x(0)) +

∫ t

0

L(0̃)u(s, x(s
−))ds+

∫ t

0

L(1)u(s, x(s
−))dW (s)

+

∫ t

0

L(−1)u(s, x(s
−))dÑλ(s), (2.1)

where

L(j)u(t, x) =


u′
t(t, x) + Fλ(t, x)u

′
x(t, x) +

1
2
g2(t, x)u′′

xx(t, x), j = 0,

g(t, x)u′
x(t, x), j = 1,

u(t, x+ h(t, x))− u(t, x), j = −1,

(2.2)

We consider interval [0, T] and discretize it 0 = t0 < t1 < ... < tN = T and also
consider uniform stepsize ∆t = T

N
for a fixed N ∈ N . Let tn = n∆t and xn ≈ x(tn) for

n = 0, 1, 2, ..., N . Let

bn+1,n = − µ(tn+1 − tn)
1−α(tn+1)

Γ(1− α(tn+1)(1− αtn+1)
= − µ∆t1−α(tn+1)

Γ(1− α(tn+1))(1− α(tn+1)
. (2.3)

The Milstein method for the solution of {Xn} relation (1.1) is retain as follows:
xn+1 = xn + bn+1,nxn + fλ(xn)∆t+ g(xn)∆Wn + h(xn)∆Ñλ,n + (L(1)g)(xn)(∆W 2

n −∆t)

+ (L(−1)g)(xn)Dn + (L(1)h)(xn)D
′
n + (L(−1)h)(xn)(∆Ñ2

λ,n −∆Nn), (2.4)
where

Dn =

Nλ(tn+1)∑
i=Nλ(tn)+1

[W (Γ(i))−W (tn)]− λ

∫ tn+1

tn

W (s)ds+ λW (tn)∆t

D′
n = ∆Wn∆Ñλ,n −Dn (2.5)

and Γ(i) is the instant of the i− th jump of the Poisson process.
Theorem Let (1.4) hold. Then, there exists a step-size bound ∆t∗, such that for any

∆t ∈ (0,∆t∗) we have:

E|xn|2 ≤ e−η∗TC(ψ), 0 ≤ t ≤ T, ∀n ≥ 0. (2.6)

|xn+1|2 =
∣∣xn

∣∣2 + ∣∣bn+1,nxn

∣∣2 + ∣∣fλ(xn)∆t
∣∣2 + ∣∣g(xn)∆Wn

∣∣2 + h(xn)∆Ñλ,n

∣∣2
+
∣∣1
2
(L(1)g)(xn)(∆W 2

n −∆t)
∣∣2 + (L(−1)g)(xn)Dn

∣∣2
+
∣∣(L(1)h)(xn)(∆Wn∆Ñλ,n −Dn)

∣∣2 + ∣∣1
2
(L(−1)h)(xn)(∆Ñ2

λ,n −∆Nn)
∣∣2

+ 2bn+1,nx
2
n + 2xnfλ(xn)∆t+ 2bn+1,nxnfλ(xn)∆t+mn. (2.7)

Notice that ∆Wi, ∆Ñλ,i, i = 1, 2, ..., N − 1 are independent and:
E|∆Wn| = 0, E|∆W 2

n | = ∆t, E|∆W 4
n | = 3(∆t)2

E|∆Ñλ,n| = 0, E|∆Ñ2
λ,n| = λ∆t, E|∆Ñ4

λ,n| = λ∆t(1 + 3λ∆t).

We take expected from the sides of the equation (2.7) and we obtain E|mn| = 0, therefore
due to (1.4), we calculate:
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E|xn+1|2 ≤ E|xn|2 + 4E|bn+1,nxn|2 + 2∆t2β2E|x2
n|+∆tβ3E|x2

n|+ λ∆tβ4E|x2
n|

+
1

2
∆t2β5E|x2

n|+ C∆t2β6E|x2
n|+ C∆t2β7E|x2

n|

+
1

2
λ∆t(1 + λ∆t)β8E|x2

n| −∆tβ1E|x2
n|, (2.8)

multiplying both sides of (2.8) times M∆t and add −E|xn|2 to both sides of equation
(2.6) and let M denotes any real number such thatM ≥ 1. By multiplying both sides of
(2.8) times Mn∆t and summing up from i = 0 to i = k yields, now by Cauchy-Schwarz
inequality, we have:

M (n+1)∆tE|xn+1|2 ≤ E|x0|2 +
(1−M−∆t)

∆t
∆t

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|xi|2 + 4Mµ∆t

n∑
i=0

M (i+1)∆tE(xi)
2

+∆t2β22
n∑

i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |+∆tβ3

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |

+ λ∆tβ4

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |+

1

2
∆t2β5

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |

+ C∆t2β6

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |+ C∆t2β7

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |

+
1

2
λ∆t(1 + λ∆t)β8

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i | −∆tβ1

n∑
i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |

≤ E|x0|2 + h(M)
n∑

i=0

M (i+1)∆tE|x2
i |, (2.9)

where

h(M) =
((1−M−∆t)

∆t
+ 4Mµ + 2∆tβ2 + β3 + λβ4 +

1

2
∆tβ5 + C∆tβ6 + C∆tβ7 − β1

)
∆t.

Then, for any time step ∆t < ∆t∗, we have:

h(1) =
(
4Mµ + 2∆tβ2 + β3 + λβ4 +

1

2
∆tβ5 + C∆tβ6 + C∆tβ7 − β1

)
∆t ≤ 0, (2.10)

therefore

h(1) =
(
4Mµ + 2∆tβ2 + β3 + λβ4 +

1

2
∆tβ5 + C∆tβ6 + C∆tβ7 − β1

)
∆t

=
(
∆t(2β2 +

1

2
β5 + C(β6 + Cβ7)) + 4Mµ + β3 + λβ4 − β1

)
∆t ≤ 0, (2.11)

so for ∆t ≤ β1−4Mµ−β3−λβ4

2β2+
1
2
β5+C(β6+Cβ7)

, h(1) ≤ 0.
We have h(M) > 0(meaning that limm→+∞ h(M) > 0 if M = ∞ ), h′(M) > 0 for

any M > 1:

dh(M)

dM
=

((1 + ∆tM−1−∆t)

∆t

)
∆t = 1 +∆tM−1−∆t ≥ 0. (2.12)
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So for any time step ∆t < ∆t∗, there is a unique positive constant η∗ such that η∗ ∈
(1,M) and h(eη

∗
) = 0, taking M = eη

∗ in (2.9) yields:
eη

∗(n+1)∆tE|xn+1|2 ≤ E|x0|2 = C(ψ), (2.13)
therefore we obtain:

E|xn|2 ≤ e−η∗TC(ψ). (2.14)
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Abstract. Equity-linked insurance, also known as Variable annuities (VA), are mod-
ern life insurance contracts geared with investment vehicles. Although these contracts
are not fully introduced in the insurance market of Iran, according to their significant
popularity among developed countries, it is expected that these contracts may have a
considerable market share in the future. Due to the nature of these contracts, the area
of research on VAs is an interdisciplinary area of actuarial science and mathematical
finance, while the most important objective is to evaluate options included in VAs. In
this research, our main purpose is to study and elaborate various applications of data
clustering and machine learning on the estimation of the risk charge of a large portfolio
of VAs with guaranteed minimum death benefits. The results of this research indicate
that by applying machine learning algorithms, we reach the estimated risk charge of the
portfolio in considerably shorter time while the difference between estimated value and
calculated value by Monte Carlo simulation is not significant. This will enable us to
modify its application for the Iranian Insurance industry.

Keywords: Variable Annuities, Equity-linked Insurance, Machine Learning, Monte Carlo
Simulation.
Classification: C15, C45, G22.

1. Introduction

Variable annuity (VA) with embedded guarantees which are also known as guaranteed
investment fund, unit-linked life insurance, or equity-linked life insurance has become
popular around the world in recent years [1]. There are certain guarantees that are in-
cluded in these policies by insurers, such as guaranteed minimum death benefit (GMDB),
guaranteed minimum accumulation benefit (GMAB), guaranteed minimum income bene-
fit (GMIB) and guaranteed minimum withdrawal benefit (GMWB) as riders. An annuity
rider is a provision you can add to your annuity contract to ensure it meets your financial
needs. Stochastic simulation and option pricing are two common approaches that have
been used for valuation of VA guarantees [3]. Researchers have extensively studied on
how to evaluate and price VAs over the past decades. Among these research, the focus
of most of these studies is the evaluation of a single contract. As an example, a gen-
eral mathod for evaluating guarantees embeded in variable annuities proposed by Bauer
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et al.(2008) [2]. The complex structure of VA products and computational complexity
of their accurate evaluation have compelled insurance companies to adopt Monte Carlo
(MC) simulations to evaluate their large portfolios of VA products. Because the MC
simulations are computationally demanding, insurance companies need more efficient val-
uation techniques [4]. However, machine learning models are useful for this purpose which
provide methods to solve this problem. Since the valuation of a large variable annuity
portfolio using traditional methods is very complicated and does not lead to a closed-form
formula, machine learning methods are appropriate tools for evaluation of these portfolios
with high accuracy and efficiency [7]. Here a stochastic model i.e., Black-Scholes model
is used to simulate future performance of the fund and generate a sample of accumulated
premiums of a VA contract at maturity. In practice, the Monte Carlo method is used
to evaluate VA contracts. This paper is going to use machine learning techniques which
do not require Monte Carlo method to calculate the risk-charge for every VA contract in
large portfolios. As a result, this method is able to reduce the computing time signifi-
cantly while the estimation is accurate enough. In this paper, the evaluation of a large
VA portfolio is a four-step process while our focus is on a portfolio of VA contracts with
guaranteed minimum death benefits. In addition, for the convenience of further com-
putations on next levels, it is assumed that portfolios contain only male policyholders,
the premium is single rather than an annuity, and that all contracts only hold death
benefit riders. The first step is to generate a synthetic portfolio of VA contracts with
death benefit riders based on the numerical attributes of the contract such as age of the
policyholder, amount of the premium, and time to maturity of the contract. The second
step after generating the portfolio is to classify the data set into groups so that we can
find representatives of each group. The representatives are the records in the data set
which have the minimum distance to other records of their group. For achieving this
purpose, we use an unsupervised learning algorithm named K-means clustering that is
appropriate for clustering data sets with numerical attributes as in our portfolio [5]. The
representatives of clusters are provided after applying the K-means clustering on the syn-
thetic portfolio. In the third stage, we use the Monte Carlo method in order to calculate
the risk charge of each representative of clusters. It is required to find the risk charge of
the portfolio after computing the risk charges of representatives. To reach this aim, the
Kriging machine learning algorithm known as Gaussian Process is used for interpolation
[?]. Based on the fact that each record in the data set is located in a distinct cluster, we
use Euclidian distance function to calculate the distances between each record and the
representatives of clusters and also the distances between representatives. The matrices
of the distances help us find the matrix of weights which is used to estimate the risk
charge of each contract. Finally, the risk charge of the portfolio is the sum of risk charges
of all contracts.

2. Main results

The final output of the prior methods is illustrated in Table 1 As it is shown, we pro-
ceeded the three steps of VA portfolio valuation with different numbers of clusters. In
each mode, we estimated the value of a large portfolio of VA contracts and we calculated
the total time consumed for evaluation. The estimated values are given in the second
row of the table. We also evaluated the generated portfolio by Monte Carlo that is pre-
sented in the third row of the table, and we calculated the time spent for Monte Carlo
simulation and evaluation which was 44.76 minutes. As we can see, the amounts of time
consumed for our method, presented in the fifth row, are considerably smaller than the
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time spent by Monte Carlo simulation. This outcome indicates the fact that using Monte
Carlo simulation is computationally demanding while the insurers need to update the sta-
tus of their portfolio frequently. Although they can deal with this problem by providing
stronger hardware, it seems it is more economic to change their method of evaluation. It
is shown in this paper that Monte Carlo simulation is considerably time consuming and
by using the proposed three step method, we reach the desirable result in significantly
shorter time while we can ignore the little difference between estimated value and the
actual value calculated by only MC simulation.

Table 1. The comparison of final results in terms of accuracy and speed
between MC simulation individually and our proposed three step method.

Number of Clusters 6 10 15
Estimated Values 345031.3 340625.6 361463.4

MC Values 336412.1 336412.1 336412.1
Diffenrences 2.5% 1.2% 7%

MC Time Consumend 44.76 min 44.76 min 44.76 min
Estimation Time Consumed 34.88 sec 56.89 sec 1.19 min

Another significant outcome of comparing the provided result of using MC simulation
for calculating the risk charge of the portfolio and using the introduced method in this
article for estimating the risk charge is the amount of difference between estimated value
by our method and the calculated value by Monte Carlo simulation. It is shown in the
fourth row of the Table 1 that the differences are 2.5, 1.2, and 7 percent for 6, 10, and 15
number of clusters respectively. Considering the fact that our algorithm is much faster
than the conventional method, we can claim that this amount of difference is negligible
for the insurance companies while they need to update their portfolio financial position
frequently.
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Abstract. In this paper, a nonstandard finite difference (NSFD) scheme is imple-
mented to study the dynamic behaviours stochastic partial differential equations (SPDEs).
Afterwards, the consistency, stability and convergence analysis of the stochastic NSFD
scheme is discussed in detail. Numerical results show that the stochastic scheme is ef-
fective when applied to SPDEs.
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1. Introduction

Stochastic partial differential equations are applied in modeling many phenomena which
arise in different sciences such as mathematical finance, biology, medical and social sci-
ences. Since analytical solution can be obtained for few SPDEs, hence many researchers
have gone to solve these SPDEs by numerical methods. Whenever solution a SPDE has
been converted into discrete case, the properties of exact solution is not transferred fully
to the discrete scheme in the case of large stepsize in the discrete model. However, if we
use the NSFD scheme, the properties of the analytical solution can be preserved into its
discrete scheme. This paper is devoted to the construct a NSFD scheme for solving SPDE
as follows.

ut(x, t) = γuxx(x, t) + σu(x, t)Ẇ (t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1], (1.1)
subject to the initial and boundary conditions u(x, 0) = u0(x) and u(0, t) = f1(t), where
γ and σ are the positive parameters. Here W (t) is a one–dimensional standard Wiener
process such that the white noise Ẇ (t) is a Gaussian distribution with zero mean [1].

2. Nonstandard finite difference scheme for SPDEs

The initial foundation of NSFD schemes came from the exact finite difference schemes.
The NSFD schemes are different to standard finite difference (SFD) schemes. NSFD
schemes where they depend on the two rules. First, the denominator function should
be replaced by 0 < Φ(h) < 1, where Φ(h) = h + O(h2). Second, the stochastic term
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is approximated in a nonlocal way [3]. NSFD use fixed and equidistant grid points to
convert differential operators into discrete ones using neighboring points. Considering a
uniform space grid ∆x and time grid ∆t in the time-space lattice, we can estimate the
solution of the SPDE at the points of this lattice. The value of the approximation solution
at the point

(
k∆x, n∆t

)
will be denoted by un

k . Here the time and space derivatives in the
SPDE are approximated by replacements ut(k∆x, n∆t) ≈ un+1

k −un
k

∆t
and uxx(k∆x, n∆t) ≈

un
k−1−2un

k+un
k+1

∆x2 . Also the function u(x, t) in stochastic part can be approximately in the
form u(k∆x, n∆t) ≈ 1

2
(un

k +un
k+1) . Therefore, the NSFD scheme approximates the SPDE

is given by
un+1
k = run

k−1 + (1− 2r)un
k + run

k+1 +
σ

2
(un

k + un
k+1)∆Wn , (2.1)

where r = γ ∆t
∆x2 , such that ∆Wn = W ((n + 1)∆t) − W (n∆t) and ∆Wn is a Gaussian

distribution with mean 0 and variance ∆t. Here we assume that the increments of Wiener’s
process are independent of the state un

k .

3. Consistency and stability analysis of the stochastic NSFD scheme

Consider the SPDE (1.1). This equation can be rewritten as u(x, t)−u(x, 0)−γ
∫ t

0
uxx(x, s)ds−

σ
∫ t

0
u(x, s)dw(s) = 0 , where the stochastic integral is the Itô integral with respect to an

R-valued Wiener process (W (t), Ft)t∈[0,1] defined on a complete probability space (Ω, F, P )
adapted to standard filtration (Ft)t∈[0,1]. Consistency, stability and convergence are im-
portant properties for the NSFD schemes. Consider a SPDE in the form Lv = G, where L
denotes the differential operator and G is called source term. Let Ln

ku
n
k = Gn

k denote the
stochastic NSFD scheme, where Gn

k is the approximation of the source term. In order to
investigate consistency and stability properties, it is necessary that define a norm. Hence,
for a sequence {un

k}Mk=1, we define ∥un∥ =
√

sup
1≤k≤M

|un
k |2. We refer the reader to [2], for

the consistency, stability and convergence definitions of a stochastic NSFD scheme.

Definition 3.1. A NSFD scheme Ln
ku

n
k = Gn

k is consistent with the SPDE Lv = G at point
(x, t), if for any continuously differentiable function Φ(x, t) in the sense of mean square
we have E∥un+1 − vn+1∥ → 0, for t = (n+ 1)∆t and ∆t,∆x → 0, where the vectors un+1

and vn+1 are defined by un+1 =
(
un+1
0 , un+1

1 , . . . , un+1
M

)
and vn+1 =

(
vn+1
0 , vn+1

1 , . . . , vn+1
M

)
.

Theorem 3.2. The stochastic difference scheme (2.1) is consistent in the sense of mean
square.

Proof. Let Φ(x, t) be a smooth function, then we have

L(Φ)|nk = Φ(k∆x, (n+ 1)∆t)− Φ(k∆x, n∆t)

− γ

∫ (n+1)∆t

n∆t

Φxx(k∆x, s) ds− σ

∫ (n+1)∆t

n∆t

Φ(k∆x, s)dW (s),

and

Ln
kΦ = Φ(k∆x, (n+ 1)∆t)− Φ(k∆x, n∆t)

− γ
∆t

∆x2

(
Φ((k + 1)∆x, n∆t)− 2Φ(k∆x, n∆t) + Φ((k − 1)∆x, n∆t)

)
− σ

2
(Φ(k∆x, n∆t) + Φ((k + 1)∆x, n∆t))(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)).
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Therefore, if we use the square property of Itô integral, then we obtain
E|L(Φ)|nk − Ln

kΦ|2

≤ 2γ2E

∣∣∣∣∣
∫ (n+1)∆t

n∆t

(
Φxx(k∆x, s)

− 1

∆x2

(
Φ((k + 1)∆x, n∆t)− 2Φ(k∆x, n∆t) + Φ((k − 1)∆x, n∆t)

)
ds

∣∣∣∣∣
2

+ 2σ2

∫ (n+1)∆t

n∆t

E
∣∣∣∣Φ(k∆x, s)− 1

2
(Φ(k∆x, n∆t) + Φ((k + 1)∆x, n∆t))

∣∣∣∣2 ds.
Since Φ(x, t) is a deterministic function, hence E|L(Φ)|nk − Ln

kΦ|2 → 0, as n, k → ∞. □
Definition 3.3. A stochastic NSFD scheme is said to be stable in the sense of mean
square, if there exist some positive constants ∆x0 and ∆t0 and nonnegative constants K
and β such that E∥un+1∥2 ≤ KeβtE∥u0∥2, for all t = (n + 1)∆t, 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0, and
0 ≤ ∆t ≤ ∆t0.
Theorem 3.4. The stochastic difference scheme (2.1) with t = (n+ 1)∆t and 0 ≤ r ≤ 1

2

is stable with respect to ∥ · ∥ =
√
sup
k

| · |2.

Proof. Applying E| · |2 in (2.1) and using the independence of the Wiener process incre-
ments, we get

E|un+1
k |2 = E

∣∣∣run
k−1 + (1− 2r)un

k + run
k+1 +

σ

2
(un

k + un
k+1)∆Wn

∣∣∣2
= E|run

k−1 + (1− 2r)un
k + run

k+1|2 +
σ2

4
∆tE|un

k + un
k+1|2

≤ (|r|+ |1− 2r|+ |r|)2 sup
k

E|un
k |2 + σ2∆t sup

k
E|un

k |2 = ((|r|+ |1− 2r|+ |r|)2 + σ2∆t) sup
k

E|un
k |2.

This holds for all k, now with 0 ≤ r ≤ 1
2
, we get sup

k
E|un+1

k |2 ≤ (1 + σ2∆t) sup
k

E|un
k |2,

and by substituting ∆t with t
n+1

, E∥un+1∥2 ≤ (1 + σ2t
n+1

)n+1E∥u0∥2 ≤ eσ
2tE∥u0∥2. So, the

stochastic difference scheme (2.1) is stable for 0 ≤ r ≤ 1
2
, according to Definition 3.3,

with K = 1 and β = σ2. □
Definition 3.5. A stochastic difference scheme Ln

ku
n
k = Gn

k approximating the SPDE
Lv = G is convergent in the sense of mean square at time t, if E∥un+1 − vn+1∥2 → 0, for
t = (n+ 1)∆t, ∆x → 0 and ∆t → 0.
Theorem 3.6. The stochastic difference scheme (2.1) for the SPDE (1.1) is convergent
in the sense of mean square with respect to the ∥ · ∥ =

√
sup
k

| · |2 with t = (n+ 1)∆t.

Proof. By stochastic version of the Lax–Richtmyer Theorem the convergence of the sto-
chastic NSFD scheme (2.1) is also concluded. □

4. Numerical results

Analytical studies always remain incomplete without numerical verification of the re-
sults. In this section, numerical results from the implementation of stochastic difference
scheme (2.1) are presented. Also, the convergence and stability of the stochastic difference
scheme (2.1) is numerically investigated.
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(a) γ = 0.01, σ = 2, ∆x = 0.01, ∆t =
0.001.
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(b) γ = 0.001, σ = 1, ∆x = 0.01, ∆t =
0.02.

Figure 1. Comparsion between deterministic and stochastic numerical so-
lution of (4.1) using the NSFD scheme γ = 0.01, σ = 2, ∆x = 0.01,
∆t = 0.001 and γ = 0.001, σ = 1, ∆x = 0.01 and ∆t = 0.02.
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Figure 2. Representation of conditional convergence, u(x, 1) for different
values of N .

Example 4.1. Consider the SPDE

ut(x, t) = γuxx(x, t) + σu(x, t)Ẇ (t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1], (4.1)

subject to the following initial condition u(x, 0) = exp(− (x−0.5)2

γ
) for x ∈ [0, 1], with the

boundary conditions u(0, t) = 1√
4t+1

exp(− 0.25
γ(4t+1)

) and u(1, t) = 1√
4t+1

exp(− 0.25
γ(4t+1)

) for
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t ∈ [0, 1]. It is easy to verify that in the absence of the noise term, the exact solution is
u(x, t) = 1√

4t+1
exp

(
− (x−0.5)2

γ(4t+1)

)
. In Figure 1 the approximated solution of the stochastic

advection diffusion equation (4.1) using the stochastic scheme is represented for γ = 0.01,
σ = 2, ∆x = 0.01, ∆t = 0.001 and γ = 0.001, σ = 1, ∆x = 0.01, ∆t = 0.02.

Let M and N be the total number of grid points for the space and time discretizations,
respectively. The Proposed NSFD scheme is conditionally stable for 0 ≤ r ≤ 1

2
.Therefore,

if M = 100, then for the stability (or convergence) condition, we must have N ≥ 100.
The convergence of the scheme at the end of time interval t = 1, for the fixed space grid
points M = 100 and various time grid points N = 50, 80, 100, 110 is considered. Note
that the proposed scheme is unstable for N = 50.

5. Conclusion

This paper has provided a stochastic NSFD scheme for the numerical solution of SPDEs.
Consistency and stability of the NSFD scheme is established. Convergence condition of
the proposed stochastic difference scheme are given. Some numerical results are included
to show the efficiency of the scheme.
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