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ناشمارا تعداد ولی بوده فشرده زیرمجموعۀ شمارا تعداد داراي حداکثر که بزنید مثال متریک فضاي یک (7
باشد. داشته بسته زیرمجموعۀ

زیرمجموعه هاي از عبارت اند فشرده زیرمجموعه هاي می گیریم. درنظر اقلیدسی متریک با را Z پاسخ:
تعداد و هستند بسته زیرمجموعه ها همه طرفی از است. شمارا نیز متناهی زیرمجموعه هاي تعداد متناهی.

است. ناشمارا Z زیرمجموعه هاي همه

@IMCUS دانشجویی مسابقات تلگرام کانال
@IranianMathematicalSociety ایران ریاضی انجمن کانال



دوم نوبت آزمون
کشور دانشجویی ریاضی مسابقه دومین و چهل

97/4/20 دوم جلسه

است. وارون پذیر x٢ که می باشد S از عضوي x همچنین است. همانی عضو با نیم گروهی S کنید فرض (8
است. وارون پذیر نیز x کنید ثابت

x٢y = e = yx٢ که دارد وجود y مانند عضوي مسئله فرض طبق باشد. همانی عضو e کنیم فرض پاسخ:
معکوس پذیر نتیجه در و داشته راست معکوس یک و چپ معکوس یک x پس x(xy) = e = (yx)x یعنی

است.
( B = eB = (B′A)B = B′(AB) = B′e = B′ داریم دلیل: B = B′ آنگاه AB = e = B′A اگر اصولاً )
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دارد. متمایز اول عامل سه حداقل ٢١٣٩٨
+ ١ عدد کنید 9)ثابت
اول: حل راه پاسخ:

٢١٣٩٨ + ١ = ٢١٣٩٨ + ٢٧٠٠ + ١− ٢٧٠٠

= (٢۶٩٩ + ٢(١ − ٢٧٠٠ = (٢۶٩٩ + ٢٣۵٠ + ٢)(١۶٩٩ − ٢٣۵٠ + ١)

: نتیجه این دیدن براي . (٢۶٩٩ + ٢٣۵٠ + ١, ٢۶٩٩ − ٢٣۵٠ + ١) = ١ طرفی از
rبنابراین r|٢۶٢٣+٩٩۵١+٠− (٢۶٢٣−٩٩۵١+٠) = ٢٣۵١ ,١+٢٣۵٠+٢۶٩٩|r.بنابراین r|٢۶٢٣−٩٩۵١+٠ کنید فرض
٢١٣٩٨ + ١

۵≡ (٢٢)۶٩٩ + ١
۵≡ (−١)۶٩٩ + ١

۵≡ ٠ همچنین .r = ١ لذا . r|٢۶٩٩ + ٢٣۵٠ + ١ و باشد 2 از توانی باید
اما .۵|٢١٣٩٨ + ١ بنابراین

٢١٣٩٨ + ١
٢۵≡ (٢١٠)١٣٩ · ٢٨ + ١

٢۵≡ (−١)١٣٩ · ۶+ ١ ≡ −۵

. ٢۵ ̸ |٢١٣٩٨ + ١ پس
، ۵٢ ̸ |٢١٣٩٨ + ١ ،۵|٢١٣٩٨ + ١ که می دانیم حال

(٢۶٩٩ + ٢٣۵٠ + ١, ٢۶٩٩ − ٢٣۵٠ + ١) = ١, ٢١٣٩٨ + ١ = (٢۶٩٩ + ٢٣۵٠ + ٢)(١۶٩٩ − ٢٣۵٠ + ١)

است. اول عامل سه حداقل داراي ٢١٣٩٨ + ١ نتیجه در
دوم: حل راه

می نویسیم
٢١٣٩٨ + ١ = (٢۶)٢٣٣ + ١

= (٢۶ + ١)((٢۶)٢٣٢ − (٢۶)٢٣١ + · · · − ٢۶ + ١)

پس ٢۶ ۶۵≡ −١ و ٢۶ + ١ = ۶۵ = ۵× ١٣ داریم
(٢۶)٢٣٢ − (٢۶)٢٣١ + · · · − ٢۶ + ١

۶۵≡ ١+ ١+ · · ·+ ١︸ ︷︷ ︸
٢٣٣

= ٢٣٣
۶۵≡ ٣٨

است. بخش پذیر دیگر اول عدد یک بر لزوماً پس ندارد، 13 و 5 عامل اخیر جمله یعنی
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خطی ترکیب هر اگر کنید ثابت .A,B ∈ Mn(F ) و باشد صفر مشخصه با میدان یک F کنید فرض (10
.tr(AkB) = ٠ ،k ≥ ١ هر براي آنگاه باشد، پوچتوان B و A

و است پوچتوان B و A خطی ترکیب هر اینکه به توجه با .f(x) = tr((A + xB)k+١) دهید قرار پاسخ:
است. صفر با متحد x از تابعی عنوان به f که می شود نتیجه است، صفر نیز پوچتوان ماتریس هر اثر اینکه
(توجه می باشد صفر آن ضرایب تمام پس می باشد. x برحسب چندجمله اي یک f که است واضح همچنین

است). نامتناهی لزوماً F میدان که کنید
با است برابر x ضریب اما باشد. صفر با برابر باید هم x ضریب که می شود نتیجه شد گفته ازآنچه

tr(BAk +ABAk−١ + · · ·+AkB)

بنابراین (tr(CD) = tr(DC) داریم همواره که کنید (توجه (k + ١)tr(AkB) با است برابر وضوح به که
.tr(AkB) = ٠ داریم است صفر مشخصه با میدانی F چون و (k + ١)tr(AkB) = ٠
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diam(f(Sr)) ≤ داریم r ∈ (٠, ١) هر براي کنید ثابت .diamf(S١) ≤ ١ و تحلیلی f : C → C کنید فرض (11
است. A مجموعه قطر diam(A) و Sr = {z ∈ C | |z| = r} که جایی ،r
دهید قرار باشند. دلخواه زاویه دو θ١, θ٢ ∈ [٠, ٢π] کنید فرض پاسخ:

g(z) = f(zeiθ١)− f(zeiθ٢).

تابع پس g(٠) = ٠ و تحلیلی نیز g : C → C تابع که است روشن

h(z) =

{
g(z)
z , z ̸= ٠

g′(٠), z = ٠

داریم |z| = ١ هر براي فرض بنابه است. تحلیلی C روي نیز

|h(z)| = |g(z)| ≤ ١

حالت این در ولی |h(z)| ≤ ١ داریم |z| = r هر و r ∈ (٠, ١] هر براي که می شود نتیجه ماکزیمم اصل از پس
است. مسئله حکم دقیقاً این و |g(z)| ≤ r داریم |z| = r هر براي یعنی |h(z)| = |g(z)|

r
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براي به طوري که بگیرید درنظر را {١, ٢, . . . , n} زیرمجموعه هاي از F٢ و F١ ناتهی و مجزا خانواده دو (12
سفید، رنگ سه با می توان را n ،. . . ،٢ ،١ که دهید نشان .A ∩ B ̸= ∅ داریم A,B ∈ Fi هر و i ∈ {١, ٢} هر

دارد. رنگ دو حداقل سه، حداقل اندازه با F١ ∪ F٢ از عضو هر که کرد رنگ گونه اي به آبی و قرمز
و G١ = F١ ∩ C دهید قرار بگیرید، نظر در F١ ∪ F٢ در مینیمال هاي مجموعه همه خانواده را C پاسخ:

G٢ = F٢ ∩ C

در دلخواه را x ∈ g و g ∈ G١ .(G٢ ̸= ∅ و G١ = ∅ حالت براي مشابه طور (به G٢ = ∅ و G١ ̸= ∅ اول: حالت
قرمز را {١, ٢, . . . , n} \ g در واقع اعضاي رنگ و آبی را g \ {x} در واقع اعضاي رنگ سفید، را x بگیرید. نظر

کنید. رنگ
اگر است. بدیهی حکم که باشد x شامل e اگر بگیرید. نظر در |e| ≥ ٣ که را e ∈ F١ ∪ F٢ دلخواه عضو حال
اگر زیرا e ⊈ {١, . . . , n}\g همچنین است. مینیمال F١ ∪ F٢ در g زیرا e ⊈ g \ {x} آنگاه نباشد x شامل e

.e′, g ∈ F١ زیرا است تناقض این ولی e′ ∩ g = ∅ لذا و دارد وجود e′ ⊆ e که e′ ∈ G١ آنگاه e ⊆ {١, . . . , n}\g

G٢ ̸= ∅ و G١ ̸= ∅ دوم: حالت
نیز را y ∈ g١\g٢ و x ∈ g١\g٢ باشد. ممکن کمترین |g١ ∪ g٢| که بگیرید نظر در چنان را g٢ ∈ G٢ و g١ ∈ G١

هستند. مجزا نیز G٢ و G١ و هستند مینیمال F١ ∪F٢ در g٢ و g١ زیرا است پذیر امکان کار این کنید انتخاب
کنید. آمیزي رنگ قرمز را {١, ٢, . . . , n}\(g١ ∪ g٢) اعضاي و آبی را g١ ∪ g٢\{x, y} اعضاي سفید، را y و x

توجه با همچنین است. بدیهی حکم که باشد y یا x شامل e اگر ،|e| ≥ ٣ که e ∈ F١ ∪ F٢ دلخواه عضو براي
آنگاه e ∈ F١ اگر e ⊆ g١ ∪ g٢\{x, y} کنید فرض نیست. ممکن نیز e ⊆ g١ ∪ g٢\{x, y} ،g٢, g١ انتخاب به

است. تناقض در g٢ و g١ انتخاب با این که |e ∪ g١| < |g١ ∪ g٢| آنگاه e ∈ F٢ اگر و |e ∪ g٢| < |g١ ∪ g٢|

نیز این که e ̸∈ F٢ و e ̸∈ F١ ،gi ∈ Fi که آنجا از لذا e ∩ g١ = e ∩ g٢ = ∅ آنگاه e ⊆ {١, . . . , n}\(g١ ∪ g٢) اگر
است. متناقض


