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ͳمیرزاخان مریم ͳریاض دستاوردهای
∗ͳحقیق حسن برگردان:

ͳبین الملل کنگره افتتاحیه جلسه رویدادهای از ͳ΋ی
این دریافت نامزدهای به فیلدز نشان اعطای ریاضیدانان،
چند یا Έی که است براین رسم علاوه به است. نشان
نشان برندگان دستاوردهای تشریح به برجسته، ریاضیدان

بپردازند. فیلدز
فیلدز نشان برنده مΈ̂ مˇولن، ک̃رتیس ،٢٠١۴ سال کنگره در
دورۀ در ͳمیرزاخان مریم راهنمای استاد و ١٩٩٨ سال
پرداخت. وی کارهای تشریح به خود، ͳسخنران در دکتری،

است: زیر ͳنشان به ͳسخنران این از ترجمه ای متن این
The mathematical work of Maryam Mirzakhani

www.math.harvard.edu/ ctm/papers/home/text/pa-

pers/icm14/icm14.pdf

دستاوردهای به خاطر ،ͳمیرزاخان مریم به ،٢٠١۴ فیلدز نشان چ΋یده:
و ͳرویه های ریمان هندسه و Έدینامی در برجسته اش و ͳاساس

گردید. اعطاء آنها ͳفضاهای مدول

مقدمه
بستارهای درباره قدرتمند و جدید نتایج از مجموعه ای ،ͳمیرزاخان
فضاهای روی ͳ΋دینامی دستگاه های پایای اندازه های و مدارها
حدسیه از جدید ͳاثبات همچنین، وی است. رسانیده اثبات به ͳمدول
خم های شمارش مساله از ͳطبیع طور به که است داده ارائه ویتن
یادداشت، این مͳ گیرد. ش΋ل ریمان رویه های روی ساده Έژئودزی
پیامدهای و وی توسط آمده دست به ͳاصل نتایج از مختصری شرح
توجه قابل ͳمشابهت از دستاوردها، این جمله، از مͳ دهد، ارائه را آن

مͳ کند. ح΋ایت ͳمدول فضاهای و همΎن فضاهای بین

موضوع طرح
نیاز مورد مطالب از خلاصه ای با ایشان، دستاوردهای تشریح برای

مͳ کنیم. آغاز
گونای از خم های ͳمدول فضای نشان دهنده Mg کنید فرض
برابر بعدی با مختلط، چندگونای Έی هم فضا، این باشد. g ≥ ٢
نقاطش هم تافته. اربیفلد Έی هم و است، dimC Mg = ٣g − ٣
در g گونای از و X فشرده̃ ریمانِ رویه های ͳریخت Έی رده های با

.١ مͳ گیرند. قرار Έبه ی Έی تناطری
دقیق ساختن بود. کرده تعیین را Mg بعد ریمان ازاین، پیش
آلفورس توسط مختلط، آنالیز منظر از ،١٩۶٠ دهه در ،ͳمدول فضای
بود. صورت گرفته مامفرد توسط جبری، هندسه منظر از و بِرس و
مختلفِ شاخه های ͳتلاق محل ،ͳمدول فضاهای نظریه امروزه،

مͳ باشد. ریسمان نظریه تا گرفته هندسه حسابی از ،ͳریاض
ͳناش X روی هذلولوی Έمتری از ،Mg روی ω هم تافته فرم
مختصات در شده، داده نشان ۇلپورت وسیله به که هما ن طور مͳ شود.
دست به ، X ٣ شلوارکِ زوج Έی تجزیه از فرم این ،٢ طول‐تابیده

ترتیب این به مͳ آید.

ω =

٣g−٣∑
i=١

dℓi ∧ dτi.

ͳطبیع ̥ͳریخت΋ی از ،Mg روی مختلط ساختار

T ∗
XMg = Q(X) = {Xرویq = q(z)dzتمام ریخت٢ {فرم های

ͳدیفرانسیل فرم های فضای Xو نقطه Mgدر بر کتانژانت فصای بین
Έمتری به علاوه، مͳ آید. به دست X روی تمام ریخت درجه دوم
Έی از مͳ آید: دست به آن مختلط ساختار از ،Mg روی تایش مولر

نرم L١ دوگان طرف،

|| q ||=
∫
X

| q(z) | | dz |٢= area(X, | q |).

که طوری به دارد وجود σ : C̃ −→ P ٢C ریخت تمام نگاشت Έی و C̃ فشرده ریمان رویه Έی ،C ⊂ P ٢C ناپذیر تحویل خم هر برای سازی، نرمال قضیه بر ١بنا
فضای با توان ͳم را P ٢C تصویری صقحه در ΀مسط خم های ͳمدول فضای ترتیب این به است. Έی به Έی ،C هموار نقاط مجموعه وارون سایه روی σ و σ(C̃) −→ P ٢C

م. گرفت. ͳ΋ی فشرده ریمان رویه های ͳمدول
2length-twist 3pair of pants
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روی ͳکوبایاش ͳذات Έمتری با دیΎر طرف از و است، T ∗
XMg روی

خارج فضای عنوان به مͳ تواند ͳمدول فضای است. همخوان Mg

شود‐ داده نمایش تایش مولر فضای Mg = Tg/Modg ͳقسمت
‐C٣g−٣ در پذیر انقباض کراندار دامنه Έی آن، ͳجهان ͳپوشش فضای

رویه. Έی رده‐نگاشت گروه عمل با
فضا، این که است این ،ͳمدول فضاهای با کار چالش های از ͳ΋ی
منیفلد Έی عنوان (به Tg تقارن گروه مثال، برای است: ناهمΎن کاملا̈
قابل کارهای از ͳ΋ی معهذا، Modgاست. گسسته گروه فقط مختلط)،
،ͳمدول فضای روی Έدینامی داد نشان که بود این ͳمیرزاخان توجه
روی Έدینامی که دارد را ͳصلبیت خاصیت همان موارد، بسیاری در

دارد. همΎن فضاهای

ویت̃ن حدسیه تا ساده ژئودزیΈ های از
کنیم. ͳم شروع ساده ژئودزیΈ های روی ͳمیرزاخان دستاوردهای با
برای اول اعداد قضیه ه̌وبِر، و س̃لبرگ دِل زارته، ،١٩۴٠ دهه در
بسته ژئودزیΈ های تعداد مͳ کرد بیان که را، هذلولوی رویه های

در ،L یامساوی کمتر ͳطول با X ∈ Mg روی اولیه) پذیر، (جهت

π(X,L) ∼ eL

L

مͳ گوید ͳمعمول اول اعداد (قضیه رساندند. اثبات به مͳ کند، صدق
برابر مجانبی طور به ،٠ < log p ≤ L با اول صحیح اعداد تعداد

است.) eL/L
رفتار متفاوت کاملا̈ ،σ(X,Z) ساده ی بسته ژئودزیΈ های تعداد
،٢٠٠۴ سال در و دارد، چندجمله ای رشد فقط عدد این مͳ کند،

که کرد ثابت ͳمیرزاخان

σ(X,L) ∼ CXL۶g−۶.

گونای به هم راست، سمت عبارت این جا، در اول، اعداد قضیه برخلاف
.X هندسه به هم و دارد ͳبستگ X

اثبات اما بردارد، در را X ریمان رویه Έی فقط فوق عبارت اگرچه،
منجر و است ͳمدول فضای روی انتگرال گیری دارنده دربر ،ͳمیرزاخان
غیرمنتظره کاملا̈ ͳاثبات جمله از مͳ گردد، جدید نتایج سلسله Έی به
،ͳمدول فضای روی ͳتقاطع اعداد که حدسیه، این ویتن. حدسیه از

رابطه وسیله به شده تعریف

⟨τd١ , . . . , τdn
⟩ =

∫
Mg

c١(E١)d١ · · · cdn
(En)

dn

دستگاه Έی ) ۴ KdVمراتب سلسله ͳتوان سری جواب Έی به را
صدق ویراسˇورو رابطه در ͳΎهم که دیفرانسیل، معادلات از ͳنامتناه
رسیده اثبات به ١٩٩٢ در کنتسویچ، وسیله به مͳ داد، ربط مͳ کنند)
ͳمدول فضای دˇلین‐مامفرد فشرده سازی ،Mg,n این جا، در بود.
و مͳ باشد، (p١, . . . , pn) نشان دار نقاط با ،X ریمان رویه های
با Ei −→ Mg,n ͳخط بافه چرن رده اولین نشان دهنده ci(Ei)

است. T ∗
pi
X تارهای

به ،σ(X,L) درباره ͳمیرزاخان پژوهش های هم چنین
بسته خم های متفاوت ͳ΋توپولوژی نوع های تعداد درمورد فرمول هایی
ͳتصادف ساده خم Έی مثال، عنوان به گردید. منجر ،X روی ساده
Έی گونای از خم دوقطعه به را X این که برای ،X روی ٢ گونای از
گویا اعدادی همواره عددها، این دارد. ١/٧ برابر ͳاحتمال کند، تقسیم

.X نه و دارند ͳبستگ g به فقط و هستند،
حجم محاسبه ͳیعن ،ͳمیرزاخان بدیع نتیجه نتایج، این مرکز در
Έژئودزی مرزی مؤلفه n با ،g گونای از ریمان رویه های ͳمدول فضای

رابطه توسط حجم این مͳ گیرد. قرار ،(L١, . . . , Ln) طول های با

Pg,n(L١, . . . , Ln) =

∫
Mg,n(L١,...,Ln)

ω٣g−٣+n

P١,١(L١) = که داد نشان مͳ توان مثال عنوان به مͳ شود. تعریف
که است چندجمله ای Έی ،Pg,n ͳکل به طور . ١٢۴ (L٢١ + ۴π٢)
و فراوانͳ ها به مͳ تواند مͳ گیرند)، قرار Q(π) در (که ضرایبش
را بالا در شده بحث نتیجه های گردند، مرتبط مشخصه رده های
شده معلوم Pg,n(٠, ٠, . . . , ٠) مقادیر فقط قبلا̈، مͳ دهند. به دست
رویه ها کردن نیم دو به برای پیچیده فرمول هایی به اثبات ها بودند.
[Mir3]،به کنید (نگاه دارد. ͳبستگ هذلولوی ژئودزیΈ های امتداد در

.( [Mir1]، [Mir2]

مورد ،g → ∞ ͳوقت را، Mg رفتار ͳمیرزاخان این، بر علاوه
.( [Mir4]، [Mir6]کنیدبه (نگاه قرارداد. مطالعه

ͳمدول درفضای مختلط ژئودزیΈ های
Έدینامی و ͳمدول فضاهای روی ͳمیرزاخان دستاورد تشریح به حال
است. گرفته قرار توجه مورد بسیار ͳریاض نظر از گذشته، دهه های در و شد کارگرفته به عمق کم آبهای امواج مطالعه برای اولین بار، که است پاره ای دیفرانسیل معادله Έی ۴

م. است. داشته ͳاساس ͳنقش ویتن حدسیه پیدایش در است، Έکلاسی Έفیزی حوزه به متعلق که معادله، این مͳ آید نظر به
م. مͳ شود. شروع Korteweg-de Vries معادله با که است مشتقاتِ جزیی با معادلات از ͳنامتناه دنباله Έی ، KdVمراتب سلسله



ایران ͳریاض انجمن خبرنامه
تابستان١٣٩۶ ٢٢

این در دانش مرزهای پیشبرد در او سهم مͳ پردازیم. آنها روی
،Mg روی بسته ژئودزیΈ های برای اول اعداد قضیه شامل حوزه،
اندازه های رده بندی و ،Tg روی Modg مدارهای برای ͳشمارش نتایج
شاید اما است. MLg اندازه دار ۶ تورق های۵ فضای روی Modg‐پایا

از ͳروایت مͳ کنیم‐ ارائه جا دراین را آن ما که وی‐ کار جالب ترین
است. ͳمدول فضاهای برای راتنر قضیه

مختلط ژئودزیΈ های
تایش مولر Έژئودزی شارش که بود شده معلوم قبل مدت ها از
هر تقریباً گفت مͳ توان درنتیجه و ویچ)، (مͳ̥ شور، است Έارگودی
هرتک برای ،γ رفتار توصیف اما است. چΎال ،γ ⊂ Mg Έژنودزی
Έی بستار هذلولوی، رویه Έی روی این از پیش است. دشوار ،γ
فقط کارها و باشد، (ͳبرخال) تارعنکبوت٧ Έی مͳ توانست Έژئودزی

شود. بدتر ͳمدول فضای روی مͳ توانست
خم های از است مملو ͳمدول فضای که داد نشان تایش مولر

مͳ شدند تمام ریخت طول پای غوطه وری های این ها ،Έژئودزی

F : H −→ Mg.

X ∈ Mg نقطه هر از که دارد وجود مختلط Έژئودزی Έی واق΄، در
مͳ گذرد. مم΋ن، هرجهت در و

نوع همان است مم΋ن مختلط، Έژئودزی Έی بستار دراساس،
نشان مͳ تواند ͳحقیق Έژئودزی Έی که دهد نشان را بودن غیرعادی

داده اند نشان هم΋ارانش و ͳمیرزاخان و دهد
V = F (H) جبری زیرچندگونای Έی مختلط، Έژنودزی هر بستار

است.
برای فقط قبلا̈، صلبیت، قضیه این از پس ‐ͳعمیق نتیجه چنین
(در بود. گردیده معلوم F ، [Mc] روی محدودیت هایی با و ،g = ٢
شده، غوطه ور طول پای طور به خم Έی مͳ تواند ،V ،٢ گونای حالت

باشد). M2 فضای کل یا هیلبرت، مدولار رویه
مستلزم صلبیت، این قضیه اثبات .ͳمدول فضای روی Έدینامی

کره، بافه روی SL2(R)ͳطبیع عمل

Q١Mg −→ Mg

است. ،|| q ||= ١ و q ∈ Q(X) با ،(X, q) زوج های از متش΋ل
شده داده نمایش ،X = P/ ∼ رویه عمل، این توصیف برای

تحت ،P ⊂ C ͳچندضلع Έی ͳقسمت خارج فضای صورت به
بΎیرید. درنظر را موازی، اضلاع زوج بین طول پای، یال یͳ΋ سازی
حفظ را dz٢/P دوم درجه ͳدیفرانسیل فرم یͳ΋ سازی ای، چنین
زوج Έی درواق΄ ،X برای ͳچندضلع مدل Έی بنابراین مͳ کند،
برعکس، مͳ کند. تعیین را || q ||= area(P ) با (X, q) ∈ QMg

به مͳ تواند ،(X, q) ∈ QMg دوم درجه غیرصفر ͳفرم دیفرانسیل هر
شود. داده نمایش ش΋ل این

برای مͳ کند، عمل R٢ ∼= C روی ͳخط طور به ،SL٢(R) چون
تش΋یل A(Pرا ) ⊂ C جدید ͳچندضلع Έی شده، Aداده ∈ SL٢(R)

تعریف برای متناظر ͳیال سازهای ͳ΋ی از و مͳ دهیم،

A.(X, q) = (XA, qA) = (A(P ),dz٢)/ ∼

مͳ کنیم. استفاده

یال ها گرفتن ͳ΋١:ی ش΋ل

.[XA] = [X] آنگاه A ∈ SO٢(R) اگر که باشید داشته توجه
نگاشت تا مͳ یابد تقلیل ،A 7→ XA نگاشت ترتیب به این

F : H ∼= SO٢(R)/SO٢(R) −→ Mg

دست به را است، (X, q) توسط شده تولید مختلط Έژئودزی که را
دهد.

مستلزم است، جبری چندگونای Έی F (H) ⊂ Mg این که اثبات
Έی خودی خود، به آنها، از Έهری که است، زیر قضیه سه از استفاده

مͳ آیند. حساب به ͳاساس دستاورد
̥ͳاحتمالات اندازه هر .(ͳمیرزاخان و (اس΋ین اندازه  طبقه بندی (١)
روی ͳاقلیدس اندازه از ،QX روی Έارگودی و (R)SO٢–پایا
به A ⊂ QMg خاص مختلط ͳتحلیل چندگونای زیر Έی
است). ͳخط تناوبی، مختصات در A (چندگونای مͳ آید دست
گستره این کار، برای است، قضیه اثبات مرحله عمیق ترین این

م. است. ازهم جدا ساده ژئودزیΈ های از ͳاجتماع از متش΋ل بسته، مجموعه زیر Έی تورق، Έی است، هذلولوی Έمتری Έی به مجهز که ،X رویه Έی ۶برای
5laminations 7cob web
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ͳاستدلال و ͳشرط اندازه های جمله از تکنیΈ ها از ͳوسیع
کوینت و بنواس کار از ملهم ،ͳتصادف برگام زدن های ͳمبتن

مͳ گیرند. کار به را
بستار محمدی). و ͳمیرزاخان اس΋ین، ) Έتوپولوژی رده بندی (٢)
Έی برای ،A ∩ Q١X توسط Q١X در (R)SL٢–مدار هر

مͳ شود. داده ،A خاص ͳتحلیل زیرچندگونای
خاص، ͳتحلیل زیرچندگونای هر .([Fil] ) جبری ساختار (٣)
بنابراین است. QMg جبری زیرچندگونای Έی درواق΄
Έی نیز ،V = F (H) ͳیعن ،Mg به روی تصویرش

است. جبری زیرچندگونای
.[Fil] و [EMM] ،[EM] به کنید نگاه

ͳم آش΋ار نتایج، از خانواده این همΎن. فضاهای ورای در پی آمدها:
شده داده گسترش همΎن، فضاهای روی Έدینامی نظریه که کند
دنیای در ͳمشخص بازتاب های دیΎران، و راتنر مارگولیوس، توسط
دارد. ͳمدول فضاهای اهمیت، با اندازه همان به اما غیرهمΎن، شدیداً
برای است. ͳل گروه های همΎن، Έدینامی برای لازم زمینه  پیش
،G از H ͳل زیرگروه و ،G ͳل گروه Έی در Γ مفروض مشب΋ه Έی

عمل مͳ تواند فرد

H ⇝ G/T

شرایط در که همانطور درست بΎیرد، درنظر چپ از ضرب طریق از را
عمل ͳمدول فضاهای

SL٢(R)⇝ Q١Tg/Modg

همΎن، Έدینامی در نتایج قدرتمندترین از ͳ΋ی گرفتیم. درنظر را
عناصر توسط H اگر که مͳ کند ایجاب قضیه این است. راتنر قضیه
Έی Hx ⊂ G/T هرمدار بستار آنگاه باشد، شده تولید ٨ تک توان

ش΋ل به مدار این واق΄، در است‐ خاص زیرمنیفلد

Hx = Jx ⊂ G/T

مشابه گزاره ای است. H ⊂ J ⊂ G با ،J زیرگروه Έی برای
عناصر توسط SL٢(R) چون است. برقرار پایا اندازه های برای
تولید آنها) وترانهاده 

 ١ t

٠ ١

 صورت به (ماتریس هایی تک توان
راتنر قضیه از ͳروایت باشد انتظارداشته است مم΋ن فرد است، شده

دستاورد که است چیزی آن این باشد. برقرار ͳمدول فضاهای برای
مͳ کند. تایید آن را ͳمیرزاخان

دیΎر، چشم اندازی گشودن برای هندسه. درمقابل هاج نظریه
Ag = ͳآبل چندگوناهای ͳمدول درفضای Mg که آورید یاد به
Έدینامی روش های پذیرای متقارن، موضعاً فضای Έی ،Hg/Sp٢(Z)
در ͳوقت ،Mg در مختلط ژئودزیΈ های اما مͳ شود. نشانیده همΎن،
با نمͳ توانند آنها بنابراین، مͳ شوند. ناهمΎن مͳ شوند، نگاشته Ag

مͳ تواند فرد که مͳ دهد نشان ͳمیرزاخان کار شوند. آنالیز روش ها این
Mg روی مستقیم طور به رویه ها، خود روی ͳهندس آنالیز طریق از

.Ag با تا کند کار
در بیلیاردها نظریه با ،Q١Mg روی SL٢(R)عمل بیلیاردها. پیامدها:
مملو که ،Έدینامی ͳمقدمات شاخه Έی است، ارتباط در چندضلعͳ ها

دشوار. ازمسائل است
πQ در زاویه هایی با همبند ͳچندضلع Έی ،T ⊂ C کنید فرض
شده تولید ژئودزیΈ های رفتار با ،T در بیلیارد مسیرهای رفتار باشد.
«باز از آمده به دست ،(X, q) دوم درجه ͳدیفرانسیل یΈ فرم توسط

مͳ گیرد. قرار تنگاتنگ ͳدرارتباط ، T جدول کردن»
V = هم چون مختلط، ژئودزیΈ های از مثال ها اولین واق΄، در
 Έژئودزی سایه ،ͳیعن است. جبری خم Έی ،F (H) ⊂ Mg

ویچ، توسط نتیجه این است Έکوچ باشد، مم΋ن که تاجایی مختلط،
آمده دست به منتظم، چندضلعͳ های در بیلیاردها روی آنالیزش در
وابسته، دوم درجه ͳدیفرانسیل فرم ساز پایدار حالت، این در است.
باز گروه عنوان به که است SL(X, q) ⊂ SL٢(R) مشب΋ه Έی

کند. ͳم عمل ͳاصل بیلیارد شارش برای به هنجارش
Έدینامی حوزه در باز حدسیه چندین با ،ͳمیرزاخان کارهای
در پیشرفت هایی کارها، این مثال، برای مͳ گردد. مرتبط بیلیاردها
جبری عدد Έی ،T جدول هر برای این که دادن نشان بازِ مساله
متناوب اولیه، نوع های N(T, L) تعداد که طوری به دارد وجود CT

در L مساوی یا کمتر طول از T در بیلیارد مسیرهای

N(T, L) ∼ CTL
٢

π area(T )

داده اند نشان ͳمیرزاخان و اس΋ین آورده اند. وجود به مͳ کند، صدق
مͳ تواند CT این که و L روی میانگین گیری از پس حدسیه، این که

است. درست بΎیرد، مقدار شمارش پذیری تعداد تنها

8unipotent
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زلزله ها Έدینامی
اندازه پذیر ارتباط Έی و زلزله شارش روی ͳمیرزاخان کار با را بحث این

مͳ رسانیم. پایان به ،Mg تمام ریخت و هم تافته جنبه های بین
روش مفروض، رویه Έی از جدید رویه ای ساختن روش Έی
γ ⊂ X ∈ بسته Έژئودزی Έی به که است فنشل‐نیلسن Έکلاسی

جدید ریمان رویه Έی t ∈ R و Mg

Xt = twtγ(X) ∈ Mg

آن تاباندن ،γ امتداد در X دادن برش از رویه این که مͳ کند، وابسته
دست به آن، چسباندن سپس و راست سمت به t برابر ͳطول اندازه به
،γ اگر ͳیعن است، متناوب ،Mg در حاصل شده تابانده مسیر مͳ آید.

.Xt+L = Xt آنگاه باشد، L طول دارای

جدید رویه ساختن برای اولیه رویه برش ش΋ل٢:

حدهای درامتداد را شده بریده قسمت مͳ توان دیΎر، طرف از
تاباند. اندازه دار، تورق های به موسوم موزون، ساده Έژئودزی
تورق های فضای شده، داده نشان ترستن توسط که همان طور
فرم Έی با MLg

∼= R۶g−۶ ͳخط پاره پاره منیفلد Έی اندازه دار
شده تعریف زلزله ها، به موسوم حدی، تاباندن های و ،ͳطبیع ͳحجم

مͳ دهند. تش΋یل زمان ها، تمام برای
ͳمدول فضای هم تافته هندسه ͳطبیع ͳویژگ Έی زلزله ها،
ͳستگ΋ش توسط ͳطورهندس به مͳ توانند آنها که ͳحال در هستند.
λ ∈ محمل برخال) ام΋ان صورت (در امتداد در X کردن منظم و
عنوان به متعارف تری طور به هم چنین آنها شوند، تعریف MLg

ظاهر Y 7→ lenght(λ, Y ) توابع به وابسته ͳهمیلتون شارش های
مͳ شوند.

L١Mg روی واحد طول به Mgتورق های بافه روی زلزله شارش
روی ͳاندازه طبیع برحسب که، است داده نشان ͳمیرزاخان قراردارند.

:L١Mg

است. Έارگودی ترستن زلزله̃ شارش

مͳ آمد. به نظر مبهم و تار کاملا̈ زلزله ها، Έدینامی نتیجه، این از قبل
حالا نبود، دردست Mg در چΎال زلزله مسیر Έی از مثال Έی ͳحت
طور به و است چΎال زلزله مسیر هر تقریباً که کنیم ادعا مͳ توانیم

شده. توزیع ی΋نواخت
بودن Έارگودی اثبات . همتافته/تمام ریخت ش΋اف روی بستن پل
و هم تافته جنبه های بین توجه قابل ارتباط Έی از زلزله شارش

مͳ برد. بهره ͳمدول فضای تمام ریخت
Q١Mg روی ͳدایره زمان شارش که آورید به یاد دقیق تر، به طور

پارامتری Έی گروه عمل به وسیله

N =


 ١ t

٠ ١

 : t ∈ R

 ⊂ SL٢(R)

روی ترستن نتایج از ایده هایی براساس شده است. تعریف
حافظ نگاشت Έی مͳ دهد نشان ͳمیرزاخان کش سان، نگاشت های
را زلزله شارش که دارد وجود β : L١Mg −→ Q١Mg اندازه
نموداری دیΎر، عبارت به مͳ کند. منتقل ͳزمان دایره شارش روی

داریم. زیر به صورت جابه ج ایی

زلزله شارش ⟳ L١Mg =⇒ Q١Mg ⟲ ͳدایره زمان شارش
↓ ↓

Mg Mg

Q١Mg روی ͳزمان دایره̃ شارش که است شده معلوم به خوبی اما
شارش بودن Έارگودی صوری نتیجه Έی (این است Έارگودی
نتیجه همین به این ترتیب، (. [٢ . ۴ . ٢ قضیه ،Zim] است Έژئودزی
نوع از ͳصلبیت (اثبات . [Mir5]است برقرار نیز زلزله شارش برای

است.) حل نشده مساله Έی شارش ها، این برای راتنر
و هستند خلاقانه و اصیل بسیار ،ͳمیرزاخان پژوهش های خلاصه.
جبری، و هم تافته هندسه جمله ریاضͳ‐از شاخه های از ͳوسیع حوزه
Έی و تنیده درهم را ͳتصادف فرایندهای و پایین، بعد از توپولوژی
فضاهای از ما چشم انداز او، ͳاساس دستاوردهای است. کرده پارچه
رهنمون ͳریاض مرزهای سمت به را ما و داده است تغییر را ͳمدول
درحال چشمΎیری پیشرفت های هنوز حوزه، این در و است کرده

هستند. شدن نمایان
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