
دوم نوبت آزمون
کشور دانشجویی ریاضی مسابقه دومین و چهل

97/4/20 دوم جلسه

x, y ∈ B هر براي و B = {x = (x١, x٢) ∈ R٢ : ||x|| =
√

x٢١ + x٢٢ < ١} کنید فرض (7

d(x, y) =

{
٢− ||x|| − ||y||, x ̸= y

٠ x = y.

کنید.) ثابت را d بودن متر نیست (لازم ندارد. حدي نقطه (B, d) متریک فضاي کنید ثابت

داریم x ̸= y که x, y ∈ B هر براي پاسخ:
d(x, y) = (١− ||x||) + (١− ||y||) > ١− ||x||

هستند. تنها B نقاط تمام یعنی B١−||x||(x) = {x} پس
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که طوري به موجودند (Q,+) گروه از B و A سره زیرگروه�هاي دهید نشان (8
Q = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

B و A که می�شود دیده راحتی به B = {a
b : a, b ∈ Z, فرد b} و A = { a

٢n : a ∈ Z, n ∈ N} دهید قرار پاسخ:
موجودند x, y ∈ Z پس (c, ٢m) = ١ چون است. فرد c که q = ٢mc آنگاه p

q ∈ Q اگر هستند. Q سره گروه زیر دو

.Q = A+B یعنی p
q = x

٢m + y
c ∈ A+B نتیجه در cx+ ٢my = p که
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مثبت x هر براي که طوري به کنید ارائه f : (٠,+∞) → R مانند غیرثابت و پیوسته تابعی از مثالی (9
.f(٢x)f(x) ≤ ٠

پاسخ:
.g(١) = g(٢) = ٠ که باشد [١, ٢] بازه در پیوسته و نامنفی ثابت، غیر تابعی g(x) کنید فرض مثال براي روشاول
به توجه با و است پیوسته شده ارائه تابع .f(x) = (−١)ng(x) می�دهیم قرار n ∈ Z که ٢n ≤ x < ٢n+١ هر براي

f(x)f(٢x) ≤ ٠ شرط می�گیرند قرار [٢n, ٢n+١) شکل به متوالی بازه دو در ٢x و x ، x مثبت عدد هر براي اینکه

می�شود. نتیجه

است. سوال ویژگی�هاي با مثال یک f(x) = sin(π log٢(x)) تابع دوم روش
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هر براي که باشد تابعی φ : Mn(R) → Mn(R) و حقیقی n× n ماتریس�هاي مجموعه Mn(R) کنید فرض (10
A,B ∈ Mn(R) هر براي کنید ثابت .φ(P +Q) = φ(P ) + φ(Q) وارون�پذیر P,Q ∈ Mn(R)

φ(A+B) = φ(A) + φ(B).

پاسخ:
در φ(I) = φ(٢I + (−I)) = φ(٢I) + φ(−I) = ٢φ(I) + φ(−I) همچنین .φ(٢I) = ٢φ(I) که کنید توجه

فرض .φ(P ) + φ(−P ) = ٠ پذیر، وارون P هر براي پس .φ(٠) = φ(I + (−I)) = φ(I) + φ(−I) = ٠ نتیجه

g(x) و f(x) ریشه که بگیرید طوري را λ ̸= ٠ حقیقی عدد .g(x) = det(B + xI) و f(x) = det(A − xI) کنید

فرض طبق پس پذیرند. وارون B + λI و A− λI صورت این در نباشد.
φ(A) = φ(A− λI + λI) = φ(A− λI) + φ(λI)
φ(B) = φ(B + λI − λI) = φ(B + λI) + φ(−λI)

نتیجه در
φ(A) + φ(B) = φ(A− λI) + φ(λI) + φ(−λI) + φ(B + λI)

= φ(A− λI) + φ(B + λI) = φ(A− λI +B + λI)
= φ(A+B)
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همگراست. زیر سري کنید ثابت .١ ≤ β < α و هستند حقیقی اعدادي ٠ < x١ < x٢ < x٣ < · · · فرضکنید (11
∞∑
n=٢

(xn − xn−١)
β

xαn

اول راه پاسخ:
داریم ٠ < x < y هر براي که دارد وجود C > ٠ ثابت لم.

(y − x)β

yα
< C(xβ−α − yβ−α)

،t > ١ هر براي کنیم ثابت است کافی آنگاه ، yx = t دهیم قرار اگر لم. اثبات
f(t) =

(t− ١)β

tα − tβ
< C

،α > β چون

lim
t→∞

f(t) = ٠

هوپیتال قضیۀ بنابر همچنین

lim
t→١+

f(t) = lim
t→١+

β(t− ١)β−١

αtα−١ − βtβ−١ = ٠

C > ٠ عدد پس است. کراندار بنابراین است پیوسته (١,∞) روي f چون و limt→∞ f(t) = limt→١+ f(t) = پس٠

.f(t) < C ،t > ١ هر براي که دارد وجود

داریم: k هر براي بالا لم بنابر بازمی�گردیم. اصلی مسأله اثبات به حال
k∑

n=٢

(xn − xn−١)
β

xαn
≤

k∑
n=٢

C(xβ−α
n−١ − xβ−α

n ) = C(xβ−α
١ − xβ−α

k ) < Cxβ−α
١

است. همگرا پس است نامنفی سري چون و هستند کراندار سري، جزئیِ مجموع�هاي پس

دوم راه
داریم

(xn − xn−١)
β

xαn
≤ (xn − xn−١)x

β−١
n

xαn
=

xn − xn−١

xα−β+١
n

است، نزولی ١
xα−β+١ تابع این�که به توجه با حال

∞∑
n=٢

(xn − xn−١)
β

xαn
≤

∞∑
n=٢

xn − xn−١

xα−β+١
n

≤
∫ ∞

x١

١
xα−β+١ =

١
α− β

xβ−α
١
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طبیعی عدد دو هر براي که طوري به دارند وجود طبیعی اعداد از A١, A٢, A٣, . . . زیرمجموعه�هاي کنید ثابت (12
است. j و i مشترك �علیه مقسوم بزرگترین با برابر Ai ∩Aj اعضاي تعداد متمایز) لزوماً (نه j و i

پاسخ:
راحتی به آنگاه کنند صدق مساله شرایط در A١, A٢, . . . خانواده�ي اگر که کنید توجه چیز هر از قبل اول روش

می�شود، نتیجه

.|Ai| = i که می�شود نتیجه i = j دادن قرار با •

بنا�براین است عضوي i خود Ai چون و دارد عضو i دقیقا Ai ∩ Aj آنگاه باشد بخش�پذیر i بر j اگر •

Ai ∩Aj = Ai

نکته�ي طبق سو یک از A(i,j) حال است. عضوي (i, j) مجموعه�ي یک Ai ∩Aj ،j و i دلخواه عدد دو براي •

و Ai مجموعه�ي دو هر زیرمجموعه�ي دوم نکته�ي طبق طرفی از و است عضوي (i, j) مجموعه�ي یک اول

.Ai ∩Aj = A(i,j) پس است. Aj

مجموعه�هاي کنید فرض و A١ = {١} می�دهیم قرار ابتدا می�سازیم. استقرایی شکل به را نظر مورد مجموعه�هاي حال

را An عضوي n مجموعه�ي داریم قصد می�کنند. صدق مساله شرایط در که طوري به شده�اند ساخته A١, . . . , An−١

باشد. عضوي (k, n) ،k < n هر براي Ak ∩An که بسازیم گونه�اي به

از زیرمجموعه�اي A n
pj

که است واضح دوم نکته�ي به توجه با باشند. p١, . . . , pm با برابر n اول عوامل کنید فرض

باشیم داشته باید بنابراین است. An

A n
p١

∪ . . . ∪A n
pm

⊂ An.

شمول اصل کمک به مستقیم را مجموع این می�توان می�کنیم. محاسبه را A n
p١
∪ . . .∪A n

pm
اعضاي تعداد ادامه در

n تا یک از اعدادي با برابر را Bj ،١ ≤ j ≤ m هر براي می�توان دیگر روشی عنوان به یا کرد محاسبه شمول عدم و

،l هر براي که است واضح این�صورت در بخش�پذیرند. pj بر که داد قرار

|Bi١ ∩ . . . ∩Bil | =
n

pi١ . . . pil
= |A n

pi١
∩ . . . ∩A n

pil

|

است B١ ∪ . . .∪Bm اعضاي تعداد با برابر A n
p١

∪ . . .∪A n
pm

اعضاي تعداد شمول عدم و شمول اصل طبق بنابراین و

دارند. n− φ(n) با برابر تعدادي لذا نیستند اول n به نسبت که هستند n تا یک از اعدادي با برابر آخر مجموعه�ي و



می�کنیم، تعریف باشد A١ ∪ . . . ∪An−١ در عدد بزرگترین t کنید فرض حال

An := (A n
p١

∪ . . . ∪A n
pm

) ∪ {t+ ١, . . . , t+ φ(n)}.

،k < n هر براي دهیم نشان کافیست اثبات اتمام براي بنابراین و دارد عضو n ،An قبل محاسبه�ي به توجه با

داریم، است. عضوي (k, n) ،Ak ∩An

Ak ∩An = Ak ∩ (A n
p١

∪ . . . ∪A n
pm

) = (Ak ∩A n
p١
) ∪ . . . ∪ (Ak ∩A n

pm
) = A(k, n

p١
) ∪ . . . ∪A(k, n

pm
).

که می�شود یافت jاي اندیس همچنین A(k, n
pj

) ⊂ A(k,n) لذا و (k, n
pj
)|(k, n) ،j هر براي که کنید توجه حال

.A(k, n
p١

) ∪ . . . ∪A(k, n
pm

) = A(k,n) بنابراین و (k < n که کنید (توجه (k, n
pj
) = (k, n)

قرار باشد. pα١
١ . . . pαk

k شکل به اول عوامل به n تجزیه کنید فرض بگیرید. دلخواه را n طبیعی عدد دوم روش
می�دهیم،

An = {pβ١١ . . . pβk
k : ٠ ≤ β١ ≤ pα١

١ − ١, . . . , ٠ ≤ βk ≤ pαk
k − ١}.

باشند. دلخواه طبیعی عدد دو j و i کنید فرض می�کنند. صدق مساله شرایط در A١, A٢, . . . می�دهیم نشان

می�نویسیم،

i = pα١
١ . . . pαk

k , j = p
α′
١

١ . . . p
α′
k

k ,

هستند اعدادي مجموعه Aj و Ai اشتراك داد نشان می�توان تعریف، به توجه با .١ ≤ j ≤ k هر براي αj , α
′
j ≥ ٠ که

Ai ∩ Aj اعضاي تعداد نتیجه در .١ ≤ j ≤ k هر براي ٠ ≤ βj ≤ min{pαj

j − ١, p
α′
j

j − ١} که pβ١١ ...pβk
k شکل به

با، است برابر

p
min{α١,α

′
١}

١ ...p
min{αk,α

′
k}

k

است. j و i مشترك مقسوم�علیه بزرگترین با برابر نیز این که


