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(٧

و A و I از خطی ترکیبی AB که طوری به باشند حقیقی درایه های با ٢ × ٢ ماتریس دو B و A کنید فرض

است. B و A و I از خطی ترکیبی نیز BA دهید نشان است. B

پاسخ:

∃a, b X٢ + aX + bI = ٠ داریم دو مرتبه از X ماتریس هر ازای به چون .S =< I,A,B > دهید قرار

.BA = بنابراین (A + B)٢, A٢, B٢ ∈ S نتیجه در ، X٢ ∈ S آنگاه X ∈ S اگر پس کیلی-همیلتون) (قضیۀ

(A+B)٢ −A٢ −B٢ −AB ∈ S
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حداقل شامل که یافت می توان چنان بسته نیم کرۀ یک کره، سطح روی نقطه پنج هر برای دهید نشان (٨

است. نقطه پنج آن از نقطه چهار

می شود. شامل نیز را آن مرز بسته، نیم کرۀ توضیح:

پاسخ:

صفحه با کره اشتراک است (کافی می گذرد. عظیمه دایرۀ یک دقیقاً کره، روی نقطه دو هر از که می دانیم

گرفته نظر در را نقطه پنج این از نقطه دو حال می گذرد.) کره مرکز و نقطه دو این از که بگیریم نظر در را ای

در که می کند تقسیم بسته کرۀ نیم دو به را کره که می کنیم رسم را می گذرد نقطه دو این از که عظیمه ای دایرۀ و

ما مطلوب کرۀ نیم که است باقیمانده نقطۀ سه از نقطه دو حداقل شامل کره ها نیم این از یکی مشترک اند. مرز

است.
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هر برای کنید فرض همچنین باشند. نامنفی حقیقی اعداد از دنباله سه {an} و {bn} ،{cn} کنید فرض (٩

همگرا {an} دنباله کنید ثابت باشد. همگرا نیز
+∞∑
n=١

cn سری و an+١ ≤ an− bn+ cn باشیم داشته n طبیعی عدد

است.

پاسخ:

داریم n تا ١ از زدن جمع با bn ≤ (an − an+١) + cn می نویسیم
n∑

k=١

bk ≤ a١ − an+١ +
n∑

k=١

ck

+∞∑
k=١

bk سری همگرایی
+∞∑
k=١

ck سری همگرایی به توجه با و n → +∞ گرفتن حد با
n∑

k=١

bk ≤ a١ +
n∑

k=١

ck پس

می شود. ثابت نیز

داشت: خواهیم زنیم، می جمع n < m عدد تا n عدد از bn ≤ (an − an+١) + cn رابطه در اکنون
m∑

k=n

bk ≤ an − am+١ +
m∑

k=n

ck

یا و

am+١ ≤ an +

m∑
k=n

ck −
m∑

k=n

bk

می گیریم حد m → +∞ ابتداوقتی

lim
m→+∞

am+١ ≤ an +
+∞∑
k=n

ck −
+∞∑
k=n

bk

بگیریم حد n → +∞ وقتی اکنون است. کراندار {am} دنبالۀ یعنی

lim
m→+∞

am+١ ≤ lim inf
m→+∞

an + ٠ − ٠

است. همگرا {an} یعنی دقیقاً این و
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.f(f(x)) = cosx ، x ∈ R هر برای که طوری به ندارد وجود f : R → R پیوسته تابع هیچ کنید ١٠)ثابت

.α ∈ (٠, π٢ ) همچنین .cosα = α که دارد وجود α حقیقی عدد دقیقاًیک .١ لم پاسخ:

چون طرفی از دارد. وجود بالا خاصیت با (٠, π٢ ) بازۀ در α یک حداقل میانی، مقدار قضیۀ بنابر .١ لم اثبات

داریم x ∈ [−π
٢ , ٠) برای همچنین دارد. بازه این در ثابت نقطه یک دقیقاً پس است نزولی [٠, π٢ ] بازۀ در cosx

.cosx < ١ < x داریم ،x > π
٢ برای و cosx > −١ > x داریم x < −π

٢ برای و .cosx ≥ ٠ > x

□ است. (٠, π٢ ) بازۀ در جواب آن و دارد جواب یک دقیقاً cosx = x پس

باشد. داشته وجود f تابع کنیم فرض

.f(α) = α داریم ،١ لم در مذکور α برای .٢ لم

پس ،f ◦ f = cos که آنجا از و f(f(f(α))) = f(α) نتیجه در .f(f(α)) = cosα = α داریم .٢ لم اثبات

.f(α) = α ،١ لم بنابر پس است cosx ثابت نقطه یک نیز f(α) یعنی .cos f(α) = f(α)

□

است. یک به یک [٠, π٢ ] بازۀ روی f تابع .٣ لم

.f(x١) = f(x٢) ،[٠, π٢ ) بازۀ در x١ ̸= x٢ برای کنید فرض .٣ لم اثبات

تناقض در [٠, π٢ ] روی cosx تابع بودن یک به یک با این که cosx١ = f(f(x١)) = f(f(x٢)) = cosx٢ آنگاه

□ است.

هست نیز پیوسته چون و است یک به یک [٠, π٢ ] روی f ،٣ لم بنابر می گردیم. باز اصلی مسأله حل به حال

که دارد وجود ε > ٠ ،f پیوستگی بنابر پس ،α ∈ (٠, π٢ ) و f(α) = α که آنجا از باشد. یکنوا اکیداً باید پس

α− ε, α+ ε, f(α− ε) ∈ (٠,
π

٢
)
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است. صعودی اکیداً f ∣∣
[٠,π٢ ]

اول: حالت

α− ε < α+ ε ⇒ f(α− ε) < f(α+ ε)

⇒ f(f(α− ε)) < f(f(α+ ε))

⇒ cos(α− ε) < cos(α+ ε)

است. تناقض در [٠, π٢ ] روی cosx بودن نزولی با این که

دوم: حالت

است. نزولی اکیداً f ∣∣
[٠,π٢ ]

α− ε < α+ ε ⇒ f(α− ε) > f(α+ ε)

⇒ f(f(α− ε)) < f(f(α+ ε))

⇒ cos(α− ε) < cos(α+ ε)

است. تناقض در [٠, π٢ ] روی cosx بودن نزولی با هم باز که
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نیست. پذیر بخش ٢n − ١ بر ٣n − ١ ، n > ١ طبیعی عدد هر برای دهید نشان (١١

پاسخ:

n = ٢m اگر زیرا باشد فرد عددی باید n که اولا .٢n − ٣|١n − ١ ،n > ١ یک برای که کنیم فرض برخلاف

این در و n = ٢m + ١ می دهیم قرار .٣ ∤ ٣n − ١ که حالی در ٢|٣n − ١ پس ٢n = ٢٢m ≡ ٣)١ پیمانه ) آنگاه

داشت خواهیم نیز باشد ٢n − ١ از اولی عامل p اگر همچنین و ٣n ≡ ٢)١n − ١ پیمانه ) صورت

(∗) ٣n = ٣٢m+١ ≡ ١(p پیمانه )

داشت خواهیم x٢m در (∗) همنهشتی ضرب با .٣x ≡ ١(p پیمانه ) که دارد وجود x صحیح عدد ،p ̸= ٣ چون

قانون معروف تمرین های از یکی بنابر است. p پیمانه به مربعی مانده یک ٣ یعنی ،٣ ≡ (xm)٢(p (پیمانه

است ١٢k ± ١ بصورت اعداد از حاصلضربی ٢n − ١ اکنون باشد. ١٢k ± ١ صورت به باید p مربعی، تقابل

باشد. ١٢k ± ١ بصورت باید نیز خود پس

این در که ٢n = ٢(۶k + ١) آنگاه ٢n − ١ = ١٢k + ١ اگر نیز و ندارد امکان ٢n − ١ = ١٢k − ١ وضوح به

است. تناقض در مسئله بافرض که باشد n = ١ و k = ٠ باید صورت
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زیرگروه هر دهید نشان است. غیرنرمال زیرگروه متناهی تعداد دارای که است گروهی G کنید فرض (١٢

است. نرمال زیرگروه یک G نامتناهی

پاسخ:

gH−١g ⊈ H که دارد وجود g ∈ G پس باشد G غیرنرمال و نامتناهی زیرگروه یک H کنید فرض

gxg−١ = xn اگر زیرا gxg−١ ̸∈< x > صورت این در بگیرید. نظر در را ghg−١ = x ∈ gHg−١ \H عضو

نیست. نرمال < x > یعنی gxg−١ ̸∈< x > پس است تناقض که x = g−١xng = (g−١xg)n = hn ∈ H آنگاه

زیرگروه های تعداد چون و است غیرنرمال < x > ،x ∈ gHg−١\H برای چون باشد نامتناهی gHg−١\H اگر

که طوری به دارند وجود · · · و x٢ و x١ متمایز اعضای پس است متناهی غیرنرمال

< x١ >=< x٢ >=< x٣ >= · · ·

مولد متناهی تعدادی فقط دوری گروه هر ولی (· · · ،x٢ ،x١ مثلا) است مولد نامتناهی دارای < x١ > یعنی این

است. تناقض این و دارد

داریم α ∈ gHg−١ \H و gHg−١ ∩H = K دهید قرار حال .|gHg−١ \H| < +∞ بنابراین

αK ⊆ gHg−١ = (gHg−١ \H) ∪K

αK = K می دهد نتیجه که αK ∩K ̸= ∅ باشیم داشته باید نامتناهی αK و است متناهی gHg−١ \H چون

است. تناقض یک این و α ∈ H لذا و


